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An  der  Äufstellimg  der  bunten  Schar  der  mannigfaltigen,  speKiellen 
algebraischen  und  tranascendenten  Kurven  haben  fast  alle  Mathematiker, 
angefangen  von  der  griechischen  Epoche  bis  auf  unsere  Tage,  mit- 
gearbeitet: die  einen  trieb  der  Wunsch  nach  Vermehrung  der  Zahl  inter- 
essanter geometrischer  Figuren,  die  anderen  der  Wunsch,  analytische 
Formeln  geom.etriscli  interpretiert  zu  sehen;  wieder  andere  beseelte  die 
HofPaung,  gewisse,  bis  dahin  unbezwungene  geometrische  Probleme  zu 
lösen;  noch  andere  fülirten  Anwendungen  aus  der  Mechanik  und  Physik 
dazu.  Die  nachfolgenden  Untersuchungen  über  diese  Gebilde  sind  nicht 
blofs  ihrer  aufseren  und  inneren  Natur  nach  ganz  verschiedener  Art, 
sondern  sie  finden  sich  auch  zerstreut  in  allerlei  ganz  verschiedenen 
Werken,  von  den  gewaltigen  Publikationen  der  grofsen  Akademien  an 
bis  zu  den  bescheidenen  Abhandlungen,  in  den  für  die  Studierenden 
bestimmten  Zeitschriften,  von  den  Büchern,  die  heute  zu  den  klassischen 
der  exakten  Wissenschaften  zählen,  bis  zu  den  kleinen  Arbeiten,  denen 
es  vom  Schicksal  bestimmt  ist,  sich  nur  einer  beschränkten  Bekanntheit 
zu  erfreuen,  wie  die  Inauguraldissertationen,  die  Habilitationsschriften 
und  Programmabbandlungen.  Die  sehr  häufigen  Fälle,  dafs  ein  und 
dieselbe  Kurve  oftmals  entdeckt  worden  ist,  dafs  derselbe  Satz  von 
verschiedenen  Autoren  gefunden  wurde,  dafs  dasselbe  Problem  mehr- 
mals als  ein  neues  behandelt  worden  ist,  Uefsen  es  dringend  nötig  er- 
scheinen, einer  solch  beklagenswerten  Arbeitsver schwendung  ein  Ende 
zu  machen,  machten  dringend  das  Bedürfais  fühlbar,  das  bisher  vorhan- 
dene ungeheuere  Material  zu  ordnen,  liefsen  den  sehnsüchtigen  Wunsch 
hervortreten  nach  einem  Werke,  in  welchem  alle  bekannten  Kurven 
nach  ihrer  Definition  und  ihren  Haupteigenschaften  dargelegt  seien. 

Es  ist  das  Verdienst  der  Königl.  Akademie  der  Wissenschaften 
zu  Madrid,  zuerst  öffentlich  diesen  Wunsch  ausgesprochen  und  zu 
seiner  Erfüllung  dadurch  beigetragen  zu  haben,  dafs  sie  als  Thema 
für  die  am  31.  Dez.  1894  fällige  Preisaufgabe  stellte  die  Ausarbeitung 
„eines  geordneten  Verzeichnisses  aUer  Kurven  jeglicher  Art,  die  einen 
speziellen  Namen  erhalten  haben,  mit  kurzen  Angaben  über  ihre  Ge- 
stalt, ihre  Gleichungen,  ihre  Erfinder".  Da  die  genannte  Akademie 
die  gewünschte  Beantwortung  nicht  erhielt,  so  wiederholte  sie  dieselbe 
Aufgabe  für  den  am  31.  Dez.  1897  fälligen  Wettbewerb.  Inzwischen 
hatte  der  berühmte  französische  Mathematiker  Häton  de  la  Gou- 
pilliere  ein  ähnliches  Thema  im  Intermedtaire  des  maQulmaticiens 
(Band  I,  1894,  S.  37)  zur  Bearbeitung  vorgeschlagen.     Eben  diesen 
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VI  Vorwort. 

Öffentlichen  und  von  Autoritäten  auBgegangenen  Aufforderungen,  sich 
methodisch  mit  den  speziellen,  bis  jetzt  vorhandenen  Kurven  zu  be- 
schäftigen, verdankt  das  vorliegende  Work  seine  Entstehung.  Es  fand 
auch  bei  der  Königl.  Akademie  zu  Madrid  die  schmeichelhafteste  und 
vollständigste  Anerkennung,  nachdem  es  Ende  1897  (in  einer  von  der 
vorliegenden  abweichenden  Form)  dem  erlauchten  Urteile  jenes  hohen 
Gelehrten-Kollegiums  nnterhreitet  vrorden  vrar*). 

Die  Ausführung  eines  Werkes  wie  des  vorliegenden,  dessen  Fehlen 
in  der  Litterator  von  vielen  Seiten  beklagt  worden  ist,  bietet  nicht 
wenige  und  nicht  geringe  Schwierigkeiten.  Zuerst  mufsten  vor  allem 
die  Grenzen  desselben  sorgfältig  festgelegt  werden,  dann  mufste  mit 
peinlicher  Sorgfalt  daa  Mat-erial  zur  Ausbeute  gesammelt  werden, 
Bchliefslich  mufste  die  Methode  ausfindig  gemacht  werden,  um  das 
Material  wohl  zu  ordnen  und  einzuteilen. 

Bezüglich  der  Frage,  welche  Kurven  zu  betrachten  seien,  habe 
ich  mich  entschlossen,  auszuschliefsen:  1)  Diejenigen  Kurven,  die  aus 
heterogenen  Bogenstücken  zusammengesetzt,  und  daher  nicht  durch 
eine  einzige  Gleichung  darzustellen  sind,  weil  sie  auch  eher  der  Archi- 
tektur, der  Physik  oder  angewandten  Disziplinen,  als  der  reinen 
Mathematik  angehören.  2)  Die  Linien  doppelter  Krümmung,  da  sie 
bekanntlich  Gebilde  von  ganz  anderer  Natur  als  die  ebenen  Kurven 
sind;  ihre  Behandlung  bleibt  daher  einem  Werke  über  die  ver- 
gleichende Geometrie  des  Raumes  vorbehalten,  analog  diesem 
Versuch  einer  vergleichenden  Geometrie  der  Ebene.  Hin- 
gegen habe '  ich  eingeschlossen  alle  ebenen  oder  transscendenten 
Kurven,  die  schon  einen  speziellen  Namen  erhalten  haben,  ebenso 
manche  andere,  die,  wenngleich  sie  namenlos  sind,  dennoch  eine  feste 
Anstellm^  in  der  Wissenschaft  verdienen. 

Was  nun  das  verwendete  Material  angeht,  so  habe  ich,  kann  ich 
wohl  sagen,  auf  die  gesamte  mathematische  Litteratur  zurückgegriffen, 
die  mir  erreichbar  gewesen,  weil  ich  durch  die  Erfahrung  überzeugt 
wurde,  dafs  nur  in  sehr  wenigen,  vielleicht  in  keinem  Zweige  der 
Mathematik  wichtige  Forschungen  über  spezielle  Kurven  gänzlich  fehlen. 
Aber  wenn  ich  auch  nicht  von  vornherein  irgend  welche  Kategorie 
mathematischer  Arbeiten  ausgeschlossen  habe,  so  soll  damit  nicht  ge- 
sagt sein,  dals  mir  kein  Gegenstand  von  Bedeutung  entgangen  sei,  und 
daher  erbitte  ich  mir  für  die  sowohl  unvermeidlichen  als  auch  unbeab- 
sichtigten Mängel  meines  Werkes  schon  jetzt  die  Nachsicht  der  kom- 
petenten Fachleute,  und  hege  das  Vertrauen,  dafs  diese  mir  von  jedwedem 
gewährt  werde,  der  auch  nur  eine  annähernde  Vorstellung  von  dem  un- 
ermefslichen  Eeichtume  der  heutigen  mathematischen  Wissenschaft  hat. 

*)  S.:  Annwwio  de  la  Beal  Äcademia  de  Giencias  exactas,  fidcas  y  natwrales, 
1900  (Madrid)  8.  141—153,  298—322,  und  El  progr^  matmatko,  1900,  S.  201 
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Votworf,  VII 

Es  möge  an  dieser  Stelle  auch  bemerkt  werden,  dafs  ich.  mich  bei 
jeder  Kurve  darauf  beschränkt  habe,  ihrem  Ursprünge,  soweit  dies  mög- 
lich war,  nachzuforschen,  und  ihre  hauptaächliehsfcen  Eigenschaften  nach- 
zuweisen und  die  besten  Untersuchungsmethoden,  welche  auf  sie  an- 
wendbar sind,  anzugeben,  ohne  jedoch  alle  Sätze  und  alle  mit  ihr 
zusammenhängenden  Arbeiten  aufzuzählen.  Zu  einer  derartigen  Be- 
schränkung des  Stoffes  wurde  ich  bewogen  einerseits  durch  den  enormen 
Umfang,  den  sonst  meine  Arbeit  angenommen  hätte,  anderseits  durch 
die  Hoffnung,  dafs  andere  sich  daran  geben  möchten,  eine  Tollständige 
Bibliographie  der  ebenen  Kurven  aufzustellen.  Die  besten  Proben  in 
dieser  Hinsicht  hat  Herr  Prof  WÖlffing  gegeben*)  und  rechtfertigen 
diese  die  Ansicht,  dafa  gerade  er  der  geeignetste  Mann  für  diese  ver- 
dienstliche Arbeit  sei. 

Was  endlieh  die  Anordnung  des  Stoffes  angeht,  so  glaubte  ich 
ein  zweifaches  Prinzip  beachten  zu  müssen.  Bei  der  Teilung  des 
Werkes  in  Abschnitte  habe  ich  mich  durch  die  Natur  der  unter- 
suchten Kurven  leiten  lassen,  und  behandelte  darnach  zuerst  die  al- 
gebraischen Kurven  von  bestimmter  Ordnung  (Absclm.  I— IV),  dann 
die  von  beliebiger  Ordnung  (Abschn.  V);  alsdann  ging  ich  zu  den 
transscendenten  Kurven  über  (Absehn.  VI),  um  sehliefslich  (Abschn,  VII) 
gewisse,  für  alle  geometrischen  Kurven  anwendbare  Gesetze  für  die 
Ableitung  einer  Kurve  aus  einer  anderen  zu  behandeln.  Hingegen  in 
der  Anordnung  der  Kapitel  der  einzelnen  Abschnitte  wählte  ich  als 
hauptsächliches  Prinzip  die  historische  Reihenfolge;  jedoch  habe  ich 
mich  davon  frei  gemacht,  wenn  es  galt,  die  aus  der  einzelnen  Kurve 
im  Laufe  der  Zeit  durch  einen  der  VeraUgemeinerungsprozesse  hervor- 
gegangenen Kurven  zu  beschreiben,  deren  Fruchtbarkeit  die  heutige 
Geometrie  hauptsäcUich  ihren  Reichtum  verdankt.  Weitere  Einzel- 
heiten über  die  behandelte  Materie  und  deren  Anordnung  ersieht  der 
Leser  aus  dem  ausführliehen  Inhaltsverzeichnisse. 

Die  von  mir  angewendete  Form  der  Darstellung  trägt  einen  wesent- 
lich algebraischen  Charakter  und  wurde  von  mir  vornehmlich  des- 
wegen gewählt,  um  den  jüngeren  Lesern  einen  unbestreitbaren  Beweis 
zu  liefern  von  der  gewaltigen  Hilfskraft,  die  die  analytische  Geometrie 
jedem  bietet,  der  die  Kunstgriffe  ihres  wunderbaren  Mechanismus  iane 
hat;  ferner  auch  deswegen,  weÜ  die  reine  Geometrie  heute  wohl  noch 
nicht  eine  Grundlage  von  gleicher  Allumfassung  und  Ausdehnung 
bieten  kann,  um  daraufhin  die  mathematischen  Wahrheiten  zu  er- 
forschen. Inwiefern  der  Verfasser  Verbesserung  nach  Inhalt  und  Form 
erreicht  hat  (insbesondere  in  Bezug  auf  die  transscendenten  Knrven), 
das  Urteil  daröber  sei  dem  einsichtigen  Leser  überlassen;  soUte  er  sich 
veranlafst  fühlen,  Anordnung  und  Auswahl  des  Stoffes  zu  tadeln,  so 

*)  Ich  erwähne  nur  den  wnnderscliöiieii  Bericht  über  den  gegenwärtigen  Stand 
der  Lehre  von  den  cykliicken  Kwrven  (Bibl.  math.  3'  Reihe,  II.  Bd.  1901). 
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Vni  Vorwort. 

möge  er  auch  bedenken,  dafs  es  iet  eine  „res  ardua,  vetustis  novitatem 
dare,  novis  autoritatem,  obsoletia  nitorenA,  obseuris  lucem,  fastidiis 
gratiam,  diibiis  fidem,  omnibus  Yero  naturam  et  naturae  suae  omnia"*). 
Dafs  ein  Werk  wie  das  vorliegende,  trotz  der  grofsen  Sorgfalt, 
die  der  Verfasser  auf  dasselbe  verwandt  hat,  die  erwünschte  Voll- 
kommenheit erreichen  könne,  ist  undenlfbar,  und  ich  werde  allen  denen 
sehr  dankbar  sein,  die  mich  auf  etwaige  Mangel  und  Lücken  auf- 
merksam machen  werden,  und  mich  in  den  Stand  setzen,  die  einen  zu 
beseitigen,  die  anderen  auszufüllen.  Einige  derartige  Berichtigungen 
und  Zusätze,  die  sich  nachträglich  ergaben,  finden  sich  am  Schlüsse 
des  Werkes  aufgezahlt  (s.  Berichtigungen  und  Zusätze). 

G&s  fiefühl  der  Dankbarkeit  veraniafst  mich  an  ciieeer  Stelle  einiger 
Herren  rühmlich  zu  gedenken,  die  in  verschiedener  Weise  zu  dem  guten 
Ausgange  meines  Unternehmens,  das  jetzt  in  fertiger  Form  vorliegt, 
beigetragen  haben.  Unstreitig  an  erster  Stelle  steht  Herr  H.  Broeard, 
nicht  nur  wegen  seiner  wertvollen  Kurvenverzeiehnisse,  die  er  im 
Intermeäiawe  des  mathematielens  (Bd.  IV,  1897,  S.  103;  V,  1898,  S.  33 
n.  37;  VII,  1900,  S.  271)  veröffentUeht  hat,  und  der  beiden  Bände  der 
Notes  de  Bibliographie  des  ctmrbes  geometriques  (Bar-Ie-Duc  1897  u.  1899), 
sondern  auch  wegen  der  häufigen  und  reichhaltigen  Aufldämngen,  die 
er  mir  grofsartiger  Weise  allemal  gegeben  hat,  wenn  ich  ihn  darum 
bat.  Alsdann  folgt  Herr  Prof.  Dr.  E.  Wolffing,  der,  indem  er  es 
übernommen  hatte,  an  der  schwierigen  und  undankbaren  Aufgabe  der 
Revision  der  Druckbogen  sich  zu  beteiligen,  mir  in  vielen  Fällen  wert- 
volle Zusätze  an  den  von  mir  gegebenen  bibliographischen  Notizen 
lieferte,  die  ich  in  allen  den  Fällen  nützlich  verwendet  habe,  wo  sie 
nicht  den  ursprünglichen  Plan  meines  Werkes  veränderten.  Ein  Wort 
aufrichtigen  Lobes  verdient  auch  Herr  Oberlehrer  Fritz  Schütte, 
nicht  nur  wegen  seiner  fleifsigen  Arbeit  der  Übersetzung,  sondern  auch 
für  das  von  ihm  fortwährend  dem  von  mu-  gewählten  Thema  erwiesene 
Literesse;  und  mit  dankbarem  Herzen  «kenne  ich  es  an,  dafs  seine 
nicht  gewohnliche  Geschicklichkeit  m  der  Erfassung  und  Zeichnung  der 
Kurvenformen  zur  Verbesserung  mancher  Einzelheiten  beigetragen  hat. 
Scbliefslich  kann  ich  auch  dem  Hause  de&  Veilegers  meine  An- 
erkennung nicht  versagen,  da  es  kerne  Opfer  gescheut  hat,  das  gegen- 
wärtige Werk  einer  gröfseren  Vollendung  in  der  Form  entgegen  zu 
führen,  als  ich  es  hätte  erwarten  tSunen.  Aber  was  soll  ich  noch 
meinen  Worten  der  Anerkennung  hinzufügen  für  ein  Haus,  das  schon 
durch  seine  gewaltigen  Unternehmungen  im  Dienste  der  Wissenschaft 
sich  selber  eine  bleibende  Stelle  in  der  Geschichte  der  Wissenschaften 
und  den  fortwährenden  Dank  der  ganzen  Gelehrten  weit  errungen  hat? 
Genua,  im  März  1902. 

G.  Loria. 

•)  PliniuB,  Vorrede  au  aeinei  HistoTio,  naturalis. 
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Vorwort V-Vm 

I,  Absebiiitt. 
Xibeue  und  kärperliclie  Örter 

Kap  1  Die  Gerade  1  YoiVemerkiBgei  '  ^eis  tiedenp  4.rtcn  d  e 
GeiaJe  au  dpfln  ercn  3  Die  Gerade  als  las  Funlimeat  dei  bco 
metne  des  Maises  Die  Ueometne  des  Lmeals  Germetne  dti 
Lmeals  md  des  WinkelscliPits  die  Germetne  der  Geraden  Be 
merkungpn  her  spezielle  GterB,den  die  si  h  m  gewiafieu  Theoiiee  i 
fln  len  1 —  i 

Kap  2  Der  Kreis  4  Bemcitnugen  nl  er  die  Eitindung  des  Kreises 
lind  die  Entdeckung  seiner  Torzuglichsten  Eigens  haften  5  Sitae 
über  den  Kreis  bei  Euklid  ApoUonius  und  Pipi.ug  Ceometrie 
des  ireiaea  6  Quadratur  und  Rektiflkat  on  demselben  7  Der 
Kreis  im  gcometiHchen  System  von  Bolyai  Die  unendlich  fernen 
imagindien  Kreispimkte     Die  Geometrie  des  Kreisiaumes  4 —  1 

Eap  3  Die  KeBrel-cbnitte  8  Die  Kegelschnitte  hei  Menaeehmua  ^ri 
staeus  Eukbd  und  Arehimedes  9  Äjollonius  Pappu«  und  Seienus 
10  Kepler  und  Descirtes  Deiargne«  und  andere  S^nthetikor 
Pagnano  und  Euler  Hinweis  auf  die  Ellipse  des  Paguano  11  Pro 
jektivi'iclie  r  eDmetne  der  Kpgelsi,lmitte  Die  gleichseitige  Hjjerhel 
Aul  r     Mt,tlnleii   de  Kegelsclin  tte   au  unteihi  hei      S(,hlulswort       3—13 

II.  Ahsclinitt. 
Kurven  äritter  Ordmmg. 

Kap.  1.  Allgemeines.  'Elassiflbation.  12.  Ursprung  und  Grundlagen 
der    allgemeinen    Theorie    der    eheneu   Kurven     dritter    Ordnuug, 

13.  Kanonische  Formen  für  die  Gleichungen  der  Kurven  3,  0  Para 
metrische     Darstellung     vermittelst     der     elliptischen    Funktionen 

14.  Sätze  von  Newton  und  Ckasles  über  die  typischen  Formen  dei 
ebenen  Kurven  3.  0,  15.  ElMsifikation  vou  Newton  unl  die  Bei 
träge  seiner  Kommentatoreu.  16.  Neue  Ton  Newman  vorgeschlagene 
Nomenklatur.    17.  Drei  spezieUe  Kurven  3.  0.  ohne  vielfache  Punkte     14—24 

Kap.  2.  Rationale  Knrven  dritter  Ordnung.  18.  Allgemeine  pari 
metrische  Darstellung.  Bedingungen  der  Kollinearit&t.  Wende- 
imd  Doppelpunkte,  Sehnen  und  Tangenten.  19.  Kanonische 
Gleichungen  der  Knrven  3.  0.  mit  Knoten-,  Eückkehr-  oder  isolier- 
tem Punkte;  entsprechende  parametrische  DarsteUungeu.  An- 
wendungen auf  die  Steiner' sehen  Polygone.  20,  Hinweise  auf 
andere  Fragen,  Sätze  von  Raffj  über  die  Rektifikation  der  ratio- 
nalen Kurven  3.  0 25—31 
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Kap.  3.  Cirkulare  Kurven  dritter  Ordnung.  21.  GleicTiungen 
einer  cirkularen  Kurve  3.  0,  in  orttogonalen  Koordinaten.  Brenn- 
punkte der  Kurre.  Sätze  yon  Hart,  Czutier  und  Ecliardt, 
2S.  Einige  Bpeaielle  cirkulare  Kurven  3.  0.  a)  die  Fokal-Kurve; 
V)  die  in  Bezug  auf  eine  Äxs  sjmmotrischon  Kurven,  insbeeondere 

die  Konchoide  von  Varignon 3t — 35 

Kap.  4.  nie  Cissolde  des  Biokies.  23.  Erfindung  der  Cissoide.  Die 
Begleittnrve  der  Ciasoide.  Die  unendlichen  Zweige  der  Ciasoide. 
2t,  Polar-  Ttnd  kartesisclie  Gfleioliung  der  Kurve.  Hinweis  auf 
Probleme,  bei  denen  mau  auf  die  Cissoide  trifft.  S6.  Darstellung 
der  tarteBischen  Koordinaten  der  Punkte  der  Ciasoide  in  ratio- 
nalen Punktionen  eines  Parametere.  26.  Darstellung  derselten 
Koordinaten  yermittelBt  trigonometrischer  Funktionen  eines  Para- 
meters. Quadratur  und  Kubatur.  Sätze  von  Huygens,  Joh.  Betnoulli 
und  R.  de  Sluse.  27,  Rektifikation  der  Cissoide,  Satz  von  P,  Fuis  3S— 45 
Kap.  5.  Ter  allgemein  enmgen  der  Cissoide.  2S.  Die  schiefe  Cissoide; 
Gleichungen  aur  Darstellung  geeignet;  sie  ist  die  Inverse  der 
Parabel.  29.  Cissoidale  KiirTen.  Allgemeine  Ciesoiden.  Kon- 
strnktion  der  Tangente.  Hinweise  auf  einige  Cissoiden  dritter 
und  vierter  Ordnung.      30.   Die  Ophinride,    ihre   kartesxsche  und 

Polargleichnng ;  parametrische  Darstellung 45—49 

Kap.  6.  Die  Cartesisohe  Paraltcl.  31.  Eine  allgemeine  Methode 
von  einer  Kurve   nnaählige  andere  abzuleiten.     Die  Cartesiache 

Parabel.    Ihre  öleichung  nnd  Eigenschaften 50—51 

Kap.  7.  Das  Tolium  Cartesü.  32.  Gleichung  und  Geschichte  der 
Kurve.  33.  Transformationen  der  obigen  Gleichung;  daraus  sich 
ergebende  Konstruktion  der  Kurve.  34.  Polargleichung  nnd  para- 
metrische DarsteOung  des  Folinms;  Anwendungen;  Verallgemeine- 
rungen des  Polium  Cartesii 51^57 

Kap.  8.  Die  Fokale  tob  Quetelet  oder  schiefe  Stroploido,  die 
togoejtlioa  von  Booth  oder  gerade  Strophoide.  35.  Ver- 
schiedene Definitionen  einer  Gruppe  von  Kurven.  36.  Verschie- 
dene Entdecker  derselben,  Namen  derselben.  37.  Gleichungen 
der  Strophoide,  ihre  Eigenschaften.  38.  Spezielle  Sätze  über  die 
gerade  Strophoide,  Qnadratur  und  Rektifikation  derselben. 
39.  Einige  Untersnchungen,  hei  denen  die  Strophoide  vorkommt. 
Verschiedene  Äxten  sie  zu  verallgemeinern.  Hindeutnng  auf  ein 
Problem  von  Magnus  und  auf  einen  Sata  von  Steiner,  welche  diese 

Kurve  betreffen 58—67 

Kap.  9.  Verallgemeineningen  der  Strophoide.  40.  Die  Panstropho- 
iden,  41.  Von  Cesäro  imd  Piqaet  angegebene  Verallgemeinerung 
der  Strophoide.  Strophoidale  Linien  und  allgemeine  Strophoiden  G7 — 71 
Kap.  10.  Die  Sluae'sche  Konehoide.  42,  Definition  und  analytische 
Darstellungen  der  Kurve,  Andere  Art  der  Konstruktion,  Para- 
metrieche  Darstellung;  Anwendungen,     Die  Sluse'scbe  Konchoide 

als  Pufspunktkurve 71—74 

Kap.  11.  Rationale  Kurven  dritter  Ordnung,  die  die  unendlich 
ferne  Gerade  herflhren,  inshesondere  die  Kurve  von  Bolle. 
43,  Allgemeine  Gleichungen  und  Konstruktion  der  die  unendlich 
ferne   Gerade   berührenden  Kurven   3.  0.     Besonderer  Fall;    die 

Kurve  von  RoUe 74—75 

Kap.  12.  VerBiera,  Visiera  imd  Pseudo -Tersiera.  44.  Konstruk- 
tion  und    Gleichung   der  Tersiera.      Parometrische    Darstellung, 
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Quadratur  und  Kuliatur,  Verallgeiaeiiierungen  der  Versiera;  die 
Newtoü'sclie  ScUangenkurve  (Serpentine),  40,  Die  Visiera;  ibre 
Gleichungen  und  Eigenscliaften,  46.  Die  Pseudo -Versiera;  von 
6.  de  Lougchamps   angegebeae  Konstruktionen;  ihr  Anftceton  in 

Schriften  von  Leibniz  und  J.  Gregory 

Kap.  13.  Die  TrisGktrix-Knrven  von  Haclaurln,  von  Catalan  imrt 
Ton  Iiongchaiups.  47.  Definitionen  und  Gleichungen  der  Trieektris 
von  Maclanrin ;  von  Gramer  angegebene  Verallgemeinerungen, 
48,  Über  die  Transformation  von  Madaurin,  ihre  Äawendang  bei 
der  Zeichnung  der  „Agnesiscken  Kurre",  des  Foliian  Carteeii,  der 
CisBoide  des  Dioklea,  der  geraden  Strophoide  und  der  Trisektrix 
von  Maclaurin.  49.  Die  erste  negative  Fufspunktkurve  des  Brenn- 
punktes einer  Parabel  ist  nach  Catalan  eine  Trisektriz;  ihre 
Gleichung  nnd  Eigenach aften.     Die  Trisektrix  von  Loogchampp, 

Definition,  Gleichungen,  Eigenschaften 

Eap.  14,  Sie  knbiache  Dnplikatrix  nod  das  paraboIlsciiG  Blatt. 
60,  Definition  und  Gleichungen  der  kubischen  Duplikatrix,  51.  Das 
schiefe  und  das  gerade  parabolische  Polium.  Bemerkung  über 
einige  andere  von  LongchampB  betaracMete  und  benannte  Kur- 
ven 3,  0,  Snmmariacbe  Hinweiee  auf  einige  bemerkenswerte 
Kurven  3.  0.,  die  nicht  benannt  sind 


m.  Abscbnitt. 
Kurven  vierter  Orämmg. 
Kap.  1.  Allgemeines,  Klassifikation.  52.  Bemerkungen  über  den 
gegenwärtigen  Stand  der  Theorie  der  allgemeinen  Kurve  vierter 
Ordnung.  Einige  kovariante  und  tonti'avftriante  Pormen ;  ihre 
Eigenschaften.  Klassifikationen  von  Bragelogne,  Eulet  und  Gra- 
mer, Klassifikationen,  die  sich  auf  das  Geschlecht  oder  auf  die  Ge- 
stalt gründen.  53,  Über  einige  spezielle  Kurven  vierter  Ordnung, 
die  ohne  vielfache  Punkte  sind:  Kurven  4,  0.  von  Clebach,  Lüroth, 
Geiser,  Caporali  nnd  Halphön.  Die  homolog-harmonischen  Kur- 
ven 4.  0,,  inabesondere  die  von  Cremona  und  Klein 

Kap,  2.  Kationale  Kurven  vierter  Ordnung  im  allgemeinen. 
54.  Zwei  Methoden  zur  Untersuchung  der  Kurven  4.  0.  vom  Ge- 
schlechte  Null,  55.  Parametrische  Darstellung  der  Kurven  4.  0. 
mit  3  Doppelpunkten.  Anwendungen.  56.  Bemerkung  über  zwei 
Kurven  4,  0.,  die  von  einem  centrischen  Kegelschnitt  abgeleitet 
werden  können.  57.  Kurven  4.  0.  mit  dreifachem  Punkte;  ins- 
besondere das  parabolische  Trifolium      

Kap.  3.  Elliptlsclie  und  bicirkulare  Kurven  vierter  Oidnung  im 
all^melnen.  58.  Die  elliptischen  Kurven  4.  0.  als  Projektionen 
der  Eaumkurven  vierter  Ordnung,  erster  Spezies;  dieselben  als 
Transformationen  ebener  Kur  en  dr'tter  0  Von  fiel  seh  a  ge 
gebene  parametrisehe  Darstellung  Anwendu  gen  51  Die  e  rku 
laren  Kurven  4,  0.;  einige  ihrerB  gen  chaflen  Mogl  bkeit  a  e  als 
Hüllkurve  eines  beweglichen  Kre  es  zu  l  etrachten  bi  D  e  bi 
cirtnlaren  Kurven  vierter  Ordnung  th  C  rt  de  Kre  Hp  nkte  e  nes 
quadratischen  Komplexes  von  Kre  sen  ,    . 

Kap.  4.  Die  spirischen  Unien  des  Persens  61  D  e  ebenen  Schnitte 
eines  Kreisringes  parallel  zur  Eotationsaxe,  oder  die  Spinca  des 
Persens.    Ihre  Gleichung  und  Eigenschaften;  verschiedene  Formen, 
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die  sie  darVietea  kann,  63.  Von  U.  de  Sluae  vorgeschlagene  Er- 
zengung  der  apiriechen  Linien,  63.  Definition  Ton  Siebeek  und 
daraus  folgende  Erweitemng  des  Begriffes  der  spirischen  Kurven; 
hezügliche  Sätae.  64.  Die  spirieclien  Eurren  als  isoptisohe  au 
den  Kegelschnitten,  Vorkommen  der  spirischen  Linien  in  der 
Theorie  der  isogonalen  Transformationen.  66.  Die  spirische  Linie 
mit  Doppelpunkt  oder  die  Leniniskate   von  Booth;   verschiedene 

Definitionen  und  Eigenschaften 1 

Kap.  5.  Die  Eoncholde  des  NLkomedes.  66.  Geschichte  und  Er- 
Eeugung  der  Konckoide;  ihre  Gestalt;  Konstruktion  der  Tangente, 

67.  Analytische  nnd  geometrische  Bestimmung  der  Wendepnnkte. 

68.  Quadratur.    Praktiscke  Anwendung  der  Konchoide ) 

Kap,  6.  Terallgemeinerun^en  der  Eoncholde  des  Nlkomedes,  ins- 
besondere die  Konchoide  mit  der  Kreisliasfs.  69.  Hinweis 
auf  eine  Knrve,  von  der  sowohl  die  Konctoide  als  auch  die 
Strophoide  besondere  Fälle  sind.  Konckoiden  mit  beliebiger 
Basis  sind  konchoidale  Kurven;  Eigenschaften  der  ersteren. 
70.  Die  Konchoiden  mit  Kreis  als  Basis  oder  die  PascaVsohen 
Schneeken;  sie  sind  die  Pnfapunktknrven  von  Kreisen ;  ihre  Eigen- 
schaften. 71,  Pararaetriscke  Darstellung  einer  Sohnecke,  Die 
Schnecken  als  Transformationen  von  Kegelschnitten  nnd  als 
Hüllkurven  von  Kreisen.  Die  Schnecken  sind  Trisektriskurven, 
Eine  Präge  aus  der  Mechanik,  bei  der  diese  Kurven  vorkommen.      ] 

Kap.  7.  Die  dreispilzigen  Knrven  vierter  Ordnimg.  72,  Definition, 
Gleichung  und  Eigenschaften  der  Kardioide.  i)ie  Kardioide  als 
Polarreaiproke  der  Trisektrii  von  Maclaurin.  Gleichung  derselben 
in  natürlichen  Koordinaten,  Die  Stemkardioiden.  73.  Die  drei- 
spitaige  Hypocjkloide  als  Htillkurve  der  Simson'sclien  Geraden 
eines  Dreiecks ;  andere  Definitionen  der  Knrve ;  ikre  Gleichung,  Polge- 
rungen, die  aict  daraus  ergeben-  74.  Eigenschaften  der  dreispitrigen 
Hypocykloide.    Die  dreispitaigen  Kurven  4.  0,  im  allgemeinen , 

Kap.  8.  Einige  FnfspnnlttlttirTen  vierter  Ordnung  der  dreispitzigen 
Hypocyltloide.  75,  Die  dreispitzige  Hypocykloide  als  HüUkurve. 
Eine  Kurve  mit  3  Knotenpunkten,  die  mit  ihr  in  Beziehung  steht. 
Pvifapunktkurven  derselben  in  Beat^  auf  einen  Punkt  des  dreifach 
herükrenden  Kreises:  das  schiefe  Trifolium.  76.  Das  gleichseitige 
Trifolitun,  das  gerade  Trifolium  und  das  gerade  Bifolium.  Das 
Cramer'eche  Trifolium  und  das  doppelte  schiefe  Bifolium.  77,  Die 
Brocard'sehe  Fufspunktkurve;  ihre  speaiellen  Falle. 

Kap.  9.  Die  CarteBischen  Ovaie.  73.  Die  von  Descartes  fnr  seine 
Ovale  gegebenen  Definitionen.  Andere  zur  Charakterisierung 
dieser  Knrven  geeignete  Eigenschaften.  Konstruktion  der  Tan- 
gente. 79.  Die  Paacal'sche  Schnecke  ist  ein  besonderes  Cart«- 
sisches  Oval.  Methode,  eine  derartige  Kurve  in  eine  andere  au 
transformieren.  Sätze  von  Newton  and  Chasles.  Stereometriscte 
Erzeugung  der  Cartesisehen  Ovale,  80.  Der  aufserordenUiche 
und  die  drei  gewöhnlichen  Brennpunkte  eines  Cartesisehen  Ovals. 
Polgerungen.  Die  Sätze  von  Descartes  über  die  Wendepunkte, 
die  Quadratur  und  die  Rektifikation  der  Cartesisehen  Ovale  ,  . 
Kap.  10.  Einige  polyzomale  aymmetrisclie  EnrTen  vierter  Ordnung. 
81.  DefinitiouBgleichung  der  Kurve  als  Grundlage  für  die  TJnter- 
suckung;  Konstruktion  und  Quadratur  solcher  Kurven.  Hinweis 
auf  die  von  Hujgens  konstruierte  und  quadrierte.    82.  Die  vii1.uale 
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Parabel  von  G.  von  St.  Viucentias;  üre  von  diesem  dafür  ange- 
gebenen Konstruktionen.  83.  Einige  sjnunetrisete  Poljzomal- 
kurven,  die  sich  in  dem  Briefwecbael  Bwischen  Huygens  und 
Leibnia  finden.  84.  Yon  Gramer  betrachtete  Polyaomalkurven  4.  0., 
insbesondere  die  Doppelkerzkurve  iind  die  Besace;  andere  &bn- 

licbe  Kurven  neueren  Ursprunges.     Die  Lenmiscoiden 170 — 181 

Kap.  11.  Bationale  Kurven  vierter  Ordnung  mit  Berührm^gknoten. 
85.  Ein  Ortsproblem  von  G.  van  Gutsclioven ;  die  gerade  Kappaknrve, 
ilire  Gleicliungen  und  Eigenschaften;  Konatmktion  der  Tangente 
und  Quadraturformeln.  Ändere  Arten  der  Erzeugung  der  Kappa- 
kurve.  Die  Knoten.  Die  schiefe  nnd  die  projektive  Kappaknrve, 
Andere  Verallgemeinerungen.  86.  Die  Konchoide  von  Külp  und 
die  Jerabek'sdie   Kurve,      87.   Die   „Quartiques   pyriformes"   und 

die  „Apienne"  von  G.  de  Longchamps 182— IHO 

Kap.  12.  Die  Eoucbalen.  88.  Definition  der  Konchalen,  ihre  Glei- 
chung. Orthogonale  Trajektorien  eines  Systems  von  Konchalen. 
89.  Die  Cissoiden  vierten  Grades.  Definition,  Gleichungen,  Eigen- 
schaften     1!)0— 193 

Kap.  13.  Die  Cassini'sclic  Kurve.  90.  UrBpmng  und  verschiedene 
Kamen.. der  CaBaim'sclien  Kurve,  ihre  kartesisehe  Gleichung,  ihr 
Verhalten  im  Unendlichen,  91.  Satz  von  Wangerin.  Andere 
Gleichungen  und  Konstruktionen  der  Kurve.  92.  Tangenten, 
Normalen,  Krümmungsradien,  Quadratur  und  Kektifikation .  .  ,  193  —  199 
Kap.  1 J:.  Kut-ren  vierter  Ordu.  mit  drei  luflexionsliuoteu.  93.  Histo- 
rieche  Bemerkung  ober  die  Bemoulli'sche  Lenmiskate.  94.  Eigen- 
schaften dieser  Kurve  und  verschiedene  Arten  sie  an  veraÜge- 
meinem :  Polargleichnng ;  Anwendungen.  Flächeninhalt  und  Glei- 
chung in  natürlichen  Koordinaten.  95,  Parametrifiche  Darstellung. 
96.  Anwendungen  der  hyperbolischen  Funktionen  auf  die  Lemnis- 
kate.  97.  Andere  Kurven  4.  0.  mit  drei  Inflexionskuoten:  die 
Kreuzkurve  und  die  Kohlenspitzkurve ,  Gleichungen  und  Eigen- 
schaften         199—211 

Kap.  15.  Die  MnsclieLlinie  und  die  Trisekaut«.  98.  Konstruktion 
und  Eigenschaften  der  Muschellinie.  99.  Definition  und  Gleichung 
der  Trisekaute,  ihre  Quadratur,  andere  Erzeugungsweise  ....  212 — 216 
Kap.  16.  Von  einem  Kegelscbultt  abgeleitete  Kurven  vierter 
Ordnung.  100.  Zwei  Kurven  4.  0,,  die  von  einem  centralen  Kegel- 
schnitt abgeleitet  werden.  Die  Parameterkurve.  Die  Isogonen 
und  die  Niveau-Linien 316-218 

IV.    Absclinitt. 
Spezielle  algebraische  Kurven  von  höherer  als  der  vierten 

Ordnui^. 
Kap.  1.    Kuryen  die  von  etuem  Kegelschnitt  abgeleitet  werden. 

101,  Vorbemerkungen,    Kurven  fünfter  Ordnung  von  einem  Kegel- 
schnitt   abgeleitet.      102.    Einige    Kurven    sechster    luid    achter 

Ordnung  von  einem  Kegelschnitt  abgeleitet 219-223 

Kap.  2,  Astrolden  nnd  Scarabiien  (Stern-  und  KSfcrkurveu). 
103.  Gliaetten  {Gleitkurven)  oder  Olistoiden;  „Enveloppe-glisettes" 
oder  olistoidale  Hüllkurven  insbesondere  die  Astroiden  oder 
Stemkurven.  Eigenschaften  dieser  Kurven.  Spezielle  Fälle; 
Die   rogelmäfsige  Astroide   und  ihre  besonderen  Eigenschaften. 
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104.  Die  allgemeiaen  Astroiden;  ihr  Auftreten  in  der  Tlieorie  der 
Kegelschnitte.  105.  Speziulle  PnCspuEktkarven  der  regelmäfsigori 
Astroide;    die   Käferkutven;    anaiogc   von   Tortolini    untersuchte 

Jinrven '^2i—2ä'^ 

Kap.  8.  Die  Watt'sete  Kurve.  106.  Definition  der  Watt'sohen  Kuxvo ; 
Konstruktion  der  Tangente;  Gleichung;  Folgerungen.  107.  An- 
wendung der  elliptiBchen  Funktionen  auf  die  Watt'sche  Kiirve. 
Hinweis  auf  eine  spezielle  Watt'Bclie  Kurve,     108.  Verallgcmeine- 

rung:  „The  three-bar  Corve" 332—338 

Kap.  i.  Die  Nephrolde  und  Atriphtololde ;  andere  Enrvcn  6.  und 
8.  Ordnung.  109.  Definition  und  Gleichung  der  Wepliroide;  An- 
wendung anf  die  Konstruktion  gewisser  regelmäJsiger  Polygone. 
110.  Die  Atripttaloide  und  ikre  Eigenschaften.  111.  Eine  Kurve 
sechster  Ordnung  und  eine  achter  Ordnung,  die  für  die  Lösung 
aatronomisclier  Probleme  wertvoll  sind,     112.   Die  Kranioide  und 

Capricomoide 238— 24i 

Kap.  6.  D&»  Trifolium,  pratenge  und  die  Comoide.  113,  Problem, 
welchem  das  Trifolium  pratense  seine  Entstehung  verdankt; 
Gleicliung   desselben.      Definition,  Konstruktion  und  Gleichungen 

der  ComoJde '245—247 

Kap.  6.  Eine  Kurve  nennter  und  eine  tUnfundzwauKlgster  Ord- 
nung. 114,  Einige  Eigenschaften  der  lemniskati sehen  Eunktion; 
wie  solche  Funktionen  zn  einer  Klasse  rationaler  Kurven  führen; 
die  einfachsten  Falle  derselben 247-249 

V.  Abschnitt 
Spezielle  algebraische  Kurvea  beliebiger  Ordnung. 
Kap.  1.    Einleitung.    115.  Die  verschiedenen  Eatcgorieen,  in  welche 
man   die  Kurven  zwecks   der  Untersuchung   einteilen  kann.     Be- 
merkungen über  die  Modularkurven 250 — 253 

Kap.  2.  Die  Parabeln  beliebiger  Ordnung.  116,  Definition  und 
historische  Bemerkungen,  117,  Sätze  über  Tai^enten,  Flächen- 
inhalte und  Volumina,  Rektifizierbare  Parabeln,  118,  Die  Para- 
beln sind  zu  sich  selbst  korrelative  Kurven,  Sätze  über  die 
Normalen.  Konstruktion  der  Parabeln  mit  ganzzahligem  Index, 
Die  parabolischen  Kurven.  119.  Besondere  Parabeln;  I,  Die  semi- 
kubis  che  Parabel.  II.  Die'kubischeParabel.  III.  Die  biquadratisch- 
kubiache  Parabel  von  Schooten.  IV.  Parabeln  mit  differenzier- 
baren Bogendifferenzen 254 — 269 

Kap.  S.  Die  Hjperboln  beliebiger  Ordnung.  120.  Dcfinitions- 
gleichungen  der  Hyperbeln.  Analogie  dieser  Kurven  mit  den 
Parabeln.  Die  binomischen  Kurven.  Tangente,  Flächeninhalt, 
Volumen  und  Bogen  einer  Hyperbel.  121,  Konstruktion  der 
rationalen  Hyperbel,     Bemerkungen  über  einige  allgemeinere  von 

Maclaurin  betrachtete  Kurven 266—270 

Kap.  4.  Die  Perlkurven.  122.  Deßnitionsgleichungon  der  Perl- 
kurven.    Tangente,  Quadratur,  Kubatur,     123.  Einige  spezielle 

Perlkurven  dritter  und  vierter  Ordnung 271—277 

Kap.  5.  Die  Kurven  von  Lama  und  die  triangulär' symmetrischen 
Kurven.  124,  Allgemeine  Gleichung  der  Lamö'schen  Kurven. 
Huükurve  eines  gewissen  Systems  von  oo'  Lamö'sehen  Kurven. 
Krümmung  der  Lamö'schen  Kurven;  bezügliche  Formeln  für  die 
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Quadratur.  125.  Erzeugnag  nnd  Gleidiimg  der  triangulären  sjiq- 
metriaclieii  Kurven.  Eigenschaften  derselben.  126.  Eine  geo- 
metrisete  Traneformation,  die  Gteraden  in  triangviläre  symme- 
trische Kurven  verwandelt;  die  „courbes  pniasances".  Sata  von 
Jamet  über  die  Krümmung  der  triangulJü^n  Kurven.  127.  Dia- 
kussion und  Klassifikation  der  triangulären  Kurven.  Ein  einzel- 
nei'  beatimmter  Fall;    Die   hinomisohen   interscendenten  Kurven, 

Satz  über  die  Krümmung  derselben 2' 

Kap.  6.  Die  Pülyzomalknrven.  128.  Die  Deflnitionsgleichungen  der 
Polyzomalturven ;  Ordnung,  Doppelpunkte,  Klasse  und  Geschlecht. 
139,  Modifikationen  dieser  Resultate  in  speziellen  Fällen,  Zer- 
fallende Poljzomalkurven 2 

Kap.  7.  DieKurvenvonBarlbonxniid  die Equilatereu  von P. Serret. 

130.  Begriffs  er  Weiterung  einer  oharakteriBtisehen  Eigenschaft  der 
Parabel ;  Die  HiÜlkurven  J  oder  Kurven  von  Darbous  erster  Spezies. 

131.  Ändere  Eigenschaften  dieser  Kurven,  132.  Kurven  von 
Darboux  zweiter  Spezies.  133.  Begriffserweiterung  einer  charakte- 
ristischen Eigenschaft  der  gleichseitigen  Hyperbel;  die  Eqni- 
lateren  von  P.  Serret;  eine  Gruppe  solcher  Kurven,  auf  die  man  hei 
der  Untersuchung  einer  speziellen  isogonalen  Transformation  trifft     i 

Kap.  8.  Die  Btaodoneen  (BoBenlEaTven}  von  6.  Grandl.  134.  Folar- 
gleiehung  der  Khodoneen;  die  Erfinder  und  die  geetalüichen 
Eigenschaften  dieser  KiuTen.  Quadratur  und  Bektifikation. 
135.  Die  algebraischen  Rhodoneen;  ihre  Ordnung;  wie  viele  ver- 
schiedene Arten  von  Rhodoneen  einer  bestinmiten  Ordnung  giebt 
es?  136.  Untersuchung  einiger  besonderer  Rhodoneen,  137.  Die 
Inveraen  der  Rhodoneen,  die  Shrenkurven,  Die  Rhodoneen  als 
Oaoillationskurven i 

Kap.  9.  Die  geometriBclien  Bl&tter.  138.  Untersuehungen  von  Hahe- 
nicht;  Zweck  derselben.  Gleichungen  der  geometrischen  Blätter. 
Spezialfälle;  die  Herzkurven 

Kap.  10.  Die  Ovale,  die  dreieckigen  Kurven  und  die  Orblformeu. 
139.  Konstruktion  von  unendlich  vielen  Ovalen  nach  J.  Münzer. 
Andere  Konstruktionen  für  die  Ovale  sechster  Ordnung,  140.  Unter- 
snchungen  von  Euler  über  Kurven  von  vorher  beatimmter  (Jestalt, 
Die  triangnläien  Kurven  imd  ihre  Evolventen.  Die  orbiformen 
Kurven,  141,  Analytische  Darstellung  der  orbiformen  und  der 
dreieckigen  Kurven;  Polgerungen 

Kap.  11.  IftiiVtlpltkatrix-  und  Medlatrixkiirven.  142,  Spezialisie- 
rung der  Münier'schen  Konstruktion;  daraus  sich  ergebende 
Kurven,  Konstruktion  aller  Kurven  von  der  Gleichung  g  =  o  ■  cos"'o. 

143,  Die  Kampyla  des  Eudoxus  nach  der  Konjunktur  von 
P.  Tannery.    Von  Tortoüni  erdachte  Verallgemeinerung  derselben, 

144.  Die  Multiplikatrii-  und  Mediatrixknrven  von  Clairaut   .    .    . 
Kap.  12.    Die  Sektrix-  (Teilung»-)  Kurven.    145,  Allgemeines  über 

Sektriskurven.  I.  Die  Sectrices  von  T,  Ceva  oder  anomale 
Cykloiden,  146,  D.  Die  Sectrices  von  Schonte;  ihre  Gleichungen 
und  Eigenschaften.  Fall  in  welchem  sie  rational  werden, 
147.  Die  Quadratrix  als  GrenafaU  der  Sectrices  von  Schonte.  Die 
Araneiden.  148.  Eine  bemerkenswerte  Klasse  der  Sectrices  von 
Schonte;  Die  Kreiskonchoiden  höherer  Ordnung.  149.  III,  Die  Sectri- 
ces von  Hesse,  IV.  Die  Sectrices  von  Bmrali-Forti.  150.  V.  Die 
Sectrices   von  van  Grinten.     VI.  Die  Sectrices  von  Oekinghaus, 
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161.   Vn.   Die   Sectrices   von   Kempe,      1Ö2,    VIIL    Die   Poljoden, 

itre  Konstruktion  und  Anwendung 323 — 34 

Kap.  18.  KiirvcB  mit  Ceutrum  oder  Syiumetrieaxen.  153.  De- 
finition des  Centruma  einer  Kurve.  Ceutral-Ejnunetrische  Kurven, 
ihre  allgemeine  Gleieiinng  und  Eigenschaft;  ihr  Totkommen  in 
der  allgemeinen  Theorie  der  algebraischen  Kurven.  154.  Dnrch- 
mesaer  \ind  Äsen  einer  Kurve.  AKial-sjmmetrische  Kurven.  Glei- 
chnng  einer  Kurve  mit  Durchmesser,  ihre  Eigenschaften.  Die 
Kurven  mit  mehreren  sich  schneidenden  Dorchmessem.  155,  Ana- 
lytische Entwickelung  die  Bestimmnng  der  verschiedenen  Dnrch- 
mesaer  einer  Kurve  hetreffend.  Algebraische  Kurven  mit  n  Sjm.- 
metrieasen.     Beispiele;  Die  Kurven  mit  n  Bänchen  und  die  iao- 

phanen  Kurven 34S— Bf 

Kap.  11.  Autopolare  Kurven,  «naltagmatlsche  und  Bichtungs- 
bnrven.  156.  Methode,  die  Gleichung  unendlich  vieler  autu- 
polarer  Kurven  zu  erhalten.  157.  Die  ajjaUagmatiachen  Kurven. 
Bigenaehaften,  die  sich  aus  der  Betrachtung  derselben  als  Htill- 
knrven  von  Kreisen  ergeben.  158.  Die  anallagmatiechen  Kurven 
von  Pioq^uet.  159.  Die  Potenzkurven.  160,  Die  Eichtungskurven. 
Methode  aus  einer  derselben  unzählige  andere  abzuleiten.  .  ,  .  357 — 3 
Kap.  16.  Geometrie  der  Polynome.  161.  Die  Wurzelkurven,  ihre 
Entstehting  und  Eigenschaften.  162,  Die  irregulären  Hyperbeln 
oder  die  regulären  höheren  Grades  und  die  Lenmiakate  höherer 
Ordnung,  insbesondere  die  Cassinoide  mit  w  Brennpunkten. 
163.  Die  Stelloiden,  ihre  Definitionen  und  Eigenschaften.  164,  Fort- 
setzung.    Die  haljsischen  Linien,  die  iaodynamischen  Linien  und 

die  Kardioiden  vom  Grade  2n 368—3 

Kap.  16.  AUgenielmes  über  die  Untersuchung  der  algebraisehen 
Kurven,  deren  Bektläkatlon  von  einer  vorher  beatimmten 
rnnition  abhängt.  165.  Aufstellung  des  Problems,  von  Euler 
angegebene   Methoden   der  Lösung.      166.    Kurven,    rektifizierbar 

durch  Parabel-,  Kreie-  oder  Hyperbelbogen 380 — l 

Kap.  17.  Algebraische  Kurven  die  durch  Ellipsenbogen  rekti- 
fizierbar sind.  Die  Kurven  von  Serret.  167.  Eulera  Unter- 
suchungen fiber  Koivcn,  die  durch  Ellipaenbogen  rektiSziert 
werden  können.  168,  Analoge  Eorschungen  von  Legendre  und 
Serret,  Die  Kurven  von  Serret,  insbesondere  die  der  I.  Klasse  386 — '■ 
Kap.  IS.  Algebraisehe  Kurven,  die  vermittelst  Lenmisicatenbogen 
rektiflzlerbar  sind.  Die  Sinnsspiralen.  169.  Euler'sche  For- 
schungen und  deren  Resultate.  170.  Serret'ache  Formel  für  den 
Auadmck  der  Geaamtlänge  der  Lenmiakate;  Verallgemeinerung. 
Analoge  Formel  für  die  Quadratur.  171,  Die  Sinnsapiralen  und 
ihre  Eigenschaften.  Problem  des  Grafen  von  Fagnano,  das  jene 
Kurven  lösen.  Die  Sinuaspiralen  mit  ganzem,  positivem  Index  n 
sind  apezielle  Oassinoiden  mit  n  Brennpunkten,  ITä.  Andere 
charakteristische  Eigenschaften  der  Sinusspiralen.  Diese  Kurven 
sind  auch  apezielle  triangulär-sjmmetriBche  Kurven.  Natflrliche 
Gleichung  aller  Sinusspiralen.     Einige   spezielle  Sinusspitalen  391— 

Kap.  19.  Die  Li ssajons' sehen  Kurven.  173.  Definition  und  Glei- 
chung. Die  algebraiachen  Lissajous' sehen  Kurven;  zwei  Metho- 
den zur  Bestimmung  ihrer  Singularitäten,  Aufzählung  derselben. 
Spezialiaile 403- 
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VI.  Älsseknitt. 
Transsoendente  Kurven. 
Kap.  1.  Einlcitiiug.  174.  Algebraische,  transacendente  und  inter- 
Bcendcnte  Kurven.  Uateracliiede  nnd  Analogieen  zwischen  beiden. 
Algebraische  Systeme  aus  transBcendentea  Kurven  bestehend. 
Bigenechaften  traneacendeiiter  Kurven,  die  algehraiache  Systeme 
bilden.  Bemerkung  über  eine  ausgedehnte  Klasse  transscendenter 
Kurven,  die  unter  solchen  Bedingungen  auftreten.  175.  Über- 
blick über  die  verschiedenen  Methoden,  diärcli.  welche  man  zn  den 

hauptsächliclieten  transscendenteu  Kurven  gelangt 406^410 

Kap.  2.  Quadratrlxturren.  176.  Die  Quadratrix  des  Hippias  und 
Dinostratus;  Erzengung,  Gleichung  und  Haupteigenaohaften. 
177,FortBetBnng.  Konstruktion  der  Tangente,  Quadratur.  178,  Ste- 
reometrische Erzeugimg  der  Quadratrix ;  verlängerte  und  ver- 
kürzte Quadratrisknrven,  179.  Die  TBoHrnhauBen'ache  Quadratrix. 
180.  Eine  dritte  Quadratrix;  andere  Erzengung  derselben;  die 
Kochleoide,  ihre  ■weiteren  Eigenschaften,  181,  Eine  Quadratrix 
für  die  Hyperbel  und  ihre  Eigentümlichkeiten.    Verallgemeine- 

mng  derselben 410—426 

Kap.  3.  Die  Arcliimedische  Spirale.  182.  Definition,  Gleichung  und 
Gestalt  der  Archimedischen  Spirale.  183.  Konatmltion  der  Tan- 
gente, Quadratur  ixoA  Eektifikation,  184.  Stereometrische  Er- 
zeugung und  mechanische  Zeichnung  der  Archimedischen  Spirale. 

Die  Neoide 426—433 

Kap.  4.  Die  Spiraleu  höheren  Grades.  185,  Yerallgemeinerung  der 
ArchimediBOhen  Spirale;  die  Spiralen  höheren  Grades  und  ihre 
Eigenschaften.  186.  Die  Galilei'eche  Spirale,  187.  Die  parabolischen 
Spiralen;  Definitionen  und  Eigenschaften.  Wendepunkte,  Quadra- 
tur und  Kektiflkation 434—441 

Kap.  5.  Andere  algeltraische  SpiraleiL.  188.  Bemerkungen  über 
die  Spiralen  im  allgemeinen  und  über  die  algebraiachen  im  be- 
sonderen. Jede  algebraische  Spirale  gehört  einem  algebraiachen 
System  an.  189.  Qie  hyperbolische  Spirale,  Gleichung,  Eigen- 
schaften, verschiedene  Entstelmngsweiaen,  190.  Eine  andere  al- 
gebraische Spirale.     Der  Lituus  von  Cötes 441 — 448 

Kap.  6.  Die  logaiiüimlsche  Spirale  und  tou  ihr  abgeleitete 
Kurven.  191.  Erfindung  der  logarithmischen  Spirale  seitens 
Descartea;  Gleichung  und  Hanpteigenschaften  dieser  Kurve. 
193,  Erfindung  derselben  Kurve  seitens  Torricellis;  Rektifikation 
und  Qnadratnr,  natürliche  Gleichung,  Evolute  und  Antevolute, 
Die  logarithmische  Spirale  kann  als  Spezialfall  einer  interscen- 
denten  Binomialkurve  angesehen  werden.  193.  Yon  der  logarith- 
mischen Spirale  abgeleitete  Kurven.  I,  Summen-  nnd  Differenaen- 
spiralen.  II.  Die  iogarithmiache  Doppelspirale.  HI,  Die  Konchospirale  448-457 
Kap.  7.  Die  Klothotde.  194.  Ein  Problem  von  Bemonlli;  Lösung 
desselben.  Eigenschaft  der  lösenden  Kurve;  die  Klothoide, 
Einige   Untersuchnngen,  bei   denen   diese  Kurve    auftritt.     Die 

Kurven  mit  der  natürlichen  Gleichung  B  =  fc  ■  s"" 467—460 

Kap.  8.  Die  Cykl»iden.  195.  Hiatorische  Bemerkungen  über  die 
gewöhnlichen  Cytloiden,  die  yeriängerten  und  verkürzten. 
196.  Gleichung  aller  Cykloiden;  algebraisches  System,  welchem 
jede    derartige    Kurve    angehört.     Konstruktion    der    Tangente. 
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197.  Gestalten  der  CjkloiAc,  198.  Rektifikation  imd  Quadratur. 
Die  Begleitfcm've  der  Qfkloide.  Sätze  üter  Volnmina,  und  Schwer- 
punkte. 199.  Exakt  qaadrierbaie  Cykloidenflärchen;  bezügliche 
Satae  Ton  Huygens,  Leibniz  und  Job.  BernouEi.  200.  Natüiiiche 
GleicJiung  und  die  Evolute  der  gewöhulicben  Cykloide.  Die 
Cykloiden  als  Parallelprojektionen  einer  Cylinderscbraubenlinie. 
Mecbanieclia  Eigeusebaften  der  gewöbnHclieii  Cykloide.  201.  Die 
bauptsäcbljchsten  Verallgeraeineningen  der  Cjkloide;  Die  Fermat- 
Bohen  und  Laisant'Bcbea  Cykloiden.    202.  Die  fiekimdäre  Cykloide 
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Definition  und  Determination;  die  isotrepenten  Kurven J 

Kap.  18.  Ilie  Bebeanne'Bcben  Knrven.  315.  Eine  von  Debeaune 
dem  DescarteB  gestellte  Aufgabe;  Lösung  derselben;  Eigenschaf- 
ten der  Kurve  von  Debeaune.  216.  Verallgemeinerung  dieser 
Aufgabe.  Eine  ähnliche  von  Job.  Bernonlli  behandelte  Frage .  . 
Kap.  14.  Die  Eibaneonr'sclien  Enrven^  217,  Eine  von  Job,  Ber- 
noulli  gestellte  Aufgabe;  Lösung  derselben.  Die  Eibaucour' sehen 
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I.  Abschnitt. 

Ebene  und  körperliclie  Örter. 

Erstes   Kapitel. 
Die  Gerade. 

1.  Während,  wie  wir  sehen  werden,  es  möglich  ist,  anzugeben, 
wer  zuerst  den  gröfsten  Teil  derjenigen  Linien,  die  heute  zum  Erb- 
teile der  Gfeometrie  gehören,  erdachte,  definierte  und  untersuchte, 
mufe  das  historische  Problem,  anzugeben,  wer  aieh  zuerst  mit  der 
einfachsten  von  ihnen,  der  G-eraden  bescMftigt  hat,  als  unlöslich 
bezeichnet  werdgn.  Gieht  es  doch  so  zahlreiche  und  auffallende  Natur- 
erscheinujigen,  bei  denen  diese  Linie  auftritt  (wir  erinnern  nur  an  den 
freien  Fall,  die  Fortpflanzung  des  Lichtes  in  einem  homogenen  Me- 
dium) dafs,  um  auch  nur  ungefähr  ihr  erstes  Auftreten  anzugeben, 
man  nicht  nur  auf  einen  Zeitlauf  von  Tausenden  von  Jahren  zurück- 
greifen, sondern  auch  auf  das  Gebiet  der  Zoologie  übergehen  müfste, 
da  alle  Umstände  zu  der  Ansicht  führen,  dafe  auch  den  intelligenteren 
Tieren  die  herYOrsteehendsten  Eigenschaften  der  geraden  Linie  nicht 
entgangen  sein  können.  Weil  somit  der  Uranfang  der  Geraden  wohl 
ewig  verborgen  bleiben  wird,  so  müssen  wir  uns  darauf  beschränken, 
dEtö  Auftreten  dieser  Linie  in  den  ältesten  noch  erhaltenen  mathe- 
matischen Werken  anzugeben. 

2.  Jeder  hat  eine  mehr  oder  weniger  bestimmte  Vorstellung  von 
der  geraden  Linie,  aber  eine  mathematische  Definition  dieses  Gebildes, 
die  alles  anführt,  was  streng  nötig  ist,  und  nichts,  was  überflüssig, 
ist  ein  so  schwieriges  Problem,  dafs  trotz  der  Ansti-engungen  vieler 
tüchtiger  Kräfte  eine  annehmbare  Lösung  desselben  nach  allgemeiner 
Übereinstimmung  noch  aussteht.  In  der  That  dürfte  dieses  Problem 
schon  dem  Pythagoras  sich  aufgedrängt  haben,  als  er  auf  die  Not- 
wendigkeit, klare  Definitionen  für  die  Fundamente  eines  jeden  wissen- 
schaftlichen Systems,  das  auf  diesen  Namen  Anspruch  machen  könnte, 
aufzustellen  aufmerksam  machte.  Jedoch  die  Notwendigkeit  einer 
Lösui^  desselben  wird  offenkundig  geworden  sein,  als  durch  Aristoteles 
die  deduktive  Logik  jene  bestimmte  Gestalt  erhalten  hatte,  in  der  sie 
eine  lange  Reihe  von  Jahrhunderten  sich  erhalten  sollte. 
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2  1.  Absolmitt:   Ebene  und  körperliche  Orter. 

Die  Definitionen,  die  mutmafslich  die  ersten  Bearbeiter  der  Geo- 
metrie angaben  —  Hippokrates  ans  Chios,  Leon,  Teydius  Ton 
Magneaia  —  sind  nicht  anf  uns  gekommen,  am  allerwenigsten  mit 
ihrer  Fabrikmarke.  Waa  nun  diejenige  angeht,  die  Euklides  Tor- 
schlägt  oder  annimmt,  so  kann  diese  keineswegs  als  genügend  oder 
brauchbar  bezeichnet  werden^).  Dieselbe  lautet  bekanntlich  folgender- 
maTsen:  „Die  gerade  Linie  ist  diejenige,  die  in  gleicher  Weise  in 
Bezug  auf  aUe  ihre  Punkte  liegt"^).  Wie  könnte  wohl  jemals  einer, 
der  noeb  keine  Kenntnis  von  der  geraden  Linie  hat,  sich  aus  diesen 
Worten  einen  Begriff  davon  machen,  und  welcher  Mathematiker  könnte 
darauf  ein  festes  Gebäude  errichten?  — 

Diese  ün Vollkommenheit  hat  der  bei-iihmte  Alexandriner  zweifellos 
bemerkt,  indem  er  die  Notwendigkeit  erkannte,  jene  Definition  zu  er- 
gänzen, dadurch,  dafs  er  unter  den  „allgemeinen  Bemerkungen",  die 
im  Anfange  des  ersten  Buches  der  Elemente  enthalten  sind,  den  Satz 
aufstellte:  „Zwei  Geraden  können  keinen  ßaum  einschliefsen";  derselbe 
besagt  mit  anderen  Worten:  „Zwischen  zwei  Punkten  giebt  es  nur 
eine  einzige  Gerade."  Bekannt  und  einleuchtend  ist  die  ungemeine 
Wichtigkeit  dieses  Zusatzes,  der  in  geeigneter  Weise  mit  dem  dualen 
Satze  kombiniert  gestattet,  zu  den  höchsten  Gipfeln^  der  projektiven 
Geometrie  zu  gelangen. 

Nichtsdestoweniger  kann  die  Arbeit  des  Euklides  in  diesem 
Punkte  nicht  als  vollkommen  erachtet  werden,  und  es  würde  von 
hohem  Interesse  sein,  zu  wissen,  ob  und  in  welchem  Sinne  Apollonius 
von  Pergae  diese  modifiziert  hat  in  der  Überarbeitung,  der  er  die 
von  seinem  Vorgänger  verfafsten  ,^lemente"  im  „Museum  zu  Alexan- 
dria"  unterwarf;  leider  fehlen  jedoch  hierüber  die  Angaben.  —  Einem 
anderen  bedeutenden  Geometer  des  goldenen  Zeitalters  der  griechischen 
Mathematik  glaubt  man  (dem  schlechten  Beispiele  des  Proelus  fol- 
gend, der  zuerst  fälschlich  den  Satz  des  Archimedes  als  eine  De- 
finition ausgab)  eine  neue  Definition  der  Geraden  zuschreiben  zu 
müssen,  nämlich  dem  Archimedes;  aber  der  Satz:  „Die  Gerade  be- 
zeichnet den  kürzesten  Weg  zwischen  zwei  Punkten",  der  von  ihm  im 
ersten  seiner  berühmten  Bücher  Vier  die  Kugel  und  dm  Cylinder 
ausgesprochen  wird,  gehört  unter  die  Axiome  oder  wenn  man  will 
Postulate.  —  Wie  könnte  man  übrigens  zugeben,  dafs  einem  solch 
berühmten  Geometer  es  ent^ngen  sein  soUte,  dafs,  so  lauge  die  Ent- 
fernung noch  nicht  unabhängig  vom  Begriffe  der  Geraden  definiert  ist, 
diese  angebliche  Definition  sich  in  einem  Circulus  vitiosus  bewegt? 
Von  anderen  Versuchen,  die  von   den  Alten  gemacht  sind,   die 

1}  „Haec  definitio",  bemerkt  mit  Recht  Leibniü,  „miUius  momeuti  est, 
neque  uspiam.  ab  Euolide  in  demonstraiido  adhibetur,  neque  aatia  intellegitnr, 
ieidnisiens  )noÖie»M(ttscAeScftn/kM  herausg.  T.Gerhardt,  Bd.  V.  Hallel868,  S.18&. 

2)  ElsTnente,  Buch  I,  Definition  i. 
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Gerade  zu  deftnieren,  sind  keine  Nachrichten  auf  uns  gekommen.  Die 
Versuche,  die  zu  demselben  Zwecke  Yom  Mittelalter  an  gemacht  siud, 
zu  besehreiben,  wäre  dasselbe,  als  wollte  man  alle  die  Wandlui^en, 
welche  die  elementare  Geometrie  mitgemacht  hat,  darstellen;  dies 
Thema  „würdig  der  Dichtung  und  Geschichte"  überschreitet  jedoch 
die  dieser  Schrift  gesteckten  Grenzen.  Wir  beschränken  uns  somit 
darauf  zu  bemerken,  wie  heute  an  Stelle  des  alten  Verfahrens,  die 
Gerade  mit  wenigen  Worten  zu  definieren  —  was  notwendigerweise 
dem  Zwecke  nicht  genügen  kann  —  man  das  andere  gesetzt  hat, 
jedesmal  die  Grundeigenschaften  anzuführen,  die  man  dem  geometri- 
schen Gebilde  zuerteilt,  das  man  „gerade  Linie"  nennt.  Wenn  man  in 
dieser  Weise  vorgeht,  kommt  man  allerdings  auf  eine  sehi-  grofse 
Schwierigkeit,  nämlich  anzugeben,  welches  die  geringste  Zahl  von 
Eigenschaften  der  Geraden  sei,  die  man  notwendig  in  die  Definition 
einsehliefsen  mnfs,  um  daraus  mit  Folgeschlüssen  alle  übrigen  abzu- 
leiten. Es  ist  dies  eine  Schwiengkeifc,  die  man  noch  nicht  als  end- 
gültig übei-wunden  bezeichnen  kann,  und  diese  zu  überwinden  bemüht 
man  sich  thatsächlich,  indem  man  mit  Vorliebe  die  Methoden  der 
mathematischen  Logik  als  die  geeignetsten  anwendet, 

3.  Die  Gerade  bildet  nicht  nur  einen  wichtigen  Bestandteil  der 
Geometrie  der  Lt^e,  sondern  auch  ebensosehr  der  des  Mafses,  da  man 
jeglichen  Bogen  einer  Kui-ve  mit  einer  geradlinigen  Strecke  zu  ver- 
gleichen pflegt,  und  daher  ist  die  Strecke  der  Kern  unseres  ganzen 
Mafs-Systems  für  Flächen  und  Volumina.  —  Zwei  Punkte  durch  eine 
Gerade  zu  verbinden  und  eine  Strecke  nach  beiden  Seiten  zu  verlängern 
siud  Operationen,  die  (nach  den  Vorschlägen  des  Euklid)  dem  Geometer 
zugestanden  werden;  beide  werden  praktisch  vermittelst  eines  Instru- 
mentes —  des  Lineals  —  ausgeführt,  und  der  Inbegriff  der  Aufgaben, 
die  mittelst  desselben  gelöst  werden  können,  bildet  einen  besonderen 
Zweig  der  Geometrie,  der  im  Anfange  des  vorigen  Jahrhunderts  viel 
kultiviert  wurde,  besonders  in  Prankreich,  wo  er  mit  dem  besonderen 
Namen  Geometrie  de  la  regle  bezeichnet  wurde.  Es  soll  bemerkt  werden, 
dafs,  wenn  in  der  Ebene  ein  Kreis  gezeichnet  vorliegt,  man  mit  alleiniger 
Hilfe  des  Lineals  alle  Aufgaben  zweiten  Grades  lösen  kann.  Es  ist  dies 
eine  Bemerkung  von  Poncelef^),  welche  Steiner  meisterhaft  entwickelt 
hat^).  Liegt  dagegen  eine  Kurve  dritter  Ordnung  gezeichnet  vor,  so 
kann  man  in  ähnlicher  Weise  alle  Probleme  di-itten  und  vierten  Grades 
lösen^).  Wahrscheinlich  trifft  Analoges  zu  für  Probleme  höherer  Grade. 

1)  Tmiti  des  propriäis  pi-ojecHves  des  figm-es  (Paria  1822)  Nr.  3öl— 357. 

2)  Die  getymetrisdien  Cottsh-ucUimen,  ausgefühi-t  mittelKt  dm-  geraden  Linie 
wnd  eines  festen  Kreises.    (Berlin  1833.) 

3)  London,  Die  geometrischen  Constiiictionm  di-ütei-  und  vieiiej-  Ordmmg 
ausgeführt  wMtels  der  geraden  Linie  ivnd  einer  festen  Kmtte  rii'tte'  Ord^iung 
(Zeitschrift  f.  Math.  XLI,  1896). 
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Von  der  Geraden  nimmt  aufser  dem  Lineal  noch  ein  anderes  sehr 
gebräuchliehes  Instrument  seinen  Urapmng:  das  Winkelscheit.  Alle 
pralctisch  mit  alleiniger  Anwendung  des  Lineals  und  Winkelscheita 
ausführharen  Konstruktionen  werden  neuerdings  einem  neuen  Zweige 
der  Geometrie  zugewiesen,  welchem  G.  de  Longchamps  eine  he- 
sondere  Arbeit  widmete:  Essai  mr  la  geome^ie  äe  la  regle  et  de 
l'egtterre  (Paris,  1890),  die  wir  im  Folgenden  gelegentlich  mehrmals 
zitieren  werden^).  Im  Anfange  des  vorigen  Jahrhunderts  wuchs  die 
Wichtigkeit  der  Geraden  gewaltig,  als  man  nach  Entdeckung  des  Prin- 
zips der  Dualität  bemerkte,  dafs  sie  im  Stande  sei,  als  erzeugendes 
Element  aller  ebenen  Figuren  zu  fungieren.  Was  soll  man  noch 
sagen  von  der  Wichtigkeit,  die  sie  erhielt,  als  um  das  Jahi-  1865 
Plücker  sie  als  das  Element  des  dreidimensionalen  Raumes  betrachtete 
»nd  darauf  eine  Neue  Geometrie  des  Baumes  gründete? 

All-e  Geraden  des  Raumes  —  die  unendlich  ferne  Gerade  der  Ebene 
mit  einbegriffen  —  sind  unter  sich  identisch,  lassen  daher,  an  und  für 
sieh  betrachtet,  keine  Einteilung  in  Kategorieen  zu.  Dennoch  trifft 
man  in  bestimmten  Theorieen  auf  hesondere,  bemerkenswerte  Geraden, 
denen  man  einen  speziellen  Namen  gegeben  hat.  So  in  der  Theorie 
der  Kegelschnitte  die  Pascalsche,  Steinersche,  Plückeraehe  Gerade  u.8.w., 
in  der  modernen  Geometrie  des  Dreiecks  die  Eidersche,  Simsonsche, 
Wallacesche  Gerade  u,  s.  w.;  bei  Unterscheidungen  dieser  Art  wollen 
wir  uns  aber  nicht  aufhalten,  weder  jetzt  noch  bei  künftiger  ähn- 
licher Gelegenheit. 


Zweites  Kapitel. 
Der  Kreis. 

4.  Nicht  weniger  schwierig,  als  den  Ursprung  des  Begriffes  der 
Geraden  anzugeben,  ist  die  Beurteilung,  wem  die  Entdeckung  des 
Kreises  zukommt,  weil  mit  dem  Begriffe  der  Entfernung  sich  alsbald 
dei^enige  der  Gesamtheit  der  Punkte,  die  von  einem  festen  Punkte 
gleichen  Abstand  haben,  aufdrängt.  Anderseits  verlangt  —  um  eine 
Thatsache  anzuführen,  die  frei  von  irgend  einer  hypothetischen  Bei- 
gabe ist  —  die  Konstruktion  der  ältesten  vorhandenen  Bauwerke 
durclmus  den  Gebrauch  des  Zirkels;  femer  bringen  diese  auf  ihren 
Wänden  Figuren  gezeichnet,  welche  die  Anwendung  dieses  Instru- 
mentes und  die  einfachsten  geometrischen  Kenntnisse,  auf  welche  sie 
sich  gründet,  voraussetzen.  ■ —  Gehen  wir  von  dieser  ziemlich  unbe- 
stimmten allgemeinen  Bemerkung  zu  bestimmten   Nachrichten   über, 

1)  Ein  drittes  älmliches  InBfcrument  ist  das  Lineal  mit  zwei  Parallel- 
Schienen  auf  dessen  nützliche  Anwendung  in  jüngster  Zeit  hingewiesen  wurde. 
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SO  können  wir  anführen,  dafe  in  dem  berühmten  Mathemaiischen 
Hemdbuch,  das  in  Ägyyiten  nicht  weniger  als  17  oder  Yielleicht  20 
Jahrhunderte  vor  Chr.  verfafst  wurde^),  man  schon  eine  Auflösung 
des  Problems  der  Quadratur  dea  Kreises  liest,  die  au  einem  genügend 
i  Werte   des  Verhältnissee  jt  dea  Umfansea  zum  Durch- 


messer führt,  nämlich  %  ^=  (  --]  =  3,1064  —  Mit  demselben  Probleme 
besetüiftigten  sich  die  Griechen,  nachdem  sie  aus  ihrer  Barbarei  kaum 
sich  erhoben  hatten;  das  beweisen  die  Löaungsversuche,  die  man  dem 
Hippokrates  von  Ohios,  dem  Antiphon  und  Bryaon  verdankt. 
Übrigens  wer  erinnert  sich  nicht  einer  Stelle  aus  den  VÖgdn  des 
Aristopbanes  *),  in  welcher  der  berühmte  Astronom  Methon  zum  Spott 
dargestellt  wird,  wie  er  über  eine  Lösung  dieses  Problems  nachsinnt, 
und  wer  sähe  darin  nicht  eine  sichere  Bestätigung  der  grofsen  Be- 
rühmtheit, die  diese  Fr^e  aehon  im  4.  Jahrhundert  v.  Chr.  erlangt  hat? 
5.  Dafs  man  den  Kreis  im  Altertume  auch  unabhängig  von  der 
Frage  nach  seinem  Inhalte  betrachtet  hat,  geht  daraus  hervor,  dai's 
man  einem  der  sieben  Weisen  Griechenlands  —  dem  Thaies  —  die 
Entdeckung  der  Eigenschaft  zuschreibt,  dafs  jeder  Kreis  und  seine 
Peripherie  durch  jeden  beliebigen  Durehmesser  in  zwei  gleiche  Teile 
geteilt  wird,  und  dem  Pythagoras  die  Beobachtung,  dafs  der  Kreis 
die  vollkommenste  Figur  der  Ebene  iat,  wie  die  Kugel  unter  den 
räumliehen  Gebilden^.  Daau  kommt  noch,  dafa  in  einem  von 
Hippokrates  aus  Chios  herrührenden  Abrifs  der  Geometrie,  den  man 
für  das  älteste  übrig  gebliebene  Denkmal  grieehiacher  Geometrie  an- 
siebt, sich  nicht  wenige  teils  ausgesprochene,  teils  bewiesene  Sätze 
finden,  die  sich  auf  den  Kreis  imd  seine  Teile  beziehen.  Diese  Sätze 
—  einige  derselben  beziehen  sich  auf  die  Möndchen  des  Hippokrates  — 
wurden  jedenfalls  den  ersten  Bearbeitur^en  der  Geometiie  beige- 
fügt und  zugleich  mit  anderen  in  den  Elementen  des  Euklides  ver- 
öffentlicht; das  dritte  Buch  derselben  behandelt  aussohliefslich  den 
Kreis,  das  vierte  hingegen  umiaist  die  regelmäfsigen  ein-  und  um- 
bescbiiebenen  Vielecke  und  ein  Teil  des  zwölften  das  Verhältnis  der 
Flächen  zweier  Kreise.  Andere  Eigenschaften  des  Kreises  und  der 
Geraden  wurden  von  ÄpoUonius  von  Pergae  zusammengefafet  und 
zwar  in  einem  leider  verloren  gegangenen  Werke  Über  die  dienen 
(hier;   in  demselben  wird  diese  Linie   (ebenso  die  Gerade)  betrachtet 


1)  A,  Bisenlohr,  Ein  inatkemaüseltes  Handbuch  der  cdten  Aegypter  (Papyms 
Shmd  des  British  Museum-).    Leipzig;  1.  Aufl.  1877,  2.  Aufl.  1891. 

2)  Lebte  etwa  um  440  oder  380  v.  Chr. 

3)  Pjth^oraa  bewunderte  am  Kreise  imd.  an  der  Kuget  oline  Zweifel  die 
voliendete  Eegelm'äfBigkeit  der  Gestalt;  Montucla  {Histoire  des  maih&matiqaes 
Bd.  I  2.  Aufl.  S.  113)  will  dagegen  in  den  Worten,  mit  denen  Diogenes  Laei+ins 
über  die  von  dem  Samischen  Philosophen  gemachte  Beohaohtung  berichtet,  einen 
ersten  Hinweis  auf  die  Theorie  der  Isoperimeter  erkennen. 
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als  Ort  derjenigen  PunktG,  die  gewissen  gemeinsamen 
genügen;  andere  ähnliche  Säke  findet  man  bei  Durchsicht  der  he- 
wunderungswärdigen  MaikemaUschen  Sammhmg,  die  viel  später  von 
Pappus  von  Alexandria  geechrieben  wurde. 

Die  angedeutete  Zusammenfaesung  des  Kreises  mit  der  Geraden 
unter  dem  Begriffe  der  „ebenen  Orter"^)  ist  nicht  der  einzige  Be- 
rührungspunkt, den  die  Alten  zwischen  diesen  beiden  Linien  aufstellten. 
Es  ist  wohl  bekannt,  dafs  Euklides  auTser  den  beiden  in  Nr.  3  bezeich- 
neten ausführbaren  Operationen  dem  Geometer  auch  einräumte,  um 
einen  gegebenen  Mittelpunkt  mit  gegebenem  Radius  einen  Kreis  zu 
beschreiben  (Elemente,  Bucli  I,  Postulat  3).  Folglieh  betrachtete  man 
den  Gebrauch  des  Zirkels  ebenso  wie  den  des  Lineals  als  zulässig; 
auch  hielt  man  die  Lösung  einer  geometrischen  Aufgabe  nur  dann  für  an- 
nehmbar, wenn  sie  mit  Hilfe  nur  dieser  beiden  Instrumente  ausgeführt 
werden  konnte.  Da  es  ferner  in  der  praktischen  Ausführung  leicht 
ist,  einen  Kreis  ganz  exakt  zu  zeichnen,  es  hingegen  sehr  schwer  ist, 
eine  Gerade  genau  zu  zeichnen,  so  hat  es  Geometer  gegeben,  die  es 
für  der  Mühe  wert  gehalten  haben,  ein  System  geometrischer  Kon- 
struktionen aufzustellen,  die  nur  die  alleinige  Anwendung  des  Zirkels 
erfordern;  so  entstand  „die  Geometrie  des  Zirkels",  die  in  Lorenzo 
Mascheroni^)  einen  hervorragenden  Bearbeiter  gefunden  hat. 

6.  Die  Leichtigkeit  des  Begriffes  und  der  Zeichnung  des  Kreises 
liefs  die  trügerische  Hofßiung  erstehen,  die  Länge  desselben,  sowie 
die  von  ihm  umschlossene  Fläche  messen  zu  können.  Auf  den  sehr 
alten  Ursprung  dieser  Frage,  die  sowohl  von  theoretischem  wie  von 
praktischem  Interesse  ist,  haben  wir  schon  vorhin  (Nr.  4)  hingewiesen. 
Wir  fügen  nunmehr  hinzu,  dafs  wir  die  ersten  wichtigen  Beiträge  zur 
Lösung  derselben  dem  Archimedes  verdanken,  der  nachwies,  dafs 
zwischen  ihnen  eine  so  enge  Beziehung  bestehe,  dafs,  wenn  mau  eine 
dieser  Gröfsen  als  fest  wählt,  es  die  andere  auch  ist,  und  die  kind- 
liehe Beweisführung  des  Antiphon  und  Bryson  in  eine  Methode  um- 
wandelte, mit  beliebig  grofser  Annäherung  den  Wert  des  Verhältnisses 
irgend  eines  Kreisumfanges  zu  seinem  Durchmesser  zu  bereclinen. 
Andere  wichtige  Beobachtungen  über  denselben  Gegenstand  wurden 
von  dem  berühmten  niederländischen  Mathematiker  Huygens,  und 
femer  von  dem  hervorragenden  deutschen  Gteometer  Lambert  ge- 
macht. Diesen  gelang  es,  die  Irrationalität  von  Jt  nachzuweisen,  und 
dies  wiederum  veranlafste  Legendre  noch  tiefer  gehende  Unter- 
suchungen anzustellen^);  diese  führten  ihn  zu  dem  Schlüsse,  dafs 
auch  %^  iri-ational  ist.     tlberdies  äufaei-te    der   letztere    Gelehrte   die 

i)  „Körperliche  Urter"  sind  liingegen  die  Kegelsolmitte  und  „Lineare  Orter" 
alle  andere»  Linien.. 

2)  La  geometi'ia  üel  eovipasso.   (Pavia  1797.) 

3)  Diese   zugleich  mit   den  vorhergehenden  der  obengenannten  Geometer 
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Vermutung:  „II  est  mfime  probable  que  le  nombre  m  u'eat  pas  mgme 
compris  ^ns  les  irrationelles  algebriques,  c'est-a-dire  qu'il  ne  peut 
pas  etre  la  racine  d'une  equation  algebrique  d'un  nombre  fini  de 
termes  dont  les  coefflcienta  soiit  rationeis".  DaJs  diese  Vermutung 
mit  der  Wakrheit,  sich  deckt,  wurde  1882  von  F.  Lindemann  ge- 
zeigt*), dem  das  höbe  und  unbestreitbare  Verdienst  zutommt,  end- 
lich eine  Frage  gelöst  zu  haben,  die  Strome  von  Tinte  hat  fliefsen 
lassen,  die  zu  langen  und  lebhaften  Polemiken  Veranlassung  geboten 
und  zum  Umsturz  von  Ansichten  geführt  bat,  die  man  ganz  ge- 
festigt glaubte.  Der  Lindemannsebe  Satz  gestattet  ferner  auch  ohne 
vorherige  Prüfung  jegliche  Quadratur  oder  Eektifikation  des  Kreises, 
die  durch  eine  algebraische  Kurve  ausgeführt  wird,  speziell  solche 
mit  Lineal  und  Zirkel  ausgeführte,  als  falsch  zu  erweisen. 

7.  Die  leichte  Definition  des  Kreises,  die  in  so  scharfem  Kon- 
traste mit  der  schwierigen  Definition  der  Geraden  steht  (vgL  3),  liefa 
die  Hoffnung  entstehen,  die  Gerade  entstehen  zu  lassen,  indem  mau 
vom  Kreise  aueging.  Es  ist  dies  eine  geniaJe  Idee,  deren  Keime  sich 
schon  un  Anhange  eines  Briefes  finden,  den  Leibniz  am  8.  Sept.  1679 
an  Huygens  richtete^).  Eben  diese  Idee  wurde  viel  später  von 
Johann  Bolyai  entwickelt,  der  daraus  das  Fundament  jenes  geo- 
metrischen Systems  bildete,  welches  seinen  Namen  ruhmbekränzt  der 
fernsten  Nachwelt  überliefern  wird. 

Vergeblich  wäre  der  Versuch  alle  Untersuchungen  der  reinen 
und  angewandten  Mathematik  aufzuzählen,  in  denen  der  Kreis  eine 
Bolle  spielt^,  oder  ein  möglichst  vollkommenes  Verzeichnis  der  an 
ihm  beobachteten  Eigenschaften  aufzustellen.  Nur  eine  deskriptive  und 
eine  Mafs  ei  genschaft  woUen  wir  hervorheben:  erstere  besteht  darin, 
dafs  alle  Kreise  der  Ebene  durch  die  beiden  unendlich  entfernten 
im^nären  Kreispunkte  (oder  die  cyklischeü  Punkte)  der  Ebene  gehen; 
letztere  darin,  dafs  die  Kreislinie  von  allen  Linien,  welche  eine  gleieh- 
grofse  F^cbe  umsehliefsen,  die  kleinste  ist,  Wir  schliefsen  dieses 
Kapitel  mit  der  Bemerkung,  dafs  man  neuerdings  die  Möglichkeit 
entdeckt  hat,  den  Kreis  als  Element  des  Raumes  zu  benutzen,  und 
so  hat  man  eine  „Geometrie  des  Kreis-Baumes"  aufgestellt,  die  ge- 
wissermafsen  ein  Analogen  ist  zu  der  von  Plücker  auf  die  Betrach- 
tung der  Geraden  gegründeten. 

finden  sich  zu  dem  interessanten  Werkchen  von  P.Rndio,  Archmedes,  H^gerts, 
Lambert,  Legendre,  Vier  Abhtmdi'wiigen  über  die  Kreismesswng  Leipzig  1892). 

1)  Vgl.  P.  Klein,  V<yrträge  ■aber  ausgeiviBdte  Fragen  der  Elemfntamaflie- 
matik  (Leipzig  1895j. 

2)  Leibnie,  herausg.  v.  Gerhardt,  B.  II  (Berlin  1850)  S.  20—25. 

8)  Poppe,  AusffffirMche  Geschichte  der  AnwendMng  aM&-  tcrunanen  Linien 
in  ■mechim.ischen  Kumten  imd  in  der  Architektin',  seit  den  ältesten  Zeiten  bis  ait 
Anfang  des  19.  JdhrUmderts  fNnralDerg  1802)  S.  1—98  und  130—194. 
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Drittes  Kapitel. 
Die  Kegelselmitte. 

8.  Die  Entdeckung  der  Kegelscknitte  wird  von  Proklus  dem 
Menäclmnia  zugesclirieben,  einem  Schüler  des  Badoxus  von  Kni- 
do8  nnd  vielleicht  Mathematiklehrer  Alexanders  von  Makedonien, 
Daher  rührt  die  in  einem  antiken  Werke  vorkommende  Bezeichnung 
„Triade  des  Memchmus",  in  dem  Sinne  „ebene  Schnitte  eines  geraden 
Kreiskegek".  Von  der  Parabel  und  Hyperbel  kannte  Meiwchmus  die 
Fnndamentalei  gen  Schaft,  die  man  in  karteeisohen  Koordinaten  durch 
die  Gleichungen  ausdrückt 

if  =  2px  und  xy  =  /c^, 
und  wufste  diese  in  geschickter  Weise  auf  zwei  verschiedenen  nnd 
zugleich  einfachen  unct  eleganten  Wegen  zur  Lösung  des  Probleme 
von  der  Würfelverdoppelung  (Delisches  Problem)  zu  benutzen.  Es 
wäre  jedoch  eine  durch  nichts  gerechtfertigte  Kühnheit,  zu  be- 
haupten, dafe  Menäehmus  auch  die  charakteristischen  Eigenschaften 
der  Asymptoten  gekannt  hätte.  Behauptet  wird  femer,  dafs  er  schon 
die  drei  Hauptformen,  die  ein  Kegelschnitt  darbieten  kann,  erhalten 
habe,  indem  er  einen  geraden  Kegel  mit  einer  Ebene  senkrecht  zu 
einer  Erzeugenden  schnitt;  demnach  hat  die  Kurve  keinen,  einen  oder 
zwei  Punkte  im  Unendlichen,  je  nachdem  die  Öffnung  des  Kegels 
kleiner,  gleich  oder  grÖfser  als  ein  rechter  Winkel  ist.  In  welcher 
Weise  er  jedoch  die  Zeichnung  der  Kegelschnitte  ausgeführt  hat,  die 
doch  unumgänglich  notwendig  war,  um  die  von  ihm  erdachte  Lösung 
des  Delischen  Problems  wirklieh  auszuführen^),  ist  eine  ungelöste 
Frage,  und  auch  heute  unlösbar,  da  von  den  Werken  des  Menäehmus 
keine  Spur  erhalten  ist. 

Dasselbe  Los  traf  die  Schriften  Aristaeus  des  Älteren,  eines 
nur  ungenügend  bekannten  Geometers,  der  fünf  Bücher  tjher  körper- 
liche Orter  und  vielleicht  ebensoviele  über  die  Schnitte  des  Kegels 
schrieb,  und  dem  man  die  Namen  zuschreibt  „Schnitte  des  spitzwink- 
ligen", „Schnitte  des  rechtwinkligen"  und  „Schnitte  des  stumpfwink- 
ligen Kegels",  um  diejenigen  Kurven  zu  bezeichnen,  die  wir  heute 
nach  Apollonius  bezüglich  Ellipse,  Pai'abei  und  Hyperbel  nennen. 
Wenn   das    Gerücht   wahr   ist,    so    würde   aus    diesen   Schriften   des 


1)  Diese  mit  Rüetaiclit  auf  die  BahlloEen  Anwendungen  der  Kurve  2.  Ordn. 
praktisch  höchst  interessante  Präge  (vgl.  Poppe  a.  0.  S.  99—110  und  194—309) 
hat  im  Laufe  der  Zeit  viele  Lösungen  gefunden,  die  Braunmühl  in  der 
lesenswerten  Arbeit  aufzählt:  Historisehe  Sittdie  über  die  organische  Erieuffung 
ehener  Surwe«  von  den  ältesten  Zeiten  bis  äum  Snde  des  18.  Jahrhimderts  (Katalog 
mathem.  u,  math. -physikalischer  Modelle.    München  1893). 
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Aristäus  Euklid  bei  flei  Abtass\mg  emei  eigenen  Beaibeituiig  der  hiei 
behandelten  Kurven  m  leichhchem  Malse  gesckopft  lia,ben  fiic  bind 
verloren  gegangen  und  waren  09  auch  '>chon  vom  l3  Jahi  hundert 
unserer  Zeitrechnung  an,  und  es  ist  sngai  zweifelhaft,  ob  sie  zu  Zeiten 
des  Pappus  noch  vorhanden  waren;  jedenfalls  abei  bringen  uns  vei- 
schiedene  Umstände  zu  dem  Glauben,  dals  dei  bedeutende  Alexan 
driner  jeden  Kegelschnitt  fiii  uich  betiaehtet  hat,  indem  ei  ihn  vei- 
mittelst  jener  Eigenschaft  chaiakteuaiei-te,  die  wii  duifh  du^  bekannte 
kartesische  Gleichung  ausdrucken 

dals  er  übrigens  die  Asymptoten  derselben  kannte  und  die  Anwendung 
auf  das  Delische  Problem,  und  dafs  er  zum  wenigsten  Forschungen 
über  die  Ähnlichkeit  der  Kegelschnitte  und  ihrer  Segmente  anzustellen 
begonnen  hat.  —  Man  hat  auch  geglaubt,  dem  Archimedes  eine 
methodische  Bearbeitung  der  Kegelschnitte  zusehreiben  zu  müssen 
und  verstieg  sich  sogar  zu  der  Behauptung,  dafs  Apollonius  ihn  in 
so  unverschämter  Weise  ausgeplündert  habe,  dafs  er  den  Beinamen 
des  Plagiators  verdiene.  Aber  wenn  auch  die  tiefen  und  weitgehen- 
den Kenntnisse  des  Syrakusanera  über  die  fraglichen  Kurven  bestätigen, 
dafs  er  im  stände  gewesen  wäre,  eine  solche  abzufassen,  so  berech- 
tigt doch  nichts  zu  der  Behauptung,  dafs  er  sie  thatsächlieh  ge- 
schrieben habe. 

Dennoch  verdankt  die  Theorie  der  Kegelschnitte  dem  Archimedes 
wenigstens  zwei  bemerkenswerte  Fortschrittet  der  eine,  die  von  ihm 
auf  zweierlei  Art  ausgeführte  Quadratur  eines  Parabelsegmentes  — 
das  erste  Beispiel  der  exakten  Berechnung  eines  Flächensfeückes,  das 
nicht  blofs  von  Geraden  oder  Kreisbögen  begrenzt  ist  —  der  andere, 
die  von  ihm  bemerkte  Beziehung  zwischen  einer  Ellipse  und  dem 
über  ihrer  grofsen  Axe  als  Durchmesser  beschriebenen  I&eise  und  die 
Anwendung  derselben  auf  die  Quadratur  jener  Kurve.  Daher  kann 
man  sagen,  dafs  es  dem  Archimedes  gelungen  ist,  all'  die  Fälle  der 
Quadratur  eines  Kegelschnittes,  die  sich  algebraisch  behandeln  lassen, 
auszuführen,  indem  die  Quadratur  der  Hyperbel  ja  Logarithmen  ver- 
langt. 

9.  Alle  diese  Bearbeiter  der  Kegelschnitt-Theorie  —  Archimedes 
höchstens  ausgenommen  —  gehören  der  Vorgeschichte  dieser  Kurven 
an;  die  wirkliche  Geschichte  beginnt  mit  Apollonius  von  Pergae, 
dem  wir  eine  „instanratio  ab  imis  fundamentis"  dieser  ganzen  Disziplin 
und  eine  treffliche  Darlegung  derselben  verdanken,  die  im  Laufe  der 
Jahrhunderte  zu  den  Klassikern  der  exakten  Wissenschaft  gerechnet 
wurde,  und  die  noch  heute  nach  zweitausend  Jahren  Bewunderung 
einflöfst  und  eingehendes  Studium  verdient.  Nach  Einigen  würden 
die  Neuerungen,  die  man  dem  Geometer  von  Pergae  zuschreibt,  darin 
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bestanden  haben,  dafs  er  die  Existenz  aller  drei  Arten  von  ebenen 
Schnitten  an  jedem  geraden  Kegel  bemerkt  habe,  aber  weil  es  un- 
zn^ssig  scheint,  dafs  diese  Beobachtung  in  der  That  den  älteren  Geo- 
metem  gänzlich  entgangen  sein  sollte,  so  ist  es  watrscheinlielier,  dai's 
die  von  ihm  vorgeschlagene  Änderung  vielmehr  aus  methodischen  Grün- 
den aufgestellt  sei,  und  in  der  Wahl  des  Ausgangspunktes  von  jener 
allgemeinen  Definition  eines  Kegelschnittes  bestanden  habe,  die  zu  allen 
möglichen  Gestalten  fübrt.  Dies  zugegeben,  wird  es  Mar,  warum  er 
gezwungen  wurde,  die  frühere  Nomenklatur  des  Äristäus  aufzugeben 
(vgl.  Kr.  8)  und  eine  neue  aufausteilen,  die  noch  heute  in  Gebrauch  ist. 
Mit  dem  Tode  des  Apollonius  beginnt, der  Verfall  der  giiecliisclien 
Mathematik;  kein  Wunder  also,  wenn  nach  ihm  die  Theorie  der 
Kegelschnitte  im  Stillstande  blieb.  Als  einzigen  Fortschritt  kann  man 
eine  Stelle  der  Mathematischen  Sammlung  des  Pappus  von  Älexandrien, 
welche  die  Kegelschnitte  als  Örter  derjenigen  Punkte  betrachtet,  deren 
Abstände  von  einem  festen  Punkte  und  einer  festen  Geraden  in  einem 
konstanten  Verhältnisse  stehen.  Was  nun  eine  bekannte  Arbeit  des 
Serenns  (von  Antissa  oder  Äntinuopolis)  betrifft,  in  welcher  bewiesen 
wird,  dafs  die  von  einer  Ebene  mit  einem  Cylinder  erzeugten  Schnitte 
elliptische  seien,  so  erwähnen  wir  diese  nur  als  unzweifelhaftes  An- 
zeichen des  tiefen  geistigen  Niveaus  jenes  Zeitalters,  in  welchem  sie 
gesehrieben  wurde. 

10.  Auch  in  der  darauf  folgenden  Zeit,  dem  Mittelalter,  ver- 
blieb die  Theorie,  deren  Entwjekelung  wir  verfolgen,  fast  auf  dem- 
selben Standpunkte,  in  welchem  Apollonius  sie  verlassen  hatte.  Später 
aber  waren  es  zwei  Entdeckungen  von  hervorragender  Bedeutung,  die 
ihr  neues  Leben  einflöfsen  und  sie  wieder  zur  Geltung  bringen  sollten; 
nämlich  die  Entdeckung  Keplers,  dafs  die  von  den  Gestirnen  unseres 
Planetensystems  beschriebenen  Bahnlinien  nichts  anderes  sind  als 
Ellipsen,  welche  die  Sonne  als  Brennpunkt  haben;  dann  die  Ent- 
deckung der  analytischen  Geometrie,  die  au  dem  Schlüsse  führte,  dafs 
in  dem  kartesi  sehen  System  alle  Kegelschnitte  durch  Gleichungen 
zweiten  Grades  zwischen  den  Koordinaten  ihrer  Punkte  darstellbar 
sind,  mit  Ausnahme  der  Geraden,  die  durch  eine  solche  ersten  Grades 
dargestellt  werden.  Von  da  ab  wiu'den  nun  die  Kegelschnitte  mehr 
als  „Kurven  aweiten  Grades''  betrachtet,  denn  als  „körperhche  Orter", 
ebenso  wie  die  Geraden  vorzugsweise  als  Linien  erster  Ordnung  be- 
trachtet wurden  "^j. 


1)  Da  die  Kegelschnitte  Kutven  2*"'  Ordnung  sind,  so  nannt«  Bellavitis 
sie  DMome,  da  sie  2'*'  Klasse  sind,  JDiatUmiene;  analog  beaeicbnete  er  mit  rtrtmne 
Kurven  von  der  m"*"  Ordnung  und  mit  n-tomme  solche  -n**'  Klasse.  Diese  Be- 
leichnung  wurde  iedoch  nicht  angenommen  und  fiel  bald  in  Vergessenheit.  Von 
Cayley  hingegen  wurden  die  Kurven  dritter  Ordnung  Tertians,  die  l""  Qaar- 
fiöMS  u.  s.  w.  benannt. 
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BekanntKcli  führte  die  Erfindung  der  Koordinaten  viele  Zeit- 
genossen und  munittelbaren  Nachfolger  Descartes  und  Fermats  von 
Untersuehui^^en  auf  dem  G-ebiete  der  reinen  Geometrie  weg,  so  gi'ofs 
war  die  hervorragende  Anvrendharkeit  und  wunderbare  Macht  des 
neuen  Hilfsmittels.  Nichts  desto  weniger  fehlte  es  auch  in  dieser  Epoche 
der  Geometrie,  im  Sinne  der  Alten  betrieben,  nicht  an  tüchtigen  Be- 
arbeiterHj  durch  deren  Bemühungen  sich  an  die  Theorie  der  Kegel- 
schnitte bemerkenswerte  Fortschritte  knüpften.  Mau  erinnere  sich 
nur,  dafs  Desargues  die  fruchtbaren  Begriffe  der  Projektion  und 
Involution  eiaführte  imd  dadurch  wichtige  neue  Sätze  aufstellte,  dafs 
Paacal  die  berühmte  Beziehung  entdeckte,  die  zwischen  6  beliebigen 
Punkten  eines  Kegelschnittes  besteht  und  diese  zur  Grundlage  einer 
neuen  methodischen  Bearbeitung  der  Kurven  zweiter  Ordnung  machte  ^) ; 
femer,  dafs  La  Hire  weitgehende  Anwendungen  von  den  Begriffen 
Pol  und  Polare  machte  und  insbesondere  bei  der  Betrachtung  der 
Polare  eines  Brennpunktes  zum  Begriff'  der  Direktiix  gelaugte.  Un- 
gerecht würde  es  auch  sein,  die  von  Newton  entdeckte  „organische 
Eraeugung  der  Kegelschnitte"  zu  übergehen,  eine  mustergültige  Frucht 
derartiger  Studien,  und  die  eleganten  Konstruktionen,  welche  dieser 
grofse  Mathematiker  angegeben  hat  für  Kegelschnitte,  die  fünf  Be- 
dingungen unterworfen  sind. 

Erwähnt  werden  müssen  auch  die  Namen  Mydorge  undBosco- 
vich,  ebenso  die  Arbeiten  des  Grafen  Fagnano  und  Eulera  über 
die  Rektifikation  der  Ellipse,  die  gehörig  fortgesetzt  und  in  bekannter 
Weise  erweitert  einen  neuen  Zweig  der  Analysis  hervorgerufen  haben, 
nämlich  die  Theorie  der  elhptischen  Punktionen.  Für  uns  ist  be- 
sonders wichtig  die  Bemerkung,  dafs  in  den  Schriften  des  grofsen 
italienischen  Mathematikers^)  sieh  schon  die  in  rechtwinkligen  kar- 
tesischen  Koordinaten  durch  die  Gleichung  x^  -\-  2y^  =  a^  darstellbare 
Kurve  erwähnt  findet;  man  bezeichnet  diese  gewöhnlich  mit  dem 
Namen  Ellipse  des  Fagnano. 

11.  Neue  Methoden  und  neue  Lehrsätze  tui  die  Theorie,  deren 
Entwiekelungstadien  wir  hier  verfolgen,  verdanken  wir  den  Geometem 
aus  dem  Anfalle  deä  19.  Jahrhunderts.  Als  erster  möge  Brianchon 
genannt  werden,  der  seinen  Namen  mit  dem  Pascals  verknüpfte  durch 
den  zum  Pascalsehen  dualen  Satze  und  im  Veiem  mit  Poncelet  jenen 


1)  Bekanntlich  ist  die  Merauf  beaagliche  Art  it  Pa'  <ils  veiloren  gegangpn, 
nur  die  von  Leibniz  kopierte  Vorrede  Lst  erkalten  und  wurde  neuerdings  \ei 
öffenüictt  von  Gerhardt  {B^  Briefwechsel  von  G.  W-Leihnts  mit  MathewatiUi n, 
L  Bd.  Berlin  1899).  Daselbst  wird  zur  Beaeichnung  eines  geschloaeenen  Kegel- 
schnittes (Ellipse  n.  Kreis)  das  Wort  Aatobok  benutzt. 

2)  Vgl.  besonders  den  Aufsatz  Metodo  per  miswra/re  glt  otcfti  di  quella  elhsse 
conica,  il  eui  asse  maggiore  e  meäio  proporzümak  tra  i'asse  minore  e  li  doppio  del 
medesimo  asse  mmore  (Produzioni  matematiche  B.  11,  Pesaro  1750) 
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besonderen  Kegelschnitt  untersuchte,  der  in  Bezug  auf  die  Hyperbel 
gewissermafsen  zu  dem  auf  die  Ellipse  bezogenen  Kreise  analog  ist, 
nämlieh  der  „gleichseitigen  oder  recMwinkügen  Hyperbel"^).  Übrigens 
betrachtete  Poncelet  mit  Hülfe  der  von  ihm  erfnndenen  Methoden  die 
Kegelschnitte  als  zum  Kreise  homologe  Kurven  iind  legte  die  ganze 
Fi'uehtbarkeit  des  ao  gewonnenen  Begriffes  klar. 

Kurz  darauf  brachten  J.  Steiner  in  Deutschland  und  M.  Chaales 
in  Frankreich  den  alten  Begriff  des  Doppelverhältnisses  wieder  zur 
Anwendung  und  zeigten  so  die  Möglichkeit,  die  Kurven  zweiter  Ord- 
nung aufzufassen  als  Erzeugnisse  von  Grrundgebilden  erster  Stufe  in 
projektivischer  Beziehung.  Staudt  ferner  zeigte  nicht  nur,  wie  man 
jene  Definition  von  jeglicher  metrischen  Zuthat  befreien  könne,  son- 
dern auch,  wie  man  in  gleicher  Weise  die  reellen  und  imaginären 
Kegelschnitte  definieren  könne,  indem  man  beide  Arten  betrachtet  als 
OrdnuDgs-Kurven  ebener  Polaritäten. 

In  der  Zwischenzeit  wandten  die  Analytiker  auf  die  „Triade  des 
Menächmus"  alle  die  Koordinatenmethoden  an,  die  nach  und  nach 
erfunden  wurden,  insbesondere  die  charakteristischen  Fortschritte  der 
Geometria  intrinseca  (Anwendung  der  natürlichen  Koordinaten,  Bogen- 
länge und  Winkel  der  Tangente,  Krümmungsradien)^);  überdies  wurde 
eine  Beziehung  bemerkt  zwischen  der  Geometrie  der  Geraden  im 
Baume  und  der  Totalität  der  Kegelschnitte  einei'  Ebene,  die  einer 
gewissen  Bedingung  genügen*).  Schliefslich  wurden  die  Grundlagen 
einer  Geometrie  des  Raumes  gelegt,  die  den  Kegelschnitt  als  eigent- 
liches Gfrundelement  benutzt. 

Das  sind  vielleicht  alle  neuen  Ausblicke,  welche  die  moderne 
Geometrie  der  Theorie  der  Kegelschnitte  eröffnet  hat,  aber  wie  könnten 
wir  uns  einbilden,  auch  nur  eine  Idee  aller  der  besonderen  Eigen- 
schaften anzugeben  —  unter  denen  sich  sogar  die  „sozial  properties" 
finden*)  —  die  au  dieser  berühmten  Kurve  sieh  ergeben  haben.  Eine 
eingehe   Sammlung   der   ausgesprochenen  Sätze,  die  sieh  darauf  be- 

1)  Es  ist  die  Kurve,  die  0.  Terquem  seinen  Landalenten  kurz  Hypercle 
m  benennen  voractlug  (Nouv.  Ann.  X,  1851,  S.  127). 

2)  E.  Cesäro,  Leeioni  di  geometria  mtrinseca  (Neapel  1896)  S.  38—39;  ' 
G,  Pirondini,  Sw  la  conique  oseulatrice  des  Ugnes  planes  (Jomal  di  Teiseira, 
XI,  1894);  0-.  Seheffets,  Emfukmng  in  die  Theorie  der  Ciirven  in,  der  Ebene 
miA  im  Sattme  (Leipzig  190J)  S,  53 — 5i.  Der  Leser,  der  genauere  Angaben 
über  den  Ursprung,  die  Entwiokelnugsatadien  und  den  sonstigen  Stand  dieser 
Theorie  wünscht,  findet  diese  in  einem  Aufsätze  von  E.  Wölffing:  Bericht  über 
den  gegetmärtigen  Stand  der  L^tre  von  den  natürUehen  Koordinaten  (Bibliotheca 
Mathematic»  m,  Folge  I  (Leipzig  IfiOO). 

3)  S.  einen  Brief  von  L.  Cremona  an  B,  Beltrami  in  B.  VIII  des  Giomale 
di  Battaglini.    1870. 

4)  S.  die  merkwürdige  Schrift:  2he  roinance  of  mathematics,  besprochen  in 
Naime.    May  8,    1888. 
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ziehen,  würde  einen  gewichtigen  Band  füllen '^).  Wir  müssen  es  dem- 
nach yermeiden,  eine  Arheit  zu  ühernehmen,  die,  wenn  auch  hoch- 
iateressant,  denaoch  die  vorliegende  Schrift  von  der  ihr  zugewiesenen 
Route  abbringen  würde  und  das,  nachdem  sie  kaum  die  Anker  ge- 
lichtet hat.  "überdies  sind  die  analytischen  sowohl,  als  a.uch  die 
synthetischen  Lehrbücher  über  die  Theorie,  der  dieses  Kapitel  ge- 
widmet ist,  so  zahlreich  und  so  wertvoll,  dafs  es  ziemlich  leicht 
ist,  sieh  einen  Begriff  zu  machen  von  der  Höhe,  auf  welche  zwanzig 
Jahrhunderte  fast  ununterbrochener  Arbeit  eine  der  schönsten  Dis- 
ziplinen, welche  die  Geometrie  aufweist,  gebracht  haben. 

..  O.    S.  99  —  110 
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KTirven  dritter  Ordnung. 

Erstes  Kapitel. 
Klassifikation. 

13.  Während  man  daran  war,  die  Theorie  der  Kegelschnitte  zu 
entwickehi,  sammelte  sich  auch,  sozusagen  unbewufst,  das  Material 
füi'  die  Lehre  von  den  Kurven  höherer  Ordnung  an.  Unter  diesem 
nehmen  die  alten  Untersuchungen  über  einige  Kurven  dritter  und  vierter 
Ordnung,  die  wir  in  diesem  und  im  folgenden  Äbsclinitte  als  Spezialfälle 
behandeln  werden,  einen  hervorragenden  Platz  ein.  Jedoch  die  all- 
gemeine Theorie  der  Kurven  einer  bestimmten  Ordnung,  im  Speziellen 
die  der  Kurven  dritter  Ordnung,  konnte  nicbt  entstehen,  und  entstand 
aucii  nicht  eher,  als  nachdem  man  zu  den  Begriffen  „Ordnung  einer 
Kurve"  und  „allgemeine  Kurve  ihrer  Ordnung"  gelangt  war,  das  ist 
nach  der  Ei-findung  der  Kartesischeu  Methode,  nach  welcher  diese 
Begriffe  naturgeraäfa  sich  ei^eben.  Eb  entspricht  dieser  Umstand  der 
Thatsacke,  daCs  seit  dem  Geburtsjahre  der  analytischen  Geometrie, 
1631^),  weniger  als  30  Jahre  verflossen  waren,  als  Newton^), 
indem  er  eine  Klassifikation  der  eigenen  Kurven  dritter  Ordnung  aus- 
führte, den  Orund  für  ein  methodisches  Studium  dieser  Kurven  legte. 
Dieses  Studium  wurde  von  da  an  mächtig  fortgesetzt  und  hat  inzwischen 
so  viele  und  bedeutende  Resultate  gezeitigt,  dafs  die  genannten  Kurven 
zu  denjenigen  geometrischen  Gebilden  gezählt  werden,  deren  Kenntnis 
beinahe  eine  "vollständige  ist^).  Als  Grundsteine  ihrer  Theorie  kann  man 
ansehen:  1.  Die  verschiedenen  Methoden,  sie  geometrisch  zu  konstruieren. 


1)  Im  J.  1637  wurde  nämlich  die  Geometrie  von  Desoartes  veröffentlicht. 

2)  Vgl.  die  wertvolle  Abhandlung  von  W.  W.  Rouae  Ball,  On  Newton 
clasdfication  of  cubic  earves  (Proc.  of.  the  London  Math.  Soe.  XXII  1891),  auf 
welche  wir  mehrmalB  im  Verlaufe  dieses  Ahechnitta  KUrückkommeD  werden. 

3)  Man  sehe  auch  übrigens  die  Arbeiten  von  Plücker,  Salmon,  Cre- 
mona  and  Clebsch-Lindemann  Aber  ebene  Kurven  im  allgemeinen  und  die 
beiden  Spezialarbeiten;  Durfege,  Die  ebenen  Kwven  driUer  OrdniMg  (Leipzig 
1871)  und  Schroeter,  Die  Theorie  der  efteme«.  Kitfven  dritter  Oräinmig  (Leipzig 
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2.  Die  Sätze,  die  sich  auf  die  Konfiguration  ihrer  Wendepunkte  be- 
ziehen. 3.  Den  Salmonschen  Satz^),  der  aussagt,  dafs  das  Doppri- 
verhältnis  der  vier  Tangenten,  die  man  von  einem  beliebigen  Pnnkte 
der  Knrve  (die  keinen  singulären  Punkt  besitzt)  an  dieselbe  ziehen 
kann,  konstant  ist;  der  Wert  dieses  Doppeiverhältaisses  ist  eine 
Öröfse,  die  durch  projektivische  Transformationen  der  Kurve  nicht 
verändert  wird,  und  ist  auch  die  einzige  Invariante,  welche  die 
Kurve  besitzt. 

13,  Von  den  Sätzen  aus  der  zweiten  der  oben  angeführten 
Gruppen  richten  wir  unser  Augenmerk  zuimchst  auf  den,  der  besagt, 
dafs  eine  reelle^)  Kurve  dritter  Ordimng  wenigstens  einen  reellen 
Wendepunkt  besitzt.  Infolge  dessen  können  wir  diesen  reellen 
Wendepunkt  zur  Ecke  A^  des  Fundanientaldreiecks  eines  homogenen 
Koordinatensystems  (x^,  x^,  a^)  nehmen,  auf  welches  wh  die  reelle 
Kurve  dritter  Ordnung  F  beziehen,  und  die  entsprechende  Tangente 
als  eine  der  durch  A^  gehenden  Seiten,  «^  des  genannten  Dreiecks. 
Die  Gleichung  der  Kurve  erhält  dann  folgende  Gestalt: 

oder: 

-]-  2  (a,j  «33  —  fl,g  a^g)  x^  x^'\ . 
Machen  wir  dann  eine  Koordinatenverscbiebung,  die  durch  die  f'ormel 

bestimmt  wird,  so  kann  man  schreiben 

Wenn  wir  nun  der  Einfachheit  halber  die  Bezeiclinungeu  ändern, 
so  sehen  wn  schlielihch  daf^,  wenn  wn  das  System,  worauf  sie  be- 
zogen wird,  pissend  wählen  die  Gleichung  jeder  reellen  Kurve  dritter 
Oidnung  sieh  aui  fönende  Form  biingeu  laiat: 

1^0^  =  «(.t-l  +  än^-fjj^  +  3«2  K^*a  +  «si^  •  -  -  0) 
Wird  nun  die  Seite  a^  des  Fundamentaldreiecks  ins  Unendliche  pro- 
jiziert, 80  dafs  man  T[  =  j  j2  =  1,  13  =  1/  setzen  kann,  so  geht 
Gleichung  (1)  ubei  m 

y^  ==  «0  ^  -f-  ^a^x^  -{-  ia  X  -\~  a^, (2) 

welche  Gleichung  m  kiitesischen  Koordinaten  eine  !Kurve  darstellt,  die 

1)  Tkemtmes,  sm   lef,  couibex  du  ttoisteme  (legre  (Grelles  Journ.  SLU,  1851). 

2  Wir  bezeidmen  im.  ill^emempn  einf  Kurve  als  reell,  ■wenn  sie  durch, 
eine  Glen,huBg  mit  leellen  KoelSaienteii  diryestellt  wird,  obwohl  sie  dann  auch 
nur  eine  endliche  Zahl  (Null  Pinbegriffen    leeller  Punkte  enthalten  kann. 
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man  divergente  Parabel  geaamit  hat.  Projiziert  man  hingegen  die 
Seite  «3  ins  Unendliche  und  setzt  daher  x^  ^  x,  x^=^  y,  x^^'^X,  so 
erhält  man  die  folgende  kartesische  Gleichung 

y  =  a^x^  ■\'  Za^x^y  -\-  Zix^xy^  -(-  a^y^  ....  (3) 
Wir  werden  im  Folgenden  avif  diese  Gleichung  zurückkommen,  wollen 
indessen  bemerken,  dafs  Gleichung  (2)  noch  weiterer  Umformungen 
fähig  ist.  Wählen  wir  nun  in  der  That  die  Ecke  A^  in  geeigneter 
Weise,  so  läfst  sich  (1)  zurüclduhren  auf  folgende  Gleichung 

a^g4  —  ^,  {x^  —  x^)  Qc%  —  3:1)  =  0  .  .  .  .  (4) 
Die  vom  Punkte  Ä^  an  die  Kurve  gezogenen  Tangenten  habeu  die 
Gleichungen : 

Xj  =  0,     «j  =  0,     «a  —  x^  ==  0,     ¥x^  —  x^^^O, 
und  daher  ist  ihr  Doppelverhältnis  7c^;   dieses   ist  also  die  absolute 
Invariante  der  Km-ve.    Bezeichnen  wir  nun  mit  p  einen  Proportionalitäts- 
faktor und  mit  X  einen  Parameter,  so  wird  der  Gleichung  (4)  genügt, 
ijidem  man  setzt 

Qx^  =  K,     QX^  =  X\     durch  p^jj  =  y(l~k^)(l~-~Pr^). 
Setzt  man  aber  X  ==  SM  ii,  unter  der  Annahme,   dafs  7.;  der  Modulus 
sei,  so  hat  man  weiter 

Qx^=snu,    &x^  =  sn^u,    (}x^^=  cnu- dnu.  .    .    (5) 

Diese  Uleiehungen  liefern  eine  parametrische  Darstellung  einer  Kurve 
dritter  Ordnung  vermittels  der  Jakobischen  elliptischen  Funktionen^), 
die  entsprechende  Bedingung  der  Collinearität^  dreier  Punkte  lautet: 

"i  +  «3  +  %  =  0  ■ 
Auf  eine  analoge  Darstellung  durch  die  Weierstrafs'sehen  ellipti- 
schen Funktionen  trifft  man,   wenn  man  die   Gleichung  (ä)   benutzt. 
Durch   eine    einfache  Verlegung   des    Koordinaten  anfangs   verwandelt 
diese  sich  in  folgende  andere; 

y^  =  tti^x^ -\- % ci^x -\- a^ (6) 

Betrachten  wir  nun  eine  iiViuktion  p,  die  mit  einer  davon  abgeleiteten 
f'  verbunden  ist  durch  die  Bezeichnung: 

und  setzt  man  \  rj~ 

.r=  y --■9^,    y  =  P^,  .......    (1) 

1)  A.  Harnack,    f/6ei'  cUe  Vei'weitainy  der  eUiptischen  Fiwiktioiien  für  die 
Geomebie  dm-  Kitrvm  dritten  Grades  (Math.  Annalen,  Bd.  IX,  1876). 

2)  „CollineaiitESrt"  bedeutet  hier  und  in  ähnlichen  Fällen  das  Liegen  aui 
derselben  (Geraden. 
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SO  wird  der  Gleichung  (6)  ideiitiseh  genügt,  imd  somit  können  die 
Gfleichungen  (7)  zur  parametriacliei!  Darstellung  der  Kune  (6)  dienen. 
Unterwirft  man  die  letztere  einer  beliebigen  pro jekti viachen  Trans- 
formation, so  ergiebt  eich,  dafs  jede  ebene  Kui-ye  dritter  Ordnung 
mittels  Gleichungen  folgender  Form  dargestellt  werden  kann 

Qa:i  =  a!fi>0  +  hiP'0  +  Ci (»=1,2,3)     ....     (8) 

Die  Bedingung  der  Kollinearität  dreier  Punkte  ist  auch  in  diesem 
Falle 

^,  +  ^,  +  ^,  =  00- 
\i.  Die  Gleichungen  (2)  und  (S)  im  Vorhergehenden  liefern  auch 
die  Antwort  auf  folgende  sehr  wichtige  Fragen:  Trifft  es  auch  für 
die  Kurven  dritter  Ordnung  zu,  wie  für  die  zweiter  Ordnung,  daCs 
aUe  aus  einer  einzigen  durch  Projektion  abgeleitet  werden  können?, 
und  im  verneinenden  Falle,  welches  sind  die  Fundamentaltypen,  aus 
welchen  man  durch  Projektion  die  Formen  ailer  Übrigen  erhalten 
kann?  Zur  Beantwortung  nehmen  wir  wieder  die  Gleichung  (2)  und 
schreiben  sie,  wie  folgt: 

f^a,ii~a,)[r-a,)i.-~a,),  ....  (2') 
wobei  wir  a^  immer  positiv  nehmen  und  im  übrigen  die  Bezeichnungen 
so  wählen,  dafs,  wenn  ff^,  ß^.  ig  reell  nmd,  «i^is^Wa.  Dann  ist 
klar,  dafs  Gleichung  (2')  ihrer  Natui  gemafs  und  infolge  der  Gröfse 
der  ffl^,  öj,  «3  nur  folgende  fünt  Falle  darbieten  kann* 

I.  «■!,  «a,  «3  sind  reell  und  verseldeden.  Dann  giebt  es  auf 
der  3;-Axe  die  Punkte  Äj^,  A^,  Äg,  die  als  Abscissen  die  Werte  %,  a^,  (j^ 
haben;  man  sieht,  dafs,  um  reelle  Punkte  der  Kurve  zu  bekommen, 
die  Voraussetzung  nötig  ist;  ßj^^a^i'^a^f  oder  auch  3:^%;  es  ist 
leicht  daraus  abzuleiten,  dafs  die  Kurve  aus  einem  Ovale  besteht,  das 
durch  die  Punkte  Ä^  und  A^  geht,  und  einem  unbegrenzten  Zweige, 
der  durch  A^  geht;  sie  wurde  von  Newton  Parabola  campani- 
formis  cum  ovali  genannt^),  von  Cayley  Complex^. 

IL  (81  ist  reell,  Oa  und  «a  konjugiert  imaginär.  Schreiben  wir 
Gleichung  (2')  für  diesen  Fall  fo^endermafsen 

»■-■..(«-«,)[(«-ri'  +  5'l, 

1)  Halphea,  Tratte  des  fomtions  elliptiquea  et  de  leurs  applications  II, 
Paria  1888.  Cap.  SI. 

2)  En'o/meratio  Ivaearnim,  tertii  ordmia  (Londini  1706),  neugedruckt  im  I.  Bd. 
von  J.  NeiOonii  opmmla  mathematiea  ^ilosophica  et  jMlologica  (Lausoniae  et 
Genevae  MDCCXLIV). 

3)  8.  die  Sohrülen  On  ihe  mfiexiom  ofihe  eubical  äivergetit  pm-abolas  (Quart. 
Journ.  B.  VI,  1864);  Ott  the  clasgiflcation  of  cufric  ewves  (Cambridge  Trans.  SI, 
Parti,  1866)  und  On  the  cubtcal  divergent  paraholas  (Quart.  Journ.  IX,  1868), 
neugedrnckt  in  Bd.  V  u.  VI  von  7'fte  coUected  papers  of  A.  Gtvjßey  (Caraliridga 
1892—93), 
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SO  sehen  wir,  dafs  wir  reelle  Punkte  der  Kurve  nur  dann  erhalten, 
wenn  x^a^;  daraus  kann  man  die  Folgerung  ziehen,  dafs  die  Kurve 
nur  aus  einem  einzigen  unbegrenzten  Zweige  besteht;  es  ist  die 
Parabola  pura  Newtons^),  die  Simplex  Cayleys.  —  Diese  Kurve 
ist  ebenso  wie  die  vorige  ohne  singulare  Punkte.  I  und  II  sind 
auch  die  typischen  Fundamentatfornien  aller  ebenen  Kurven  dritter 
Ordntmg  mit  nicht  veraohwindender  Determinante,  Ist  eine  Kurve 
durch  ihre  G-leiehung  in  karteaischen  oder  homogenen  Koordinaten 
gegeben,  so  genügt  es,  um  zu  erkennen,  ob  sie  von  der  Form  I  oder  11 
ist,  die  absolute  Invariante  zu  berechnen;  ergiebt  sich  diese  als  reell, 
so  ist  die  Kurve  eine  Comples,  ist  sie  imaginär,  so  ist  sie  eine 
Simplex.  Somit  ist  eine  Complex  jede  harmonische  Kurve  dritter 
Ordnung,  eine  Simples  jede  aequianharmonisehe^).  Für  die  Kurven 
I  und  II  ist  auch  in  vielen  Fällen  die  Anwendung  folgender  kanoni- 
scher Form  der  Gleichung  sehr  nützlich: 

%'  +  ^s'  +  a^s'  +  Q^^iX^Xg  =  0 (!*) 

die  man  erhält,  wenn  man  als  Fundamentaldreieck  dasjenige  der 
Wendepunktsdreiecke  nimmt,  welches  reell  ist. 

III.  ffli  =  (ta  und  f(3  reell.  Die  Gleichung  (2')  wird  in  diesem 
Falle 

und  zeigt,  dafs  der  Punkt  ^a(ng,0)  ein  isolierter  Punkt  der  Kurve 
ist:  sie  enthält  femer  unzählig  viele  reelle  Punkte,  die  den  Werten 
a;  ^  £%  entsprechen.  Von  Newton  wurde  diese  Paranoia  punctata,  von 
Cayley  Actwdal  genannt. 

n'^.     (*i  und  f(ä  =  «3  reell.     Aus  der  Gleichung 
j/S  =  0(,  ((T  —  aj)  (x  —  a^f 
geht'hervor,  dafs  Ä2  («2,0)  ein  Doppelpunkt  der  Kurve  ist,  von  der 
man    alle  reellen  Punkte  erhält    durch  x^a.     Es  ist   die   Parabola 
nodata  Kewtons,  die  Grunoäal  Cayleys. 

V.  Wenn  sehliefsheh  die  drei  Werte  oi,  «3,  ag  unter  sieh  gleich 
nud  reell  sind,  so  kann  man  Gleichung  (2")  schreiben 

!/'  =  »o  («  —  «)"; 

die  entsprechende  Kurve  hat  eine  Spitze,  und  ist  daher  von  Newton 
Parabola  cuspiäata,  von  Cayley  Cuspiäal  genannt  worden.  Aus  der 
oben   in   kurzen  Zügen    gegebenen  Diskussion   ergiebt   sich   der  be- 

1)  Murdoch  (Neutonii  genesis  curvaruin  per  wm&iYis,  Londmi  1746)  uatet- 
Bohied  drei  Arten  der  reinen  Parabel,  die  er  aiBpidtof«,  cav^anifoiitm  und 
neu^alü  nannte. 

2)  Diese  wichtige  Bemerkung,  wölehe  die  Gastalt  einer  Kurve  dritter  Ordnung 
mit  dem  Werte  ihrer  absolnten  Invariante  verknüpft,  rührt  her  von  Cremonii, 
(s.  Considei-asioni  sulU  eiwve  piane  del  terz'  ordme,  Giom.  di  Mat.  TT  !8e4). 
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rühmte  von  seinem  Entdecker,  Newton  „genesis  curYaruin  per  umbras" 
betitelte  Satz,  der  die  zu  Ajifaiig  dieser  Nr.  gestellten  Fragen  beant- 
wortet, nnd  fo^endermafsen  lautet:  Jede  ebene  Kui've  dritter  Ordnung 
kann  in  eine  der  fllnf  divergenten  Paratieln  projiziert  werden. 

Ein  Gegenstück  zu.  diesem  Satze  bildet  ein  anderer  nicht  wenig 
bemerkenswerter,  den  wir  Chasles  verdanken*).  Um  diesen  auf- 
zustellen, benutzen  wir  die  Gleichung  (3)  und  bemerken,  dafs  sie 
eine  Kurve  darstellt,  die  den  Koordinatenanfang  als  Mittelpunkt  hat, 
da  sie  sieh  nicht  ändert,  wenn  man  die  Vorzeichen  beider  Koordinaten 
umkehrt.     Sehreiben  wir  sie  nun  in  der  Form 

y  =  öo(«-KiS/)(a^— ff2y)(^  — K3»/)  ■  .  .  -  ß') 
so  sieht  man,  dafs  sie  eine  durchaus  analoge  Diskussion  zuläfst,  wie 
diejenige,  die  wir  bei  (2')  gemacht  haben,  daher  werden  die  ent- 
sprechenden Kurven  sich  ebenfalls  in  fünf  verschiedene  Kategorieen 
einteilen  lassen.  Somit  ei^ebt  sich  hieraus  der  folgende  Satz  von 
Chiles:  Jede  ebene  Kurve  dritter  Ordunng  kann  in  eine  der  fünf 
mit  Centrum  versehenen  Kurven  dritter  Ordnung  projiziert  werden. 
15.  Bei  der  Einteilung  aller  ebenen  Kurven  dritter  Ordnung  in 
fünf  Kategorieen  blieb  Newton  nicht  stehen;  indem  er  auch  die  Ali 
und  Weise  betrachtete,  wie  sie  sich  im  Unendlichen  verhalten,  wies 
er  die  Existenz  von  12  Aa-ten  nach,  zu  denen  noch  sechs  andere  hinzu- 
gefügt wurden.  Für  deren  Benennung  wandte  er  eine  Nomenklatur 
an,  deren  Wesen  aus  folgenden  seinenWorten  hervorgeht;  „Enumerando 
curvas  homm  casuum  hyperhoiam  vocamus  Inscriptam,  quae  tota 
jacet  in  assjmptotön  angulo  ad  instar  hjperbolae  conicae;  Circum- 
seriptam,  quae  asymptotos  secat  et  partes  ahscissas  in  sinn  suo  am- 
plectitur;  Ambiguam,  quae  uno  cmre  infinito  inecribitur  et  altero 
circamscribitur;  Convergentem,  cujus  crura  concavitate  sua  sc  in- 
vicem  respiciunt  et  in  plagam  eandem  diriguntur;  Divergentem 
cujus  crura  convexitate  sua  se  invicem  respiciunt  et  in  piagas  con- 
trarias diriguntur;  Cruris  contrariis  praeditam,  cujus  crura  in 
partes  contrarias  convexa  sunt,  et  in  plt^as  contrai'ias  infinita;  Con- 
choidalem  quae  vertice  concava  et  cruris  divei^entihus  ad  aaympto- 
ton  applicatur;  Anguineam,  quae  flexibus  contrariis  asymptoton  se- 
cat, et  utrimque  in  crura  contraria  producitur;  Cruciformem,  quae 
eonjugatam  decussat;  Nojlatam  qiiae  se  ipsa  decussat  in  orbem 
redeundo;  Cuspidatam,  cujus  partes  luae  n  angulo  eonticfcus  con 
currunt  et  ibi  terminantur;  Punutitim  qrae  conji^atam  habet  m 
iinite  parvam,  id  est  punctum  et  Puiam  quie  per  impossibilitatem 
duarum  radicum,  ovali,  nodo  euspjde  et  puncto  conjugato  pnvitui 
Eodem  sensu  parabolam  quoque  convergentem  diveigentem  eiuii-i 
contrariis  praeditam,  cnieifoiraem   nodatim   cisjrdatim  punctatim  et 


1)  S.  Hote  XX  des  Äpeyi;n  1    to   i 
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puram  nominabimus."  —  Aufserdem  nannte  Newton  den  Hyper- 
"bolisnius  einer  Kurve  diejenige  Kurve,  die  man  aus  der  Gleichung 
in  karteeisclien  Koordinaten  erhält  durch  die  Transfonnation  x  =  x, 
y  =  m  —  '-).  Die  Bezeichnung  der  übrigen  von  ihm  angewendeten 
Namen  ergiebt  sich  aus  der  folgenden  Tabelle,  die  seine  Klassifikation 
zueammenfaXst,  Zu  dieser  Klassifikation  gelangte  der  grofse  Geometer, 
indem  er  durch  geeignete  Transformation  der  Koordinaten  die  karte- 
sische  Gleichung  aller  Kurven  dritter  Ordnung  auf  vier  kanonische 
Formen  zurückführte,  die  auch  in  der  folgenden  Tabelle  angefahrt 
sind;  in  der  letzten  Spalte  ist  die  Zahl  der  Spezies  jeder  Gattung 
angegeben,  wobei  die  Zahl  derjenigen  Spezies,  die  von  späteren  Kom- 
mentatoren hinzugefügt  wurden,  besonders  angeführt  ist. 


r[>0  adiamotrales 

Hyperbolae  re-    1  monodiametrales 

dundant«s       { tridiametrales 


gSpeci. 
12+2 
2+2 


oder 
Hjperbolicae 

asymptotibus  con 
tibus 

urren- 

9 

a<0 

Hyperbolae  defi- 

cientes 

adiametrales 

1) 

oder 
Ellipsicae 

mono  di  anietr  ale  B 

7 

6^0 

adiametralea 

7 

Hyperbolae 
parabolicae 

moiiodiametrales 

4+2 

a=0 

6=0 
Hyperbolis- 

hjperbo-j  «>».!' J 

lismi 
centrales  K«' " 

.  hyper- 
bolae 
eliip- 

4 
3 

™c„„i»e 

c-'-O,  „ 

para- 
bolae 

2 

IL  , 

xy^ax^-irbx^ -\-cx-\-d\  Tridena 

™-  I 

y^  =  ax^  +  hx^  -\-ex-\-  d   \  Parabola  divergens 

IV.  1 

y  =  ax^ -\- bx^ -{- ex -\- d  \  Parabola  cubica  von  W 

1)  Die  Bezeichnung  cmtroZer  Hyperholismus  wurde  vc 
um  den  Hjperbolismug  eines  Kegelschnittes  mit  Ceutrum  k 
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16.  Die  Newton'sche  Klassifikation  erlitt  im  Laufe  der  Zeit  Um- 
wandlimgen  und  erfuhr  Vertesaeningen,  jedoch  die  angewendete 
Nomenklatur  wurde  beibehalten,  weil  man,  auch  als  man  ihre  Mängel 
bemerkt  hatte,  es  für  unnötig  erachtete  die  Namen  zu  verändern,  da 
die  Gelegenheit  sich  ihi-er  zu  bedienen  so  selten  ist.  Es  sind  je- 
doch jetzt  dreifsig  Jahre  her  —  als  ein  Landsmann  Newtons,  F.  W. 
Newman,  es  für  ratsam  hielt,  eiueu  voUstUndigen  Wandel  au 
Bchaffen,  indem  er  Namen  einführte,  die  er  der  Botanik,  der  Archi- 
tektur oder  dem  gewöhnlichem  Leben  entlehnte.*)  Seine  Vorschläge 
wurden  jedoch  mit  Gleichgültigkeit  aufgenommen  und  fielen  alsbald 
der  Vergessenheit  aaheim.  Wenn  wir  sie  hier  aus  dem  Grabe,  in 
dem  sie  ruhen,  wieder  hervorrufen,  so  thun  wir  dies  nicht,  um  ihnen 
wieder  neues  Leben  einzuflöfsen,  sondern  gezwungen  von  der  Herr- 
schaft des  hier  zu  behandelnden  Stoffes.  Wir  begnügen  uns  daher 
auch,  blos  die  Namen  und  die  zugehörige  Gleichung  anzuführen. 


1. 


ay^=x^-\-i:x-^d 


■ay'^=x^~~'A})^x->r2c^ 


9. 
10. 

11.  xy^  =  a^. 

12.  xf^U\a  —  x). 

13.  xif  +  b'^^ahy. 
14  x{y^  —  b^)  =  aby. 


The  Whip-Snake. 

Peitechenschnur, 
i-(/,  The  Calyx. 

Kelch, 
c=d^O.        The  Lüj. 

c>0,(?>0.     The  Tulip, 

Tulpe. 
c=0,d>0.    The  Hyacinth. 

Hjaainthe. 
c=0,d<0.    The  Convolvulus. 

Winde. 
e>(t,e>b.    The  Pink. 

Nelke. 
c^h.  FuehsiajOriTuciaorlQiottedGalyx. 

Fuobsia  od,  Knotefikelch., 
c= — b.  Änti-Fucia  or  studded  Calyx. 

UmgekehrteFuclisieod.Nagelkelch. 
c<h.  Bulbus. 

Zwiebel. 
The  Palmstems. 

Palmeustamm. 
The  Archer's  Bow. 


The  twisted  Bow. 

Geschweifter  Bogen 
The  Pilaster, 

Pilaster, 


1)  S,  den  Aufsatz:    (Mi 
(Br,  kau.  Rep,  "Kseter  1869), 


of  fke  thirä  degree,  here  cnlled   „tertians". 
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15.  x(j/^  —  Jj'^'j^ai".  The  Archway  ov  Tunnel, 

Sctwibbogen  od.  Tunnel. 

16.  xy^=^inii:^-\-nx-{'P;m'>0.  The  Vas. 


18. 


>xi/=m\(x-\-by-\-c^\ 


20. 


]=|=0.  The  Um. 


Kagelbechev. 
c=|=0.  The  Goblet. 

Becher. 
c=0.   The  knotted  GoUeü. 

Knoteiibcchei'. 
21.   (A^:Ky^^(tt — ,^■)^  The  Pyramid. 


i<C 


22.J  f(t>^.  The  E'estooii  ov  Cirras. 

l    2      s /  ^  n  \V  Guirlaude  od.  Eanke. 

23.r  ■^^  — Iff-^^n"— ^J  ^^^_  The  overstudded  Hilloek. 

'  l  Hügel  mit  Hagel  oben. 

24.")  (  The  understudded  Hilloek. 

I  Hügel  mit  Kagel  unten. 

25.  „      „       ,  ,  ,,    ,     ^„  «>8ö,  The  Capito  (gi-eat  Head). 
\li^xif={a  —  x)  (b  +  x)H  Diokkopf. 

26,  a=8?/.  The  Cassis  (Heimet). 
J                                                 [  Helm. 

27.^  (d>l/.   The  Tumulus  or  Mons, 

I  I  Grabhügel  od,  Berg. 

rf=&ä.   The  Tombstone  or  Cippas. 
Grabstein  od.  Säulenstumpf, 
29.1  \d<l)^.   The  Sphinx. 

)  [  Sphinx, 

30.   (i,^xt)^^^(tn  —  x)(n'—x)(j)—x).  Mountain  and  Moon, 

Bei'g  und  Mond, 
31.1  (d>b^.  Mountain  and  Tarn. 

Bei-g  und  See. 
^H   2     ^-f    _\f    <\{  ^  Ad^b\  BeU  and  Olapper. 


'  W^xy^'^~x^+'6hx^+Scx+d< 


'  \ii^xy^=  (m — x){n-\-x)(j)+x)- 


Glocke  und  Klöppel, 


33.  \d<¥.   Clock  and  Pendulnm. 
j  \  ükr  und  Pendel. 

34.  p^  =  fi^tgej  +  ?»^.  The  Comutus. 

GtehÖmte  Kurve, 

35.  p^cos2<o  =  »ngra4->^  The  Butterfly. 

Schmetterling. 
36.1  («4=0.       The  Trijuga  or  Triga. 


'  '  Gestirntes  Dreigespanr 

38.   [i^xif  =  {x-—ny'.  The  Crane. 
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39.  ^^xy'^  =  {x  —  -nifix  —  n).  Crane  and  Saek. 

Kran  mit  Sack. 

40.  ^^ xy^  =  (x  —  m)  {x  —  '*)(^— i')-   Swing  and  Chair. 

Schaukel  und  Stuhl. 

41.  ^^xy^  =  {x-yn){x^n)ix^p).   The  Trophy. 

Tropkäe. 

42.  ^^xy^  =  (x  —  tri)  (x  +  tif.  The  knotted  Klower-pot. 

Blumentopf  mit  Knoten. 

Unter  den  soeben  aufgenäldten  Kurven  befinden  sich  einige,  die 
einer  unbestimmten  algebraischen  Quadratur  unterworfen  werden  können; 
einige  von  diesen  sind  jene,  welche  die  Nummem  22—26,  39  und  42 
haben  und  im  allgemeinen  alle  diejen^en,  die  sich  durch  eine  Gflei- 
chung  You  folgendem  Typus  darstellen  lassen: 

solche  Kurven  sind  von  Marie  —  der  Kie  zuerst  betrachtet  Kat  — 
Trefles  genannt'). 

17.  überlassen  wir  es  dem  Leser  über  die  Vorteile  und  Güte 
der  Newmansehen  Nomenklatur  sich  ein  Urteil  zu  bilden,  luid  be- 
merken, dal's  alle  Kurven  dritter  Ordnung,  mit  denen  wir  uns  hier  zu- 
nächst beschäftigen  werden,  mit  Doppelpunkten  versehen  sind,  oder 
durch  die  cyklischen  Punkte  (unendl.  fernen  ims^.  Kreispunkte)  hin- 
durchgehen, oder  auch  sich  dieser  beiden  Besonderheiten  erfreuen; 
wir  halten  es  daher  für  angemessen,  in  den  beiden  folgenden  Kapiteln 
die  hervoiTagenderen  Eigenschaften  der  rationalen  und  der  cirku- 
laren  Kurven  dritter  Ordnung  auseinanderzusetzen. 

Zuvor  wollen  wir  jedoch  noch  drei  besondere  Kui-ven  di-itter  Ord- 
nung erwähnen,  welche  weder  der  einen,  noch  der  andern  der  soeben 
erwähnten  Kategorieen  angehören: 

Die  erste  gehört  zur  Klasse  der  physikalisch-mathematischen 
Kurven,  indem  sie  folgendes  mechanisches  Problem  lost:  „Gegeben 
auf  eiuer  horizontalen  Geraden  zwei  Punkte  A  und  B;  eine  Kui've  T 
zu  finden,  derart,  dafs,  wenn  P  ein  beliebiger  Punkt  derselben  ist, 
die  Zeit  des  Herabgleitens  und  Aufsteigens  eines  schweren  Punlttes 
auf  den  beiden  Geraden  ÄF  und  FE  konstant  ist."  Nimmt  man 
als  Axen  die  Gerade  AB  und  die,  welche  die  Strecke  Ali  = '2a 
senkrecht  halbiert,  so  findet  man  bald  als  Gleichung  der  Kurve 
folgende 

1)  BeaUsatiMi  et  iisage  des  formes  maginawes  eit  giomil/ne  (Nouv.  Ann.  3, 
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oder  weon  man  die  Konstante  mit  l/-?--  bezeiehnet 
'    tg 

N.  Fuss,  der  diese  Gleichimg  aufgestellt  hat,  bemerkt,  dafs  die  dar- 
j^eatellte  Kurve  in  ihrer  Form  viele  Analogieen  mit  der  Konohoide 
der  Alten  (Nr.  66  ff.)  darbietet  i). 

Die  zweite  ist  der  Ort  der  Punkte,  deren  Abstände  von  drei 
gegebenen  Geraden  ein  konstantes  Produkt  bilden.  Ihre  Gleichung 
lnutet  daher 

[x  eos  «1  +  */  sin  «^  —  p^)  [x  cos  «a  +  3/  sin  ßj  —  p^) 

■  (a:  eos  «a  +  1/  sin  a^  —  p,^  =  «». 
Die  Kurve  hat  drei  reelle  Wendepunkte  im  Unendlichen,  und  wurde 
von  Korneck,  der  sieb  mit  ihr  beschäftigt  hat,  kubische  Hyperbel 
genannt^);  sie  ergiebt  sich  auch  als  Ort  der  Mittelpunkte  der  Kegel- 
schnitte von  gegebenem  Inhalt,  die  drei  gegebene  Geradon  berühren. 
Nebenher  wollen  wir  noch  bemerken,  dafs  der  analoge  Ort  der  Mittel- 
punkte der  Kegelschnitte,  die  durch  drei  gegebene  Punkte  gehen, 
von  der  sechsten  Ordnung  ist. 

Die  dritte  hat  in  kartesischen  Koordinaten  die  Gleichung 

^y  (a^  +  !/)  =  «^  ^) 
sie  liegt  symmetrisch  in  Bezug  auf  die  Gerade  x  — - »/  =  0  und  hat 
drei  reelle  Wendepunkte  im  Unendlichen;  die  entsprechenden  Tangenten 
haben  die  Gleichung  x  =  Qy  j/  =  0,  a;  -f- 1/  ^  0,  Ihre  Hessesche 
Kurve  zerfällt  in  die  unendlich  ferne  Gerade  und  die  beiden  komplex- 
konjugierten Geraden  dargestellt  durch  die  Gleichung 
^'  +  ^  J*  +  2/'  =  0 .  ■*) 

1)  De  deicensu  graiiimn  super  arcii  kmniscatae,  Mem,  de  Petüvsboiivg  IX, 
1824). 

2)  Eine  mathematiseJte  Abhandlung  über  den  geometrischen  Ort  ttei-  Mittel- 
punkte von  Kegelschnitten,  von  denen  drei  Tangenten  oder  drei  Ptmkte  nebst  der 
Fläche  gegeben  und  (Progr.  Oels,  18S8). 

3)  J.  Alveva,  Die  Kim>e  d/rüten  Grades  xy{x-^y)  =  a'  (Dias.  Bflstock, 
1873). 

4)  Zu  anderen  Kurven,  die,  wie  die  hier  zuletzt  betrachtete,  drei  im  einen 
Punkt  zueammoü  laufende  Asymptoten  haben,  gelangt  man,  wenn  man  diejenigen 
Kurven  dritter  Ordnung  aufsucht,  in  Besag  auf  welche  es  oo  '^  Punkte  giebt, 
deren  erste  Polare  ein  Kreis  ist.  S.  die  Abb.  von  Stuyvaert,  Povnt  remar- 
giiable  dans  le  plan  d'une  cubique  (Nouv.  Ann.  3.  Serie,  XVIII,  1899). 
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18.  A'on  den  in  Nr.  14  bezeichneten  divergenten  Parabeln  sind 
drei  je  mit  üinem  singnlären  Punkte  versehen,  sehneiden  wir  diese  mit 
einem  Strahlenbüschel,  dessen  Mittelpimtt  der  betreffende  singulare 
Punkt  ist,  80  entsteht  eine  eindeutige  Beziehung  zwischen  den  Punkten 
der  Kurve  und  den  Werten  eines  Parametern,  woraus  sich  ergiebt, 
dafs  die  Kurve  rational  lat  Piojizieien  wii  eine  soldie  Kurve  in  be- 
liebiger Weise,  so  gelangt  man  7a  folgenden  Formeln: 

Qa;i  =  a,oX' +  a,iX^ -\-a.i!i-\-a,s  0  =  1,23)  ...  (1) 
wo  j)  ein  Proportionalitatsfaktor  und  X  dei  Parameter  ist.  Diese  liefern 
die  gemeinsame  parametri^tche  Darstellung  für  alle  die  00^  rationalen 
Kurven  dritter  Ordnung,  die  es  in  einer  Ebene  giebt'),  Führen  wir 
nun  die  Bedingung  in  datui,  dafc  die  diei  Punkte  (tr),  (ß),  (y)  in  ge- 
rader Linie  liegen^),  so  ist  notwendig  und  hmreicliend,  dafs  das  Pro- 
dukt der  beiden  Matrizen 


gleich  Null  ist; 


ß'    ß     1 


-(ß+,3  +  j')     ßy-\-ya  +  aß     ~aßy 


oder  auch,  wenn  man  mit  \ 
die  man  aus  der  Matrix 


ki,l:^,k^  die  Determinanten  bezeichnet, 


erhält,   indem  man  der  "Reihe  nach  die  erste,   zweite,   dritte,  vierte 
Vertikale  ausstreicht 

t.  + 1,  (« + /J  +  r)  + ;.-,  »r  + !"» +  «A 

Setzen  wir  die  «,  ß,  y  einamder  gleich,  so  1 


(iy-O,   .    (2') 
idelt  sich  Gleichung 


1)  S  bierüber  I^til  JJhvf  ebene  JCiMiieji  dritter  Oi'dwwwjr  mit  eimew  Do 
pxtnU  (Math    Ann    VI,  1«73), 

3)  Wii  beaeioLnen  hier  und  im  folgenden  mit  (J)  den  dem  Werte  i. 
PaiameteiG  eataiirechenden  Punkt, 
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(2)  oder  (2')  in  eine  Gleicinmg,  deren  Wurzeln  la  die  drei  Weiidepunlite 
der  Kurve  bestimmen.     Die  so  sicli  ergebenden  Gleiehuiigen  sind: 

11     —  3w    3gj^ 


oder 


|Ö30 


k^  +  3m/ci  4-  B<a%  -\-a)%^o {;-{■) 

Mit  Hilfe  von  (2)  oder  (2')  ist  es  sehi'  leicht,  aus  diesen  Gleichnngeii 
abzuleiten,  dal's  die  drei  Wendepunkte  der  Kurve  in  gerader 
Linie  liegen;  davon  ist  einer  oder  aile  drei  reell,  je  nachdem  die 
Diskriiuinante  von  (3') 

D=={hf,k,  —  hJ^f  —  4{\]cs—lgl,)  ilo^,  —  hh)-  ■  (4) 
positiv  oder  negativ  ist.  —  Einem  Doppelpunkte  dei  Kurve  entsprechen 
Kwei  Werte  des  Parametei-s,  6^62',  diese  miis'ien  "o  beschaffen  sein, 
dafs',  wenn  man  irgend  einen  Punkt  (l)  auf  dei  Kurve  annimmt,  in 
bezug  auf  X  der  Kollinearitäts-Bedingung  der  diei  Punkte  {Si)(S^){i.) 
identisch  genügt  wjrd.     Gleichung  (2)  eigiebt  dann: 

^0  +  ^1  (*i  +  ^d  +  Ih^i^i  =  0,   \-{-  Jii  (d,  +  d^)  -\-  l-^d^d.,  =  0. 
Daraus  folgt,  dafs  i^,  und  d^  die  Wurzeln  der  Gleichung  sind: 


11 


/d  =  o 


(5) 


Die  Diskriiuinante  dieser  Gleichung  ist  ebenfalls  I),  und  daher  iwt 
der  Doppelpunkt  der  Kurve  ein  Knotenpunkt  oder  ein  isolierter,  je 
nachdem  D  positiv  oder  negativ  ist.  Dieser  Umstand  zugleich  mit 
einem  oben  hervorgehobenen  führt  zu  dem  Schlüsse:  Eine  rationale 
Knrve  dpittef  Ordnung  besitzt  einen  oder  drei  reelle  Wendepunkte, 
je  nachdem  sie  einen  Knoten-  «der  isolierten  Pnnkt  hat.  Im  Falle 
J?  =  0,  wenn  die  Kurve  eine  Spitze  hat,  hat  sie  einen  einzigen,  natür- 
lich immer  reellen,  Wendepunkt. 

Aus   Gleichung  (1)  folgt,    dafs    die  Verbindungslinie  der   beiden 
Punkte  (A)  und  {(i)  die  Gleichung  hat; 


1 


3  —  (;i+,<t)  ift       0 

0  1     —  (A+fi)   3AfA 
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Setzen  wir  insbeaondere  ji  ^  i.,  so  ergiebt  sich,   dal's   die  (jleieliung 
der  Tangente  im  Punkte  (1)  sich  folgendermafscn  darstellt: 


ffjo       «ai 

=  0    ' (7) 

3     ^2X      r        0 
0  1     ~2A    3aM 

betrachtete  Kurve  im  iiüfjemeiüen  \ipiter 


Daraus  geht  hervor,  dafa  c 
Klasse  ist. 

19.  Die  gewöhuliehe  Gleichung  der  von  uns  betrachteten  Kurve 
würden  wir  erhalten,  wenn  wir  aus  Gleichung  (1)  X  elimimerten  Wir 
wollen  diese  Rechnung  nicht  ausführen^)  und  liebei  die  einfachsten 
kanonischen  Formen,  auf  welche  eine  rationale  Kurve  diittei  Ordnung 
zurüctfükrbar  ist,  je  nachdem  sie  einen  Knoten-,  itückkehr-  oder  iso- 
lierten Punkt  hat,  aufstellen. 

a)  Im  ersten  FaUej  wenn  wir  als  Ecke  A^  des  I'undamentaldreieeks 
den  singulären  Punkt  der  Kurve  wählen,  so  ist  sie  durch  folgende 
Oleiehung  darzustellen: 

mXiX^x^  =  c„x,^  -\-  Cj^x^^x^  -\-  (TgXja^^  +  e^x^^^)      .     .     (8) 
Setzen  wir  x^  =  i.x^,  so  ergiebt  sich 

pa^j  =  ml,     QX^  ^  mX^,     ^Xg  ^  Cf,  -j-  c^k  -\-  CgA^  -j-  fjA", 
und  daher  die  Bedingung  der  Kollinearität  der  drei  Punkte  (ß)  (|3)  (y) 

«(Sr-'- (9) 

indem  wir  der  Kürze  halber  A  =  —  —  setzen. 

Es  ist  liier  dei-  Platz  zu  bemerken,  dafa  viele  der  Kurven  dritter 
Ordnung,  mit  denen  wir  uns  in  den  folgenden  Kapiteln  dieses  Ab- 
schnittes beschäftigen  müssen  (nämlich  die  gerade  Cissoide,  das  Folium 
Cartesii,  die  gerade  Strophoide  und  die  Trisectrix  von  Maclaurin)  ratio- 
nale Kui-ven  dritter  Ordnung  sind,  die  eine  Gleichung  von  folgender 
Form  haben 

x{x^  -\-htf)  =^ax^  -\-iif. 

Barisien^)   hat   vorgeschlagen 
boliques  oder  hyperboliquet 


ubiques  elliptiques,  para- 
je  nachdem  kpO. 


1)  Clebsch-Linderaann,    Vorlesungen  über  Geometrie  I.  (Leipzig  1876) 

2)  Em.  Wejr,  Zur  Geometrie  der  Kim>eJt  rfrittei'  Ordnwng  (Zeitecbr.  XV, 

3)  Intermediaire,  TTI.  1900,  S,  79—80. 
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b)  Wenn  hingegen  die  Kurve  eine  Spitze  hat,  ist  ihre  Gleichimg 
auf  folgende  Form  7.u  bringen^) 

a',j;,^  =  V (10) 


lind  statt  der  Gleichung  (9)  erhält  man  folgende  Kollinearitäta- 
bedingung 

a  +  ß-^y^O (11) 

e)  Wenn  schlierslich  die  Kurve  einen  isolierten  Punkt  hat,    so 
wird  man  ihre  Gleichung  schreiben  können^): 

(!,'  +  «,')«,=-»..>       (12) 

iLnd  hüt  dann  folgende  parametrische  Darstellung 

pa;^  =  1  -[-  X^,     QX^  =  1(1  -\-  X'),     f}X.  =  k^, 
ufif!  die  Kollineai-itätsbedingving 

a  +  ii  +  r~ußr-f> (13) 

Setzen  wir  allgemein  ^  =  tg  (,  so  wird  diese  zu  tg  {«  -|-  ''  +  c)  =  0, 

""^^"^  a  +  ?)  +  c  =  0  (mod.  %) (14) 

Diese  Formeln  wenden  wir  auf  die  Untersuchung  der  Steiuer'schen 
Polygone  an^),  die  einer  rationalen  ebenen  Kurve  dritter  Ordnung 
einbesohrieben  werden  können.  Zu  diesem  Zwecke  nehmen  wir  als 
„Fundamentalpunkte  des  Polygons"  die  beiden  Punkte  (tTj)  und  (tj) 
der  Kurve;  wir  nehmen  auf  derselben  einen  dritten  behebigen  Punkt 
(§i)j  verbinden  diesen  mit  (t^)  und  bestimmen  den  dritten  Schnitt- 
punkt der  Verbindungslinie  mit  der  Kurve  (^j);  wir  verbinden  (l^) 
mit  (tj)  und  nennen  den  Punkt,  in  welchem  diese  Gerade  die  Kurve 
nochmals  trifft  (l^) ...     So  erhalten  wir  nach  2m  Operationen  auf  der 

Klirre  2»*  +  3  Punite,  (rj,  (t,),  (I,),  {l,),  ih) (%^^)>  (^^«+0, 

zwischen  deren  Parametern  eine  der  folgenden  Gruppen  von  2n  Be- 
dingungen bestehen,  je  nachdem  die  Kurve  einen  Knoten-,  Eückkehr- 
oder  isolierten  Punkt  bat: 


1)  Salmon  Anahfiiiche  Geometrie  der  höhei'en  ebenen  Kurven,  deutsch  v. 
Fiedler  (Leipzig  1873)  S   321 

2)  Daselbet  R  22b  Vgl  Zahvadnik,  Conl/ribidi<m  ä  Ja  tMorie  des  mtbigms 
cttspidnUs  (Nouv    Ann    3   Sei    XVHI,  1999). 

3)  Diese  Anwendung  findet  sich  für  die  Kurve  mit  Knotenpmikt  entwiukelt 
in  einer  Bemerkung  von  Em  Weyr,  Über  Kwven  drittel-  Oi-dnimg  mit  einem 
Mittelpmkt  {Math  Ann  ni,  1S71);  für  die  übrigen  in  einem  Artikel  vom  Verf., 
/  poUgoni  dt  Stemei  ndk  cuhiche  razionali  (Prager  Ber.  1896). 
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1  +  li  +  a.  =0,       r,  +  I,  +  I, 


(15) 


(16) 


'i  +  a^i  +  «2         =0,      ^  +  Xj  +  a^s        =0 

^1  +  ^3  +  5^1  =  0,       ^3  +  a\  +  a;.,         r"  0 


■  (mod.  %)  \     (17) 


Sollen  nuH  die  angefiilirteii  Operationen  zu  einem  geschlossenen  poly- 
gonalen Linienzuge  führen,  also  zu  einem  Steiner'scten  Polygon,  so 
muls  |s«+i  =  li  sein.  Machen  wir  diese  Veränderung  in  den  Be- 
ziehungen (15),  (16)j  (17)  und  multiplizieren  dann  die  n  Gleichungen 
(15)  mit  einander  oder  addieren  die  «  Beziehungen  (16)  oder  (17) 
und  zwar  diejenigen,  die  in  derselben  VertikaLreihe  stehen,  so  ergehen 
sich  aus  den  resultierenden  G-leichungen,  wenn  man  sie  in  geschickter 
Weise  vergleicht,  folgende  Beziehungen  für  die  heiden  Fundamental- 
Punkte 

T^  =  r^  .  .  (18)  rj  =  -r,  .  .  (19)  nt^  =  nt^  (mod.  si)  ,  .  (20) 
Jede  derselben  wird  zur  Bestimmung  eines  der  Punlite  {x^  (t^)  dienen 
können,  wenn  man  den  anderen  kennt.  Wenn  nun  n  ungerade,  so  ist 
die  einzige  reelle  Lösung  von  (18)  t^  =  r^,  wenn  aber  n  eine  gerade  Zahl 
ist,  so  kann  man  auch  setzen  x^  =  — 1^\  dies  zeigt:  In  einer  Kurve 
dritter  Ordnung  mit  Doppelpunkt  giebt  es  nur  solche  Steiuer'sche 
Polygone,  deren  Seitenzahl  ein  vielfaches  von  4  ist;  ist  nun  eine 
Zahl  dieser  Art  gegeben  und  auf  der  Kurve  beliebig  ein  Punkt  an- 
genonmen,  so  giebt  es  nur  einen  einzigen  ihm  zugeordneten  Punkt 
der  Kurve,  der  mit  ihm  ein  Paar  Fnudamentalpunkte  bilden  kann. 
Die  Grleichung  (19)  dagegen  wird  nur  befriedigt  durch  Tg  =  Tj  und 
also:  Auf  einer  Kurve  mit  Spitze  giebt  es  keine  Steiner'scben  Poly- 
gone im  eigentlichen  Sinne.  Aus  (20)  endlich  ergieht  sich 
^  =  (j  -j-  fc  ^ ,       (ft  =  j,  2,  3, »  —  1) 

und  demnach:  Auf  einer  Kurve  dritter  Ordnung  mit  isoliertem  Punkte 
giebt  es  Steiner'sehe  Vielecke  jeder  geraden  Ordnung  2)?;  nimmt  man 
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einen  Pnnkt  der  Kurve  beliebig  an,  so  giebt  es  noch  n  —  1  weitere, 
von  denen  jeder  mit  diesem  ein  Paar  Fnndamentalpnnkte  eines 
Steinersclien  2n-Ecks  bildet. 

20.  Die  parametriacheiL  Dai'stelluiigen,  die  mit  solcher  Leielitit;- 
keit  zu  diesen  Resultaten  fühi-tea,  dienen  aueli  im  allgemeinen  dazn, 
in  vorzüglicher  Weise  alle  Fragen,  die  die  Geometrie  der  rationalen 
Kurve  dritter  Ordnung  betreffen,  zu  behandeln.  Z.  B.  eignen  sie 
sich  nur  TJnterauchirag  der  Eigenschaften  eines  Systems  von  Punkten 
A^,  A^,  A^,  von  denen  jeder  der  Taugentialpunkt  des  folgenden  ist^). 
Mit  dieser  speziellen  Frage  woUen  wir  uns  hier  nicht  aufhalten,  wollen 
jedoch  bemerken,  dafs  man  durch  Anwendung  der  Grafamann'schen 
Begriffe  und  Methoden  zu  einer  einfachen  Konstruktion  jeder  Kurve 
dritter  Ordnung  mit  Knotenpunkt  gelangt^),  ebenso  zu  ihrer  Hessesehen 
Kurve  ^). 

Zum  Schlüsse  wollen  wir  noch  auf  das  Problem  der  Rektifikation 
der  rationalen  Kui-ve  dritter  Ordnung  hinweiaen.  Die  Aufgabe  hängt  im 
allgemeinen  von  hyper elliptischen  Integralen  vom  Geschlechte  3  ab,  ver- 
einfacht sich  jedoch  in  speziellen  Fallen.  So  werden  wir  sehen,  dafa 
die  gerade  Cissoide  (Kap.  4)  und  die  Semikubische  Parabel  (Absehn.  V, 
Kap.  2)  elementar  rektifizierbar  sind;  so  hat  Salm on  vor  ca.  50  Jahren*), 
und  neuerdings  Longchamps^)  bemerkt,  dafs  die  elliptischen  Inte- 
grale genügen,  um  alle  rationalen  cirkularen  Kurven  dritter  Ordnung 
zu  rektifiaieren;  so  fand  endlich  Darbonx''),  dafs  die  Krümmungslinien 
der  Enneper'schen  Minimalflächen  algebraisch  rektifizierbare  Kurven 
dritter  Ordnung  sind').  Raffy*)  stellte  sich  und  löste  das  Problem 
der  Bestimmung  aUer  rationalen  Kurven  dritter  Ordnung,  deren  Rekti- 
fikation durch  Funktionen  ^on  niedeier  als  dei  dritten  Art  ■iich  lus 
fülrren  laiät,  und  durfh  eine  erschöpfende  ünteisut-hung,  deren  Wiedei 
gäbe  wu  uns  liiei  \ei'iagen  müssen,  gelingtc  ei  zu  folgendem  Satze 


1)  Durege  t  be>  fintQe^et'le^  Tanfiimien  lehei  an  7i(  iwn  dtitfei  ChdHvng 
mit  dmm  Doppel    oAei  Jiucll.eh)pimhte  (Math   Ann   I    18b*») 

2)  Dingelüey,  Ubm  Kwim  dittfer  Ordmunq  wU  Doppelpunkt  iTÜafh  Ann 
XXVII,  188b) 

3)  Id,  Zw  Comtiuetton  dei  Hesbeschen  Cwte  dei  rati'JioJrn  Cmvtii  üiiit  i 
Ordmmg  (Math   Ann  XSVIU,  1887) 

4)  Btghet  plane  Cmves  (Duhlm  18j2   S  267) 

5)  Sur  la  ^ecttfleatifm  de  giteJgws  courhes  iewaiqu^les  (Mathösis  VII    I8HT1 

6)  ZrffOBs  sw  la  theoite  ginet  ile  dei  mrfac  s  I   S  318  (Paris  18S  ) 

7)  Jede  dieser  Kurven  st  die  Brennlin  e  einer  Parabel  flr  ''trahlen  se  1 
recht  zur  Ase,  man  kam  e  aber  auch  betrachten  als  negative  PufajunTvt 
kurven  der  Parabel  in  Bez  g  a  f  enen  Punkt  le  Ase  laher  lei  on  Bafty 
angewendete  Name  caustique  j  oda  re 

8)  S.  die  Denkschrift  St  ?  ect  fcat  o  I  '  /  ;  ?  / 
■  (Ann.  55c.  norm.  3.  Ser.  ^  I    188B) 
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Von  deit  rationalen  Kurven  dritter  Ordnung  sind  reitifizierbac: 

I.  Algebraisch:  1)  diejenigen,  welche  in  rechtwinkligen  kartesi- 
sehen  Koordinaten,  folgender  parametrischen  Darstellung  fähig  sind: 

a:  =  a-- j  y  = ——— — 5     2)  die  semikubiaehen  Parabeln;   3)  die 

geraden  und  schiefen  Cissoiden  (Kap.  5  dieses  Abaclmittes). 

II.  Durch  Funktionen  vom  Geschlecht  1,  diejenigen,  die  eine 
der  folgenden  Singularitäten  aufweisen:  1)  zwei  Wendepunkte  mit  einet' 
isotropischen ^)  Tangente  im  Endlichen;  2)  eine  Spitae  im  Endlichen 
und  Berührung  mit  der  unendlich  fei'nen  Geraden;  3)  eine  Spitze  und 
einen  Wendepunkt  im  TTnendlichen;  4)  Durchgang  durch  die  eykli- 
schea  Punkte, 

III.  DurehFunktionen  vomGeschlechfc2-.  1) diejenigen, welche 
eine  Spitze  im  Endlichen  haben  oder  2)  eine  einfache  Berührung  mit 
der  unendlich  fernen  Geraden  oder  auch  einen  Doppelpunkt  im  Un- 
endliahen. 

Mit  Berücksichtigung  der  Einzelheiten  dieses  Satzes  ist  der  Leser 
in  den  Stand  gesetzt,  die  analytische  Natur  der  Funktiouen,  von  denen 
die  Rektifikation  allei  m  diesem  Abschnitte  betrachteten  Kurven  ab- 
hängt, zu  bestimmen 


Drittes  Kapitel. 
Cirkalare  Kurven  dritter  Ordnniig.^) 

21.  Eine  cirkulare  Kurve')  dritter  Ordnung  oder  Kata- 
spirica*)  ist  durch  sieben  oder  sechs  Punkte  bestimmt,  je  nachdem 
sie  vom  Geschlechte  1  oder  0  ist.     Ihre  Gleichung,  bezogen  auf  ein 

1)  Man  nennt  bekanntlich  isotropiacli  eine  Gerade,  wenn  sie  dwrcli  einen 
cykliachen  Punkt  der  Ebene  gett. 

2)  Vgl.  C.  A.  Bjerknefa,  Sw  wne  certaine  dasse  de  com'bes  de  troisieme 
ordre  rapportüs  &  Ugnes  droües,  gui  dip^tdent  de  paramMres  dannis  (Joura.  f. 
Math.  IiV,  1858);  J.  Casey,  On  Ueveculiw  quf^ties  art.  90—115  (Irish  T«ms. 
XXrV,  1869);  L.  A.  Strnad,  Über  Cvrcalafcmvef«,  drittm  Grades.  Progr.  d. 
Realsch.  Keni^rätK,  1883  (böhmiach);  P.  Fricke,  Über  ebene  Kwven  dritter 
Ordnung,  welche  dva'ck  die  imaginären  Kreispimkte  gehen  (Bisa.  Jena  1898). 

3)  Die  cirkulaiea  Kurven  werden  müaliräuchlich  bisweilen  cyklische 
Kurven  genannt,  wodnrch  Verwechselungen  mit  KreisroUknrven  (vgl.  Abschn. 
VI,  Kap.  9)  herbeigeführt  werden. 

4)  Eine  von  Laguerre  benatzte  Bezeichnung  in  dem  Aufsätze  Sw  la 
courbe  mveloppee  par  les  axes  des  eoniques  gm  passettt  par  jMBtre  poinU  donn^n 
(Nouv.  Ann.  2«  Serie,  XVIIT,  1879)  um  daran  zn  erinnei-n,  dafs  eine  cirkidare 
Kurve  dritter  Ordnung  betrachtet  werden  kann  als  eine  spirisclie  Linie  mit  un- 
endlich fernem  singulilren  Brennpunkte.     Vgl.  Abschn.  III,  Kap.  4. 
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re  eilt  winkliges  kartesisches  Asensystem,   kann   immer  auf  die   Form 
gebracht  werden 

(^x  +  f!l)(x'  +  y')  +  ax'  +  mx,j  +  i,'  +  'igx  +  2f,j  +  c-.a.  (1) 
Aufser  den  cyklisehen  Punkten  besitzt  die  Kurve  im  Unendlieben 
nocb  einen  immer  reellen  Punkt,  nämlich  den  miendlieh  femen  Punkt 
der  Geraden  «a;  -j-  ^i/  =  0;  wenn  man  daher  die  ar-Axe  parallel  zu 
dieaer  Geraden  nimmt,  so  vereinfacht  sich  Gleichung  (1)  und  wird  zu 
yif  +  f)  +  O'x'  +  S/^a^y  +  H^  +  2i/3;  +  2/-y  +  c  =  0  .  (2) 
In  jedem  der  oyklischeu  Punkte  giebt  es  eine  bestimmte  Tangente 
an  die  betrachtete  Kurve;  die  beiden  so  erhaltenen  Geraden  sind  kon- 
jugiert imaginär  und  treffen  sich  in  einem  reellen  Punkte  y,  dem 
aufserordentlichen  Brennpunkte  oder  Centrum  der  Kurve,  dessen 
Koordinaten  _ . 

x^l,     y  =  ~-^—   sind (3) 

Nehmen   wir    diesen   Punkt   als    Koordinatenanfang,    indem   wir    die 

Richtung  der  Axen  beibehalten,  so  bekommt  Gleichung  (2)  die  Gestalt: 

(,  +  <.)(»:■ +  j,')  +  2<,»  +  2ft  +  c~0      ...     (4) 

Von  jedem  cyklisehen  Punkte  lassen  sich  vier  Gerade  ziehen,  die 
anderswo  die  cirlculare  Kurve  dritter  Ordnung  vom  Geschlechte  1  be- 
rühren; ea  entstehen  so  zwei  Büschel  von  je  vier  Strahlen,  die  nach 
dem  Salmonschen  Satze  projektiv  sind  (a.  Nr.  13).  Beachtet  man,  dafs 
die  Projektivität  sich  auf  vier  verschiedene  Weisen  aufstellen  lälst, 
und  dafs  ferner  jede  der  Tangenten,  die  von  dem  einen  Kreispunkte 
gezogen  sind,  die  von  dem  anderen  gezogenen  trifft  in  Punkten,  welche 
die  Brennpunkte  der  Kurve  sind,  so  sieht  man:  Die  16  Brennpunkte 
einer  cirkularen  Kurve  dritter  Ordnung  (von  denen  jedoch  nur  4  reell 
sind)  liegen  zn  je  vieren  auf  vier  (durch  die  cyklisehen  Punkte  gehen- 
den Kegelschnitten,  d.  i.)  Kreisen,  ein  bemerkenswerter  Satz,  der  ge- 
wohnhch  „der  Hart'sche  Satz"  genannt  wird")..  Für  eine  rationale 
cirkulare  Kurve  giebt  es  nur  4  gewöhnliche  Brennpunkte,  wenn  sie 
einen  Knoten-  oder  isolierten  Punkt  besitzt,  1  nur,  wenn  sie  eine 
Hpitae  hat 

Jegliche  Parallele  zur  ic-Axe  trifft  die  Kurve  (4)  in  zwei  in  end- 
heher  Entfernung  belegenen  Punkten,  deren  Absciasen  man  durch 
Auflösung  der  entsprechenden  Gleichung  nach  x  erhält;  nimmt  man 
jedoch  y  ^  ^  a,  ao  wird  eine  Wurzel  der  Gleichung  (4)  unendlich 
grofs,  und  daher  stellt  die  Gleichung 

?/  +  «•  =  0 (r>) 

1)  Salmoii-Fiedler,£:&ejieÄ«nJeji (LeipaiglSTä) 8.3.77; s.aucliM.Disteli, 
Die  Metrik  d&r  di-kulwen  Ku/iveii  driti^'  Oränung  im  Zusananenhang  mit  geo- 
metrischen LehrsäUen  Jacob  Steiners  (Zücicli,  Ges.  XXXYIII,  189S). 
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eine  Asymptote  der  Kurve  (4)  dar.    Diese  Asymptote  scliüeidet  übrigeiis 
die  Kurve  in  einem  Punkte  A,  dessen  Koordinaten  sind 


(6) 


j.  +  !,■_,',     (!,  +  «)  (r'  +  2/)  +  2g(x-   -"'--'    -  0. 


laf- 

und  der  eiu  Haupt-Punkt  der  Kurve  keifst.  Mediane  derselben 
nennt  mun  die  diu-ek  den  Punkt  M,  den  Mittelpunkt  der  Strecke  FÄ, 
parallel  Kur  Asymptote  gezogene  Gerade;  deren  Gleichung  ist  daher 

9  +  1-0 (7) 

Man  beachte  auch,  dafs  Gleichung  (4)  als  d^  Resultat  der  Elimination 
von  r^  aus  folgenden  beiden  Gleichungen  angesehen  werden  kann 

-"ij 

Dies  in  geeigneter  Weise  interpretiert,  liefert  folgenden  Satz  von 
Czuber'^):  Jede  cirknlare  Kurve  dritter  Ordnung  läfst  sicli  erzengen 
dnreh  ein  Strahlbftschel  und  ein  projektives  Btiscliel  konzentrischer 
Kreise;  der  Scheitel  des  Strahihüschels  ist  der  Hauptpunkt,  und 
das  gemeinsame  Centrum  aller  erzeugenden  Kreise  der  anfserordent- 
liche  Brennpunkt  der  Knrve,  Daraus  folgt  als  CoroUar  folgender 
Satz  von  Eekardt*):  Jede  durch  einen  Hauptpunkt  einer  eirkularen 
Kurve  dritter  Ordnung  gezogene  Gerade  trifft  aufserdem  die  Kurve 
in  zwei  Punkten,  die  gleichen  Alistand  vom  aufserordentlichen  Brenn- 
punkte hahen. 

22.  Bemerkenswert  ist  der  Fall,  dafs  die  Kurve  dritter  Ordnung 
durch  ihren  aufserord entheben  Brennpunkt  geht,  oder  auch,  -was  das- 
selbe ist,  dafs  die  beiden  ICreispunkte  auf  ihr  „konjugiert"  sind;  diese:' 
wurde  von  Sehröter')  und  Durege*)  untersucht  infolge  der  Be- 
merkung von  Salmon''),  dafs  eine  solche  Kurve  der  Ort  der  Brennpunkte 
der  Kegelschnitte  einer  Schar  ist;  daher  der  Name  Fokalkurve,  den 
sie  in  der  Geometrie  fährt;  in  der  Kinematik  dagegen,  wo  sie  eine 
wichtige  Bolle  spielt,  heilst  sie  Kreispunktkurve^).     Im  vorliegen- 


1)  Die  Kwwn  d/rilie^-  iinä  liierter  Ordnwag,  welche  durch  die  v/nendlich  fernen 
Kreispmkte  gehen  (Zeitschr.  f.  Math.  XXSH,  1897.) 

2)  Vgl.  Durfege,  Übm-  eim  leiehte  Komti-tiktion  der  Kwve  drüter  Ordnung, 
welche  dwreh  die  imaginären  KreispunMe  geht  (Zeitsolir.  f.  Math..  SIV,  1869;  s.  auch 
X,  1865). 

8)  Über  eine  besondere  Kurve  drittei-  Ordimng  mid  eine  einfache  Erzetigtmgs- 
art  der  allgemeinen  Kfwrve  dritter  Ordmmg  (Math.  Ann.  V,  1872). 

4)  Über  die  Kwrve  dritter  Ordnimg,  welche  den  geometriwhM,  Ort  der  Sre^m- 
pwnkte  einer  Kegelsch^iütschar  bildet  (Math.  Ann.  V,  1872). 

5)  AnahftiBche  Geometrie  der  KegelsiAnitte ,  deutsch  t.  Fiedler.  2.  Aiill. 
S.  355  n.  397. 

6)  Ygl.  E.  Müller,  KoiistivMion  der  lPokJÜh,irve  «iis  secfis  gegebenen  Fim1:ien 
(Zeitschr.  f.  Math.  XL,  180.')). 
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den  Falle  müfste  man  in  der  vorigen  Gleichung  e  ^  0  setzen.  Die 
Gleiclinngen  (4)  und  (5)  werden  dann 

y{x^-\-f  +  mj  +  2r)-\-x(ax-\-2ff)  =  0  (4');      a^  =  '-f,     y^-a  (5') 

Demnach  ergiebt  sich  (4')  durch  Elimination  von  A  aus  den  Glei- 
chungen 

X-I.S,      (rt  +  »|)'+  (s  +  I)'-  i±i'  «•  -  2gl  ^  2f, 

woraus  folgt:  Jede  cirtulare  Kurve  dritter  Ordnniig,  welclie  ihren 
aufserordeiitlichen  Brennpunkt  seihst  enthält,  lä^st  sich  erzeugen 
durch  ein  Strahlenhöschel ,  welches  eben  jenen  Brennpunkt  zum 
Scheitel  hat  und  ein  projektives  Kreishnschcl,  indem  der  Mittelpunkt 
eines  jeden  Kreises  des  Büschels  auf  dem  entspreckenden  Strahl  und 
auf  der  Mediane  der  Kurve  liegt. 

Eine  andere  bemerkenswerte  Gruppe  von  cirkularen  Kurven  dritter 
Ordnung  ist  diejenige,  die  gebildet  wird  von  solchen,  die  sym- 
metrisch in  Bezug  auf  eine  Äxe  sind;  nehmen  wir  diese  als  x-Axe 
und  als  Anfang  den  reellen  Punkt,  in  welchem  sie  die  Kurve  schneidet, 
so  kann  man  als  allgemeine  Gfleichung  derselben  folgende  nehmen: 

x(x'  +  f)  +  ax'  +  h9'  +  ex~0 (8) 

Gehen  wir  nun  zu  Polarkoordinaten  Über,  so  erlialten  wir  die  andere: 

Setzen  wir  zunächst  voraus,  dafs  c^=0;  nennen  wir  nun  die  Wurzeln 
dieser  Gleichung  ji^  und  p^,  so  haben  wir  pi  ■  p2  =  c,  und  daher  wird 
die  Kurve  (8)  in  sick  selbst  transformiert  durch  eine  Inversion,  die 
zum  Centrunt  den  Koordinatenaufang  und  zur  Potenz  c  hat^).  Zwei 
andere  analoge  Inversionen  giebt  es,  wenn  die  Kurve  von  der  Sym- 
metrieaxe  in  zwei  weiteren  reellen  Punkten  geschnitten  wird.  — 
Wenn  c  ^  0,  kaon  man  die  Gleichung  (8)  durch  folgende  ersetzen: 

{x-a){x'  +  y<)  +  tx'-0; 

die  so  dargestellte  Kuiwe  wird  in  Italien^)  Percissoide  genannt, 
wenn  a>^,  und  Ipocissoide,  wenn  a<ih;  im  besonderen  Falle, 
wenn  «  =  +  ?>,  ist  sie  eine  gemeine  Cissoide  resp.  die  Eegleitkurve 
derselben  (vgl.  Nr.  24). 

1)  Daiaua  ergiebt  «ii-li,  data  die  Tangenten  an  die  Km-ve  in  den  beiden 
Pnnkten,  die  auf  einei  Geiaden  durch  den  Koordinaten anfang  liegen,  mit  dieser 
Geraden  gleiche  Winkel  bilden 

2)  Man  aeke  den  §  33  dei  Abhandlung  von  E  tavalli,  I^  figw-e  reä- 
jpcocfie  e  la  ii asfoi maztonf  quadtatteii  fielJc  cmewaUca  (Napoli  Mem.  3.  Serie, 
IX,  189<)^ 
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Eine  dritte  G-nippe  wird  gebildet  von  den  cirkiAlaren  und 
rationalen  Kurven;  nimmt  man  zwei  rechtwinklige  Äsen,  die  den 
Doppelp nullt  als  Koordinatenanfang  haben,  so  hat  raaii  für  die  Kurve 
folgende  Gleichung : 

(x'  +  f){,cx  +  i>y)  +  ax'  +  2hx,j  +  hf-0.     .     .     (9) 

Diese  fühi-t  zu  folgender  parametrischen  Darstellung 

Ana  dieser  folgt,  dafs  ein  beliebiger  Kreis,  der  durch  den  Koordinaten- 
anfang  geht,  also  durch  eine  Gleichung  von  folgendem  Typus  dar- 
gestellt wird;  x^  +  f  —  nx  —  2^y  =  0  , 

die  Kurve  noch  in  zwei  Punkten  trifft,  die  durch  die  Gleichung  be- 
stimmt werden: 

(o  +  2«e  +  2A  (4  +  /i|  +  IT,)  +  (b  +  2l,i)  I.'  _  0; 
damit  nun  diese  beiden  Punkte  zusammenfallen,  mufs  sein 

Ißi  ~  «,)■  +  2  W  -  S«)l  +  2(*«-  o«,  +  (h'-ab)  -  0. 
Diese  Gleichung  in  ^  nnd  i]  stellt  eine  Parabel  dar;  nennt  man  nun 
den  Ort  der  Mittelpunkte  derjenigen  Kreise,  die  durch  den  Doppel- 
punkt einer  rationalen  cirkularen  Kurve  dritter  Ordnung  gehen  und 
sie  anderswo  berühren,  Nebenevolute,  so  folgt:  Die  Nebenevolute 
einer  rationalen  cirkularen  Kurve  dritter  Ordnung  ist  eine  ParabeP). 
Zu  dieser  Gruppe  gehört  auch  die  Kurve  mit  der  Gleichung 

3^  —  dpx^  -\-  xy-  -j-  p^x  - —  4^^  =  0, 

deren  Konstruktion  durch  zwei  Hyperbeln  Varignon  angegeben  hat^) 
und  welche  er  zur  Untersuchung  der  Wendepunkte  Rolle  vorlegte  im 
Verlaufe  der  bekannten  Disputation,  die  zwischen  diesen  berühmten 
Mathematikern  über  den  Wert  der  Infinitesiraal-Methode  statt  fand. 
Varignon  nannte  sie  Conchoide,  weil  sie  eine  Ähnlichkeit  in  der 
Gestalt  mit  der  Konchoide  des  Nikomedes  (s.  Abschn.  III,  Kap.  5) 
aufweist. 


1)  Dieser  Satz  fQr  den  Spezialfall  der  Cisaoide  findet  eich  ii 
Anäbftiiiehe  Geometrie  (Leipzig,  GöBchen  1900)  S.  283, 

3)  S.  den  an  Leibniz  gerichteten  Brief  v.  23.  Mal  1702,  ve 
Leibmz  von  Gerhardt,  IV  (Halle  1869)  S.  101, 
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Viertes  Kapitel. 
Die  Cissoide  des  Diokles. 

23.  Die  Probleme  der  Quadratur  des  Kreises,  der  Verdoppelung 
des  Würfels  und  der  Teilung  des  Winkels  in  gleiche  Teile  biMöteu 
Yiele  Jahrhunderte  lang  das  Ziel  der  Anstrengungen  aller  hervor- 
ragenden Geometer;  viele  derselben  versuchten,  da  sie  einsahen,  dal's 
die  „ebenen  und  körperlichen  Örter"  nicht  im  stände  seien  sie  zu  lösen, 
die  Schwierigkeiten,  die  sich  der  Erlangung  einer  J.iÖaung  entgegen- 
stellten, dadurch  zu  überwinden,  daCs  sie  andere  Kurven  von  kom- 
plizierterer Erzeugung  anwandten;  so  entstanden  zahlreiche  Arten  von 
Kurven,  die  man  bezüglich  Quadratrix,  Duplikatrix,  Sektrix 
nannte.  Unter  der  zweiten  Art  finden  wir  aufaer  den  Kegelschnitten 
auch  die  bemerkenswerte  Kurve,  von  der  dieses  Kapitel  handelt. 
Erdacht  wurde  sie  von  Diokles,  einem  nur  wenig  bekannten  Geometer, 
der  sicherlich  später  als  Ärchimedes  gelebt  hat,  wahrscheinlich  zwischen 
ä50  und  100  V.  Chr.^)  In  welcher  Weise  er  sieh  derselben  zur  Ver- 
doppelung eines  Würfels  bedient  hat,  erfahren  wir  aus  dem  Kom- 
mentar des  Eutokius  von  Askalon  zum  zweiten  der  Bücher  des 
Ärchimedes  tJher  die  Kugd  imd  den  Cylinder'^'). 

Um  die  Entstehung  der  Diokleischen  Linie  klai-  zu  macheu,  be- 
trachten wir  einen  Kreis  T  mit  dem  Mittelpunkte  0  und  zwei  zu  einan- 
der senkrechten  Durchmessern  AB  und  CD  (Taf.  I,  Fig.  1);  wir  nehmen 
auf  dei  Peripherie  des  Kreises  zwei  untereinander  gleiche  Bogen  AE 
und  AG,  ziehen  dmrch  G  die  Parallele  zu  AB,  diese  schneidet  CE 
in  einem  Punkte  M  der  Diokleischen  Kurve.  Dafs  der  Ort  der 
Punkte  M,  welcher  von  Eutokius  mit  keinem  besonderen  Namen  be- 
zeichnet wurde,  derselbe  ist,  den  Proklus  und  Pappus  Cissoide  nennen 
{■KtesoetSiis  yfia^^-q  von  -^  xi^asog,  der  Epheu),  ist  aufserordentlich 
wahrscheinlich,  wenn  auch  nicht  mathematisch  sicher,  da  keine  ältere 
Schrift  existiert,  in  welcher  sieh  der  Name  Cissoide  mit  dem  Namen 
des  Diokles  verknüpft  findet.  Nichtsdestoweniger  wird  der  Ort  der 
Punkte  M  allgemein  die  Cissoide  des  Diokles  genannt. 

Bemerken  wir  noch,  dai's,  wenn  CE  die  in  D  an  den  Kreis  ge- 
legte Tangente  d  in  F  schneidet,  sieh  die  beiden  Strecken  CB  und 
MF  als  gleich  und  gleich  gerichtet  ei-geben,  so  lafst  sich  die  Cis- 
soide einfacher  auf  folgende  Weise  konstruieren.  Man  trage  auf  je- 
dem von  C  auggehenden  Strahle  CF  ein  Stück  FM  gleich  und 
entgegengesetzt  gerichtet  mit  CE  ab.  Wenn  man  dagegen  FM' 
gleich   und  in  gleichem  Sinne  mit  CE  abträgt,  so  würde  man  eine 

1)  G.  Loria,  £«  scienee  esaUe  n«ff  omtica  drecia  Lib.  II,  n.  73. 

2)  Arckmedeit,  herausg.  von  Heiberg  III  (Leipzig  1880)  S.  81  ff. 
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neue    Kurve    erhalten,    welche    die    Bogleitkurve    der    Cissoide 
heifsb^). 

Die  Cisaoide  des  Diokles  ist  augenscheinlich  symmetrisch  in  Bezug 
auf  den  Durchmesser  CT)  des  Eraeugnngakreises  und  enthält  die  End- 
punkte A  und  B  des  dazu  senkrechten  Durchmessers.  Ohwohl  sie  sich 
ins  TJnendliehe  erstreckt,  so  betrachteten  die  Alten  nur  die  beiden  Bogen- 
stücke  innerhalb  des  Kreises  F,  die  von  C  bis  zu  den  Punkten  A  und  B 
gehen.  Diese  Bogen  begrenzen  zugleich  mit  dem  Halbkreise  ABB 
ein  Gebiet,  dessen  Gestalt  an  die  Blätter  des  Epheu  erinnert;  damit 
ergiebt  sich  die  Erklärung  des  Namens  Cissoide.  Die  Exiatena  der 
unendlichen  Zweige  scheint  erst  um  die  Mitte  des  17.  Jalirhunderts 
bemerkt  zu  sein;  thatsächlieh  bemerkte  RoberTal  in  eiuem  an  Fermat 
gerichteten  Briefe  vom  4.  August  1640,  als  er  von  Cissoiden  spricht^), 
dafs  „ces  deus  lignes  courbes  sont  infinies  de  leur  nature  et  ont  des 
asymptotes  paralleles  entre  elles,  ce  qu'on  m'a  assure  avoir  ete  dejä 
demohstre  par  un  auteur  dont  on  ne  m'a  pas  pu  dire  le  nom"'). 

Unabhängig  von  diesem  wurden  die  unendlichen  Zweige  der 
Cissoide  von  R.  de  Sluse  bezeichnet;  daher  sehlug  Huygens  vor*), 
die  ganze  Kurve  die  Slnsianische  Cissoide  zu  benennen;  aber, 
obwohl  dieser  Name  die  Billigung  des  Hauptinteressenten  gefunden 
hatte''),  so  wurde  er  doch  nicht  adoptiert,  und  man  fuhr  fort,  den 
Ort  aller  vorhin  definierten  Punkte  M  Cissoide  des  Diokles  zu 
nennen;  in  diesem  Sinne  genommen,  hat  dann  die  Kurve  die  Gferade 
d  als  Wendeasymptote. 

34.  Nehmen  wir  nun  C  als  Pol  und  CB  als  Axe  eines  Polar^ 
koordinaten-Systems  q,  <a  und  bezeichnen  den  Radius  des  gegebenen 
Kreises  mit  r,  so  erhalten  wir- 

9  =  CM  =  E.F  =  CF  —  CE ^  ~  —  •2r  msa , 
lind  daher  ist  die  Polargloichung  der  Cissoide: 


wir  zu  kartesischcn  Koordinaten  über,  so  erhaltfen  wir 

z(x'  +  s')-2r9< (2) 

ä  hervorgeht,  dafs  die  Cissoide  eine  cirkuiare  Kurve  dritter  Ord- 


1)  Gr.  BeUacclii  {Inirodaäio-ne  storica  alla  teoria  delU  fiinzi 
Floreiia  1874,  S.  136)  nennt  aie  la  conjugata  della  oissoide. 

2)  Um  den  folgenden  Pasaua  bti  verstehen,  ist  nötig  zti  -wiasen,  dafs  Eoberval, 
zusammen  mit  der  Ciasoide  die  in  Bezug  auf  die  Spitze  Bjmmetrische  Kurve 
betraclitete. 

3)  Oemres  de  Fermat  H,  S.  301. 

4)  8.  den  Brief  an  E.  de  Sluse  v.  5.  April  1658  in  Oeuvres  de  Hwjgens  IT, 
S.  164. 

5)  S.  die  Antwort  Sluses  t.  17.  Apr.  lÖäS,  ebendaselbst  S.  1G8, 
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m.mg  mit  C  als  Spitze  und  Ol)  als  eut.Bpi'echender  Spitz oiitangeule  ist. 
Sclireibeii  wir  Gleichung  (2)  folgendermafsen 


so  tritt  dentiieh  lievvor,  dafs  die  Gerade  d  eine  Wendetisymptote  ist. 

Betrachten  Tfir  hingegen  die  Begleitkurve  der  Cisaoide,  so  werden 
wir  haben 

^  =  CM'  =  Cii"  -f  FM'  =  CF  +  C£  =  ^  +  2r  ■  cos  w 
Die  Polar-  und  die  kartesische  Gleichung  sind  daher 

diese  Km-ve  ist  also  auch  eine  eirkulare  Kurve  dritter  Ordnung, 

Die  angegebene  Erzeugungeweiae  gestattet  uns  nicht,  die  Kurve 
in  einem  kontinuierlichen  Zuge  zu  zeichnen;  einer  solchen  aber  be- 
durfte Kewton,  um  zu  erreichen,  dafa  die  Cissoide  ebenso  wie  die 
Gerade  und  der  Kreis  (s.  Nr.  5)  zu  denjenigen  Kurven  gerechnet 
würde,  die  man  zur  Lösung  irgend  eines  Problems  anwenden  könne. 
El-  entdeckte  nun  eine  solche  höchst  bemerkenswerte,  die  man  aus 
folgendem  Satze  erkennt  i):  „Ein  rechter  Winkel  7^(?H"  (Taf.  I,  Fig.  2), 
dessen  einer  Schenkel  GF  eine  bestimmte  Länge  hat,  bewege  sich  mit 
dem  Punkte  F  auf  einer  festen  Geraden  r,  während  der  andere  Sehenkel 
GH  fortwährend  durch  einen  festen  Punkt  E,  dessen  Abstand  von  F 
gleich  GF  ist,  geht:  dann  beschreibt  der  Mittelpunkt  M  von  FG  eine 
Cissoide."^)  Beweis:  Es  sei  0  der  Fufspunkt  des  von  E  auf  r  ge- 
fällten Lotes  und  D  die  Mitte  von  EO.  Dann  sind  die  Dreiecke  EFG 
lind  EFO,  die  eine  gemeinsame  Hypotenuse  und  die  gleichen  Katheten 
EO  und  FG  haben,  kongruent,  daher  ist  5;  FEO  =  EFO.  Wenn 
sich  nun  EO  und  FG  in  L  schneiden,  so  ist  Dreieck  LEF  gleich- 
schenklig, und  da  ED  (=  -|E0)  ^FM  (=  J- JG),  so  ist  DiM" parallel 
zu  EI.  Ist  K  der  Schnitt  von  I)M  mit  der  tm  EO  durch  F  gezogenen 
Parallelen,  und  begehreibt  man  um  0  mit  OD  als  Radius  den  Kreis 
r  und  zieht  an  diesen  durch  den  D  diametral  gegenüber  liegenden 
Punkt  D'  die  Tangente  t,  so  ist  klar,  dafs  der  Punkt  K  sich  auf  t 
befinden  wird.  Zeichnen  wir  auch  den  Schnittpunkt  JV  der  Geraden 
DMK  mit  der  Peripherie  des  Kreises  F  und  den  Radius  ON,  so 
sind  die  beiden  Dreiecke  DON  und  MFK  gleichschenklig  und  kon- 
gi-uent,  also  ist  DN=  MK  und  daher  DM  =  NK;  dies  beweist, 
dafs  der  Ort  der  Punkte  31  eme  Cissoide  ist,  die  man  erhält  aus 
dem  Kreise  F  und  der  Tangente  i     q   e    d 

11  Ai tthiitettque  tintveiselk  ubeit,   i    BeAudfiui  (Paiii  ISüjj  h  ö3. 
Sj  Em  analytiBchei  Beweie  dieses  Sataefc  findet  sich  in  Magnus,  Samm- 
Imig  von  Aufgaben  wtd  Lehsutsm  atts  ihi  anahftt&chen  Geometrie  (Berlin  1833) 
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Wichtiger  als  die  Newton'scke  organische  Erzeugung  der 
Cissoide  sind  vom  theoretischen  Standpunkte  einige  Äbleitungsarten 
derselben  aus  der  Parabel,  auf  die  ivir  jetzt  hinweisen  wollen. 

Wir  betrachten  die  Parabel  y^  '=  2px\  die  allgemeine  Gleichung 
ihrer  Tangente  lautet:  px  —  ^y-|-^-  =  0.  Das  Lot,  welches  vom  Ko- 
ordinatenanfang auf  die  so  dargestellte  Gerade  herabgelassen  wird,  hat 
als  Gleichung  rix -\- py  ^=  Q-,  der  Ort  der  Fufspunkte  aller  derartigen 
Lote  hat  als  Gleichung  das  Resultat  der  Elimination  von  Yj  aus  den 
beiden  letzten  Gleiehui^en,  d.  i. 

x{x^  +  ?/ä)+ 1^)1/^  =  0. 
Vergleichen   wir   diese  Gleichung  mit  (2),   so   folgt:   Die   Piil'spuiikt- 
Kurve   des    Scheitels   einer  Parabel   ist   eine   Cissoide  des   Uiokles. 
Beachten  wir  femer,   dafs  der  zum  Koordinatenanfai^  in  Bezug  auf 
die  Gerade  px- — ^«/-|--|-  =  0  symmetrische  Punkt  die  Koordinaten  hat 

X  =  _^^i!_  -ij  =  —  —^f—.. 

p'  +  i]"  -^  p'  +  i"' 

und  eliminieren  wir  daraus  rj,  so  findet  man: 

Folglich:  Der  Ort  der  zum  Scheitel  einer  Parahel  in  ßezug  auf  die 
Taugenten  symmetrischen  Punltte  ist  eine  Cissoide  des  Dioklcs.')    Da 

femer  der  zum  Scheitel  der  gegebenen  Parabel  in  Bezug  auf  die 
Tangente  symmeti-isehe  Punkt  der  Scheitel  einer  zur  gegebenen  kon- 
gruenten Parabel  ist,  welche  auf  dieser  rollt,  so  folgt:  Wenn  eine 
Parabel  auf  einer  anderen  rollt,  sie  immer  von  anfsen  herührend, 
so  beschreibt  der  Seheitel  eine  Cissoide^).  Wenn  man  auf  die  Parabel 
y^  =  2px  die  Transformation  durch  reziproke  Radien  vectoren  vom 
Centrum  0  und  der  Potenz  h^  anwendet,  so  kommt  man  zur  Cissoide 
mit  der  Gleichung  x(x^  -\-  y^)  =  -g— ^^.  Dieselbe  Transformation  aus- 
geführt für  zwei  Kegelschnitte  mit  Centnim,  die  durch  die  Gleichung 
^  —  2-  +  -|e-  =  0  dargestellt  werden,  liefert  die  beiden  Km- veu  dritter 
Ordnui^:  k^  (i^x^  +  a^y^  =  2a6^  (x^  +  j/^«, 

die  beide  cirkular  und  symmetrisch  in  Bezug  auf  Ox;  die  von  der 
EUipse  hergeleitete  hat  im  Koordinatenanfang  einen  isolierten  Punkt, 
die  von  der  Hyperbel  abgeleitete  einen  Knotenpunkt  daselbst.  Adop- 
tieren wir  die  Nomenklatur  von  Neuberg^),  so  heifet  die  erstere 
Hypercissoide  oder  acnodale  Cissoide,  die  andere  Hypocissoide 
oder  connodale  Cissoide;  der  Käme  cuspidale  Cissoide  wäre 
demnach  synonym  mit  der  Cissoide  des  Diokles. 

1)  Mirman,  Sur  la  cissoide  de  DiokUs  (Nouv,  ann.  S°  Sm-ie,  IV,  1885). 

2)  HendrickB,  Demmstration  of  a  proposition  (Analyst,  IV,  1877). 
's  systimes  de  lignes  arti^ies  (Liege  1886)  S.  33. 
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26.  Da  die  Cissoitle  eine  rationale  Kurve  ist,  so  wii'd  man  die 
kartesisfthen  Koordinaten  ihrer  Punkte  durch  rationale  Funktionen  eines 
Parameters  darstellen  können.  In  der  That,  tomliiniei-t  man  (2)  mit 
der  Gtleichimg  x  =  ^y,  so  erhält  man 

«=t4^>     y  =  T(f  i'i«)  ■ ') (^) 

Daraus  folgt  als  Bedingung  der  Koliinearität  für  die  3  Punkte  («),  (ß),  (y) 

« +  (3  4-  y  =  0  .    .    .    .    .    .    .    .    (4) 

lind  als   Bedingung  der  Koncyklität  (des  auf  einem  Kreise  Liegens) 
für  die  Tier  Punkte  («),  (ß),  (r),  (*) 

•i  +  f  +  r  +  ä-O (5) 

Die  Sehne  («)  (ß)  hat  demnach  die  Gleichung 

(l  +  «>  +  «/i  +  /3>)3i-«/J(«  +  «!/-2r_0    .     .     (0) 
im  speziellen  Falle,  für  die  Tangente  im  Punkte  (k)  ist  die  Gleichung 

(1  +  3«')  i  —  2o'!(  —  2r  —  0 (7) 

Folglich  ist  die  Gleichung  der  entsprechenden  Normalen 

2,^iB  +  (1  -  3«')  «j- 2/(1 +«')-<>      ■     .     .     (8) 
Aus  (7)  kann  man  eine  Konstniktion  der  Tangente  an  die  Cissoidu 
ableiten;  sie  liefert  nämlich  als  Ausdruck  für  die  Suhtangcute 
4aV  ie(2r~x) 


und  daher  kann  man  die  Subtangente  selbst  durch  Konstruktion  einer 
vierten  Proportionale  erhalten^).  Sucht  man  hingegen  die  Umhiillungs- 
kui-ve  der  durch  (8)  dargesteUten  Geraden,  so  findet  man  folgende 
Gleichung  (in  welcher  a  =  2r) 

.    ,    33     3   a    ,     512    ..  ^ 

welche  die  Evolute  der  Cissoide  darstellt^).  SchÜefslich ,  sucht  miin 
den  Pol  der  Geraden  (7)  in  Bezug  auf  den  Kreis  a;^  -j-  j/^  =  B^,  so 
findet  man  den  Punkt  mit  den  Koordinaten 

(C  ^  -n-  (1  +  3«*) ,       V  =  —  ■ —  d  , 

1)  K.  Zahvadnik,  Theorie  der  Üissonk  auf  (rimiiU<i(ie  etni\  ^itKnnkii 
Payaitteters  (Präger  Ber.  187S). 

2)  Diese  Methode  wurde  im  Grunde  von  Feim*f  angegpl  en  als  Anwendung 
seiner  Mettode  der  Maxinia  und  Minima  (Ueaires  de  Feimat  I  S  159  und  lÜ 
S,141);  ein  anderes  Verfahre»  rührt  von  Robeival  her,  3.  Obsei  vationa  sur  la  coin~ 
Position  des  motmaaents  et  sm-  les  touckanles  des  lignes  courbes  (M&i.  de  VAc.  des 
Sciences  VI,  Paris  1780);  ein  drittes  werden  wir  in  Nr.  29  kennen  leinen. 

3)  Educ.  Times,  question  2415  (gelöet  von  Watson  und  DaJe,  IX,  1868); 
vgl.  Salmon-Fiedler,  Ebene  Kwrte»  S.  92. 
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dessen  Ort  /.ur  Gleichung  hat: 

('»-iv)  --irr!'- 

Der  Ort  selbst  ist  somit  eine  semikubische  Parabel  (s.  Äbsehn.  V, 
Kap.  2);  man  sieht  also:  Bie  polai'peciproke  Figur  einer  Cissoide  iu 
Bezug  auf  einen  Kreis  mit  dem  Centrum  in  der  Spitze  ist  eine  semi- 
kubische Parabel^). 

Als  letzte  Anwendung  der  Gleichung  (3)  suchen  wir  die  HüU- 
kurve  aller  Sehnen,  welche  die  Cissoide  mit  ihren  Krümmungakreisen 
gemeinsani  hat.  Beachten  wir,  daTs  Gleichung  (5)  uns  zeigt,  dafs  der 
Sehmiegungakreis  an  die  Cissoide  im  Punkte  (a)  sie  ferner  im  Punkte 
( — 3  k)  schneidet,  so  hat  die  Verbindungslinie  der  beiden  Punkte  die 
Gleichung  ^^  ^  ^^^^^  __  g^s^  -  2^  =  0, 

differenziiert  man  nach  k,  so  erhält  man  ( 
Elimination  von  a  die  Gleiehm^: 

2  _   ^'         ^' 

die  folgenden  Satz  beweist:  Die  HüUkurve  der  Sehneu,  die  eine 
Cissoide  mit  ihren  KrUmmungskreiseii  gemeinsam  hat,  ist  eine  der 
gegebenen  afftne  Cissoide^). 

26.  Zu  einer  anderen,  nicht  weniger  nützlichen  parametrisclien 
Darstellung  gelangt  man,  wenn  man  die  Polarglei chimg  (1)  der  Kurve 
mit  denjenigen  kombiniert,  welche  die  kartesischen  mit  den  Polar- 
koordinaten verknüpfen.     Man  erhält  so   folgende  neuen  Gleichungen 

x  =  2r-sm^(o,         »/  =  2»"^^ (9) 

Hiervon  woUen  wir  einige  Anwendungen  machen.  Bezeichnen 
wir  mit  S  den  Inhalt  des  gemischtlinigen  Dreiecks,  welßhea  von  dem 
Durchmesser  CD  (Taf.  I,  Fig.  1)  der  halben  Asymptote  und  der  Hälfte 
der  Cissoide  begrenzt  ist,  so  ist  klar,  dafs 


S  ^  I  y-dx  =  Br^  I  Bm^co-dm  =  8r' 


Da  nun  S  die  Hälfte  der  zwischen  der  Cissoide  und  ihrer  Asymptote 
liegenden  Fläche  ist,  so  kann  man  folgern:  Der  Flücheiliuhalt  des  von 
der  Cissoide  und  ihrer  Asjmptote  begrenzten  Teiles  der  Ebene  ist 
dreimal  so  grofs  als  der  erzeugende  Kreis*). 


1)  Eine  von  Juel  gemachte  Bemerkung  in  Tidskrift  3.  Ser.  III,  1873. 

a)  K.  Zahradnik,  Beih'äge  zw  Theorie  der  Cissoide  (Arehiv  LVI,  1876). 

3)  Dieser  schöne  Säte  wurde  von  Fermat  (Dezember  1661?)  dem  Carcavi 
mitgeteilt  {s.  Oeuvres  de  Fennat  11,  S.  464),  dieser  übersandte  ihn  am  1.  Januar 
1662  an  Huygens  {Oeuvres  de  Hii/ygens  IV,  S.  3 — 6)  zugleich  mit  einem  Blatte, 
■welches  den  von  Permat  selbst  gelieferten  Beweis  enthielt  {Oeuvres  de  Fermat 
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Betrachten  i^ii-  noch  das  gemisohtbmge  Dreieck,  -welches  die 
Radien  OA  und  OC  des  Grundtieises  r,  sowie  den  Gissoidenhogen 
AMC  als  Seiten  hat,  so  ist  dessen  Inhalt  gleich 


durch  Integrieren  (in  Teilen)  erhalten  wir  der  Reihe  nach 
/  sin'^  C3  ■  rfra  =  —  ^^  "'_^i_E.^_  -\-  j  j  sin^  a  ■  da 
sin^  B  ■  COB  £0        3 sin  61  •  oüs  tr>    ,    3o)       3  w        3 sin  2 m        sin' 


folglich  ist  die  Fläche 

COAM(J  =  ^^  —  $r\ 

Um  dieses  Resultat  zu  interpretieren,  ziehen  wir  die  Tangente  in 
A  und  C  an  den  erzeugenden  Kreis  und  bezeichnen  deren  Schnitt 
mit  A';   infolge   der  vorigen  Relation  haben  wir  dann  für  die  Fläche 

OMANC  =  r^  —  (^'  —  2r")  =  3  {r^  —  "—^ ; 

r*  —  -j-  giebt  aber  den  Flächeninhalt   des   gemischtlinjgen  Dreiecks 
CZANC(yioZ %]i\  beliebiger  Punkt  des  Kreisbogens  jIC)  und  demnach 

Fläche  CMANC^^  ■  Fläche  ÜZANC. 
eine  elegante  Beziehung,  die  von  Huygens  entdeckt  wurde^). 

Betrachten  wir,  was  noch  allgemeiner,  das  von  dem  Cissoiden- 
bogen  CM  und  den  Koordinaten  seines  Endpunktes  GS  und  HM 
gebildete  Dreieck,  so  ze^  die  vorbin  angestellte  Berechnung,  dal's 
sein  Flächeninhalt  gegeben  wird  durch 

3(r»G,—  ^r^sinSto)— r^sin^o-sinSw. 
Zieht  man  nun  noch  die  Gerade   CG,   so  erkennt  mau,  dafs  die  in 
der  Klammer   stehende    Gröfse   nichts    anderes    ist   als    der  Flächen- 
inhalt des  Kreissegmentes  CZGC,  während  die  Gi-öfse  r^sin^oj' sinSra 
den  Inhalt  des  Dreiecks  CUM  angiebt;  wir  schliefsen  daher 

Fläche  CiflfC=  3 -Segment  CZG(7— Dreieck  OHM, 


I  S.  385  und  Hl  238);  unten  auf  diesem  Blatte  setzte  Huygens  folgende  An- 
meirkving  hinzu:  „J'ai  demonstre  cette  propodtion  4  (sms)  auparavant".  Erwieeen 
ist  diese  Behauptung  durch  einen  Briefentwurf,  gesclirieben  von  dem  grofsea 
holländischen  Geometer  im  April  1658  {Oemres  de  Euygeiis  H,  S.  170—73).  Der 
weaentliehe  Inhalt  desselben  wui'de  im  folgenden  Jahre  von  Wallis  in  Traetahm 
(Jmo  etc.  (Osoniae  1659)  veröifentlicht.  Die  Priorität  von  Hujgens  über  Permat 
scheint  hiemach  unbestreitbar, 

1)  Brief  an  Wallis  v.  6.  Sept.  16&8  (flemreg  de  Huygem  n,  S.  212). 
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eine  Beziehung  von  bemerkenswerter  Allgemeinheit,  die  von  Johann 
Bernoulli  entdeckt  isf-). 

Indem  wir  bekannte  Fonnelii  anwenden  und  der  Kürze  wegen 
statt  2r  a  schreiben,  erhalten  wir  folgenden  Ansdruck  für  das  Vo- 
lumen F,  das  erzeugt  wu'd  durch  Rotation  der  E^che  zwi scheu 
Cissoide  und  ihrer  Asymptote  um  die  Tangente  CN 

-1  y=  re  ■  /  (t*  —  x^^äy  ==  jr«M(3sin^(o  -f  siu*(o  — Ssin'^to) t^ra 

„r.,     1     jt    I    1-3     j(        „1-3-5  jiT  ~    6™ 

-  ""-V  '  2  ■  T  +  271  ■  ¥  -  2-274.-6  'i\  =  "«  ■  IT' 

oder  auch,  wenn  wir  wieder  für  a,  2r  schreiben 

F=2■5^IV^ 
Wenu  wir  anderseits  das   durch  Rotation  des   gegebenen  Kreises  um 
dieselbe   Tangente    CN  entstandene  Volumen   mit  V  bezeichnen,   so 
haben  wir  ~-  n   s      t 

imd  also  „       .  =r; 

K  =  5  K, 

eine  von  Huygens  mitgeteilte  Gleichheit*),  die  sieh  leicht  in  Worte 
kleiden  lafat.  Sei  nun  a.„  die  Abscisse  des  Schwerpunktes  der  be- 
treffenden Cissoide,  so  hat  man  nach  der  Pappus-Öuldinschen  Regel 
''2xxg^-  2S  =  V.    Setzen  wir  die  Worte  für  S  und  Fein,  so  ergiebt  sich 

%Xtj  =  5j',   oder  auch  ,y-.— ^—  =-,  j 

damit  ist  bewiesen:  Der  Scliwerpiiiikt  der  Cissoidenfliwjlie  t«ilt  die 
Strecke  der  Symmetpieaxe,  zwischen  Spitze  nnd  Asymptote  in  zwei 
Teile,  von  denen  der  znr  Spitze  hin  gelegene  fUnftnal  so  grofs  ist 
als  der  aiidere. 

Bezeichnen  wir  in  ähnlicher  Weise  mit  JJ  das  Volumen,  das  diirch 
Rotation  der  Cissoide  um  ihre  Asymptote  entsteht,  und  benutzen  die 
vorigen  Formeln,  so  linden  wir: 

U=2S-2x{2r~x„)  =  Z%r''-2x{2r  —  '-^^^2x^r^='2nr-^r\ 

und  demnach  Das  durch  Rotation  der  (issoide  um  ilne  As>mptoli' 
erzengte  Volumen  ist  gleuh  dem  des  Ringes  der  durch  entspreohende 

1)  Memarque':  SM!  le  iuje  tnUtuU  inalybe  tief:  infinMttent  pehtes  pa>  M 
Sfone  in  Joh,  BfmouJht.  opaa  IV,  S  17d — 76  Eine  Andpre  Interpretation  der 
aillgPinemen  Formeln  decaellieii  Kune  findet  silIi  m  der  o  a  litn^/fiscfon  (i"i 
metite  von  M    Simon,  b   286 

2)  "^  den  Brief  an  E  de  Slnse  \  6  Apiil  Ibj-i  und  iii  ^\  lilis  i  fa  Sept 
1658  iOeuvtet  de  Mtufgens  11   'i  163  u  212i 
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Rotation  des  gegehenen  Kreises  erzeugt  wird.  Es  ist  dies  ein  schöner 
Satz  von  B.  de  Sluse,  der  neuerdings  die  Aufmerksamkeit  einiger 
Geoniefcer  auf  sich  gezogen  hat'). 

37.  Andere  ähnliche  Volumina  wurden  von  Cötes  berechnet^, 
der  sich  auch  mit  der  Berechnung  der  Fläche  beschäftigt  hat,  die 
durch  Rotation  der  Cissoide  um  ihre  Spitzentangente  entsteht;  seinem 
Beispiele  folgte  Johann  Bernoulli^);  wk  woUen  dies  jedoch  unter- 
lassen und  dieses  Kapitel  beschliefsen,  indem  wir  das  letzte,  die  Cis- 
soide betreffende  metrische  Fundamentalprohlem  behandeln,  nämlich 
ihre  Rektifikation. 

Aus  (2)  ergiebt  sieh  für  den  Bogen  s  der  Cissoide  gerechnet  von 
der  Spitze  an  folgender  Ausdruck; 


Um  diese  Integration  auszuführen,  f 


oder 

s  =  aiz  —  2)  +  —'—'  log  7- — -7=-;-7 — —t--4-    ■     ■     ■      (U) 

Newton  hat  eine  geometrische  Konstruktion  von  s  angegeben, 
wir  wollen  uns  dabei  nicht  aufhalten,  sondern  die  Gfleichung  (11)  an- 
wenden, um  einen  bemerkens werten  Satz,  den  wir  Paid  FuCs  ver- 
danken, KU  beweisen*).  Kombinieren  w-ir  zu  dem  Zwecke  Gleichung 
(2)  mit  (10),  so  findet  man: 

daher  liefert  (11): 


(i_-_ö(2.y/3). 


1)  S,  die  Aufsätze  v.  P,  Gilbert,  Masaau  und  C.  Le  Paige  in  MatMsis 
YI,  1886. 

2)  Sarmonia  mewemmttm  (Cantabridge  1722)  S.  00—93, 

3)  S.  die  18  erwähnten  Bmiia/rgues  S.  178—179. 

4)  S.  die  letzte  dieser  Fragen  behandelt  in  der  Abhandlung:  Qitantwn  dif- 
ferat  longitudo  areua  eumae  ab  agymptota  tifi'ogii«  in.  Mi^tfiM«  usque  protensa 
inquiritur  (Mem.  de  Petersbourg,  6'  Serie,  IX,  1824), 
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Entwickelt  man  mm  in  eine  Beihe,  so  findet  man 

.-2-^~»-2-(.'-6.+  5  + )(i  +  |,  + ) 

=  — 2  ~\-  Glieder  mit  negativen  Potenaen  vim  .?; 

yj       (' r)\'  +  '*^}  ^eiiedermitneg,- 

«  2"'°S/       Y^^,  N  +  tiven  Pot.  von  3; 

läfst  man  imn  x  bis  co  wachaen,  ao  wächst  auch  «  bis  oo,  und  man  !iat 

lim  (s~  j/)  =  ay31og(2  +  ')/J?")  — 2»; 

folglich  ist  die  Differenz  zwischen  der  Gesamtlänge  der  Cissoide  und 
der  Asymptote  eine  endliche  Grttfse,  nämlich  das  Doppelte  von 

ffll/3.1og(2  +  ]/"?;)  — 2tf, 


Fünftes  Kapitel. 
Verallgemeinerungen  der  Oissoide. 

28.  Die  Erzeugimg  der  Ciasoide  bietet  vielfache  Verallgemeine- 
rungen dar,  Ton  denen  einige  nicht  ohne  Interesse  sind. 

Vorerst  kann  man  aimehmen,  dafs  die  Punkte  C  und  Z)  nicht 
die  Endpunkte  eines  Durchmessers,  sondern  ebensogut  die  einer  Sehne 
seien  (Taf  I,  Fig.  3).  Behalten  wir  alle  Bezeichnungen  der  vorigen 
Kapitel  bei,  sowie  dal's  DF  Tangente  des  Kreises  bleibt  und  be- 
zeichnen mit  «  den  Winkel  der  Sehne  CD  mit  dem  Radius  CO, 
nehmen  C  als  Pol  und  CD  als  Polarachse,  so  finden  wir 

^  =  CM  =  EJ'  =  CF  —  C-E  =^  cSSS)  =  ^*'  ™^  (^  "■"  '') 
oder  reduziert 

Die  durch  diese  Gleichung  dargestellte  ist  allgemeiner  als  die  durch 
(1)  in  Nr.  24  dargestellte  und  geht  auf  diese  zurück,  wenn  a  =  0; 
sie  heilst  schiefe  Cissoide  zum  Unterschiede  von  der  Diokleischeu, 
welche  öfters  auch  die  gerade  Cissoide  genannt  wird.  —  G-ehen  wir 
zu  kartesiachen  Koordinaten  über,  so  verwandelt  sich  (1)  in  folgende 
{x^  +  y")  (fl!  COB  ß  —  2/  sin  «)  =  2ry^  ....  (2) 
aus  der  man  leicht  ableitet,  dafs  die  entsprechende  Kurve  0  ^ur 
Spitze  hat,  mit  CD  als  Spitzen  tan  gente;  femer  geht  auch  sie  durch 
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cjklischen  Punkte  der  Ebene.  Die  scHefe  Cissoide  Hat  geringere  Wich- 
tigkeit als  die  des  Diotles-,  nichtsdestoweniger  trifft  man  auf  sie  bei 
einigen  Gelegenheiten;  als  Beispiel  möge  folgendes  dienen:  v^  =  2pu 
sei  die  Gleichung  einer  Parabel,  bezogen  auf  ein  schiefwinkliges  Axen- 
system  mit  dem  Axenwinkel  k;  setzt  man 

x  =  u-\-V'0ostc,  y=^v-sma,  demnach  ii=.v  —  j/cotj/K,  ^  =  — -  — , 
so  wird  man  erhalten 

yä  _^  2p  sin  K  (x  cos  «  ^  ^  ■  sin  k) 
als  Gleichung  der  betrachteten  Parabel  in  rechtwinkligen  ICoordioateü. 
Macht  man   die   durch  folgende   Formeln   bestimmte   Ti.-angfonuatioii 
durch  reziproke  Kadien 

^^  x-^  +  y"         y  ~  x-^  +  f/^' 
so  bekommt  man  die  durch  folgende  Gleichung  dargestellte  Ifiirvc 
(x'S  +  1/'^)  (x'  cos  oL  —  y'  sin  a)  =  ^^--^  y'^ , 

welche  mit  (2)  verglichen  auf  folgenden  Satz  schliefsen  läfst:  Bei 
einer  beliebigen  Inversion,  deren  Centrnm  auf  einer  Parabel  liegt, 
verwandelt  sich  diese  Kurve  in  eine  schiefe  Cissoide  (vgl.  Nr,  24). 

39.  Mit  noch  gröfserer  Al^emeinheit  kann  man  auf  folgende 
Weise  die  Konstruktion  der  DioMeischen  Kurve  erweitern;  „Gegeben 
sei  ein  Kegelschnitt  r,  auf  ihm  ein  Pimkt  C  und  eine  Gerade  ä  in 
seiner  Ebene;  man  ziehe  durch  C  eine  beliebige  Gerade  r,  die  F  zum 
zweitenmal  in  E  imd  die  Gerade  <?  in  J**  schneidet;  man  trage  auf  r 
die  Strecke  CM  gleich  und  im  gleichen  Sinne  wie  EF  ab":  der  Ort 
der  Punkte  M  ist  eine  Cissoidalkurve-'^).  Es  ist  leicht  einzusehen, 
dafs  die  so  entstandenen  Kuryen  dritter  Ordnimg  sind  und  den  festen 
Punkt  zum  Doppelpunkt  haben;  auch  ist  die  Thatsache  bemerkenswert, 
dafs  alle  rationalen  Kurven  dritter  Ordnung  sich  durch  dieses  Verfahren 
konstruieren  lassen,  mit  Ausnahme  derjenigen,  welche  die  unendlich 
ferne  Gerade  zur  Wendepunktslinie  haben*).  Hierin  besitzt  man  also  eine 
nützliehe  Methode,  um  die  Eigenschaften  aller  rationalen  KuiTen  dritter 
Ordnui^,  mit  Ausnahme  der  eben  angegebenen,  zu  untersuchen^). 

Führt  man  den  VerallgemeinerungsprOKefs  noch  weiter  aus,  so 
gelangt  man  zu  folgender  sehr  ausgedehnten  Gruppe  von  Kurven: 
„Es  seien  in  einer  Ebene  zwei  Kurven  F^  und  F^  gegeben  und  ein. 
fester  Punkt  0;   durch  diesen  ziehe  man  einen  beliebigen  Strahl,  der 


1)  K,  Zahradnik,  Ciasoidalhu^-vm  (Archiv  LVI,  1874). 

2)  G.  de  Longchamps,  Sw  ks  cttöigues  umcitrsales  (Nouvelle  correspon- 
dance  mathematiq^ue  IV,  1878  oder  Progreso  I,  1891). 

'S)  G.  Stiner,  Metrische  Eigetisehaften  am-  Ktvroe  dntte^'  Ofdnung  mit  einem 
Doppelpmikte  (Monatshefte  IV,  1393). 


y  Google 


Fünftes  Kapitel;  Verallgemeinerungen  der  Ciasoide.  47 

die  Kurven  bezüglich  in  den  Punlttea  P^  nnd  P^  trifft,  auf  dem 
Strahle  bestimme  man  den  Punkt  P  so,  dafa  OP  =  OF^  ±_  OF^  sei. 
Der  Ort  F  der  Punkte  P  ist  eine  allgemeine  Ciseoide"^).  Wenn 
man  die  Polargleichungen  der  beiden  Kurven  Fj  und  Fg,  ß^  ^  f^(a)), 
Pg=^g(to)  kennt,  so  findet  man  alsbald  die  von  F  als  g^f,(itt)--\-fn(>a). 
Nennen  wir  nön  die  polaren  Subnormalen  von  F,  F^,  Fj  bezüglich 
s«,  s„,,  s„^,  so  hat  man  s„  =  ^,  i^,  ^  3-^^  <  ■>«,  =^  j-"-  und  daher 
s„  =  s„, +  s«,.  Darans  folgt,  wenn  man  die  Tangenten  an  die 
Kurven  F,  und  F^  konstruieren  kann,  man  alibald  s,,  und  s^  hat, 
und  also  auch  s„,  dafs  man  dann  auch  im  stände  ist  die  Tangente 
in  allen  Punkten  der  Kurve  F  zu  konsti-meien^).  —  Durch  An- 
wendung dieser  Idee  ist  man  nicht  nur  im  stände,  die  Tangente  an 
die  Ciasoide  des  Diokles  auf  eine  von  dur  dmch  Fennat  (s.  Nr.  25) 
mitgeteilten  verschiedenen  Weise  zu  ziehen,  sondern  man  kann  auch 
an  die  schiefe  Cissoide  und  alle  Cissoidalkurven  die  Tangente  ziehen. 
Es  soU  noch  bemerkt  werden,  dafs  in  der  dargelegten  Kon- 
struktion der  allgemeinen  Cissoiden  die  Kurven  F^  und  Fj  auch 
zusammenfallen  können;  es  entsteht  daam  folgende  Konstruktion: 
Gegeben  eine  Kurve  zJ  und  ein  Punkt  0  ihrer  Ebene,  nennen  wir 
Pj  und  Pj  zwei  der  Sclinittpunkte  der  Kurve  mit  einem  durch  0 
gezogenen  Strahle  r,  und  nimmt  auf  der  Transversalen  einen  Punkt 
P,  so  dafs  OP  =  OP,  +  OP^,  so  ist  der  Ort  der  Punkte  P  eine 
Cissoide.  Z.  B.  ist  J  ein  Kreis  mit  dem  Radius  a  und  hat  der 
Punkt  0  vom  Mittelpunlcte  C  die  Entfernung  b,  so  hat  die  Cissoide 
(für  0  als  Pol  und  OC  als  Äxe)  die  Polargleichung: 


p  =  ay«^ —  h^  sin*«. 
Die  Kurve   ist,   wie   wir  später  sehen  werden,    eine  Lemuiskate    von 
Booth  (Abschn.  III,  Kap.  4),  und  wenn  b  ^=  aYh   eine  Bemoullische 
Lemniskate. 

Unter  den  zuletzt  allgemein  definierten  Cissoiden  findet  sieh  eine 
cirkulare  symmetrische  Kurve  dritter  Ordnung,  die  auf  den  ersten 
Blick  nicht  in  diese  Kategorie  zu  gehören  scheint^).  Ihre  Entstehungs- 
weise  ist  folgende  (vgl.  Taf.  I,  Pig.  4):  „Gegeben  ist  ein  Kreia  mit  dem 
Mittelpunkte  0  und  dem  Radius  r,  sowie  eine  feste  Tangente  des- 
selben a;  man  betrachte  nun  eine  bewegliche  Tangente  6  deren 
Berührungspunkt  B,  und   deren  Schnitt   mit   a   C   sei;   der   Oi-t    der 


1)  Schuln  von  Strafsnitzky,  Übej'  die  Cissoide  dw Äitiwii {Baumgartnersi 
Zeitechr.  für  Phjs.  and  Math.,  Vni,  1830);  Peano,  AppUcasioni  geomeinelie  deJ. 
cateoto  mßmtesima?^  (Turin  1887)  S.  85—86. 

2)  Peano,  a.  a.  0. 

3)  .Tevabek,  Sw  itwe  euhigue  eireulaire  (Matt&is  2.  Serie,  VITI,  18'J8). 
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Mittelpiinkte  M  der  Strecke  J3C  ist  dann  die  fragliclie  Kurve."  Nehmen 
wir  0  als  Koordinatenanfang  und  das  von  0  auf  a  gefüllte  Lot  OA 
7,vtr  a;-Axe,  so  können  wir  als  Koordinaten  von  B  nehmen  bezügUeh 
r  ■  cos  10,  r  -  sin  ca ;  die  Gleiehui^  der  Tangente  b  ist  daher 

X  ■  cos  ea  -[•  y  ■  smcj  ^  r  ^  0. 

Die  Koordiunten  von  0  sind  x  =  r,    i/  =  r  —. ,  daher  wevden  die 

'    •'  Sinti)     ' 

Koordinaten  von  M  ausgedrückt  durch 

x  =  ^  (1  -|-  COS(o),        ?/  =  1  (sinra  -| ^!^-^--i .     .     .     (ß'^ 

Diese  parametnsche  Darstellung  beweist  inzwischen  die  Rationalität 
der  fraglichen  Kurve.     Eliminieren  wir  ra,  so  ergiebt  sich 

ix(x'  +  f)=,'(r  +  S^) tl) 

Die  Kurve  selbst  ist  also  eine  cirkulare  symmetrische  Kurve  dritter 
Ordnung,  die  den  Punkt  J?  ( — -,  Oj  als  isolierten  Punkt,  0  als  Brenn- 
punkt und  die  j/-Äxe  als  Wendeasymptote  hat.  Um  zu  zeigen,  dafs  sie 
eine  Cissoide  ist,  bezeichnen  wir  den  A  diametral  gegenüberliegenden 
Punkt  mit  D  und  die  entsprechende  Tangente  mit  d.  Ziehen  wir  DB 
und  OC,  so  sind  diese  parallel,  indem  beide  zugleich  senkrecht  auf  jIB 
stehen.  Wir  ziehen  durch  3£  die  Parallele  zu  beiden,  diese  trifft  die 
Radien  OS  und  OD  in  ihren  Mittelpunkten  E  bezw.  R  und  achneidet 
d  in  F.  Die  rechtwinkligen  Dreiecke  DFÜ  und  BMF  sind  kon- 
gruent, also  ItF=MF,  und  d^er  MM  =  EF.  Folglich  ist  der 
Ort  der  Punkte  M  eine  Cissoide,  die  entsteht,  wenn  man.  B.  als  den 
festen  Punkt  und  die  Gerade  d  und  den  Kreis  um  0  mit  -  be- 
schrieben als  Fundamentalkurven  nimmt.  -—  Wir  wollen  nocli  be- 
merken, ohne  dies  weiter  zu  beweisen,  dafa  man  die  soeben  gekenn- 
Beichnete  Kurve  auch  erhält,  wenn  man  einen  Kreis  einer  geeigneten 
quadratischen  Transformation  unterzieht.^) 

30.  Zu  einer  anderen  Kurve  dritter  Ordnung,  die  auch  eine  wirk- 
liehe Verallgemeinerui^  der  Cissoide  ist,  gelangt  man  durch  folgende 
Konstruktion  (Taf.  I,  Fig.  5):  „Gfegeben  ein  rechter  Winkel  OBC, 
auf  dessen  Schenkeln  die  Punkte  0  und  C  festliegen,  man  ziehe  durch 
C  einen  beliebigen  Strahl,  der  BO  in  D  trifft;  durch  D  ziehe  man 
die  Senkrechte  zu  DC  mid  projiziere  auf  diese  den  Punkt  0  in  M. 
Der  Ort  der  Punkte  M  ist  eine  Kurve,  die  wegen  ihrer  Schlingen- 
Porm  Ophiuride  (o^i?,  Schlange,  imd  ovqü,  Schwanz)  genannt  ist^)." 

1)  Retali,  Smi"  ame  eubigite  eirculaire  (Mathösis  2'  Serie,  VLH,  1893). 

2)  Uhlhorn,  Enidee&mtgen  in  der  h{Sieren  GeomeWie  (Olctenljnvg,  1809,  S.  12). 
Vgl.  auch  Bl  ase].  Die  Cissoide  und  eine  ihr  vmicimdU  Kwi>e  (Progv.  Neirse  1881). 
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Nebmen  wir  0  ala  Pol,  die  aum  Schenkel  B  0  Senkrechte  als  Polaraxe, 
setzen  OS  =  a,  SC  =  e,  so  hahen  wir 

BD  =  c-tgco,         OD  ^h  —  c- tgcj,         OM^  OD-  sin«. 
Die  Polargleiehung  dei-  Ophiuride  ist  daher: 

^^Zi-sino^c , (5) 

und  ihre  kartesische  Gleichung 

x(x'' -{-y^^yiax  —  cy) (6) 

Die  Ophiuride  ist  also  eine  cirkulare  Kurve  dritter  Ordnung,  die 
0  zum  Doppelpunkt  hat;  die  bezüglichen  Tangenten  sind  die  Gerade 
OC  und  die  Parallele  durch  0  zw  SC.  Lassen  wir  in  (6)  o  =  0 
werden,  so  erhalten  wir  wieder  die  Cissoide  des  Diokles;  damit  ist 
erwiesen,  dafa  die  Ophiuride  eine  Erweiteining  deraelhen  ist.  Zu  dem- 
selben Schlüsse  gelangen  wir  auch,  wenn  wir  beachten,  dafs  die  durch 
Gleichung  (6)  dargestellte  Kurve  die  Fufspunktkurve  der  Parabel 
y^  =  2cx  in  Bezug  auf  den  Punkt  (o,  1]  ist;  demnach:  Die  Fufspunkt- 
kurve einer  Parabel,  in  Bezug  auf  einen  Punkt  der  Scheiteltangente, 
iat  im  allgemeinen  eine  Ophiuride,  im  speziellen  (Nr.  24)  eine  Cis- 
soide, wenn  der  Punkt  der  Scheitel  seihst  ist*).  Aus  Gleichung  (6) 
ergiebt  sich  folgende  Darstellung: 

aX  —  cX'  aX^  —  cl" 


■^ 1  +  1-'  ^^     l  +  i» 

Die  Pai'ameter  der  drei  Wendepunkte,  von  denen  nur  einer  reell  ist, 
sind  die  Wurzeln  der  Gleiehur^ 

acd'  +  Sü^ojä  —  3«cca  +  «^  =  0, 
die  Wendepunkte  seihst  liegen  auf  der  Geraden 
3c«  +  ö)/4-Rä  =  0. 


1)  Von  diesem  Gesichtspunkte  aus  winde  die  Ophiuride  betrachtet  von 
Matthieaen  {Grv/ndzüge  der  antiken  wnd  modei-nen  Algebra  der  Utterakfi  Glei- 
chungen, Leipzig  1878,  8.  940 — 41)  im.  Verlaufe  einer  BeleucMmig  der  Plato- 
nischen Mettode  (a.  Loria,  Le  scienze  esatte  u.  s,  w.  Lib.  I,  n.  63)  zur  Löanng  des 
Deli  sehen  Prohlems, 
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Seclistes  Kapitel. 
Die   Cartesisclie  Parallel. 

31.  Um  ein  allgeineines  Beispiel  einer  Kurve  anzuführen,  auf 
welche  die  von  iiim  entdeckten  Methoden  angewandt  werden  können, 
betrachtete  Deaeartes  die  auf  folgende  Weise  erzeugten  Linien^): 
j,In  einer  Ebene  sei  eine  Kurve  F  und  ein  mit  ihr  unveränderlicli 
verbundener  Punkt  Ä  gegeben,  femer  ein  fester  Punkt  F;  man  denke 
sich  die  Kurve  translatoriseh  bewegt  und  bestimme  für  jede  Lage 
den  Schnittpimkt  mit  der  jeweilig  zugehörigen  Geraden  FA;  der  Ort 
der  so  erhaltenen.  Punkte  ist  eine  Cartesisehe  Kurve."  Die  Konstruktion 
ist  eine  spezielle  Art  der  Transformation  ebener  Figuren.  Um  sie 
in  Formeln  zu  kleiden,  nehmen  wir  die  vom  Punkte  A  während  der 
gedachten  Bewegung  besehiiebene  Gerade  zur  a>Axe,  und  das  vom 
Punkte  F  auf  aie  gefällte  Lot  zur  j/-Axe.  Wenn  nun  y  ^=  f{x)  die 
Gleichung  der  Kurve  in  ihrer  Anfangslage  ist,  y^  die  Ordinate  von 
F  und  l  die  Abscisse  von  A  in  der  Anfangslage,  so  werden 

»-«»■  +  «),       sfi  +  l;-! 

die  Gleichungen  von  F  und   der   Geraden  FA  in   einer  beliebigen 
Lage  der  Bewegung  sein.     Durch  Elimination  von  «  erhält  man 

als  Gleichung  der  Cartesisehen  Kurve. 

Ist  r  eine  Gerade,  so  kann  man  erkennen,  dafs  die  erhaltene 
Kurve  erzeugt  wird  durch  die  Schnitte  entsprechender  Elemente  eines 
Strahlenbüachels  und  eines  projektiven  Büschels  paralleler  Strahlen, 
sie  ist  eine  Hyperbel.  Ist  J"  ein  Kreis,  so  ist  die  erzeugte  Kurve 
eine  Konchoide  des  Nikomedes  (Äbschn.  III,  Kap.  5).  Wenn  sehliefs- 
lich  r  eine  Parabel  ist,  so  entsteht  eine  Kurve,  die  von  Descartes 
besonders  bezeichnet  wurde^)  und  daher  Parabola  cartesiana  ge- 
nannt wird*).  Andere  nannten  sie  Trident  des  Cartesius^),  andere, 
um  hervorzuheben,  dafs  die  Kurve  aus  zwei  getrennten  Zügen  bestehe. 


1)  La  geometrie  de  Emi  Beseartes,  Kouv.  editiou.  Paris  1886,  S.  IS, 

2)  Ebenflaa.  S.  19. 

3)  Dieser  Name  findet  sich  schon  in  der  Enumei'atio  hiieaium  taitt  mihnts 
von  Newton, 

4)  Bellavitis  Sulla  classificazione  äelle  carve  dd  tets'  oidme  (Mem  della 
Soc,  Ital.  delie  Soienze  XXV,  Teil  11,  S.  24.  1851);  Bellacchi,  Lez\oni  ed  eaet- 
ziii  di  algefyra  con^kiMntare  Bd.  I  (Florenz  1898),  S.  43,  wo  nucli  alli5i,meinere 
Kurven  betrachtet  sind. 
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nannten  die  Teile  parabolische  Conchoiden^)  oder  jeden  Eegleit- 
kurve  der  Paraboloide  des  Cartesius^). 

Sei  nun  y^  =  2px  die  Gleichung  der  erzeugenden  Parabel,  so  ent- 
steht die  der  Cartesi sehen  Pai-abel  durch  Elimination  Ton  a  aus  den 

kulet  also        ,_!<!!__JA  _  (^  _;)(,_  j,,)  +  ,,,._  0 . 

Die  Carteaiache  Parabel  ist  also  eine  Eurve  dritter  Ordnung,  die 
durch  den  festen  Punkt  F  geht;  sie  hat  den  unendlich  fernen  Punkt 
der  iK-Äxe  als  Doppelpunkt,  die  entsprechenden  Tangenten  sind  diese 
Äxe  und  die  unendlich  ferne  Gerade;  die  Kurve  besitzt  aufserdem 
einen  Wendepunkt,  u.  s,  w.  Roberval  hat  gelehrt,  die  Tangente  zu 
finden^).  Die  Cartesische  Parabel  steht  unter  den  apeziellen  Kurven 
dritter  Ordnung  in  Eezug  auf  ihr  Älter  nur  der  Cissoido  des  Diokles 
nach,  sie  ist  aber  viel  weniger  wichtig  und  weniger  bekannt  als  diese. 


Siebentes  Kapitel. 
Das  Folium  Cartesii. 

32.  Eine  der  unmittelbarsten  und  wichtigsten  Dienstleistungen 
der  Definition  der  Koordinaten  und  des  Begriffes  der  Gleichung  eines 
geometrischen  Ortes  ist  die  Möglichkeit  Kurven,  deren  Punkt- 
konstruktion oder  Entstehung  durch  kontinuierliche  Bewegung  man 
nicht  kennt,  dennoch  in  die  Geometrie  einzufahren.  Eine  solche  unter 
den  älteren  Linien  —  alt,  sofern  es  die  analytische  Geometrie  ist  — 
wird  durch  folgende  Eigenschaft  charakterisiert:  „Für  jeden  Punkt  der 
fraglichen  Linie  ist  die  Summe  der  Kuben  seiner  rechtwinkligen  kar- 
tesiachen  Koordinaten  gleich  dem  reehtwuikligen  Parallelipipedon,  das 
als  Kanten  eben  diese  Koordinaten  und  eine  gegebene  Länge  hat. 
Die  Kurve,  um  die  es  sich  handelt,  hat,  wenn  man  diese  Läi^e  mit 
3  a  bezeichnet,  die  Gleichung 

x^  -{-■  if  =^  Baxy (1) 

Die  Diskussion   ergiebt  leicht,   dafs   sie  im  Koordinatenanfang  einen 
Knotenpunkt  hat  mit  den  Koordinataxen  als  zugehörigen  Tangenten; 

1)  Aguesi,  Imtitaeiom  anaUtiehe  ad  uno  deUa  gioventü  (Mailand  1748)  I, 
8.  S09;   Montucla,  Sistowe  des  mathemaU^es,  Houv.  ^d.  11,  S.  144, 

2)  Agnesi  op.  cit.  11,  8.  BOe. 

3)  Obsei'vatkms  swr  la  eomposiUem  des  momemmfs  (Möm.  de  VAcademie 
Eoyale  des  Sciences,  VI,  Paria  1730);  doi't  findet  sich  der  Name:  Pairabolc  de  M. 
des  Cartes. 
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in  dem  von  den  positiven  Richtungen  dieser  Geraden  gebildeten  Winkel 
hat  die  Kurve  das  Aussehen  eines  zum  Winkelhalhierer  dieser  Geraden 
symmetarischen  Blattes,    Die  Länge  des  Blattes  ist  — - .     In  den  beiden 

anliegenden  Winkelräumen  besitzt  die  Kurve  zwei  unendliche  Zweige, 
die  zu  einander  symmetrisch  sind  in  Bezug  auf  jenen  Winkelhalbier  er 
und  sieh  asymptotisch  der  Geraden  x  -^  y  -{-■  a  =  0  nähern,  jenseits 
welcher  sich  keine  reellen  Punkte  der  Kurve  befinden. 

Zu  diesen  Schlüssen  konnten  die  ersten  Bearbeiter  der  analytischen 
Geometrie  nicht  gelangen,  weil  sie  noch  nicht  die  fundament  1  n  B 
Stimmungen  über   die  Vorzeichen   der  Koordinaten   getrofi  n   hatten 
und   aus    Scheu    vor    dem    Unendlichen,    nicht-endliche   W     t      d 
Koordinaten  ausschlössen.     Infolgedessen  entging  ihnen  di    Ex   t  n 
der  beiden   unendlichen  Zweige   der  Kurve  (1),  dafür  fügt  n 
Ergänzung  des  Blattes,  welches  nur  einen  Teil  der  Kurve  bill  t    1 
jenigen,   die  symmetrisch  zu  den  Äxen  und  zum.Koordinat  nantang 
liegen,  hinzu.     So  entstand   eine  Gruppe   von   vier  Blättern     de    m 
gewisses  Anaiogon   zum   Blütenkelche   des  Jasmin  bildet,      Iah 
eine  Gruppe   von   vier   Schleifen,    deren    Gesamtheit   an   den  Knoten 
einer  Halsbinde  erinnert;  so  erklärt  sieh  der  Name  Flenr  de  Jasmin 
und    Galante,   mit   welchem  Eoberval   die   betrachtete   Kurve   be- 
zeichnete, und  den  andere  in  der  Folge  annahmen.     Jedoch  aus  er- 
klärlichen  Gründen   geniefst   weder   der    eine   noch    der   andere   von 
diesen  beiden  Namen  heute  den  Vorzug:  man  nennt  die  Kurve  Car- 
tesisches  Blatt  (Folium  Cartesii)  zum  Andenken  an  den  Geometer, 
der  sie  zuerst  erwähnt  hat. 

Wer  hat  wohl  zuerst  diese  Benennung  angewandt?  Diese  Frage 
wurde  zweimal^)  und  in  verschiedener  Form  von  P.  Tannery  auf- 
geworfen, ohne  jedoch  eine  genügende  Antwort  zu  erhalten^.  Um 
diese,  den  Leser  jedenfalls  überraschende  Thatsaehe  au  erklären,  be- 
merken wir  zunächst,  dafs  der  älteste  Hinweis  auf  die  Kurve  (1) 
sieh  in  einem  Briefe  findet,  den  Descartes  am  18.  Januar  1638 
an  F.  Mersenne  richtete,  damit  er  ihn  dem  Ferraat  mitteile*); 
daselbst  findet  sich  die  Definition  in  Worten,  wie  wir  sie  zu  Anfang 
dieses  Kapitels  mitgeteilt  haben,  als  auf  eine  Kurve  sich  beziehend, 
auf  .welche  die  Tangentenkonstruktion  des  berühmten  Senators  von 
Toulouse  nicht  anwendbar  sei.  Die  Kurve  wird  mit  einem  Namen 
nicht  bezeichnet  und  die  Definition  wird  mit  einer  Figur  begleitet,  die 
beweist,  dafs  die  Gestalt  der  Kurve  Descartes  unbekannt  war.  Sieben 
Monate  später  (am  18.  August  1638)  machte  dieser  grofse  Geometer 
die  Konstruktion  der  zur  Symmetrieaxe   parallelen  Tar^ente  bekannt, 

1)  Interniediaü-e  IH,  1896,  S.  85  und  IV,  1897,  S.  12ö. 

2)  Daselbst  IV,  1897,  S.  10  n.  237;  V,  1898,  S.  128. 

8)  Oewires  de  Descartes,  ed.  Ck)usin  VII  (Paris  1334)  S.  11. 
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indem  er  „la  plus  grande  largenr  de  la  feuiUe"  ableitet^).  „Soit 
ACKFA",  beginnt  er^),  „l'Tme  des  feuiEes  de  eet.te  courbe  dont 
l'essieii  est  AH  et  le  plus  grand  diametre  de  la  feuiUe  est  AK"\ 
und  diese  Worte  —  Ijei  denen  sieh  zum  Pi'^temnal  da'i  Wort  „fenille" 
findet  —  beweisen,  dafs,  obwohl  Descartes  hochmütig  veisicherte,  dafs 
die  Gestalt  der  Kurre  „se  voit  ä  l'ffiil  sans  anruu  esprit  ni  science"*) 
die  Gestalt  selbst  ihm  in  der  That  voUig  unbekannt  war;  ehie  be- 
merkenswerte Thatsache,  wenn  man  bedenkt,  dafs  die  Geometrie 
ein  Jahr  bevor  diese  Worte  gesehlieben  wurden,  TerÖffentlicht 
worden  war.  Der  Name  „Blatt  des  Cartesius"  findet  sich  nicht  bei 
Roberval,  der  in  einem  Briefe  an  Permat  vom  1.  Juni  1638*)  den 
Ausdruck  „sa  (d.  i.  Descartes)  figure  qui  est  une  espece  d'ovale"  an- 
wendet; jedoch  in  einem  Briefe  von  Huygens  an  Leibniz  vom 
17.  September  1693  findet  sieh  die  Bezeiehmmg  ,^&  feuille  de  Mr,  des 
Cartes  ou  de  Roberval"^),  jedoch  an  diese  Nomenklatur  hielt  sich  der 
berühmte  Niederländer  nicht,  da  er  in  einem  viel  älteren  Briefe  vom 
12.  Januar  1693,  der  auch  an  Leibniz  gerichtet  war,  folgende  Um- 
schreibung anwendet:  „La  courbe  dont  requation  est  x^  -^  ij^  =  nxy 
que  M.  Descartes  leporte  dans  sa  lettre  65^  du  3^  vol.  et  qu'ü  a  eon- 
sidere  aussi  bien,  que  M.  Hudde"^),  anderswo  zieht  er  es  vor,  ihr 
überhaupt  keinen  Namen  zu  geben').  Dagegen  wurde  der  für  die 
Kurve  von  ihrer  angeblichen  Ähnlichkeit  mit  einer  Bandschleife  her- 
genommene Name  von  Descartes*),  Fermat^),  Leibniz"")  und 
von  Banow^*)  angewendet.  Ohne  ihr  einen  Namen  beizulegen,  be- 
trachteten sie:  Schooten  —  der  im  V.  Buche  seiner  Exerdtatiommi 
ma^tematicarum  (Leyden  1657)^^  eine  Konstraktion  derselben,  die  er 
Hudde  verdankt,  an  einer  Figur  darlegt,  in  welcher  die  Kurve  als 
aus  einem  einzigen  Blatte  gebildet  dargestellt  wird  — ,  der  Marquis 
de  l'Höpital,  in  seiner  Analyse  des  infi-niment  peUtes  (Paris  1696)^^), 


1)  Oeiwres  de  Descartes  ed.  Cousin  VII,  1824,  S.  97.        2)  Daselbst  S.  94. 

3)  Das.  S.  98.  Derselbe  Gedanke  findet  sich  in  einem  Briefe  an  P.  Mersenne 
Tom  27.  Juli  1638  in  anderer  Form  wieder,  wo  es  heiTst:  „Et  M.  Eoberval  me 
semble  aussi  vain  avec  son  galanth  qu'une  femme  qtd  attache  ua  ruban  ä  ses 
eheveui  affin  de  paroitre  plus  belle;  oar  il  n'a  en  besoin  d'aucuue  Industrie 
pour  trouver  la  flgure  de  cette  ligne  doat  je  lui  avais  envoje  la  definition. 
Dag.  S.  127—28.        *)  Oeuvres  de  Fermat  U,  S.  150—51. 

6)  Leibniz  ed,  Gerhardt  H  (Berlin  1850)  S.  161.        6)  Das.  8,  1B3. 

7)  Oemres  de  Huygens'IV,  S.  283,  313,  315.        8)  Das.  S.  33. 
9)  Oemres  de  Fermat  11,  S.  169. 

10)  Brief  an  Huygens  v,  10.(20.)  März  1693,  wo  es  heiffit:  „la  galande  do 
Mr.  de  Roberval".    Leibniz  ed.  Gerhardt  11,  S.  158. 

11)  Leetiones  geotaebrieae  (London  1670). 

12)  Daher  der  v.  Fermat  u.  anderen  angewandte  Namen  curra  Schootenii. 

13)  Ich  habe  die  au  Avignon  1768  hergestellte  Ausgabe  im  Auge;  vom 
Folium  ist  die  Rede  auf  S,  9,  59  u.  343;  auf  S.  59  ist  es  bezeichnet  mit  dem 
Namen  „Paraboloide  de  M.  Descaiies". 
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und  Johaiui  Bernoulli  in  den  Leetiones  mathematicae,  die  er  in  den 
Jahren   1691 — -92  liielt^).     Die   Bezeiclinung   „Blatt"   findet   sich    im 
18.  Jahrhundert;  so  in  der  Histoire  de  l'Acaäemie  des  Sdmces  1706, 
wo  sich  S.  94  fo^nde  Bemerkui^  findet,  die  sich  wahrscheinlich  auf 
die  'KavYGj  ura   die   es  sich  hier  handelt,  bezieht:  „Monsieur  Carre  a 
donne  en  trois  nianieres  differenfces  la  qnadrature  d'une  courbe  appel4 
Folium   ou  femlle   a  cause   de  son  contonr";   so  nannte  Moivre  die 
Kurve  (1)   „the  Foliate"^),   und   später   bemerkten   Bragelognc') 
und  Cranier*),    daTs  j^la  partie  finie   d'une  courbe,  qui  renferme  un 
espace,  s'appelle  feuiUe".    Schliefslich  hat  D'Aiembert,  indem  ei  dem 
„folium  de  Descartes"  einen  besonderen  Artikel   in  der  Enq/dop^die 
mStkodigtie   widmete,   ohne   Zweifel  dazu   beigetragen,   den  öebi-auch 
dieses   Namens,   dessen   Anfänge    sich    zweifellos   in   den.  vorbin   an- 
geführten   Briefen    von    Descartes    (18.  Aug.  1638)     und    lluygens 
(12.  Sept.  1693)  finden,  in  der  ganzen  civilisierten  Welt  zu  verbreiten. 
Zu  den  schon  erwähnten  wollen  wir  noch  den  Namen  ligne  in- 
clinee  hinzufügen,  mit  welchem  das  Blatt  in  einem  von  P.  Tannery 
untersuchten  Manuskripte  des  17.  Jahrhundei-t  bezeichnet  wird.     Aus 
der  folgenden  Zeit,  in  welcher  die  Gestalt  der  Kurve  genau  bestimmt 
wurde,  soUen  zwei  Punkte  erwähnt  werden:  Erstens,  dafs  Huygens 
und  dann  der  Marquis   de  l'Höpital  die  unendlichen  Zweige  der- 
selben betrachteten  und  auch   die  Asymptote  bestimmten.     Zweitens, 
dafe  sowohl  die  erwähnte  Schrift  von  Moivre  als  auch  die  Leetiones 
von   BemouUi   mit   exakten   Zeichnungen    der   Kurve   versehen   sind 
Daher   ist   das  Jahr  1691,   oder   wenn   man   nur    das  Jahr  der  Ver- 
öffentlichung rechnen  will,  1715  oinö  obere  Grenze  für  die  Entdeckung 
der  richtigen  Gestalt  des  Foliums, 

33.  Der  von  Descartes  am  23.  August  1638  geschriebene  Brief 
enthält  noch  einen  weiteren,  sehr  bemerkenswerten  Passus,  nämlich 
folgenden:  „Au  reste,  puis  ijue  je  vois  qu'il  (ßoberval)  a  pris  plaisn 
ä  eonsiderer  la'  figure  de  cette  ligne  laquelle  il  nomme  une  galanth 
ou  une  fleur  de  Jasmin,  je  lui  en  veux  ici  dotmer  une  autre,  qui  ne 
merite  pas  moins  que  ceRe-lä  les  memes  noms  et  qui  est  neanioins 
beaucoup  plns  aisee  ä  decrire,  en  ce  que  l'invention  de  tous  ses  points 
ne  depend  d'ancune  equation  cubique.  CeUe-ci  est  donc  teile  qu'ayant 
pris  AK  pour  l'essieu  de  l'une  de  ces  feuiUes  et  en  AK  le  point 
N  ä  discretion,  ii  faut  seulement  faire  que  le  carre  de  I'ordonne  LN 
soit  au  carre  du  segment  AN,  comme  l'autre  segment  NK  est  ä  l'ag- 
gregat  de  tout  AK  et  du  triple  de  AN  et  ainsi   on  aura  le  point  L, 

1)  Joh.  Bernoulli  opera  in,  S.  403. 

2)  A  ready  description  wnd  guadi)'ature  of  a  eune  of  the  third  Order  resemhling 
fhat  eommonh/  ccdled  ihe  FoUate  (Phil,  trans.  Nr.  345). 

3)  Mem.  de  VAead.  des  Sciences,  Paris  1730,  S,  185. 

4)  Inti-odwtion  ä  l'analyse  äes  lignes  eourbes  algebtigties  (ßenöve  1750)  S.  9. 
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c'eat  ä  dire  tous  cetix  de  la  courte,  pnisque  le  point  JV  ae  prend  k 
diseretion.  Je  pourrais  lui  dotmer  vme  infinite  d'antres  ligues,  qui  ne 
seroient  pas  d'une  uature  plus  composee  que  celle-la  et  tontefois  qni 
repTesentoiiaient  des  ileurs  et  des  galanths  beaucoup  plus  doubles  et 
plns  beatix;  etc.'")  Bringen  wir  diese  Definition  in  Formehij  so  er- 
sieht man,  dafs  die  neue  Kurve  die  Gleichung  hat. 

^^~l+3!S '.'^J 

Nun  beachten  wir,  dai's,  wenn  wir  als  Koordinataxen  die  Winkelhalbier  er 
zwischen  den  alten  Axen  nehmen,  die  TraüsformiemngsgleiehimgeE 
1+1  l— t 

"^  Vi-      ä/--^J, 

sind.     Infolgedessen  geht  (2)  über  in 

Da  diese  von  derselben  Gestalt  ist,  wie  Gleichung  (1),  so  ist  die  Kurve 
Descartes'  nicht  verschieden  von  dem  Folium.  Dafs  dies  dem  Ver- 
fasser des  Discows  de  la  m^hode  bekannt  gewesen,  wird  durch  einen 
späteren  Brief  von  Descartes^)  an  Mersenne  bewiesen,  worin  sich 
folgender  Satz  findet:  „J'oubliois  ä  vous  dire  que  la  nouvelle  ligne 
que  je  proposa  au  sieur  R.(oberval)  ä  la  fin  de  la  quatrieme  page  de 
cette  lettre  est  tont  la  meme  que  l'autre,  ce  que  je  fais  pour  me  rire 
de  lui  s'ü  ne  reconnoit  pas  ä  cause  qu'il  dit  la  connaitre  conune  le 
eercle."  Wenn  demnach  Descartes  die  Identität  der  durch  die 
Gleichungen  (1)  und  (2^  dargestellten  Kurven  erkannt  hat,  so  ist  diese 
Thatsache  von  giofser  Bedeutung  indem  sie  beweist,  dafs  er  im  stände 
war,  wenigstens  m  besondeien  Fallen,  eine  Transformation  der  Koor- 
dinaten auszuführen 

Die  Tnnsfom  ation  dei  Gleichung  (1)  in  (2)  ist  nicht  blofs  von 
historischem  Interesse  sondern  kann  auch  benutzt  werden,  um  die 
Kurve  zu  konstruieren.  Es  seien  [s.  Tal  I,  Fig.  6)  M  und  M^  zwei 
Punkte  der  Kurve  (2)  symmetrisch  zur  a;-Äxe  gelegen;  dann  ist  MM^ 
"  1  zu  OY  und  schneidet  OX  in  einem  Punkte  N.  Beschreiben 
■  nun  einen  Kreis,  der  dui-ch  0  geht  und  dessen  Centram  auf  OX 
liegt,  und  projizieren  von  0  aus  auf  diesen  die  Punkte  M  imd  M^ 
in  M'  und  Jlfj',  so  wird  auch  M'M^,  senkrecht  zu  OX  sein  und  ein 
paralleles  Strahlenbüschel  projektiv  zu  dem  ähnlich  entstandenen  der 
Geraden  MM^  besehreiben.  Umgekehrt;  Es  sei  eine  Projektivität 
zwischen  den  Punkten  N  und  N'  auf  OX  gegeben;  man  ziehe  durch 
N'  die  Parallele  zu  0  F  und  bestimme  deren  Schnitte  mit  dem  Kreise 

1)  Oeuvres  de  Descartes  ed.  Cousin,  VIl,  8.  92. 

2)  Ich  sage  „spätoron",  da  er  später  gedruckt  wurde  (Vol.  cifc.  S.  178 — 80) 
und  die  Worte  enthält  „Hoiis  sommes  au  23  d'aoüt  1638",  wälirond  Consin  als 
Datum  desselben  „den  31.  März  1638"  angicbt. 
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M'Mi)  projiziert  man  diese  von  0  aus  auf  die  durch  N  zu  OY  ge- 
zogene Parallele,  ao  erhält  man  zwei  Punkte  M  und  Mj^,  deren  Ort, 
weni^tens  in  speKieUen  Fällen,  ein  Pollum  CartesJi  ist.  Um  dies  zu 
zeigen,  nehmen  wir  an,  es  sei  R  der  Radius  des  Hülfskreises  und 

.«'H-zis  +  r^'  +  ä-o 

die  Gleichung  der  Projektivität  zwischen  IN  und  N',  so  hat  man  (wenn 
y,  y'  die  Ordinaten  von  M  und  M'  sind): 

Wenn  man  nun  x'y'  eliminiert,  erhält  man  als  Gleichung  des  Ortes 
der  Punkte  M,I'[^ 

oder  auch  (2B  +  ß)x^  -\-  ßxf  +  {By  +  ö)x^-\-  dy\  ...  (3) 
Diese  Gleichung  ist  allgemeiner  als  (2),  stimmt  aber  mit  ihr  üherehi, 
wenn  man  setzt; 

AHa  +  (5  =  -  = ^ =  -j-  ■ 

Infolgedessen  wird  die  projektive  Beziehung  zwischen  den  Punkten 
"N,  N'  dirrch  die  Gleichung  dargestellt: 

sie  kann  daher  durch  die  Bestimmung  erhalten  werden,  dafs  den 
Werten  x^=0,  — l,  oo  die  Werte  entsprechen  x' =  R,  oo,  3B. 

Aufser  dieser  direkten  Konstruktion  des  Poliums,  wurde  noch  eine 
andere  von  G.  de  Longchamps^)  angegeben,  während  noch  andere 
sich  als  auf  besonderen  geometrischen  Transformationen  beruhend  er- 
weisen^; auf  einige  derselben  werden  wir  im  Folgenden  noch  zurück- 
kommen (s.  Nr.  47). 

34r.  Aus  Gleichung  (1)  ergiebt  sich  folgende  Polargleichung  der 
Kurve:  Sa  sinra-cosra 

die  in  vielen  Fällen  höchst  nützlieh  ist,  z.  B.  um  die  Fläche  der  Kurve 
zu  berechnen*);  so  wird  man  im  Speziellen  finden,  dafs  -x-  sowohl 
den  Flächeninhalt  der  Schleife  als  auch  den  zwischen  der  Asymptote 
und  den  beiden   unendlichen  Zweigen   belegenen  Teiles   ausdrückt*). 


1)  JEsSai  suf  la  giomeWie  de  la  regle  et  de  l'iguerre,  S.  104^6. 

2)  Int&ntiifHrme  V,  1898,  S.  102—4. 

3)  Die   Einzelheiten   der  Berechming  finden   sich   in   Serret,   Oaloiil  (Uffe- 
rmtial  (Parie  1880)  S.  235. 

4)  Andere- verwandte  elegante  Sätze  flnden   eich  in  P.  Mansion,   Sur  cer- 
taims  cowbes  awrables  algibriguement  (Nouvelle  CorreEpondance  math.  I,  1878). 
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Die  Rektifikation  der  Kurve  läTst  sieh  hingegen  nicht  elementar  be- 
wirken, sondern  erfordert  elliptische  Integrale  (vgl.  Nr.  30). 

AuB  derselben  G-leichung  (1)  ergiebt  sich  folgende  paa^ame  tri  sehe 
Darstellung:  3^1  3^^ 

^  =  1+1^'         y-T^' 
und  daraus  die  Bedingung  für  die  KoUinearität  der  drei  Punkte  (k)  {ß)  (j-) 

o/Jr  +  1  -  0. 

Die  drei  Wendepunkte  der  Kurve  befinden  sich  also  aUe  im  Unend- 
lichen,  und  nur  einer  ist  reell.  Die  Gleichung  der  Tangente  im 
Punkte  X  ist 

(A*  —  2l)x  —  (2A»  —  l)y  +  Sal^  =  0. 
Die  der  Asymptote  erhalten  wir,  wenn  wir  A  =  —  1  machen,  daher 

Weiter  wollen  wir  uns  nicht  mit  dem  Oartesischen  Folium  befassen, 
da  es  eine  Kurve  von  geringem  Interesse  ist,  indem  sie  sich  bei  keinem 
geometrischen  Problem  zeigt.  Bellavitis  glaubte,  dafs  die  Kurve  die 
Inverse  der  gleichseitigen  Hyperbel  sei,  den  Scheitel  als  Pol  genommen'); 
es  läfst  sich  jedoch  leicht  einsehen,  dafs  dies  nicht  der  Fall  ist^. 

Bemerken  wollen  wir  nur  noch,  dafs  man  als  Verallgemeinerungen 
der  Kurve  ansehen  kann  sowohl  alle  diejenigen,  die  durch  Gleichung  (3) 
dargestellt  werden,  deren  Erzeugung  wir  erörtert  haben,  als  auch  die- 
jenigen, die  durch  folgende  Gleichung  dargestellt  werden: 

ay^  -f-  ix^  =  abxy  -{-  c^(a:  +  y).  ^ 
Noch  weiter  gehend  und  wichtiger  ist  die  Verallgemeinerung,  die  aus 
der  Betrachtung  der  Kurven  von  folgender  Gleichui^  hervorgeht: 

^a»+i  _j_  yin-iri  ^^  (2n  -f-  l^ax^y".  *) 
Giebt  man  dem  n  einen  beliebigen  ganzzahligen  Wert,  so  erhält  man 
dementsprechend  eine  rationale  Kurve  von  der  Ordnung  2n  -\-  1,  die 
im  Koordinatenanfang  einen  2w-fachen  Punkt,  und  als  Asymptote  die 
Gerade  3;  +  »/ =  ( — l)"- a  hat;  jenachdeni  n  gerade  oder  ungerade, 
ist  das  Verhalten  der  Kurve  im  Anfangspunkt  verschieden. 


1)  Sulla  classificazione  deUe  cmve  di  te^'s'  ordine  {Mem  de  la  Soc.  Ital.  dello 
Scienze  XXY,  Teil  3,  1861)  S.  23. 

2)  Diese  ist  vielmehr  eine  Stropheide  (Mictel,  DimoihstraMon  elemmtaire 
d'une  Worhne  conwa,  Journ,  de  Math.  spöe.  i.  Serie,  IV,  1895). 

S)  Eeichenbaoh,Di8i;Mss.  der  durch  d.  Gleich,  ax^^by'^ahx+c'ix-^-y) 
dargestdllm  iattnimen  Linie  (Münster  1872) 

4)  Von  diesen  Kurven  ist  die  Hede  in  den  QueatioDB  7772  u.  7840  der  Educ. 
Times  (XLIV,  1886,  S.  88—90),  jedoch  ihre  Haupteigensohaflen,  sowohl  wie  die 
Quadratur  finden  sieh  in  den  Elementi  di  calcolo  inßntfesiwale  von  B.  Cesäro 
{Neapel  1899,  S.  180  u,  326). 
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Achtes  Kapitel. 

Die  Fokale  von  Qnetelet  oÖer  schiefe  Stroplioide,  die  iogocyklika 
von  Bootli  oder  gerade  Stroplioide. 

35.  Wir  betrachten  einen  Rotationskegel  mit  der  Spitze  V  (vgl. 
Taf.  1,  Fig.  7).  Sei  g"  eine  Erzeugende  und  t  eine  Tangente  senk- 
recht zu  g'.  Jede  Ebene  it  durch  t  geführt,  schneidet  den  Kegel  in 
einem  Kegelschnitt  F,  dessen  Brennpunkte  M^  und  M^  seien;  der  Ort 
derselben,  wenn  sich  !X  um  (  dreht,  ist  eine  gewisse  Kurve  0.  Da 
JfcT,  und  Mf  sieh  auf  der  Senkrechten  zu  t,  die  durch  den  Berührungs- 
punkt A  geht,  befinden,  so  liegt  die  Kurve  auf  einer  durch  A  gehen- 
den zu  (  senkrechten  Ebene,  d.  h.  auf  einer  von  A  durch  die  Axe 
des  Kegels  gehenden  Ebene  e.  Beachten  wir  nun,  dafa  infolge  eines 
bekannten  Satzes  vou  Dandelin  und  Quetelet  es  genügt,  die  Berührungs- 
punkte der  in  den  Kegel  eingeschriebenen  Kugeln,  die  it  berühren, 
zu  bestimmen,  um  M^  und  M^  zu  finden;  die  beiden  Kugeln  werden 
von  fl  in  zwei  gröfsten  Kreisen  geschnitten,  und  daher  läfst  sich  die 
Kurve  $  konstruieren,  ohne  dafs  man  aus  der  Ebene  6  herausgeht, 
durch  folgendes  Verfahren.  Man  zeichne  die  beiden  Erzeugen- 
den g'  und  g"  des  gegebenen  Kegels,  die  in  die  Ebene  e 
fallen,  ebenso  den  Spurpunkt  A  der  Tangente  t;  von  Ä  ziehe 
man  eine  beliebige  Transversale,  die  g"  in  B  schneide,  dann 
zeichne  man  die  beiden  Kreise,  welche  g,  g"  und  AB  be- 
rühren; ihre  Berührungspunkte  mit  der  letzteren  sind  die 
Punkte  der  Kurve  ^.  Diese  Konstruktion  kann  in  bemerkens- 
werter Weise  vereinfacht  werden.  Man  zeichne  den  Mittelpunkt  P 
von  M-^M^  bezw.  AB^  die  analogen  Punkte  P  liegen  dann  alle  auf 
einer  Parallelen  p  zu  g" .  Diese  Gerade  p  wird  dann  dureh  die  Mittel- 
punkte R  und  H  der  Strecken  AT  und  AK  gehen,  wenn  K  einen 
Punkt  von  g"  bedeutet,  derart,  dafs  YK=^  VA,  also  VKA  ein  gleich- 
schenkliges Dreieck  ist.  Setzen  wir  nun  der  Kürze  wegen  VA.  =  «, 
VB^h,   AB  ^  c,  so  ist  bekanntlich 

imd  da    AF  —  ^ ,     so  ist    PJlf,  —  PJf,  —  — f^, 

.bor  Pi)  — iujC  — ^, 

und  also  PJf,  —  PJf,  —  FD. 

Nennen  -wir  nun   die  Gerade  AK  q,  so  ergiebt  sich:  Die  Kurve  ^ 

Ijann  auch  auf  folgende  Weise  erzeugt  werden:  Gegeben  ein 
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Winkel  j)g  und  ein  Punkt  A  auf  seinem  Sehenkel  5;  man 
ziehe  dureh  Ä  eine  beliebige  Gerade  r,  welche  jj  in  P  schnei- 
det. Diejenigen  Punkte  Jlf^,  M^  von  r,  die  denselhen  Abstand 
von  P  haben  wie  D  von  P,  gehören  der  Kurve  ^  au. 

Betrachten  wb-  dagegen  statt  des  Kegels  einen  geraden  Cylinder 
und  verfahren  wie  vorhin,  so  sehen  wir,  dafs  der  Ort  der  Brennpunkte 
der  Kegelschnitte,  die  auf  ihm  von  den  durch  eine  zu  einer  Erzeugen- 
den (/'  senkrechten  Tangente  (  gehenden  Ebenen  ü  erzeugt  werden, 
eine  Kurve  ist,  die  ganz  in  der  Ebene  e  liegt,  die  durch  die  Äse  des 
Cylinders  und  den  Berührungspunkt  A  von  t  gebt.  (Vgl.  Taf.  I,  Fig.  8.) 
Man  erkennt  überdies,  dafs  die  besprochene  Kurve  sieh  auf  folgende 
Weise  in  der  Ebene  e  konstruieren  läfst:  Gegeben  zwei  Parallele  g 
und  g"  und  auf  der  ersteren  ein  Pimkt  A-^  man  ziehe  die  Transversale 
AB  imd  bestimme  auf  AB  die  Berührungspunkte  M^  und  M^  der- 
jenigen beiden  Kreise,  die  aufserdem  die  Geraden  g'  und  g"  berühren, 
diese  gehören  jeuer  Kurve  an.  Nennen  wir  den  Mittelpunkt  von 
M^M^  P,  so  wird  der  Ort  der  Punkte  P  die  Halbierungslinie  p  des 
Streifens  g'g"  sein.  Ziehen  wir  durch  A  die  Gerade  q  senkrecht  zu 
g',  g",  seien  D  und  K  die  Schnitte  mit  p  und  g"  und  schliefsHcb  0^ 
und  O3  die  Mittelpunkte  der  genannten  Kreise,  so  sind  offenbar  die 
Dreiecke  PM^^O^  und  PM^O^  einander  als  auch  dem  Dreiecke  PDA 
kongruent  und  daraus  ergiebt  sich  insbesondere,  dafs 

PM^  =  Pilfj  =  PI). 
Im  vorliegenden  Falle  läXst  sich  also  die  Kui-ve  ^  auf  dieselbe  Weise 
wie -im  allgemeinen  Falle  zeichnen,  indem  man  sich  als  Fundamental- 
elemente  des  Punktes  A  und  des  rechten  Wijikels  der  Geraden  p 
und  q  bedient.  Es  ist  klar,  dafs  dieselbe  Konsti-uktion  sich  auch  so 
ausdrücken  ^st:  Gegeben  ein  System  von  sich  in  einem  Punkte  be- 
rührenden Kreisen  und  ein  Punkt  A  auf  ihrer  gemeinsamen  Tangente; 
der  Ort  der  Endpunkte  derjenigen  Durehmesser  dieser  Kreise,  die  durch 
A  gehen,  ist  eine  Kurve  $  in  Bezug  aiif  einen  Cylinder^). 

36.  Es  war  gegen  die  Mitte  des  18.  Jahrhunderts,  als  die 
Kurve  $  ihren  Einzug  in  die  matbematiscbe  Litteratiu'  hielt;  schon 
im  Jahre  1757  wurde  sie  im  IV,  Bande  der  Instituti  Bononiensis  Com- 
mmtarii  veröffentlicht;  diese  enthielten  zwei  Denkschriften  von  Gregor 
Casali,  betitelt  De  conicarum  sedionum  focis,  die  gänzlich  den  Kurven 
®  gewidmet  waren.  Ihr  Ursprung  geht  jedoch  noch  ungefähr  ein 
Jahrhundert  zurück;  dies  bezeugt  in  der  That  Casali;  sie  wurden 
früher  schon  von  Guido  Grandi  in  einer  nicht  herausgegebenen  Ab- 
handlung und  von  EvangeÜsta  Torricelli  behandelt;  so  erklärt  sich 
der   von  Casali   zur  Bezeichnung  der  Kurve   ^  angewendete   Name 

1)  Balitrand,  Note  Kur  la  strophoide  (.Toui'n,  de  iiiiith.  spec.  3.  Sene,  III, 
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Pteroides  torrieellanea^).  Demnach  hätte  es  den  Anschein,  dafe 
man  die  Erfindimg  der  "betreffenden  Kurve  auf  den  berühmten  Schüler 
Galileis  Kiirfiekfiihren  müfate,  wenn  nur  nicht  zwei  Biiefe  existierten, 
die  im  Jahre  1645  an  ihn  gerichtet  waren,  und  in  denen  eine  plani- 
metrische  Definition  der  Eurve  ^  in  Bezug  auf  einen  Cylinder  zii 
lesen  ist  und  sogar  der  von  Casali  angewendete  Name.  Die  bezüg- 
lichen Briefe^)  wurden  von  Rom  aus  an  Torrieelli  von  F.  de  Verdus 
gesehrieben,  jenem  „gentilhome  honrdelois"  und  Herausgeber  der  be- 
rühmten Observations  sur  la  composiUon  des  mouvemeitts  et  sur  le 
moyen  de  trouver  Jes  touchardes  des  lignes  cov/ebes  von  Roberval;  von 
diesen  Briefen  ist  der  eine  vom  19.  Mai  1645  datiert,  der  andere  ist 
unbekannten  Datums,  ist  jedoch  früher  als  der  vorige  und  später  als 
ein  dritter  vom  15.  März  1645.  Der  wesentliche  Inhalt  derselben  ist 
übereinstimmend,  indem  sie  beide  „die  Beschreibung  einer  Linie,  die  in 
Frankreich  Ala  oder  Pteroide  genannt  wird",  enthalten,  die  de  Verdus 
„an  einem  der  letzten  Tage"  bekommen  hatte,  und  die  Anwendung 
der  Methode  der  Tangenten,  die  unter  dem  Namen  Roberval  geht, 
auf  dieselbe.  Daraus  geht  dann  hervor,  dafs  die  Erfindung  der  be- 
trachteten Kurve  sicherlich  nicht  Torrieelli  gebührt,  sondern  einem 
französischen  Mathematiker,  der  vielleicht  Roherval  gewesen  ist. 

Die  auf  einen  Cylinder  bezüglichen  Kurven  <5  scheinen  nicht  so- 
bald untersucht  zu  sein,  weder  in  Frankreich,  wo  sie  As^  Licht  er- 
blickten, noch  in  Italien,  wohin  sie  verpflanzt  waren,  noch  anderswo; 
indem  Ä.  de  Moivre  im  Jahre  1755  ihre  Konstruktion  in  der  Ebene 
fand^),  bemerkte  er  die  Ähnlichkeit  der  Gestalt  mit  dem  Folium 
Cartesii,  und  gab  auch  die  Quadratur  an.  Wir  glauben  nicht  irre  zu 
gehen,  wenn  wir  behaupten,  dafs  es  diese  Arbeit  des  berühmten  eng- 
lischen Mathematikers  ist,  der  man  das  Eindringen  derartiger  Kurven 
in  die  sonst  verbreiteten  Lehrbücher  verdankt;  wie  z.  B.  die  InsU- 
Mioni  anidiUche  ad  uso  deJla  giovenUi  italiana  von  D°*  Maria  Gaetana 
Agnesi  (I,  Mailand  1748,  S.  378—80  und  391—92),  die  Analyse  des 
lignes  cmwbes  algebrigiies  von  Gramer  (Oenf  1750,  S.  411)  und  die 
Instüutiones  analyticae  von  V.  Eicati  und  G.  Saladini  (Bononiae 
1765,  I,  S.  328). 

Die  stereometrische  Definition  der  Kurve  O,  die  Casali  mit  so 
grofser  Gelehrsamkeit  bearbeitet  hatte,  blieb  unbekannt  und  begraben  in 
den  Abhandlungen  der  Akademie  zu  Bologna,  bis  Tortolini  im  Jahre 
1860  es  für  nötig  erachtete,  die  Aufmerksamkeit  der  Gelehrten  wieder 

1)  Von  tb  TttBQiv,  dei-  Flügel. 

2)  Veröffentlicht  Eugleich  mit  anderen  von  B.  Boncompagni  im  Bullettino 
dd  Bibliografia  VIII,  1876. 

3)  S.  die  Bchon  citierte  Abh.  Ä  ready  dem-iplion  and  guadratwe  of  a 
eu/rve  of  IM  Mrd  m-der  resembUng  that  commoiUy  called  tfie  foHath  (Pbil.  trans. 
Kr.  346). 
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auf  die  Arbeit  des  liervoi-ragenden  Italieiieis  zu  lenken^),  veranlafst 
hierzu  durch  den  umstand,  dafs  von  A.  Quetelet  im  Jahi-e  1819  diese 
selbe  Definition  wieder  gefunden  war;  sie  ist  in  der  That  der  Kern  der 
DissertaUo  de  guümsdmn  locis  geomeiricis  (Gent.),  wo  die  Kurven  ^ 
Fokalen^  oder  reguläre  Fokalen  genannt  werden,  jenachdem  sie 
sich  auf  einen  Kegel  oder  Cylinder  beziehen.  Die  Quetelet'sche  Inaugural- 
Dissertation  wurde  der  Ausgai^punkt  der  Dandelinscten  Unter- 
suchungen {Memoire  sw  qttelques  proprietes  remarguables  de  la  foccde 
parabotique,  Mem,  de  Belgique  II,  1822),  der  von  E.  Külp  {De  mrva 
foeaU  regulari,  Mannheim  1823)  and  von  M.  Chasles  (Äp^gu  hislo- 
rique  Note  IV)  während  die  unzähligen  in  Prankreich  über  die  Kurve 
$  gemachten  Untersuchungen  gröfstenteüs  ihren  Ursprung  in  einer 
im  Jahre  1840  den  Lyceen  als  Preisaufgabe  gestellten  Frage  haben, 
die  1861  im  Examen  für  die  Zulassung  zur  Beole  normale  in  Paris 
wieder  vorgelegt  wurde*).  Es  ist  nicht  unsere  Absicht,  vollständige 
Angaben  hierüber  zu  machen,  bemerken  müssen  wü-  jedoch,  dafs  die 
ältesten  derselben  in  der  Note  von  Midy,  Siw  le  foUwm  de  Descartes 
(Nouv.  Ann.  III,  1849)  enthalten  sind*),  und  dafs  die  erste  Arbeit,  ia 
welcher  sich  der  heute  allgemeüie  Name  Strophoide  findet  (von 
etprfq^og,  Wendung,  Drehung),  der  für  die  Kune  0  angenommen  ist^), 
die  mit  dem  Titel  La  sirophoide  in  den  Nouv.  Ann.  V,  1846  ist,  die 
man  Montucci  verdankt  und  die  irrtümlicher  Weise  G.  Ritt  zuge- 
sehrieben wird.  —  Femer  wurde  die  reguHre  Fokale  oder  gerade 
Strophoide  (so  genannt  zum  Unterschiede  von  der  allgemeiueren 
schiefen  Strophoide)  neuerdings  von  anderen  erforscht  und  zwai- 
von  Lehmus,  der  sie  ihrer  Gestalt  wegen  Kukumaeide  nannte'*), 
von  Booth,  der  wegen  ihrer  Beziehungen  zu  den  Logarithmen  und 
zum  Kreise  sie  mit  dem  Namen  Logoeyklika  belegte''),   und  von 

1)  8.  die   bibliograpHsclie  Revue  Sulla  CWi)a  logoctcUca  (Ann.  di  Mat,  III). 

2)  Andere  gebrauclien  den  Namen  Focales  ä  noeod. 

3)  Der  Wortlaut  derselben  ist ;  Gegeben  eine  unendlicte  Mannigfaltigkeit  homo- 
focalerKegeleehnitteund  ein  Punkt  ihrer  Ebene;  gefragt  wird  1)  welcbeaist  dergeo- 
metriscbe  Ort  der  Berübrungspunlcte  der  von  diesem  Punkte  an  die  genannten  Kur- 
ven gezogenen  Tangenten;  2)  welches  ist  der  geometri sehe  Ort  der Pufepunktc  der 
von  dem  gegebenen  Punkte  eu  den  Kurven  gezogenen  Normalen;  3)  welches  ist  der 
Ort  der  Pufapnnttc  der  Senkrechten,  die  von  deni  gegebenen  Punkte  auf  seine  Po- 
laren in  Beaug  auf  die  gegebenen  Kegelschnitte  gefäÜt  werden.      . — 

4)  Daselbst  ist  die  Kurve  durch  die  Gleichung  !/^*l/— r —  definiert, 
ähnlich  der  Gleichung  y=^x\/-   vä"   ^"^  "^  Folium  Carteaii, 

5)  S.  Intertnediaire  IV,  1897,  S.  87. 

0)  Aufgaben  aus  dei-M}wrmMaaiemaUk,Beria.lM2,  3. 120,  DerKameKuku- 
maeide  war  aber  bereits  von  Uhlhorn,  {Entdechungen  in  dm-  höheren  Geometrie, 
Oldenbui-g,  1809,  S.  67)  an  die  Kurve   l(x--\-ay-^y^m'  =  a'y'  vergeben  worden. 

1)  On  the  logocyclie  cwrve  anä  {he  geometri^al  origine  of  loga/i'ithmes  (Quart. 
Joum.  II,  1858),   Vgl.  A  PreaUse  on  sotm  mw  geometi-ical  methods  I  (London  1877). 
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ßummer,  der  an  ihr  viele  Eigenschaften  entdeckte,  die  mit  dem  Be- 
griffe der  harmonisclien  Gruppe  zubammenlidngeii  iinil  sie  deswegen 
als  harmonische  Kurve  hezeichnete^) 

37.  Die  Gleichung  dei  schiefen  oder  gpiaden  Stiophoide  wird 
leicht  abgeleitet,  wenn  man  sich  dei  zuletzt  in  Ni  35  dargelegti»n 
Definition  bedient.  Bezeichnet  man  den  Winkel  pq  mit  a,  nimmt  A 
als  Pol,  q  als  Polar-Äxe,  so  eigiebt  sich  aus  dem  Dreiecke  ATD, 
wenn  AD  =  a  gesetzt  wiid 

a  __    AP  ^  BP^ 

daher  AP—  --5-l^lL^  n P  —      *  ^'" '^    ■ 

und  da  nach  der  Konstruktion  die  Radien  vectoren  der  Punlite  M^ 
»Uli  -M,  gleich  AF  +  DP  lind,  so  folgt,  ilals 


die  Polargleichung  der   schiefen  Strophoide  ist^).     Wenn  k  =  --,  so 


welche  Gleichungen  die  gerade  Sti'ophoide  darstellen,  Gehen  wir  zu 
kartesischen  Koordinaten  Über,  so  verwandelt  sich  (1)  in  eine  Glei- 
chung vierten  Grades  in  x  und  y,  aus  welcher  sich  jedoch  der  Faktor 
a; .  sin  a  —  y  ■  cos  a   abscheidet.     Nach  Wegsehaffiing  desselben   bleibt 

{x^-\-y^)(xsiRa-^yco3a  —  2aa'ma)-}-a^{xBia.a  —  y<iQ8K)  =  0   (3) 

als  Gleichung  der  schiefen  Strophoide,  und  demnach 

(x^  +  f)  {x  —  2a)  +  a^x  =  0,  oder  y  =  ±  (x  —  «)]/-^^    (4) 

als  Gleichung  der  geraden  Strophoide,  deren  Asymptote  die  Gerade 
X  =  2a  ist.  In  beiden  Fällen  ist  die  Strophoide  eine  cirkiilare  Kurve 
dritt«p  Ordnung,  die  durcli  den  Punkt  A  gelit,  und  wenn  j 
symmetrisch  in  Bezug  auf  die  Gerade  q.  Verlegen  wir  den  j 
nach  dem  Punkte  D,  setzen  also  x  — ■  a  =  x'  und  zur  Abkürzung 
cotg«==y,  so  werden  (3)  und  (4)  in  die  folgenden  übergehen: 

{x  ']-yy){x'^ -\-y^ -\-a{x^ —  2-yx'y  —  y^)=0     .     .     (5) 

x'{x'^-{-y^)-\-a{x'^  —  y')^0 (6) 

Diese  Gleichungen  zeigen,  dafs  die  Strophoide,  die  gerade  sowie  die 

1)  Nene  Sät^e  über  eine  krumme  Linie  mit  vorsugsineise  geometriseher  Ab- 
leitung (Heidelberg  1868), 


y  Google 


Achtes  Kapitel:  Die  Pokale  von  Qnetelet  oder  sctiefe  Stropkoide  ete.      63 

schiefe,  D  zum  Doppelpunkt  hat,  und  dafs  die  zugehörigen  Tangeuten 
zu  einander  senkrecht  stehen.  Nehmen  wir  diese  als  neue  Äxen,  so 
nimmt  die  Kurven gleichung  folgende  Gestalt  an: 

(ax-\-hy){x'  +  f)  —  cxy^O (7) 

Set/.t  mau  dagegen  in  (6)  x'  =  ^^~-,    y  =  -~/-=^,   so  erhalt  man 


2-|/2((|ij  = 


welche  Gleichung  von  De  Moivre  wegen  ihrer  Analogie  mit  der  des 
Folium  Cai'tesii  (vgl.  Nr.  33)  hervorgehoben  wurde.  Mit  Benutzung  von 
(5)  erkennt  man,  daCs  die  Koordinaten  des  singuläien  Brennpunktes 
der  Strophoide  (Schnittpunkt  der  Tangenten  in  den  Kreispimkten)  sind 

, 1  —  y  y(l  —  y) 

^    ~  ~  "^  1  +  y"  y—"'     1  +  y5    ■ 

Kombinieren  wir  dagegen  die  Gleichung  (7)  mit  y^=lx,  so  finden  wir 

(«  +  öi)(l  +  i')'  y        («4-6i)(i  +  i^    ■     ■     ■     W 

als  parametrische  Darstellung  der  Kurve,  die  für  viele  Fälle  sehr 
nützlich  ist,  und  von  welcher  wir  alsbald  eine  Anwendung  machen 
werden.  Aus  (9)  ergiebt  sich  als  Bedingung  für  die  Kollinearität  der 
drei  Pnnkte  («),  iß),  (y) 

a'\-h-a^y  =  0, (10) 

während    die   Bedingung    der   Koncyklität   der   vier   Punkte   («),((?), 

W.W»'  a'^h<:ß,il-0 (11) 

Darans  ergiebt  sich,  dal's,  wenn  der  Krümm ungekr eis  ira  Punkte  (ce) 
die .  Kurve  in  {a^  schneidet,  sein  wird 

Ist  daher  (%  gegeben,  so  bleiben  die  drei  Punkte  («'),  (ß"),  («'")  be- 
stimmt durch 


'V^-, 


wo  £  eine  imaginäre  dritte  Wurzel  von  1  ist;  da  nun  hieraus  folgt,  dafs 

so  erhalten  wu-  schlierslich  folgenden  Lehrsatz:  Durch  jeden  Punkt 
der  Strophoide  geliea  drei  Kreise,  die  sie  anderswo  oskulieren;  die 
Oskulatiouspnnkte  derselben  liegen  auf  einem  Kreise,  der  durch  jenen 

1)  Unter  den  schiefen  Strophoiden  ist  wegen  der  Anweaduug  auf  die  Kreis- 
teüimg  diejenige  besonders  bemerkenswert,  bei  weither  «  =^  -  - ;  vgl.  den  Artikel 
Freeths  Nephroid  (Proc.  of  the  L.  M.  S.  X,  1879), 
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Pnnkt  geht.  Kennen  wir  nun  „den  einem  Punkte  («)  korrespon- 
dierenden Oekulationspunkt  der  Strophoide"  den  Schnittpunkt  (h^) 
derselben  mit  dem  Kreise,  -welcher  sie  in  (a)  oskuliert,  und  betrachten 
wir  Tier  koncyklisehe  Punkte  (si),(ß'),(y),(d)  und  die  korrespondieren- 
den Oskulationspunkte  («,),  (ß^,  (y^),  (dj,  so  bestehen  die  Grleichungen; 
a^=Pi(ß-yä,  ft3=()^ccVi,  a^^b^ß^ß^,  a^^-h^f^y^,  a^=^V-d^S^, 
woraus  durch  Elimination  von  aßyS  sich  ergiebt. 

welche  Gleichung  folgenden  Satz  ausdrückt:  Wenn  vier  Punkte  einer 
Stpophoide  einem  Kreise  angehören,  so  trifft  dasselbe  zu  füv  die 
korrespondierenden  Oskulationspunkte. 

38.  Will  man  die  Untersuchung  auf  die  gerade  Strophoide  be- 
schränken, so  bedient  man  sich  zweckmäCaig  der  Gleichung  (2).  Diese 
liefert  als  Ausdruck  für  die  Radien  vectoren  zweier  konjugierter 
(d.  h.  auf  derselben  Ton  A  ausgehenden  Geraden  gelegener)  Punkte 

AM,  =  «^^-,         ^-^3  =  »^^or^"  ' 
daraus  folgt:  AM,  ■  AM^  =  a\ 

und  demnach:  Die  gerade  Strophoide  wird  vermittelst  Transformation 
durch  reziproke  Radien  mit  A  als  Pol  und  a^  als  Potenz  in  sich 
seihst  verwandelt.  Beachtet  man  ferner,  dafs  0P  =  — — ,  so  er- 
kennt man,  dafs  folgende  elegante  Beziehung  besteht: 

ÄM^  ^  AM,        AP 
Seien   nun   Sj  und  s„    die   polare    Subtangente   und    Subnoi-male   der 
LogocycUea,  so  hat  man 

s,  =  ffl(l  +  siu(o),         s,=  ffl^y^.     .     .     .     (12) 

Der  ei-ste  dieser  beiden  Ausdi-üeke  zeigt,  dafs  die  Gleichung  des  Ortes 
der  Endpunkte  der  polaren  Subtangenten  lautet 

?  =  «(1  +  sinra), 
und  dieser  ist  daher  eine  Kardioide  (vgl.  Abschn.  III,  Kap.  7);  hin- 
gegen   der   Ort    der   Endpunkte    der    polaren   Subnormalen    hat   die 
Gleichung 

(f  =  »^ — ,       oder  — 3  +  --  =  1 , 

und  besteht  daher  aus  zwei  Parabeln.  Bezeichnet  man  nun  mit  s't,  s'i 
die  polaren  Subtangenten  in  zwei  konjugierten  Punkten,  und  mit  s'„,  s'^ 
die  entsprechenden  Subnormalen,  so  hat  man  wegen  (12) 
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durch  Einfaclilieit  und  Eleganz  bemerkenswerte  Beziehungen  &!'']<  huug 
(2)  führt  zu  folgender  neuen  parametri sehen  Daistellung 

^  =  ö(l  + Costa),         ^^a"'""^^^^^^^"'"'  .     .     .     {16) 

die  man  dadurch  vereinfachen  kann,  dafs  man  die  doppelten  Vor- 
zeichen unterdrückt,  indem  man  z.  B.  nur  die  unteren  beibehält;  dann 
ist  die  allgemeine  Gleichung  der  Tangente: 

[1  —  (1  -j-  cos^  m)  sin  ta]  X  -|~  cos*  c3  ■  y  —  a(l  —  sin  <oy  =  0 .  ^) 
Die  Tangenten  ui  zwei  konjugierten  Punkten  schneiden  sich  im  Punkte 

X  =  (( (1  -j-  sin^  (d),         y  =  a  — - ; 
der  Ort  der  Schnittpunkte  hat  die  Gleichung: 

und  ist  daher  eine  Cissoide  des  Diokles.  Hingegen  ist  der  Ort  der 
Schnittpunkte  der  Normalen  in  zwei  konjugierten  Punkten  eine  Parabel. 
Aus  der  Gleichung  der  Tangente  ergiebt  sich,  wenn  man  mit  ty,  t^ 
die  Längen  der  Tangenten  in  zwei  konjugierten  Punkten  bis  zur 
Asymptote,  und  mit  \,}i^  die  Abstände  der  Tangenten  selbst  Ton  Ä 
bezeichnet,  dafs 

1  ^  C03  to        '         ^    '  1-^  cos'  (a ' 

und  daher  t^i^  ■  \}i^  =^  tt*. 

Führen  wir  die  hyperbolischen  Funktionen  ein,  indem  wir  setzen 

tg  Y  =  S^g  I ,    oder    (5o§  m  =  eec  co ,   ©in  m  =  tg  ra , 
so  verwandelt  sich  (2)  in  folgende  Gleichung 

Q  =  a{aoäu±Binu), (14) 

die  sieh  in  hervorragender  Weise  dazu  eignet,  durch  ein  gleichförmiges 
und  elegantes  Reehnungs-Verfahren  alle  Eigenschaften  der  betrachteten 
Kurve  aufzustellen^). 

39.  Die  Quadratur  der  geraden  Strophoide  kann  leicht  mit  Hilfe 
der  Gl.  (4)  ausgeführt  werden;  man  findet  so,  dafs  die  Fläche  der  Schleife 
gleich  a^  —  -j  31«^  ist,  während  die  Fläche  zwischen  den  unendlichen 
Zweigen  und  der  Asymptote  gleich  a^  -| — j-  ist.  Nicht  schwieriger 
ist  die  Bestimmung  des  Schwerpunktes  des  durch  Rotation  der  Schleife 

1)  Betreffs  Konstruition  der  Tangente  nach  der  Methode  von  Eoberval 
s.  A.  Saint-Geriaain,  Jlemieil  (Vexereises  mr  la  mecanigue  rationelle  (3.  Aufl. 
Paria  1889)  S,  166, 

2)  S,  Kap.  III  dea  Werkchena  von  8.  Günther,  Pa/i'ahoUsche  Logarithmen 
wwd  parabolische  Tiigommetrie  (Leipzig  1882). 

Locin,  Ebene  Kurven.  5 
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um  ilire  Symmetrieaxe  erzeugten  Körpers^).  Die  Rektifikation  der 
Strophoide  hingegen  erfordert  elliptische  Integrale  (ygl.  Nr.  20),  und 
Booth  hat  gezeigt,  dafs  jeder  belieljige  Bogen  der  Logocyklika  gleich 
der  Summe  eines  Bogens  der  gleichseitigen  Hyperbel  und  dem  einer 
Leniniskate  ist,  oder  auch  gleich  der  Summe  eines  Ellipsenbogens, 
eines  Hyperbelbogens  und  einer  Geraden  ist^.  Sehr  zahlreich  sind 
die  geometrischen  Fragen,  hei  denen  die  Strophoide  auftritt,  z.  B.  ist 
sie  die  FufspunktkurTe  einer  Parabel  in  Bezug  auf  den  Schnittpunkt 
der  Direktrix  mit  der  A:?:©');  zwei  Briefe  von  G.  Ä.  Kinner  und 
Chr.  Huygens  vom  18.  Juli  und  9.  Aug.  1653  zeigen,  dafs  sie  eine 
Duplikatrix-  und  eine  Sektrix-Kurve  ist*);  des  weiteren  bildet  diese 
Kuj've  die  Lösung  eines  Problems  aus  der  geometrischen  Optik^), 
schliefelidi  trifft  man  auf  sie  in  Fragen  der  deskriptiven  Geometrie^). 
Zahlreich  sind  femer  die  Methoden,  die  zu  ihrer  Erzeugung 
angegeben  sind.  Wir  führen  z.  B.  diejenige  au,  auf  Grund  deren 
die  gerade  Strophoide  sich  als  eine  Cissoide  (s.  Nr.  29)  abgeleitet 
aus  einer  Geraden  und  einem  Kreise  darstellt');  wir  erinnern  an  jene 
Stelle,  wo  die  gerade  Strophoide  als  Hüllkurve  von  Kreisen  erscheint, 
deren  Mittelpunkte  C  auf  der  Parabel  y^  =  4«(a  —  x)  liegen  und 
deren  Radien  ausgedrückt  werden  durch  ~^C0'^  — ~<^ ,  und  verweilen 
Schliefelich  nur  kurz  hei  einer,  die  mit  dem  Namen  zweier  bedeuten- 
der Geometer  verknüpft  ist. 

L.  J.  Magnus  bat  in  seiner  Sammlung  von  Aufgaben  und  Lehr- 
sätzen aus  der  analytischen  Geometne  (Berlin  1833)  S,  265  folgende 
Aufgabe  behandelt:  „Gegeben  drei  Punkte  A,  B,  C,  man  suche  den 
Ort  der  Punkte  P  derart,  dafs  die  Winkel  APB,  APC  einander 
gleich  sind."     Magnus  fand  die  Gleichung  dieses  Oites  und  zeichnete 


1)  S.  Saint  Germain  (op.  cit.  Note  14j,  '^  41 

2)  S.  aucli  8.  Giintter,  Note  mr  In  logoeyütqiie  om  stiophoide  i^M.itln,&i6  I 
1881);  P.Mansion,  Longuear  de  la  "bouche  de  ia  logocyelique  ou  st>ophoide  (Da« 
VI,  1886);  E.  Ceeäro,  Elenienti  di  caleoh  mfinttesmale  (Neapel  1899)  S  317 

3)  Wir  überlaaaen  es  dem  jungen  Leser,  dipsen  bata  zu  beweisen 

4)  Oewores  de Hvygensl,  8.  236;  vgl.  G,  Loria,  La  stivphoiäe  est  wne  sectnce 
ei  ime  duplicatrice  (MaÜiesis  H,  Ser.  VIII,  1898). 

5)  „Gegeben  in  einer  Ebene  ein  leuchtender  Punkt  Ä  und  ein  beobacbten- 
des  Auge  in  B;  ein  geradliniger  Spiegel  rotiert  in  dieser  Ebene  um  den  Punkt  A; 
für  jede  seiner  Li^en  giebt  es  einen  von  A  ausgebenden  Strahl,  welcher  durch 
iteflexion  an  diesem  durch  den  Pankt  S  bindnvchgeht;  welcbea  ist  der  Ort  der 
Incidenapunkte?"  E.  Sang,  On  ike  CMiTiea  proditced  hy  refiexion  frmi  a  polished 
revolvmg  straihgt  wire  (Edinbnrgb  Trans,  SXYllI,  Teil  I,  1877);  G.  Loria,  IdentiU 
de  la  strophoide  avee  la  focale  ä  noeud,  son  uppUeativn  n  l'opUgiie  geomefricpie 
(Nonv,  Ann.  3.  Ser.  SVI,  189*7). 

6)  La  Gonrnerie,  Traue  de  geomettie  desoriptive.  3.  Aufi.  M.  Teil.  Paris 
1885,  S.  149—50. 

7)  Bellaochi,  Lezioni  ed  esercüi  di  algebra  comptementare,  B,  I  (Florenz 
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die  Figur;  jene  beweist  und  diese  bestätigt  uns,  dafs  derselbe  eine  im 
allgemeinen  schiefe  Strophoide  ist.  Diese  Thatsaclie  wurde  nur  zu- 
fällig ein  halbes  Jahrhundert  später  bekannt,  als  0.  Hermes  der 
ausführlicheren  Untersuchung  der  Magnusschen  Kurve  eine  Abhand- 
lung ■widmete^);  P.  H.  Schonte^)  hob  dann  kurz  darauf  heiTor,  dafs 
sie  eine  Btrophoide  sei  und  femer  machte  er  die  Bemerkung,  dafs  der 
Ton  "Magnus  untersuchte  Ort  ein  Spezialfall  eines  von  Steiner  mit 
folgenden  Worten  de&iierten  seit  „Sind  in  einer  Ebene  zwei  begrenzte 
Geraden  AB  und  CD  in  beliebiger  fester  Lage  gegeben,  so  besteht 
der  Ort  desjenigen  Punktes^  aus  welchem  dieselben  unter  gleichen 
(oder  auch  unter  Winkeln,  die  zwei  Rechte  betragen)  gesehen  werden, 
aus  zwei  Kurven  dritten  Grades.  Beide  Kurven  gehen  durch  die  vier 
Endpunkte  der  gegebenen  Geraden  sowie  durch  ihren  gegenseitigen 
Schnittpunkt,  Femer  haben  die  Kurven  diejenigen  zwei  Punkte  ge- 
mein, aus  welchen  beide  Geraden  unter  rechten  Winkeln  erscheinen. 
Die  zwei  übrigen  gemeinschaftlichen  Punkte  der  Kurven  sind  imaginär 
und  liegen  auf  der  unendlich  entfernten  Geraden"^).  Es  möge  noch 
angeführt  worden,  dafs  dieselbe  Erzeugungsart  der  Strophoide,  welche 
die  Magnussche  Aufgabe  in  sich  schliefst,  von  Cazamian*)  im  Jahre 
1893  wieder  aufgefunden  wurde,  der  sie  auch  bemerkenswerten  Um- 
formungen unterzog. 


Neuntes  Kapitel. 
Verallgemeinerungen  der  Strophoide. 

iO.  Eiziige  Eigenschaften  der  geraden  Strophoide,  die  wir  in  Nr.  38 
teils  bewiesen,  teils  ausgesprochen  haben,  kommen  viel  allgemeineren 
Kurven  zu,  die  unabhängig  von  einander  von  drei  Autoren,  nämlich 
Bretschneider*'),  E-osenstock^)  und  Audreasi')  imtersucht  wurden. 
Wir  wollen  sie  der  Kürze  halber  Panstrophoiden  nennen  und  zu- 
nächst folgende  Definition  von  ihnen  geben:  „Wir  betrachten  (Taf.  II, 
Fig.  9)  ein  KreisbÜsehel  mit  den  Grundpunkten  S  und  C,  die  reell 
oder  konjugiert  imaginär  sein  können,  und  ein  Strahlenbüschel,  das 


1)  Über  eine  gewisse  Km-ve  des  dritten  Graues  (Grelles  Joum.  XCVn,  1884). 

2)  Bemerhmg  aMäfslich  des  Aufsatzes  von  Herrn  0.  Ea'mes  (Das.  XCIS, 
1886). 

3)  CreUes  Joui-n.  XLV;  ebenfaUa  Steiners  Werke  H.  (Berlin  1884)  S.  487. 

4)  Sur  im  Heu  giomä^-i^e  et  ses  a^pUeations  fNouv.  ann.  3«  Serie,  XII,  1893). 
Ygl.  auch  (lie  Bemerlningen  von  Valclös,  fite'  la  strophoide  (Das.  XIII,  1894). 

6)  Die  ha/i-momschen  Pola/rkurven  (Archiv  L,  1869), 

6)  Über  eine  Gruppe  ehenei'  Kwven  dritter  Ordmmg  (Programm  Gotha,  1886). 

7)  Studio  analitieo  delle  f^-e  cubiehe  deliche  (Qiom.  di  Mat.  XXX,  1893). 


y  Google 


68  il-  Abschnitt;  Kurven  dritter  Ordnung. 

zum  Scheitelpunkt  einen  Punkt  A  der  Geraden  hat,  die  dei-  Ort  der 
Mittelpunkte  der  Kreise  des  Büschels  ist;  der  Ort  der  Punkte,  in 
welchen  die  Geraden  des  Büschels  von  den  Kreisen  des  Büschels 
berührt  werden,  ist  eine  Panstrophoide."  Indem  jeder  von  Ä  aus- 
gehende Strahl  r  von  zwei  durch  B  und  0  gehenden  Kreisen  berührt 
wird,  giebt  os  auf  jetler  von  Ä  ausgehenden  Geraden  zwei  Punkte 
der  Panstrophoido  M^  und  M^;  sie  heifsen  korrespondierende 
Punkte  der  Kurve.  Sei  L  der  Schnittpunkt  der  Geraden  r  mit  BC; 
es  ist  klar,  dafa  in  dem  Spezialfälle,  wenn  B  und  C  zu sanimenf allen, 
die  Strecken  LM^  und  LM^  beide  gleich  LB  werden,  und  dann 
haben  wir  wieder  die  gewöhnliehe  Definition  der  geraden  Strophoide.  ^) 
Um  die  Gleichung  der  Panatrophoiden  zu  finden,  nehmen  wir 
die  Gerade  BC  (die  immer  reell  ist)  als  j/-Axe,  und  als  x-Ase  den  Ort 
der  Mittelpunkte  der  Kreise  des  Büschels.  Wenn  —  g  die  Ahscisse 
des  Punktes  Ä  ist  und  h  (eine  reelle  oder  rein  imaginäre  GröCse)  der 
absolute  Wert  von  jBC  ist,  so  lauten  die  Gleichungen  eines  Kreises 
und  einer  Geraden  der  betrachteten  Büschel 

fl;2  _  2cfl;  + 1/«  —  ^^  =  0     .     .     (1)  y^X{x-\-y)    .     .     (2) 

Da  nun  die  Bedingung  der  Berührung  zwischen  den  so  dai-gestellten 
Linien  lautet 

<,>  +  i>_i'(j>  +  2<!i,-i>), (3) 

so  ist  die  Gleichung  der  betreffenden  Panstrophoide  das  Kesultat  der 
Elimination  von  c  und  l  aus  den  Gleichungen  (1),  (2),  (3),  und  demnach 

^{^'  +  f')  +  o{^'~ii')^^'H'>'  +  y)  =  o   ...    (4) 

Die  Form  dieser  Gleichung  zeigt,  dafs  die  Panstrophoiden  cirkulare 
Kurven  dritter  Ordnung  und  symmetrisch  in  Bezug  auf  eine  Axe  sind; 
sie  beweist  femer,  dafs  eine  solche  Kurve  durch  die  Punkte  A,  B 
und  C  geht,  ebenso  auch  durch  die  Punkte  der  Abscissenase,  die  die 
Ahscissen  +  ik  haben  (reell,  wenn  B  und  C  imagirüir  sind  und  um- 
gekehrt).    Schreiben  wir  Gleichung  (4)  wie  folgt 


^yh+vM 


+  k'} 


so  sieht  man,  dals  die  Gerade  x  =  g  eine  Wende  asymptote  ist.  Wenn 
h^  >  0,  so  besteht  die  Panstrophoide  aus  einem  Schlaagenzugc  (s,  die 
Figur),  wenn  h^  =  0,  ist  der  Anfangspunkt  ein  Doppelpunkt,  wenn 
endlich  ft^  <  0,  besteht  sie  aus  einem  Oval  und  einem  Schlangenzuge. 
Auch  zwei  Grenzfälle  woRen  wir  anführen;  wenn  ff  =^  0,  so  zerfällt 
die  Kurve  in  die  Gerade  x  ^  0  und  den  Kreis  x^  -\~  y^  -^  h^  =  0; 
wenn  aber  ^  =  oo,  so  besteht  sie  aus  der  unendlich  fernen  Geraden 
und  der  Hyperbel  x^  —  »/*  -|-  Ä^  =  0. 


1)  Bretsolmeider  nannte  si9  harmonische  Sohli 
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COB« 

3  +  Vö^dn'^-Fc. 

«"(0 

,     und  daher 

yg^sm^io  —  k^cos^o) 
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Verlegen  vir  den  Koordinatenanfang  nach  A,  ao  wird  Gleichung  (4) 
i/  {2g  —  x)  =  x(k^  -\-  g^  +  9?  —  2gx) 
«nd,  wenn  wir  zu  Polarkoordinaten  ühergehen: 

p^  ■  cos  c}  —  2g(i  -\-  (ß^  -^  Ic^)  coB  o  ='  0. 
Nennen  wir   die   Eadien   zweier   kori'espondierenden  Punkte   3/^ 
und   3/^,    pi   imd  pg,   und  L    den    Schnitt   von   M^M^  mit  J?(7,    so 
hahen  wir 

AM,  =  pi  = 

^Jfä  =  Pä  = 

iMj  =  ^üfa  -  ^i  =  ''"   '""   co7^"'   ''"—  =  ^i  ~  ^  ATi . 

L  ist  aber  der  Mittelpunkt  von  M^M^;  die  Gerade  BC  ist  somit 
der  Ort  der  Mittelpunkte  der  Sehnen,  die  dupch  ein  Paar  Uorrespon- 
diepender  Punkte  begrenzt  werden.    Dieser  Satz  kann  übrigens  leicht 

3 wiesen  werden. 

.  wir  noch,  ohne  es  zu  beweisen,  dafs  die  Normalen  in 
zwei  beliebigen  korrespondierenden  Punkten  sich  in  einem  Punkte 
treffen,  deren  geometrischer  Ort  die  Parabel  i^^  +  igx  =  0  ist,  dafs 
die  absolute  Invariante  der  Kurve  (s.  Nr.  12)  gleich  -,■.  ist,  und 
dafs  die  Kurve  in  endlicher  Entfernung  acht  Wendepunkte  hat,  die  zu 
je  zweien  auf  vier  Parallelen  zur  ?/-Axe  liegen,  deren  Äbscissen  ein 
aequianharmonisches  Verhältnis  bilden. 

41.  Andere  Verallgemeinerungen  der  geraden  Strophoide  sind 
die  Kurven  mit  der  allgemeinen  öleichung^): 

(x  +  y}{x'-^2hx,+f)  =  2a+lt)«xr,  .  .  ■  (6) 
setzen  wir  darin  k  =  0,  so  erhalten  wir  die  Gleichung  der  Logocyklika, 
für  /c  =  -|  dagegen  erhalten  wir  die  des  Polium  Cartesii. 

Mehr  geometrisch  ist  folgende  Verallgemeinerur^  ^) :  Gegeben  in 
einer  Ebene  zwei  Punkte  0  und  Ä,  sowie  eine  Gerade  r;  M  sei  ein 
beliebiger  Punkt  derselben.  Man  ziehe  die  Gerade  OM  und  nehme 
auf  dieser  zwei  Punkte  P,  P'  so,  dafs  Jlf  P  =  MF'  =  MÄ  ist.  Der 
Ort  der  Punkte  FP'  ist  immer  eine  Kurve  dritter  Ordnung,  die  durch 
ihren  eigenen  singularen  Brennpunkt  hindiu-eh  geht;  sie  ist  eine 
(gerade  oder  schiefe)  Strophoide,  wenn  die  Gerade  r  durch  A  geht, 
andernfalls  eine  strophoidale  Kurve  dritter  Ordnung,  welche  auf 

1)  Cesilro,  MemenU  di  calcolo  mfiiHtmmah  (Neapel  1899)  S.  171. 

2)  Lagrange,  Sttr  les  ciibig^ues  strophoidales  (Nouv.  Ann.  de  Mathöm. 
3.  Ser.  XIX,  1900). 
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unendlicb  viele  Weisen  als  der  Ort  der  Breimpimkte  einer  Kegel sclinitt- 
Bcliar  betrachtet  werden  kann. 

Von  ganz  anderer  Natur  ist  die  von  Picquet^)  in  folgendem 
Orfcs-Probleni  angegeliene  YeraUgemeinerang:  „Gegeben  ein  Kegelschnitt 
r  und  eine  feste  Tangente  a  desselben  mit  den  Punkten  M  und  IV, 
femer  ein  dritter  fester  Punkt  0  auf  T  (s.  Taf  II,  Fig.  10).  Man 
betrachte  eine  beliebige  Tangent«  t  der  Kurve  und  nenne  u  die  Gerade, 
welche  den  Punkt  0  mit  dem  harmonisch  konjugiei-ten  C  des  Punktes 
C^at  in  Bezug  auf  das  Paar  MN  verbindet;  man  finde  den  Ort  des 
Punktes  tu  s^  P."  Es  ist  klar,  dafs  dieser  Ort  durch  eine  Projektivität 
erzeugt  wird,  die  zwischen  dem  Strahlenhüsehel  mit  dem  Seheitel  0 
und  dem  Büschel  der  Tangenten  des  Kegelschnitts  F  besteht.  Der 
Ort  selbst  ist  demnach  eine  Kurve  dritter  Ordnung,  die  0  als  Doppel- 
punkt bat.  Picquet  bat  bemerkt,  dafs  sie  die  Projettion  der  FuTs- 
punktkurve  einer  Parabel  in  Bezug  auf  einen  Punkt  der  Leitlinie  ist. 
Noch  weiter  gehen  zwei  VeraDgemeinerungen ,  die  wir  hier  an- 
führen wollen.  Die  eine  wurde  von  Barbarin  in  der  Bevue  de  mathe- 
matiques  speciales,  1894  angegeben  und  ist  im  Grunde  genommen 
eine  Methode,  aus  einer  Kurve  unzählige  andere  abzuleiten.  Er  nimmt 
eine  beliebige  Kurve  F  als  gegeben  iind  zwei  Pimkte  0'  und  0"  in 
deren  Ebene.  Man  greife  einen  beliebigen  Punkt  M  von  F  heraus, 
Terbindo  ihn  mit  0'  und  schneide  die  Verbindungslinie  mit  dem  Kreise, 
dessen  Centrum  M  ist  und  dessen  Radius  MO".  Der  Ort  der  Schnitt- 
punktepaare ist  eine  Kurve,  welche  die  Strophoidale  von  F  heifst^). 
De  Longchamps  zeigte,  wie  man  die  Tangente  derselben  kon- 
struieren kann'). 

Die  andere  rühi-t  von  W.W.Johnson  her*).  Er  betrachtete 
den  Ort  der  Punkte  P,  in  denen  sieh  zwei  Gerade  schneiden,  die  imi 
zwei  feste  Punkte  A  und  B  sich  drehen  in  der  Art,  dafs,  wenn  fp 
und  iji  die  von  FA  und  PB  mit  AB  gebildeten  Winkel  sind  und  k 
ein  gegebener  Winkel,  man  beständig  hat 

nip  +-mip  =  a (7) 

Die  GrÖfsen  n  und  m  kann  man  als  beliebig  annehmen,  wül  man  je- 
doch eine  algebraische  Km-ve  erhalten,  so  mufs  man  sie  als  kom- 
mensurabel annehmen;  demnach  kann  man  sie  ganzzahlig  und  relativ 
prim  annehmen.  Unter  dieser  Voraussetzung  wollen  wir  den  Ort  der 
Punkte  P  als  allgemeine  Sfrophoide  bezeichnen.     Um  ihre  Glei- 

1)  Gionärie  anaiytique  (Paris)  S.  6&2. 

2)  Wenn  F  eine  Gerade  ist,  bo  erhält  man  wiedevurn  die  Lagrangcache 
Erzeugung  der  strophoidalen  Kurven  (s.  oben). 

3)  Sm  Jes  stropJtoidcOes  (MatteBis  2.  Serie,  IV,  1894). 

4)  The  sU-ophoides  {Am.  Joum.  Hl,  1881).  Vgl.  auch  A  note  on  the  stro- 
phoiäes  (J.  Hopkins  TJnivergity  Circulars  II,  1883),  wo  E,  Barnes  auf  die  Eurven 
JohnsoaB  die  Quatemionen  anwendet. 
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chimg  zit  erhalten,  nehmen  wir  Ä  als  Anfangspankt,  AB  als  x-Ase 
eines  rechtwinkligen  Koordinatensystems  und  setzen  femer 

^B  =  «.;     («  +  *»"  =  Z„  +  ir„,     C^^^ -\- iyr  ^  XL  +  iYU 

X  -{-  iy  =  ee''!',  a'^^^  -\~  iy  ^=  pe'^; 

dann  haben  wir 

x„  +  i  r„  =  6«  ■  e'"";     x;  +  i  r;  =  ,0™  ■  e±""v, 

oder  mit  der  Benutzung  der  Gleichung  (7) 

(X.  +  i  rj  {X.  +  i  T.)  -  (,««•  ^  e'" 
oder  auch 

(x„x;+  5;r;)  +  i(y;x;  ±  x„r™)  =  ^'"«-(cos«  +  ^  sin«). 

Diese  Gleichung  zerfäUt  in  die  zwei 

x„x;  +  r„  r;  =  p™««  -  cos «;     r„x;  +  x„  r;  =  p-e"  sin  «. 

Eliminiert  man  aus  diesen  p'"e",  so  erhält  man  schliefslich 

(x„x;±r„r;)  — cotK(r„x;  +  z„r;)  =  o.  .   .   (8) 

Diese  Gleichung  vom  Grade  {m  +  «)  ist  die  der  allgemeinen  Stro- 
phoideu.  Für  »w  =  1 ,  w  =  2 ,  imd  wenn  man  das  Minus-Zeichen  nimmt, 
erhält  man  die  schiefe  Sta-ophoide,  die  also  die  hemeriiens werte  Eigen- 
schaft hesitzt,  die  durch  die  Beziehung  Si/i  —  qs  =  «  ausgedräckt 
wird.  Zum  Schlüsse  sei  bemerkt,  dafs  auch  die  storeometrische  Ur- 
deilnition  der  Strophoide  veraUgem einer t  wurde  und  zu  zwei  speziellen 
Kurven  vierter  Ordnung  führte  i). 


Zehntes  Kapitel. 
Die  Slusesche  Koiichoide. 

42.  Unter  den  speziellen  cirloilaren  Kurven  dritter  Ordnung 
giebt  es  eine,  die  der  Aufmerksamkeit  der  modernen  Geometer  ver- 
borgen blieb,  bis  zu  dem  Zeitpunkte,  in  welchem  der  Briefwechsel 
zwischen  E.  de  Sluse  und  C.  Huygens  veröffentlicht  wurde^.  "Wir 
■wollen  sie  die  Slusesche  Konchoide  nennen  und  folgendermafsen 
definieren:  „Es  sei  gegeben  ein  Punkt  0  (s.  Taf.  11,  Fig.  11),  eine 
Gerade  r  und  eine  Konstante  Is?,  man  ziehe  durch  0  einen  beliebigen 


1)  H.  B.  Neweon,  A  pair  ofcwves  of  &ie  fouiih  degree  and  Umr  application 
in  the  fheory  of  guaä/Hcs  (Am.  Journ.  XIV,  1892). 

a)  C,  Le  Paige,  Oorres^näance  de  S.  de  Slme  etc,  (Bulletiino  di  Biblio- 
graüa  ecc,  XVII,  I8S4).  Vgl.  6.  Loria,  Une  cmrbe  onbliee  (Math^eis  3,  Ser, 
Vn,  1397), 
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Strahl,  der  r  in  M  Bchneidet  und  trage  auf  OM  von  31  aus  iiaeh 
der  entgegengesetaten  Seite  als  wo  0  Kegt  eine  Strecke  MF  ah,  derart, 
dafs  OM-MP=]t^;  der  Ort  -von  P  ist  daun  eine  Slusesclie  Kon- 
choide"^.  Nehmen  wir  0  als  Pol,  das  von  0  auf  r  gefällte  Lot  als 
Polarase  und  bezeichnen  ■wir  lien  Abstand  des  Punktes  0  von  r  mit 
a,  so  haben  wir 

und  somit  lautet  die  Polargleichung  der  Kurve 

a  (p  cos  03  —  ffl)  =  fe^  cos^  & (1) 

Die  kartesische  Gleichung  hingegen  ist 

a(x^d)(x'  +  f)-kV (2) 

Wenn  man  die  Strecke  ^™  ^on  M  aus  nach  der  anderen  Seite  ab- 
tragen würde,  nach  0  hin  als  MF',  so  würde  man  die  Kurve  er- 
halten haben 

a(x  —  a)  (x^  -{-  y^)  =  —~  Wx^ (2') 

die  nicht  mehr  muschelähnliehe  Gestalt  hat,  die  wir  aber  dennoch  — 
vfegen  der  Ähnlichkeit  der  Gleichungen  — ■  Slusesehe  Konchoide  nennen 
wollen;  mit  anderen  Worten:  wir  wollen  die  Möglichkeit  zulassen, 
dafs  in  G-leichimg  (2)  fc*  negativ  sei. 

Um  eine  bequemere  Konstniktion  unserer  Kurve  au  erhalten,  be- 
trachten wir  den  Ort  der  Punkte  N  derart,  dafs  OM-  ON=k^,  wo 
0,  M.,  N  in  gerader  Linie  liegen  sollen.  Dieser  Ort  ist  der  Kreis  K,  der 
durch  den  Anfangspunkt  geht  und  als  Mittelpunkt  den  Punkt  C  ig-,  Ol 
hat;  wir  haben  dann  ON=MF  =  F' M-^  also:  „Gegeben  ein  Kreis  K, 
ein  Punkt  0  seiner  Peripherie  und  eine  Gerade  r,  die  parallel  läuft 
zur  Tangente  in  0;  man  ziehe  eine  heliebige  Gerade,  die  K  in  JV  und 
r  in  M  schneidet,  auf  dieser  Geraden  trage  man  von  M  aus  nach  0 
hin  (oder  auch  nach  der  entgegengesetzten  Seite)  die  Strecke  MF 
(oder  MF')  gleich  ON  ab;  der  Ort  der  Punkte  F  (oder  P'),  die  man 
so  erhält,  ist  eine  Slusesehe  Konchoide." 

0  ist  ein  Doppelpunkt  dieser  Kurve;  die  zugehörigen  Taugenten 
werden  zusammen  dargestellt  durch  die  Gleichung 

(d*  +  h^)  x^  +  a^y^  =  0, 
der  Punkt  ist  daher  ein  Knoten,  eine  Spitze  oder  isolierter  l'iüikt,  jeiiach- 
dem  Ä;^=  —  «^ 

1)  Brief  vom  6.  Oktober  1662  in  Oemres  de  Huygms  IV,  S.  247.  Der  oben 
deflnievten  Kurve  wird  Erwähnung  gethan  vom  Marquis  de  THÖpital  in  seiner 
Analyse  des  infiniineiii  petits  (S.  05  der  Aueg.  von  Avignon  1765). 
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43.    Kombinieren  wir  die  Gleiclmug  (2)  mit  y  =  Xx,  so  erhalten 
wir  folgende  parametrisclie  Darstellung: 

''  =  ''  +  W¥v:,'       '~°'-  +  7trf-W    ■■■(') 

Daraus  leitet  man  leicht  folgende  Beilingimg  für  die  KolÜDearität  der 
drei  Punkte  (o),  (ß),  (f)  ab: 

ßr  +  y'  +  'ß-'-^- W 

Infolgedessen  hat  die  Kurve  (abgesehen  von  einem  iinendlieh  fernen 
Wendepunkt)    noch    zwei   Wendepunkte    in    endlicher   Entfernung^)^ 

deren  Parameter  gleich    +       ä   —  ^^^  deren  Koordinaten 

Durch  Elimination  von  k  erhalten  wir  die  Gleichung 

welche  eine  Cissoide  darstellt;  wir  erhalten  daher  folgenden  von  Sluse 
entdeckten  Satz^):  Der  Ort  der  Wendepniilct«  aller  Slnseschen  Kon- 
choiAen,  die  denselLeii  Doppelpunkt  und  dieselbe  Asymptote  hallen, 
ist  eine  Cissoide  des  Diokles,  die  jenen  Punkt  als  Spitäe  und  ihre 
Asymptote  parallel  jener,  aber  iu  einem  ■  vierfachen  Abstände  von 
dem  singulären  Punkte  hat. 

Die  Gleichungen  (3)  liefern  uns: 
a'(ßyä-{^c,yd-\-aßd  +  ^ßy)-(i<,'-[^lc^(<^  +  ß  +  y-\-d)^0    (5) 

als  Bedingung  der  Koncjkhtät  der  vier  Punkte  (k)j  (ß),  (y),  (d). 
Uherlassen  wir  es  dem  Leaer,  daraus  abzuleiten,  dafs  durch  jeden 
Punkt  der  Konchoide  drei  Kreise  gehen,  die  sie  anderswo  oskulieren; 
die  drei  Oskulationspunkte  gehören  immer  einem  Kreise  an,  der  durch 
den  Anfangspunkt  geht;  dagegen  giebt  es  in  jedem  Punkte  der  Kurve 
zwei  Kreise,  die  die  Kurve  hier  berühren  und  noch  in  einem  anderen 
Punkte  u,  s.  w. 

Wir  schüefsen  mit  dem  Beweise  einer  Bemerkung  von  Neuberg^), 

dafs  die  Slusesehen  Konchoide  die  FufspunktJcurve  einer  Parabel  in 

Bezug  auf  einen  Punkt  der  Äse  ist.     In  der  That  hat  die  Fufspunkt- 

kurve  der  Parabel  y^  =  2px  in  Bezug  auf  den  Punkt  (a,  0)  die  Gleichung 

2M  r  -  aV  +  2  (^  -  ft) »/"  +  i.i/ä  =  0; 

1)  Die  Bestimnmng  der^elljen  lat  in  einem  Briefe  von  Sluso  vom  12,  Jan. 
1663  (vol    cit   S  312)  angegeben  als  wn  Huvgens  ausgeführt. 

2)  S    len  zuerst  citierten  Bnei  vnn  '^lusi' 

3    '>   eine  i>t,merkuiig  m  dem  ingetutiteii  Artikel  Une  courbe  oubUee. 
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setzen  wir  nun  x  —  «  ==  a:',  so  wird  diese  zu 

und    da   diese    von    der   Form    der  Grleichui^  (2)   ist,   so  ist   die  be- 
hauptete Eigenscliaft  bewiesen. 


Elftes  Kapitel. 

Rationale  Kurven  dritter  Ordnung,  die  die  unendlieli  ferne  Gerade 
herütircn,  insbesondere  die  Kurve  von  Rolle. 

43.  Eine  rationale  Kurve  dritter  Ordnung,  welche  die  unendlich 
ferne  Gerade  berührt,  kann  immer  durch  eine  Gleichung  von  der 
Form  M^v^-^-  «2  =  0  dargestellt  werden,  wo  m^  und  v^  lineare  und  «^ 
eine  quadratische  Form  in  x  und  y  ist.  Um  dies  zu  erhalten,  genügt 
es  den  singulären  Punkt,  den  die  Kurve  besitzt,  als  Anfangspunkt  zu 
nehmen.    Ilber  derartige  Kurven  giebt  es  folgenden 

Satz:  Gegeben  eiue  Parabel,  ein  Punkt  0  derselben  und  eine 
Gerade  r  in  ihrer  Ebene,  man  ziehe  von  0  einen  beliebigen  Strahl, 
der  die  Parabel  in  (7  und  die  Gerade  in  P  schneidet  und  bestimme 
auf  dieser  einen  Funkt  P'  derart,  dafs  die  beiden  Strecken  Oö,  PP' 
denselben  Punkt  als  Mittelpunkt  haben^).  Der  Ort  von  P'  ist  eine 
Kurve  dritter  Ordnung,  die  0  als  Doppelpunkt  und  die  unendlich 
ferne  Gerade  als  Tangente  hat. 

Beweis:  Die  gegebene  Parabel  werde  durch  die  Gleichungen 
a;  =  -^ ,  y  =  k  dargestellt;  die  Geranie  r  sei  die  Verbindungslinie  der 
Punkte  (k),  ((3),  sie  hat  also  die  Gleichung  2px  —  (a'\- ß)y -{- aß  =  0. 
Der  Punkt  0'  habe  den  Parameter  X,  eine  leichte  Berechnung  zeigt 
dann,  dafs  die  Koordinaten  von  P'  sind 

durch  Elimination  von  X  erhält  mau: 

aßy'  -  2p  («  +  ß)  xy  +  ip'x'  =  2y'  Ij.^  —  («  +  ß)  y]  (1) 
als  Gleichung  des  Ortes  der  Punkte  P';  durch  ihre  Form  beweist 
diese  den  obigen.  Satz. 

Schreiben  wir  die  Gleichui^  (1)  folgendel-mafsen: 

{2px  —  ay){2px  —  ßy)^2y'[px  —  (_a  +  ß)y'];    .     .     (2) 

1)  P'  teifat  zuweilen  auck  der  iaotomische  Punkt  von  F  in  Bezug  auf 
dsis  Puaktepaai-  0  0'. 
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so  erkennt  man,  dafa  0  ein  Knoten,  eine  Spitze  oder  ein  isolierter 
Punlit  ist,  jenachdem  r  die  Parabel  schneidet,  berührt  oder  nicht 
sehneidet.  Die  zugehör^en  Tangenten  sind  die  Geraden,  die  0  mit 
den  Punkten  (a)  und  iß)  yerhinden.  Im  Fajle  die  Kurve  eine  Spitze 
hat,  wird  (1')  zu 

{^fx  —  ayf  =  2/  {px  —  2oy) . 
Diese  Gleichung  kann  auf  die  Form  gebracht  werden: 

xy^  -==  a{y  —  mxy\, 
für  Hl  =  —  1  wird  diese  dann 

xj/3  =  a{x-\-  y'f, 
und    die    zugehörige    Kurve    ist    —    wir    wissen    nicht    aus    wel ehern 
Grunde    —  die  Kurve  von  fiolle  genajint  worden^). 


Zwölftes  Kapitel. 
Versiera,  Visiera  niid  Psendo-Versiera. 

44-,  Es  sei  ein  Kreis  gegeben  mit  dem  Durchmesser  A  C  (s.  Taf.  II, 
Fig.  12).  Der  Ort  der  Punkte  M  so  beschaffen,  dafs,  wenn  man  die 
Gerade  MDB  senkrecht  zu  j1  C  zieht  und  die  Schnittpunkte  derselben 
mit  dem  Durehmesser  und  der  Peripherie  des  Kreises  mit  J5  und  D 
bezeichnet,  man  die  Proportion  hat 

AB:BD  =  AC:BM (1) 

ist  eine  Kurve,  die  sich  (S.  380 — 81)  im  I.  Bande  der  „Institusmii 
analiiicke  ad  ttso  deUa  gioventü  itaUtma  von  D™  Maria  Gaefcana 
Agnesi  (Mailand  1748)  findet,  woselbst  sie  mit  dem  Namen  „la  ver- 
siera" bezeichnet  ist.  Die  Gleichung  der  Kurve  —  in  der  hier  unten 
mit  (2')  bezeichneten  Fonn  —  findet  sich  schon  in  einem  Passus  bei 
Fermaf^,  aus  dem  man  ersieht,  dals  dieser  sich  schon  mit  ihrer 
Quadratur  beschäftigt  hat;  der  oben  angeführte  Name  jedoch  findet 
sich  zuerst  in  dem  berühmten  Werke  von  Agnesi,  die  ihn  wahrschein- 
lich in  Rücksicht  auf  die  gewundene  Gestalt  der  Kurve  bildete^)  und 

1)  Elgö,  Sw  la  cmtrie  de  Bolle.  Sa  construcHon  pm- points  et  par  tangents 
(JoKi-n.  de  math.  sp^c,  4*  Ser.  V,  1896).  Dort  ist  die  obeu  angegebene  all- 
gemeine Konstruktion  für  den  betrachteten  besonderen  Fall  dargelegt. 

2)  S.  die  berühmte  Abliandlang  De  aeguatiomun  loealium,  ii-miswmtatione  et 
emendaUone  (ßeum-es  de  Fei-mat  I,  S.  379—30  und  III,  233—34). 

3)  Wir  wollen  bemerken,  dafa  jedenfalls  die  Agnesi  das  Wort  „versiera"  nicht 
ia  dem  gewöhnlichen  Sinne,  Gespenst,  Dämon,  genommen  hat  [„nome  finto  di 
un  demonio"  (Maauzai,  Voccibolario  deJla  lingua  italiana,  Florenz  1840)  und 
der  sich  findet  im  Morgante  von  Pulci  („Hai  tu  veduto  ooatei  obe  certo  la  yer- 
Biera  fia?")  und  im  Orlanäo  imiamorato  von  Berni  („Come  il  diavol  si  fugge 
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dies  dureli  dM  lateinisclie  Wort  yertere  ausdrückte,  welches  wenden 
oder  umwenden  bedeutet. 

In  dem  Agnesi'selieu  Werte  wird  nicht  eine  vollständige  Unter- 
suchiing  der  Enrye  angestellt,  jedoch  wird  bemerkt  (S.  391—93), 
dafs  sie  leichter  auf  folgende  Weise  konstruiert  werden  könne:  „Man 
ziehe  durch  den  Endpunkt  A  des  gegebenen  Durchmessers  einen  be- 
liebigen Strahl,  der  die  Peripherie  des  Kreises  zum  zweitenmal  in  D 
trifft  und  in  E  die  Tangente  desselben  in  C;  die  durch  I>  und  E 
bezüglich  zur  Tangente  und  zum  Durchmesser  ÄC  gezogenen  Parallelen 
treffen  sieh  in  einem  Punkte  M  der  Versiera,"  In  der  That  folgt 
aus  dieser  Konstruktion,  dafa  AB:BI>  =  AC\GE,  was  mit  (1)  über- 
einstimmt, indem  ja  GE  =  EM.  Bezeichnen  wk  mit  a  den  Durch- 
messer des  gegebenen  Kreises,  nehmen  ÄC  als  j/-Äxe  und  A  als  An- 
fang, so  läfst  sich  die  zuletzt  geschriebene  Proportion  in  folgender 
Form  ausdrücken: 

oder,  was  dasselbe 

x^y  =  «»(([  —  y)  (2)  oder  auch  y  =  — qr^s  ■  0  (2') 
Die  Versiera  ist  also  eiae  rationale  Kurve  dritter  Ordnung,  welche 
die  a:-Axe  als  Wende asymptote  hat,  m.  C  den  gegebenen  Kreis  he- 
rührt  und  den  unendlich  fernen  Punkt  des  Durchmessers  AG  zum 
isolierten  Punkt  hat.  Es  ist  klar,  dafs  sie  folgender  parametrischer 
Darstellung  fähig  ist 

X  =  A ,     y  =  -ä^^ ; (^) 

dem  entsprechend  hat  man  als  Koliinearitäts-Bedingung  für  drei  Punkte 

W,(«,W  i>,  +  y„  +  aii-a; 

woraus  sich    ergiebt,   dafs    die   Kurve   in  endlicher   Entfernung  zwei 
Wendepunkte  besitzt  mit  den  Koordinaten: 

,      a  Sa 

Aus  tfleichung  (2)  ergiebt  sich: 

ty  i'lt=^a^  I    ■,_^^'-i  =  a^arctg — ]-co}tst., 


0  la  versieia")]      Indem  Booth  oft'eiibar  das  Wovt  „ 

natm,  gpLiuiiiclite  ei  dpn  Ausdruck  „Üie  witch  or  the  curve  of  Agnesi"  {A  trea- 

ttse  on  some  wfto  ge<metiical  meOiode  I,  London  1813,  S.  302—3). 

1)  Setzt  man  x  =  y',  a  —  y  =  3i,  so  wird  (2)  y'  ^  äy     ^    .  ,   die  von 

Mieter  angewandte  Gleieliung  {Pro^rUte  de  la  eotwhe  d'Agnesi  (Math^sia  VII, 
1&87),  setEt  man  o  =  2n',  fio  evhält  man  die  von  ßootli  (1.  c.)  bevorzugte 
Gleicbungsfoxm 
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fy.ä.^i.{^)'; 


daher  ist  die  zwischen  der  Versiera  und  ihrer  Asymptote  belegene 
Fläche  gleich  dem  vierfachen  Inhalt  des  erzengendeii  Kreises. 

Aus  derselben  Gleichimg  (2)  folgt 


daher 


_     ,r       dx         _  1       a^^        ,      «' 


welches  zeigt,  dafs  die  Vepsiera  uud  der  erzeugejide  Kreis  dnreh 
Rotation  um  die  Asymptote  Volumina  erzeugen,  von  denen  das 
erstere  das  Doppelte  des  zweiten  ist. 

Die  für  die  Versiera  angegebene  Konstruktion  ist  einer  nahe- 
liegenden Verallgemeinerung  fähig,  indem  jene  ein  Spezialfall  der 
folgenden  ist:  Gegeben  ein  Kreis  K  mit  dem  Centrum  C  und  dem 
Radius  r,  ein  Punkt  0  und  eine  Gerade  d  in  der  Ebene  des  Kreises. 
Man  ziehe  durch  0  einen  beliebigen  Strahl,  der  d  in  D  und  K  in  JV" 
trifft.  Die  durch  N  zu  d  gezogene  Parallele  schneide  die  Senkrechte 
aus  D  zu  (i  in  einem  Punkte  M,  dessen  Ort  ist  im  allgemeinen  eine 
Kurve  vierter  Ordnung.  Befindet  sieh  jedoch  0  auf  der  Peripherie 
von  K,  ao  zerfällt  sie  in  die  von  0  zu  (?  gezogene  Parallele  und  in 
eine  Kurve  dritter  Ordnung,  die  eine  Versiera  wird,  wenn  d  Tangente 
von  K  im  anderen  Endpunkte  des  Durchmessers  CO  ist.  Ist  dagegen 
OC  parallel  zur  Geraden  d,  so  heifst  die  betreffende  Kurve  Newton'- 
sche  Serpentine  (Schlangenkurve) ^).  Es  soll  bemerkt  werden,  dafs, 
wenn  man  in  dem  allgemeinen  Falle  0  zum  Koordinatenanfang  nimmt 
und  zur  x-Axe  eine  ParaUele  zu  (/,  zwischen  den  Koordinaten  der 
Punkte  JV"(a;,  y)  und  M(x',  y)  die  Beziehungen  besteben  x'^  — ,  y  =  y; 
also  sind  die  Versiera,  die  Serpentine  und  die  anderen  eben  be- 
trachteten Kurven  Hyperbolismen  von  Kreisen  (s.  Nr.  15). 

46.  Peano  hat  in  seinen  Äpplicamni  geomebriebe  del  cakolo  in- 
finitesimale (Turin  1887)  S.  87  eine  Kurve  betrachtet,  die  ihrer  Ge- 
stalt nach  der  Versiera  ähnlich  ist  und  die  er  Visiera  der  Agnesi 
genannt  hat.  Ihre  Konstruktion  ist  folgende:  „Man  betrachte  den 
Kreis ,    der    auch    zur    Konstruktion    der   Versiera    diente    (Taf.  II, 

1)  Bellacchi,  Lezioni  ed  esercisi  d'algebra  complenientm'e  (Florenz  1898) 
Bd.  I,  S.  46,  Dieselbe  Kmve,  auf  die  nämliclie  Weise  erzeugt,  findet  sioli  auch 
in  einer  Abhandlung  von  G,  de  Longohamps  (Journ.  de  matli.  speciales,  3.  Serie, 
IS,  1886,  S.  203). 
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Fig.  12),  und  ziehe  durcli  Ä  einen  beliebigen  StraU,  der  die  Tangente 
an  K  in  C  und  die  Peripherie  bezüglich  in  T  und  U  schneidet.  Der 
Mittelpunkt  N  der  Strecke  TU  getört  dem  fraglichen  Orte  an." 

Sind  p,  ra   die  Polarkoordinaten  von  JV"  in  Bezug  auf  A   ala  Pol 
und  den  Durchmesser  ÄC  als  Polai'axe,  so  hat  man 

^  =.  AN^  l  {AT  +  J  0)  =  -|  (^-  +  cosra); 

setzt  man  nun        y  =  Q  ■  cos  ra ,         p  ^  Yx^  -\-  y^, 

80  folgt,  dafs  (2x  —  a){x^-\-tf)  —  ax^=0 (4) 

die  kartesische  Gleichung  der  Visiera  ist.  Sie  ist  eine  cirkulare  Kurve 
dritter  Ordnung,  die  den  Punkt  A  zum  isolierten  Punkte  und  ala 
Asymptote  die  durch  den  Mittelpunkt  des  Kreises  K  zu  i  gezogene 
Parallele  hat;  sie  ist  also  von  der  Versiera  durchaus  verschieden,  und 
man  kann  für  sie  den  ihr  von  Peano  gegebenen  Namen  Visiera 
■wohl  festhalten.  Auf  folgende  Art  kann  sie  pararaetriseh  dargestellt 
wden:  ^^   ^^^  _a-V  +  2X 

dieser  Darstellung  entspricht  folgende  K olline aritäts-Bedingung  für 
drei  Punkte  («),&),(}') 

folglieh  besitzt  die  Kurve  im  Endliehen  zwei  Wendepunkte,  die  die 
Koordinaten  haben 


(6) 


^i^yi 


Nimmt  man  als  x-As.6   die  Asymptote   der  Visiera, 
Stelle  von  (5)  folgende  parametrische  Darstellung: 


daraus  leitet  man  ab 
j  x-chj 


a:  =  (( f  -  sin  2  CT  -f  -^  tg  (0 ) ,         3/  =  "^  <^**^^ '" 
=  —  —  /  (2  sin^  a  —  sin*  w)  da , 


(9) 


Folglich:  Die  von  der  Visiera  und  ihrer  Asymptote  begrenzte  Plilchc 
ist  gleich  ^  der  Pläelic  des  znr  Konstruktion  der  Kurve  dienenden 
Kreises. 

46.  Es  giebt  noch  einen  anderen  geometrischen  Ort,  der  irrtüm- 
lich mit  der  Veisiera  indentiiiciert  wurde.  Nämlich  in  dem  Essai 
sw  la  geometne  de  la  regle  et  de  Veguerre  von  M.  U,  de  Longchamps 


y  Google 


Zwölftes  Kapitel:  Versiera,  Visiera  und  Pseudo-Vei*sici*a.  79 

(Paris  1890)  findet  sieii  (S.  111)  folgende  Konstruktion  der  angebliclieii 
„covirbe  d'Agnesi".  Gegeben  (Taf.  11,  Fig.  12)  drei  Punkte  A,C,  G  bi 
gerader  Linie,  C  sei  der  Mittelpunkt  der  von  den  beiden  andern  be- 
grenzten Strecke;  man  ziehe  durch  ihn  die  Gerade  t  senkrecht  zu  AGG, 
daim  ziehe  man  durch  A  eine  beliebige  Gerade,  die  (  in  S  schneide 
und  fälle  auf  diese  die  Senkrechte  GK;  die  von  Hza  AGG  und  die  von 
K  2XL  t  gezogenen  Parallelen  schneiden  sich  iu  einem  Punkte  P,  dessen 
geometrischen  Ort  wir  suchen.  Wir  beachten  zu  dem  Zwecke,  dafs 
der  Punkt  K  nichts  anderes  ist,  ala  der  Schnittpunkt  der  von  G  ge- 
zogenen Geraden  mit  dem  Kreise,  dessen  Centrum  G  und  dessen 
Radius  CA  ist.  Nehmen  wir  A  als  Ursprung,  AG  als  j/-Axe  und 
nennen  &  den  Winkel  der  Ti-ansversalen  mit  der  Geraden  J.  (7  (?,  so 
erhalten  wir  offenbar 

x  =  atg(o,         y  =  2acos^io (7) 

Eliminieren  wir  nun  w,  so  erhalten  wir  die  gesuchte  Gleichung  des 
Ortes  in  folgender  Form: 

x^y  =  a,^i^2a  —  y)  .     .     (8)         oder     y  =  ■^^-^,-     ■     ■     ■     (8') 

Der  Ort  selbst  ist  demnach  eine  Knrve  dritter  Ordnung,  jedoch  nicht 
die  Versiera;  wir  wollen  sie  Pseudo-Versiera  nennen  und  zeigen, 
dafs  sie  mit  der  Agnesischen  Kui-ve  in  einer  bemerkenswerten  geo- 
metrischen Beziehung  steht.  Setzt  man  nämlich  x  =  %',  y  =  2y', 
so  wird  die  Gleichung  (8)  zu 

x'^y  =a^{a  —  j/'); 
da  diese  Gleichung  von  der  Form  (2)  ist,  so  schliefst  man:  Die  Pseudo- 
Versiera  entsteht  ans  der  Versiera,  indem  man  alle  Ordinaten  der- 
selben, die  senkreclit  znr  Asymptote  sind,  verdoppelt,  sie  ist  also 
zu  der  Versiera  affin. 

Das  erste  Auftreten  der  Pseudo-Versiera  geht  auf  eine  Zeit  zut-ück, 
viel  früher  als  der  Hssai  von  de  Longchamps.  Schon  Leibniz  hat 
in  seinen  ersten  Untersuchungen  über  die  Quadratur  ebener  Kui-ven^) 
folgenden  Prozefs  angegeben,  um  aus  einer  Kurve  T  eine  andere  G 
abzuleiten:  Gegeben  zwei  zueinander  senkrechte  Geraden  r  und  s; 
man  ziehe  in  einem  Punkte  it  von  r  die  Tangente  an  diese  Kurve, 
80  dafs  sie  r  in  ^  schneidet;  alsdann  ziehe  man  von  F  die  Parallele 
zn  s  und  von  ä  die  zu  r,  ihr  Schnitt  p  wird  ein  Punkt  von  C  sein. 
Diese  Kurve  wird  die  „figura  resectarum"  in  Bezug  auf  P  genannt. 
Um  die  Formeln,  welche  die  Koordinaten  %  und  -q  von  st  mit  denen 
von  p,  X  und  y,  verknüpfen,  zu  finden,  nehmen  wir  r  als  Äbseissen-, 
s  als  Ordinaten-Ase.     Man  findet  dann  leicht 

"^-^-^j-r,'      y-r, 

1)  Leibniz,  ed.  Gerhardt  V,  S.  100. 
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Um  nun  die  Gleiclmiig  von  C  zu  erhalten,  genügt  die  Elimination 
yon  §  und  ij  ans  diesen  Gleichungen  und  der  Gleichung  /"(!,  7^)  =  0 
der  Kurve  F.  Ist  z.  B.  F  ein  Kreis,  der  die  x-Äxe  im  Anfai^  be- 
rührt, so  kann  man  setzen 

I  =  a  ■  cos  (0 ,  7j  =  a  -f-  c(  -  sin  CO 

demnach  d^  =  —  asrnm-doi,     dri^  acosia-äca. 

Dann  liefern  die  vorigen  allgemeinen  Formeln 

—  =  — ' ,  —  =  1  4-  sm  ü) . 

Eliminiert  man  w,  erhält  man  als  Gleichung  der  „figura  reseetarum" 
y  =  -tji— a        oi^er      2  a  —  y  =  —,-37-^  ■     ■     ■     -     (9) 

Da  letztere  Gleichung  sich  von  (8')  nur  dadurch  unterscheidet, 
dafs  2«  —  y  an  Stelle  von  y  tritt,  so  ist  die  dargestellte  Kurve  eine 
Pseudo-Yersiera.  Leibniz  hatte  sie  gefunden  bei  der  Aufstellung  seiner 
berühmten  Formel  -r  =  l  — "ä'^^ö'^^T"^ Huygens  inter- 
essierte sich  dafür  und  sehrieb  ihm  unter  dem  7.  November  1674'); 
„Pour  ce  qui  est  de  la  ligne  courbe  Anonyme,  qui  sert  ä  Votre  de- 
monstration,  j'avois  envie  de  la  baptizer  en  lui  donnant  quelque  nom 
compose  des  noms  de  deux  lignes  dont  je  trouvois  qu'elle  estoit  pro- 
duite,  qui  sont  le  cercle  et  la  Cissoide  des  aneiens^).  Mais  ayant  vu 
depuis  que  cette  merae  ligne  a  eate  premierement  mise  en  avant  par 
J.  Gregorina^),  je  crois  qu'il  luy  faut  laisser  le  droit  de  la  nommer 
comme  il  voudra."  —  Mit  diesem  Citate,  welches  also  die  erste  Er- 
findung der  Pseudo-VersJera  auf  J.  Gregory  zurückführt,  glauben  wir 
unsem  Berieht  über  diese  bemerkenswerte  Kurve  wohl  abzuschliefsen. 


1)  Daselbst  H,  S.  16—17,  oder  auch  Oeuvres  de  Hiiygem  YIII,  8.  303— 

2)  Um  eici  diese  ßomerkung  klar  au  machen,  beachte  i 
Gleichung  (9)  auch  schreiben  kann. 


'--l{w^ 


e  das  arithmetieche  Mittel  zwischen  den  Abscissen  der  beiden  Kurven 
i  denen    die   erste   ein  Kreis,  die 


'1/^ 


e  a  Jacobo  Gi-egoi-io  Scoto  (London 
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Dreizehntes  Kapitel. 

Die  Trisiiktrix-Kurven  von  Maülauriii,  von  Catalan  imil  von 
de  Longchamps. 

^T.  Es  seien  (Taf.  II,  Fig.  13)  drei  Punkte  in  gcrsidör  Linie 
gegeten  OjO',0",  derart,  dals  0"  0' =  ^  0' 0-,  man  ziehe  durch  (7 
die  Gerfide  o  senki-echt  zu  0"0'0  und  von  0"  einen  beliebigen  Strahl, 
der  0  in  M  trifft,  dann  von  M  die  Senkrechte  und  von  0  die  Parallele 
SU  0"M-^  diese  beiden  Geraden  schneiden  sieh  in  einem  Punkte  P, 
deren  Ort  die  Trisektrix  von  Maelanrin  heifst,  und  zwai-  wegen 
der  Anwendung,  die  man  von  ihr  machen  bann,  und  zu  Ehren  des 
Gfeometers,  der  sie  zuerst  betrachtete^).  Um  ihre  Gfleichung  zu  finden, 
nehmen  wir  0  als  Pol  und  OO'Ö'  als  Polaraxe,  setzen  0'0"=a 
(weshalb  dann  00'^  3«)  und  haben  dann,  wenn  K  die  vierte  Ecke 
des  Rechtecks  OFMK  ist, 

0"M  =  -^  ,  0"K  =  4a  cos  m, 

p=  0P=  MK=  0"K—0"M=-^l^  --4ÖC0SCJ, 
somit  ist  die  Polai-gleiebung  der  Trisektrix 


»-'■^^^ii^-- (1) 

und  also  die  kartesisclie  Gleichung: 

a;(a;>  +  s')-»(!/'-3x')  (2)  oder  1-^]/'°-^  (2') 
daraus  folgt,  daTs  die  Trisektrix  eine  cii-kulare  Kurve  dritter  Ordnung 
symmetrisch  in  Bezug  auf  die  Gerade  OO'O"  ist  und  den  Punkt  0' 
als  einfachen,  0  als  Doppelpunkt  enthaltj  die  Tangenten  in  0  und 
die  a^-Axe  teilen  den  Eaum  um  0  in  sechs  gleiche  Teile.  Die  Gerade 
X  ■-\-  a  ^0  ist  eine  Asymptote,  und  zwar  die  einzige  reelle,  der  Kurve. 
Setzt    man    a  =  ^- ,    x  =  x'  -\-  ■    ,   so  wird  die  Gleichung  (2')  zu 


^y^ 


und  stellt  den  Ort  eines  Punktes  dar  derart,  dafs  wenn  A  und  B  die 

1)  "Pi-aiU  des  jluxions,  ttaduit  de  Vanglaia  par  E..  P.  Peaenas  I  (Paris  1749) 
8.  198  und  Fig.  34,  Tsf.  X;  s.  auch  deflaelben  Autors  Geometria  organica,  sive 
desaiptio  linearum  curvarum  wiiversalis  (London  1720)  8.  23.  Die  im  Teste  an- 
gegebene Konstruktion  findet  sich  in  liem  Essai  sw  la  geometrie  de  la  rigle  et 
de  l'e^eire  par  M.  G.  de  Longchamps  (Paris  1890)  8.  120;  eine  andere  ist  in 
einer  Note  von  H.  Brocard  augegeben,  Sevtargue  a-a  st^et  de  la  trisectriee  de 
Maeiaui-m  (Journ,  de  Math,  apec  3.  Ser.  V,  1891). 
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Punkte  mit  den  Koordinaten  »^  =  +  -  ,  y  ^  0  sind,  man  bat 
3  ■  -^  FAB  ^n  - —  FAB  ^);  dies  zeigt,  dafs  die  Triaektiix  von 
MaclaiiriH  ein  Spezialfall  ist,  sowohl  der  allgemeinen  Strophoiden 
(Nr.  41)  als  auch  der  Sektris- Kurven  von  Sehoute  (Alisehn.  V, 
Kap.  12)^). 

Die  heti'aehtete  Kurve   ist  folgender  parametrischer  Darstellung 
fä^«-  1--3  1(1" -3)  ,,,, 

dieser   entapricht   folgende   KoUmearifätebedingmig    der   drei   Fuukte 

(«),  (U),  (r) 

(i, +  V«  +  «/J  +  3«_0, 

welche  uns  beweist,  dafs  die  ejklischen  Punkte  der  Ebene  Wende- 
punkte sind,  und  dal's  der  einzige  reelle  Punkt  der  Kurve  auf  der 
unendlich  fernen  Geraden  ebenfalls  ein  solcher  ist.  Ana  Gleichung 
(2)  und  (3)  kann  man  folgern,  dafs  die  Quadratur  der  Trisektrix  auf 
elementare  Weise  ausführbar  ist,  wahrend  die  Rektifikation  elliptische 
Integi-ale  erfordert')  (vgl.  Nr.  20).  Ebenfalls  kann  man  unschwer 
nachweisen,  dafs  die  Trisektrix  von  Maelaurin  die  Fufspiuiktkurve 
einer  Parabel  in  Bezug  auf  den  Punkt  der  Axe  ist,  der  von  der 
Direktrix  denselben  Abstand  wie  der  Brennpunkt  hat. 


1)  Schlümilcli,  Übungshitck  IL  Teil  (Leipzig  1874)  S,  59, 

2)  Schon  hier  soll  bemerkt  werden,  dafs  wir  a.  a.  0.  sehen  werden,  dals 
die  Trisektrix  von  Maelaurin  durch  eine  der  folgenden  Polargleichungen  dar- 
gestellt werden  kann:  ^ 

Die  erstere  fällt  im  wesentlichen  mit  (1)  im  Texte  zusammen,  die  aweite  hin- 
gegen ist  identisch  mit  p  =  a ;  cos  —  ,  die  sehr  wertvoll  in  ihren  Anwendungen 
ist.     Z.  B.  gieht  sie   die  Gröfse  der  Fläche   eines  Kurrensektors  durch  den  Aus- 


\J-l/'^^^^ 


ein  in  Worten  leicht  ausdrückbares  Resultat,  wie  Oodefi-oj  hervorhob  (Jowm. 
de  Math.  spöc.  2,  Ser.  IX,  1885,  S.  179).    Insbesondere  ist  die  FtB^he  der  Schleife 

S)  Cr.  de  Longchamps,  Sur  la  reetification  de  la  trUecbrice  de  Maclawrin 
an  moyen  des  integrales  elUptüiues  (Comptes  rendus  CIV,  1887).  Für  die  Kon- 
struktion der  Tangente  und  andere  Fragen  dieser  Art  s.  V.  Jerabek,  Sur  la 
trüeetrke  de  Maelaurin  (Mathesia  2.  Ser.  IX,  1899). 
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(4) 


Q.  Gramer  hat  gezeigt'),  wie  mau  eine  noch  aUgemeinere  Kurve 
als  die  Trisektrix  von  Maclaurin  konetmieren  kann,  nämlich  diejenige, 
die  folgendes  Ortsprohlem  löst:  „Gegeben  ein  Kreis  mit  dem  Oentmm 
C  (s,  Taf.  II,  Fig.  14)  und  ein  Punkt  0  in  seiner  Ebene,  seien  A,  B 
die  Endpunkte  des  Durehmessers  OC-^  man  ziehe  durch  A  eine  be- 
liebige Sehne  AM,  durch  0  die  Parallele  zu  AM  und  von  M  das  Lot 
auf  AB\  welches  ist  der  Ort  der  Punkte  P,  in  welchem  sich  die 
beiden  letzteren  Geraden  kreuzen?"  Nehmen  wir  die  Gerade  OC  zur 
x-Axe,  bezeichnen  mit  l  die  Lange  der  Sti-ecke  OC  und  mit  ra  den 
"Winkel  FOC,  so  haben  wir 

x  =  l-lr-ü<ys2a,        |-  =  tgcj. 
Durch  Elimination  von  a  ergiebt  sich  dann 

x(x'  +  f)-{r  +  l)x'~{r~T,y'  .  . 
als  Gleichung  des  von  Gramer  definierten  Ortes.  Ander 
positive  Richtung  der  a:-Axe,  so  wird  diese 

xir'  +  f)  =  (r  —  l)f  —  (j-  +  O'^"' 
und  stimmt  mit  (2)  überein,  wenn  man  r  =  2(i,  l  =  a  setat.     Die 
Cramer'ache   Konstruktion    liefert    also  in   einem    speziellen  Falle    die 
Trisektrix  von  Maclaurin. 

48.  Unsere  Kurve  kann  noch  auf  eine  andere  Weise  erzeugt 
werden,  die  unter  ein  allgemeines  Verfahren  der  Transformation  der 
F^piren  fällt,  welches  P.  H.  Schoute  untersucht  hat*),  imd  dem  er 
den  Namen  Maclaurin'sche  Transformation  gegeben  hat.  Die  De- 
finition derselben  lautet:  „Gegeben  in  einer  Ebene  drei  Punlcte  A,  B,  G 
imd  eine  Gerade  f.  Man  lasse  jedem  Punkte  Q  der  Ebene,  jenen 
Punkt  Q'  der  Geraden  CQ  entsprechen,  derai-t,  dafs  die  Geraden  QA 
und  B^  sich  in  einem  Punkte  B  der  Geraden  /'  ti'effen."  Wenden 
wir  diese  Transformation,  in  geeigneter  Weise  spezialisiert,  auf  einen 
Kreis  an  (dessen  Mittelpunkt  wir  M  nennen  wollen),  so  erhalten  wir 
Kurven,  von  denen  einige  uns  schon  begegnet  sind,  wie  sich  aus 
Folgendem  ergiebt; 

a)  Der  Punkt  A  liege  auf  der  Peripherie  des  gegebenen  Kreises 
(s.  Taf.  II,  Fig,  15),  B  sei  der  unendlich  ferne  Punkt  des  zugehörigen 
Durchmessers,  f  sei  der  dazu  senkrechte  Durchmesser  und  C  dessen 
unendlich  femer  Punkt.  Alsdann  wird  die  Maclaurin'sche  Trans- 
formation ähnlich  derjenigen,  die  wir  zur  Erzeugung  der  Versiera 
(vgl.  die  Fig.)  angewendet  haben,  aber  sie  ist  dennoch  von  jener 
verschieden;    die  erhaltene  Kurve  ist   der  Gestalt  nach  der  Versiera 


1)  IntroducHon  S.  441. 

2)  iSiiJ'  la  constivetion  des  c< 
nöerlandaiaes  XX,  1887). 


irsalen  par  point^  ni  kmye'fitce  (Arcliives 
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ähnlicli,  aber  toh  ihr  Ter  schieden.  Sehoute  (der  sie  wahrscheinlich 
mit  dieser  verwechselte)  nannte  aie  Agnesi'sche  Kurve^),  in  Wirk- 
lichkeit ist  sie  eine  Paeudo-Versiera. 

b)  A  liege  noch  auf  der  Peripherie  des  gegebenen  Kreises  (s.  Taf.  II, 
Fig.  16),  B  in  der  Mitte  des  Radius  AM,  f  sei  senkrecht  zu  diesem 
Radius  und  G  liege  im  Unendlichen  auf  f.  Um  die  Gleichung  der 
traneformierten  Kurve  abzuleiten,  nehmen  wir  S  zum  Anfang  und 
AB  zur  3vAxe;  iat  r  der  Radius  des  Kreises  und  x  ^=  h  die  Glei- 
chung der  Geraden  f,  so  kann  man  die  Koordinaten  eines  beliebigen 
Punktes  Q  des  Kreises  in  der  Form  schreiben  x  ^  -^  -\-  r  ■  cos », 
y  =  j-  sinra.     Die  Gerade  AQ  hat  dann  die  Gleichung 

{x  +  ^j  siuy  -f  )/  cos  Y  =  0 , 
und  die  Koordinaten  von  11,  sind  x  =  h,    y  =  (/*  -|-  - 1  tg  --;  daraus 

folgt  „         2A  +  )'        B 

—  ^=  — Tri —  tg  -s: 

als  Gleichung  der  Geraden  UM.  Indem  nun  die  Gleichung  von  CQ 
in  diesem  Falle  x  ='  -^ -{-  r  ■  CQS  (o  ist,  so  genögt,  um  die  Gleichung 
des  Ortes  der  Punkte  Q'  zu  erhalten,  die  Elimination  von  ro  aus  den 
beiden  letzten  Gleichungen;  sie  ist  daher 


z^ft  +  r 


^  +  -. 


(4) 


Erinnern  wir  uns  nun  (vgl  Nr.  33),  dafs  das  Folium  Cartesii  mit 
der  Gleichung  |^  +  ^'  =  3«^^;  durch  die  Gleichung 

3« 


dargestellt  werden  kann,  so  erkennen  wir,  dafs  die  Gleichung  (4)  ein 
Folinm  Cartesii  nur  unter  der  Voraussetzung  ist,  dafs 

4Ä  +  (3  +  "l/3))-  =  0; 
wir  erhalten  somit  schlicfslich  eine  neue  und  einfache  Konstruktion 
für  die  genannte  Kurve. 

c)  Seien  nun  A  und  B  (Taf.  U,  Fig.  17)  Endpunkte  eines  Durch- 
C  liege  im  Unendlichen  in   der  zu 


1)  S.  die  citierte  Schriit  S.  38  des  Sonderabdruckcs.  Die  Vei'aiera  würde 
man  erhalten,  wenn  als  f  die  Tangente  des  Kreises  in  dem  Ä  gegenüberliegenden 
Punkte  gewählt  würde. 
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AB  senkrechten  Kiclitung,  auch  f  liege  im  Unendlichen;  dann  repräsen- 
tiert sich  die  allgemeine  Maclaurin'sche  Transformation  in  folgender 
Weise:  „Man  nehme  auf  der  Peripherie  des  Kreises  den  Punkt  Q,  ziehe 
die  Sehne  A  Q  und  von  Q  das  Lot  auf  AB,  dieses  schneidet  die  von 
B  zu  AQ  gezogene  Parallele  in  dem  Q  entsprechenden  Punkte  Qf." 
Wir  bemerken  nun,  dafs,  wenn  diese  Parallele  die  Peripherie  des  ge- 
gebeneu Kreises  zum  zweitenmal  in  ^'  imd  die  in  A  gezogene  Tangente 
in  N  schneidet,  die  rechtwinkligen  Dreiecke  ANQ"  und  BQ' Q  ein- 
ander kongruent  sind,  daraus  folgt  BQ'  =  Q"N-^  dies  genügt  zum 
Nachweis,  dafs  der  Ort  der  Punkte  Q'  eine  Cissoide  des  Diokles 
ist,  mit  B  als  Spitze  und  AC  als  Asymptote. 

d)  Sei  A.  ein  Punkt  auf  der  Peripherie  des  zu  transformierenden 
Kreises,  B  sei  das  Centrum,  C  der  unendlich  ferne  Punkt  in  der  zu 
AB  senkrechten  Richtung  und  f  die  unendlich  ferne  Gerade  (Taf.  HI, 
Fig.  18),  Um  den  Punkt  ^  zu  erhalten,  der  dem  Punkte  Q  ent- 
spricht, ziehe  man  AQ  und  durch  B  die  Parallele  zu  dieser  Geraden; 
diese  wird  von  der  aus  Q  senkrecht  zu  AB  gezogenen  in  Q',  dem  Q 
entsprechenden  Punkte,  geschnitten.  —  Wir  bemerken,  wenn  V  der 
zweite  Endpunkt  des  Durehmessera  AB  ist,  dafs  Dreieck  AQV  recht- 
winklig bei  Q  ist,  weshalb  auch  BQ'  senkrecht  zu  QY,  folglich  ist 
Dreieck  Q'QV  gleichschenMig.  Sei  N  der  Schnittpunkt  der  Geraden 
VQ'  mit  dem  zu  AB  senkrechten  Durchmesser  und  ziehen  wir  NM 
parallel  zu  Q  Y,  so  wird  dieses  die  Höhe  des  Dreiecks  NB  Q'  sein. 
Nun  ist  ■^BNH=^  Q'QY,  da  ihre  Schenkel  parallel  sind  und 
^  RNQ'  =<^YQ  als  Weehselwinkel;  indem  nun  Dreieck  Q'QY  gleich- 
schenklig, so  ist  ^  Q'QY=  Q'YQ  und  daher  auch  ^  BNH.  =  HNq. 
Dreieck  NBQ'  ist  daher  gleichschenklig  und  der  Ort  des  Punktes  Q' 
kaim  vermittelst  des  Punktes  V  und  des  rechten  Winkels  VBN  kon- 
struiert werden,  wie  es  in.  Nr.  35  angegeben  ist,  der  Ort  von  ^  ist 
also  in  diesem  Falle  eine  gerade  Strophoide. 

e)  Endlich  sei  A  wieder  ein  Punkt  des  Kreises,  B  der  Mittel- 
punkt des  entsprechenden  Radius  AM,  C  der  unendlich  ferne  Punkt 
in  der  senkrechten  Riebt ui^  und  f  die  unendlich  ferne  Gerade 
(s.  Taf.  III,  Fig.  19,  aus  welcher  die  entsprechende  Konstruktion  er- 
sichtlich ist).  Nehmen  wir  AB  als  Abscissenaxe,  B  als  Anfangspunkt, 
80  kann  man  die  Koordinaten  von  Q  annehmen  als  x  =  -^  -\-  r  ■  cos  gi, 
y  ^  r  •  sm<p.  Ist  H  der  Schnittpunkt  der  Geraden  QQ'  und  AB, 
so  erMlt  man  aus  der  Betrachtung  der  ahnliehen  Dreiecke  AQU 
imd  BqH 

weshalb  der  Ort  der  Punkte  Q  angesehen  werden  kann  als  dargestellt 
durch  die  Gleichungen 
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r(l_-l-2oos^  r{l+_2_003q.)         sJBy 

-"=—  a  '  y-     -"    2  J  +  coaq. 

Fühi-en  wir  Pokrkoordiaaten  ein,  p  und  gj,  so  baben  wir 

9  =  r ^ ,  0)  =  ai-ctg  |-  =  arctg  (tg  f)  =  y , 

2C0S- 

und  nacli  Elimination  von  q> 


Erinnern  wir  uns  der  Gleichung  (1),  so  ergiebt  sich,  dafs  der  Ort  des 
Punktes  (J  eine  Trisektrix  von  Maclaurin  ist^). 

49.  Eine  andere  Trisektrix  neueren  Datums  entspringt  aus  einer 
Eigensckaft  der  Pai-abel,  die  von  E.  Catalan  im  Jahre  1832  entdeckt 
wurde^),  und  die  wir  zunäclist  darlegen  wollen:  Es  sei  (Taf.  III,  Fig.  20) 
F  der  Brennpunkt,  FB  Radius  vector  einer  Parabel  und  BC  die 
Normale  in  B;  man  vervollständige  das  Rechteck  FBDC,  das  zui' 
einen  Seite  die  Strecke  FB,  als  Diagonale  jene  Normale  hat,  und  be- 
trachte den  Ort  des  Punktes  J).  Stellt  man  sich  nun  zwei  aufeinander- 
folgende Radien  vectoren  vor,  so  erkennt  man,  dafs  D  der  Berührungs- 
punkt der  Geraden  BD  mit  ihi-er  eigenen  Hüllkurve  ist;  somit  ist 
der  Punkt  S  der  Fufepunkt  der  Senkrechten  von  F  auf  eine  der  ein- 
hüllenden Geraden.  Die  Hüllkurve  ist  also  derart,  dafs  ihre  Pufs- 
punktkurve  in  Bezug  auf  den  Pol  F  die  gegebene  Parabel  ist;  diese 
Hüllkurve,  also  der  Ort  der  Punkte  D  ist  also  nichts  anderes,  als 
die  erste  negative  Fufspnnktknrve  der  Paral>el  in  Bezng  anf  iliren 
Brennpunkt  (vgl  Äbschn.  VII,  Kap.  7).  Man  ziehe  nun  die  Gerade 
FD  und  nenne  G  und  E  die  Schnitte  der  Geraden  BG  mit  FD  und 
mit  der  Äxe  AH  der  Parabel,  sehliefalich  ziehe  man  BK  parallel 
AH  und  setze  zur  Abkürzung  -^  BFE  =  #,  ^  BFF  =  m.  Infolge 
einer  bekannten  Eigenschaft  der  Parabel  ist  nun  -^  FBE  =  FBK, 
•^  EBK  =  BEF  als  Weehselwinkel,  folglich  -^  FEB  ^  FBE.  Drei- 
eck BEF  ist  also  gleichschenklig,  demnach  ^FBE^—'^ —  Es 
ist  aber  auch  Dreieck  I?FG  gleichschenklig,  und  daher  ^GFB=GBF 
oder  .&  — ü)  =  ^^-,  oder  auch  ^  "  '^  ^  ■  Also  ist -^  BFD  =  j  ^FD. 
Diese  Beziehung  bekundet,  dals  dei  Ort  des  Punktes  I)  als  Dreiteüungs- 
Km've  eines  beUehigen  Winkels  dienen  kann.  Legt  man  nämlich  den 
zu   teilenden  Winkel   mit   dem   Scheitel   in   F  und   mit   dem   einen 

1)  Zu  dentBelben  Schlüsse  kommt  n 
die  Bub  e)  angegebene  Konstruktion  ein 
benen  Cramer'scben  ist, 

2)  S.  einen  Biief   dieses   Geometevs    im  Joimi.   de  niath.   speo.   2.  Ser.   IV, 
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Sdienkel  fMi  FA,  und  ist  ferner  D  der  eine  Sehnittpuiikt  des  anderen 
Schenkels  mit  dem  angegebenen  Orte,  und  B  der  dem  Pimkte  D  ent- 
sprectiende  Punkt  der  Parabel,  so  ist  der  Winkel  t  AD  der  Tcrlaiigte. 
Der  Ort  des  Punktes  D  verdient  den  Namen  Triaektrix  Ton 
Catalan.     Um   die   Gleicliung  derselben  zu  finden,  nehmen  wii-  die 

vorliegende  Parabel  als  durch  die  Gleichung  q  ^  ^zz ~  dargestellt; 

die  Gleichung  der  Geraden  BD,  deren  Enveloppe  die  Trisektrix  von 
Catalan  ist,  wird  dann  sein  x  ■  cos  o  -j-  ?/  ■  ^i^i  ti"  ^^  ■■■        — - —     Durch 

Differentiation  erhalten  wu"  —  x  smto  -^^  y  cos  ra  ^  — ■  ^-^ -^  und 

daher  folgende  pai^ametrieche  Daretellung  der  Kurve: 

eose>  —  cosä«  einta  —  sin  201 

woraus  sich  dann  als  Gleichung  der  Kurve  folgende  ergiebt: 

2-ii,{x'  +  f)-2(x  +  2i?i' (5) 

oder  auch  21  py^  =  (x  —  4:pf  (2x  -\-  p) (5') 

Die  Kurve  selbst  ist  demnach  eine  cirkuläre  dritter  Ordnung  und 
symmetrisch  in  Bezug  auf  die  Parabelase.  Sie  geht  einmal  durch 
den  Pvmkt  I  —  ^,  0)  und  zweimal  durch  den  Punkt  (4j),  0),  die 
Tai^enten  in  diesem  letzteren  bilden  mit  der  Axe  Winkel  =  +  "ä"  i 
der  unendlich  ferne  Punkt  ist  ein  Wendepunkt  mit  der  unendHch 
fernen  Geraden  als  zugehöriger  Tangente;  die  Punkte  (p,  -\-p)  sind 
Kiüminationspunkte  u.  s.  w. 

Noch  jüngeren  Ursprunges  ist  eine  andere  Kurve,  die  wir  wegen 
ihrer  Anwendui^  Trisektrix  von  Longchamps  nennen^);  Ästor 
nannte  sie  hingegen  weniger  zutreffend  Trefle  equilatöraP),  wäh- 
rend Bellavitie  mit  Rücksicht  auf  ihre  Gestalt  ihr  den  Namen 
Tricratere  regolare^)  gab.  Sie  kann  vermittelst  eines  Kreises  (mit 
dem  Centrum  0  und  dem  Radius  r)  konstruiert  werden;  sei  AB  ein 
Durchmesser  desselben  (s.  Taf.  III,  Fig.  21).  Wir  nehmen  auf  der 
Peripherie  zwei  Bogen  AD  und  BE,  den  letzteren  halb  so  grofs  als 
den  ersteren  und  ziehen  in  deren  Endpunkten  D  und  E  die  Tangenten; 
ihr  Schnitt  P  wird    ein   Punkt   der   Trisektriskurve   sein.     Um   ihre 


1)  G.  de  Longcbamps,    Sur  wie  Pi-isectiice  rema/rqtiable  (Matliöeis  Vni, 
*)■ 

2)  S.  einen  Brief  im  XIV  Bde.  (1894)  der  3.  Serie  der  Nouv.  Ann.  8,  38B, 
i  wir  die  angeführten  Eigenschaften  der  Kurve  gröfetenteils  entnommen  haben. 

3)  Su  aleune  cmTie  di  facile  costttmione  n.  33  {Mem.  de  la  See.  Ital.  delle 
mze  m,  3.  Ser.  187Ü), 
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Gleichung  zu  bilden,  nelimeii  wir  0  als  Pol,  OB  als  Polai'axe;  setzen 
wir -^C  ifOE  =  £,  so  wird -^  J. OD  =  2£  sein.  Bezeichnen  wir  dann 
den  ^FOB  mit  o,  so  besteht  die  Beziehung  sr  —  3«  =  2(ki  —  s) 
und  daher  £  ^=  %  —  2»  und  -^FOE  =  o  —  j  =  3ra  —  jt.  D^ 
rechtwinklige  Dreieck  EOF  liefert  uns  also  p  = r^ — _       oder 


welches  also  die  Polar- Gleichung  der  Trisektris  von  Longchamps  ist; 
die  kartesisehe  Gleichung  ist  dann 

x{x^  —  ^y'')']-r{x^^y')^^ (7) 

Auch  diese  Trisektrix  ist  eine  rationale  Kurve  dritter  Ordnung;  0  ist 
ein  isolierter  Punkt  derselben;  die  nnendlich  fernen  Punkte  der  Ge- 
raden, die  mit  dem  Durchmesser  AB  die  Winkel  0,  -p- ,  -g-  bildeoj 
gehören  ebenfalls  der  Kurve  an ;  die  Halbierungslinien  derjenigen  Winkel, 
die  von  den  durch  0  in  diesen  Richtungen  gezogenen  Geraden  gebildet 
wurden,  sind  drei  Syrametrie-Axen  der  Kurve.  Die  unendlich  fernen 
Punkte  der  Kurve  sind  Wendepunkte,  die  zugehörigen  Tangenten  bilden 
ein  gleichseitiges  Dreieck,  indem  ihre  Gleichungen  sind;  «  +  -g  =  0, 
3:  +  !/y3  —  -^r  =  0.  Die  Heseesehe  Kurve  der  uuserigen  hat  die  Glei- 
chung: %TAx^—^y^-\-r{x^-\-'if)  =  (i,  weshalb  sie  also  von  derselben 
Art  ist.  Die  Inverse  in  Bezug  auf  den  Kreis  mit  dem  Mittelpunkte 
0  und  dem  Radius  JJ  hat  die  Gleichung  p  = —T-cosSca,  gehört  da- 
her einer  Klasse  von  Kurven  an,  der  wir  im  V.  Abschn.,  Kap.  8  be- 
gegnen werden.  Die  Cayley'ache  Kurve  ist  ein  Kreis  ^),  Schliefslich, 
da  man  Gleichung  (7)  auch  in  folgender  Weise  sehreiben  kann 

^  "~      V  Sx  —  r  ' 
so  ist  unsere  Kurve  (vgl.  Nr.  16)  algebraisch  quadrierbar. 

1)  Die  Tangentialgleicliung  dieser  Kurve  erhält  man  durcli  die  einfache 
Anwendung  einer  bekauuten  Formel  (Clebsch- Lindemann,  Yorle$wtigen  I, 
S.  517). 
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Vierzelintes  Kapitel. 
Die  kubische  Duplieatrix  und  dag  paraltolisclie  Blatt. 

60.  Wahrend  die  im  vorigen  Kapitel  untersuchten  Kurven  zur 
Teilung  eines  Winkels  in  drei  gleiche  Teile  dienen  kömien,  kann  die, 
welche  wir  nunmehr  besprechen  werden,  für  die  Aufgabe  der  Würfel- 
verdoppelung dienen,  weshalb  G.  de  Longchampe  sie  kubische 
Duplikatrix  genannt  hat.  Die  von  ihm  angegebene  Konstruktion  ist 
folgende^):  „Gegeben  (Taf.  III,  Fig.  22)  zwei  Geranien  r,r',  die  zu 
einander  senkrecht  stehen  und  ein  Punkt  0  auf  der  zweiten;  man  ziehe 
von  0  einen  Strahl,  der  r  in  A  sehneidet,  in  A  eiTichte  man  auf 
diesem  Strahle  die  Senkrechte,  die  r'  in  B  trifft  und  ziehe  durch  B  die 
Parallele  zu  r,  bis  sie  den  Strahl  selbst  in  P  trifft,  der  geometrische 
Ort  des  Punktes  P  ist  eine  kubische  Duplicatrix.  Um  die  Glei- 
chung derselben  zu  finden,  nehmen  wir  0  als  Pol  und  /  als  Polar- 
axe,  ist  l  der  Abstand  des  Punktes  0  von  C,  dem  Schnittpunkte  von 
r, r,  so  haben  wir 

0^_-i-,         OE^^^,        0F=°^; 


(.-S.*^.- (1) 

Die  entsprechende  kartesische  Gleichung  der  Kurve  ist 

^■-i(«"  +  !/') (2) 

Die  kubische  Duplicatrix  ist  also  eine  cirkulare  Kurve  dritter  Ord- 
nung, die  auf  der  j/-Axe  im  Unendlichen  einen  Wendepunkt  besitzt; 
die  unendlich  ferne  Gerade  ist  die  entsprechende  Tangente.  Der  Punkt 
0  ist  ein  isolierter  Punkt  und  die  zugehörigen  Tangenten  sind  isotro- 
pische Geraden.     Die  Kiu-vc  kann  auch  durch  die  beiden  Gleichungen 

dargestellt  werden;  die  KoUineaiitäts -Bedingung  für  drei  Punkte 
(")>  iß)>  (y)  ist  dann 

^I'  +  y«  +  «(5  =  l; 
man  erkennt,  dafs  die  Kurve  im  Endlichen  zwei  reelle  Wendepimkte 
hat,  mit  der  gemeinsamen  Äbscisse  x  =  -^-  —  Bemerken  wir  noch, 
dafs  es  leicht  ist,  die  Punkte  der  Kurve  zu  bestimmen,  die  eine  ge- 

1)  Essai  sur  la  geomiti-ie  Ae  Ja  rigle  et  de  l'equen-e  (Paiia  1890)  S.  Ü2— 94. 
Die  Kurvö  kommt  bereits  bei  Uhlhorn  (Entdeckimgen,  m  der  höheren  Geometrie, 
Oldenburg,  1809,  S.  54)  vor  und  trägt  daselbst  den  Namen  Toxoide. 
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gebene  Abseisse  OB  haben;  es  genügt  i^mlich  über  dem  Durch- 
meeaer  OB  einen  KJreis  zu  beschreiben,  dessen  Schnitte  Ä,  Ä'  mit 
der  Geraden  r  za  bestimmen,  und  dann  diese  Punlrte  als  P,  P'  von 
0  aus  auf  die  von  B  zu  r  parallel  gezogene  Gerade  zu  projieierou. 

51.  Gr.  de  Longcbamps  hat  noch  eine  andere  Kurve  dritter  Ord- 
nung betrachtet,  auf  die  wir  jetzt  hinweisen  wollen:  „Gegeben  zwei  auf 
einander  senkrechte  Geraden  und  ein  Paukt  0  ihrer  Ebene  (Taf.  III, 
Fig.  23).  Mau  ziehe  durch  0  einen  beliebigen  Sti-ahl,  der  r  in  P  schnei- 
det, in  diesem  Punkte  errichte  man  die  "senkrechte  zu  OP  und  be- 
zeichne dessen  Schnitt  mit  r  mit  Q  dann  ziehe  man  die  Parallele 
darch  Q  zu  OP  und  bestimme  deren  Rchnittpimkt  Ji  mit  i  schliefs- 
lich  von  R  die  Senkrechte  E3I  zu  OP,  dei  Ort  dei  Punkte  M  ist 
die  fragliche  Kurve^)."  Um  ihre  Gleichung  zu  be'itimmtn,  nthmen  wir 
als  X-  nnd  »/-Axen  die  durch  0  zu  i  und  »  gezogenen  Parallelen; 
sei  S  der  Schnitt  von  r,  r,  Ä  und  B  bezüglich  lUe  Treffpunkte  von 
r  mit  Ox  und  /  mit  Oy,  a  und  b  die  Koordinaten  OÄ,  OB  von  S, 
ao  erhält  man 
OP-^-^-,     AP=aigm,     PS==  tl^a  —  h       P >;)=—' ~^"|^^", 

Ig  j;  =  pg  -  tg  to  ^  -  ^" "  "-^-^  ^^^ , 

und  da  p  =  0M=^  OP  —  QB,,  so  ist  die  Polargleichung  des  geo- 
metrischen Ortes  von  M 

p  .  cos  0)  =  «  +  tg  0}  (t  —  <i  tg  (o) (4) 

Infolgedessen  lautet  ihre  kartesische  Gleichung: 

x^  =  a{s?  —  y^)-\-lxy (5) 

Im  besüuderen  Falle,  wenn  6  =  0 

a.'_o(«'-s') (6) 

Gleichung  (5)  stellt  das  schiefe  parabolische  Blatt,  (6)  diW 
gerade  parabolische  Blatt  dar.  Das  erstere  (welches  dem  all- 
gemeineren Falle  entspricht)  ist  eine  kubische  Kurve,  die  0  zum 
Doppelpunkt  hat  —  die  zugehörigen  Tangenten  sind  zu  einander  senk- 
recht —  und  sowohl  durch  den  Punkt  S  als  auch  den  unendlich 
fernen  der  j/-Ase  geht;  auch  dieser  ist  ein  Wendepunkt  mit  der  un- 
endlich fernen  Geraden  als  Tangente.  Gleichung  (5)  kann  durch 
folgende  beiden  ersetzt  werden: 

x=^il  —  X^)a-^}.'h,  y  =  {l  —  l^)a-\-  k^h,  .  .  (7) 
aus  welcher  parametrisehen  Darstellung  sich  folgende  Kolli nearitüts- 
Bedingung  einlebt 

Üiy  +  ,»  +  »p  +  1)  «'  ~  («  +  /i  +  r)  «6  +  !>'  -  0; 


1)  Essai  SM»-  la  gconUtrie  de  la  righ  et  de  l'6quene  (Par 
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die  Paiamefcpi   dei  Wendepunkte  der  Kurve   sind  daher  die  Wurzeln 
der  ftleichung 

(3raä  ;]-  1)  ffl^  —  So  afe  +  fes  =  0, 
die  Wendepunkte  selbst  sind  daher  imaginär,  wie  sicli  auch  (s.  Nr.  18) 
TOraussehen  liefs    — ■  Wenn  &  =  0,  hat  die  Kurve    die  Besonderheit 
symmetiiscli  zur  y  Äxe  zu  sein. 

Die  Kmvcn  dritter  Ordnung,  deren  Theorie  und  Geschichte  wir 
in  diesem  Abschnitte  dai-gelegi  haben,  sind  die  einzigen,  die,  soweit 
uns  bekannt,  einen  besonderen  Namen  erhalten  haben  ^);  auf  andere 
bemerkenswerte  werden  wir  noch  später  kommen,  wenn  wir  all- 
gemeinere Kurven  behandeln  (s.  z.  B.  Absehn.  V  und  VII),  weitere 
nicht  weniger  bemerltenswei-te  wurden  im  Laufe  veiachieden artiger 
Untersuchungen  gefunden,  erhielten  jedoch  keinen  besonderen  Namen. 
Eine  solche  ist  z,  B,  die  mit  der  Gleichung 
x{x^  +  y^)  =  a?y, 
die  sich  im  Briefwechsel  zwischen  Leibniz  und  Huygens  findet^); 
femer  die  mit  der  GHeichung 

1)  Um  vollsläjidig  zu  sein,  milfsten  wir  noch  folgende  liinzufiigeii,  mit 
denen  ö.  de  Longchamps  sich  in  dem  soeben  an gefülirte!i  Pasaue  des  Essai  be- 
EcMftigt  hat, 

_.    .     ,       (    K'  =  fiM'.   Einfache  parabolische  Kurve  3. 0.  mit  Spitze. 

S.  US.    ilZt°i"r,  \   •''-'•' '=<»'"»■ 

unron  .  _       _ .        Ejiifacte  hjperbolische  Kurve  3.  0. 


dalej/    y^  y_ ^____ 


[onchoidale 

Cirtnla: 
Konclioide 

Derselbe  Geometer  hat  an  anderei-  Stelle  (Cows  de  pi-öblimes  de  gectnitrie  (ma- 
Ijftigms  I,  Paris  1898,  S,  US  und  213)  die  kubische  Serpentine  und  die 
cirkulare  Serpentine  betrachtet.  Alle  diese  Kurven  besitzen  keine  hervor- 
ragenden Eigenschaften,  -weshalb  wir  bei  diesen  nicht  verweilen. 

2)  Der  auf  diese  Kurve  bezfiglicbe  Teil  der  Korrespondenz  Kwischen  den 
beiden  Mathematikern  ist  so  bemerkenswert,  dais  wir  uns  nicht  enthalten  können, 
diesem  einige  Worte  zu  widmen. 

Wie  bekannt,  gehörte  Huygens  nicht  von  vornherein  zu  den  ersten  Gläu- 
bigen der  von  seinem  alten  Schüler  Leibniz  erftindenen  Differential-Rechnung, 
■und  nm  die  Tr^weite  des  „methodua  tangentium  inversa",  dessen  einzige  Macht 
LeibniB  gerühmt  hatte  za  erproben,  gab  er  diesem  auf,  die  Kurven  zu  finden, 
deren  Subtangenton  beanglich  ausgedrückt  werden  durch 
l!__3^  ga;'y-a^a 

tx  '  3a'  —  ixy 

(S.  den  Brief  vom  24.  Äug.  1690  in  Leibniz,  herausg.  v.  Gerhardt,  II,  S.  46).  In 
der  Antwort  (3./13,  Okt.  1S90  a.  a.  0.  S.  60)  s^t  Leibniz,  Usifs  die  aweit«  der 
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die   der   Ort   der   Brennpunkte   derjenigen  Hyperbeln   ist,   die   einen 

Terlangten  Kurven  (wenn  man  der  Einfachheit  halber  a  =  1  setzt)  die  Gleichung 
—-X^^j)^'^"  habe,  wo  h  eine  beliebige  Konstante,  und  b  diejenige  Zahl  ist,  die 
zum  Logarithmus  die  Einheit  hat.  Huygona  war  von  dieser  Lösung  nicht  befrie- 
digt und  antwortete  unterm  18.  Nov.  1690  (a.  a.  0.  S.  35—56) :  „Je  ne  vous  avois  pas 
eavoie  les  deus  questions  des  lignes  courbes  ponr  toub  donner  de  la  peine  en 
cherchant  lea  solutiona,  raais  croiant  que  tous  auriea  nne  m^thode  preste  pour 
tronver  les  courbes  par  la  proprietii  de  lenr  Tangents,  ou  pour  determiner  quand 
cela  se  peut  ou  non.  Je  commence  ä  croire  maint*nftnt  que  cela  n'est  point, 
puisque  la  courbe   dans   laquelle  AB  estanfc  x  et  sa  perpend.  BO  y,  on  trouve 

JBD,  diatance  du  coneours  de  la  bmgente  ögale  ä  — — ^ — ;    oette  courbe 

dis-je  a  pour  equation  qui  esprime  ea  nature  x^-{-xxy^aay."  —  Hujgens 
fügte  eine  Beat&tigung  seiner  Behauptung  und  die  Konstruktion  der  Kurve  hinzu. 
Die  Huygens'sche  Kritik  aber  konnte,  sei  es  wegen  der  Autorität  ihrea  Urhebers, 
Bei  ea  weil  sie  die  Leibniz'sche  Erfindung  empfindlich  traf,  nicht  ohne  Erwide- 
mng  bleiben,  und  blieb  es  auch  nicht  von  selten  dea  berühmten  Nebenbuhlers 
Newtons.  In  seinem  Brioie  vom  14./29.  Nov.  1690  (a.  a.  0.  S.  62—63)  klärte  er 
den  Widerspruch  seiner  eigenen  Schlüsse  mit  den  von  Hujgens  erhaltenen  auf, 
indem  er  die  Subtangente  mit  verschiedenem  Vorzeichen  genommen  hatte,  was 
er  in  einem  apä,teren  Briefe  (v.  35.  Nov.  1690,  a.  a.  0.  S.  64—65)  wiederholt«; 
daseibat  iat  überdies,  als  Gleichung  der  Kujve,  die  die  erste  von  Newton  ge- 
stellte Aufgabe  löst,  die  folgende  bezeichnet:  2r'ic'^r*i/'-i- o'j/',  wo  r  und  a 
beliebige  Konstanten  sind.  Auch  diese  war  eicht  die  von  Hujgens  gewollte 
Gleichung,  welche  nämlich  2(t'«*  =  a')/'  +  ^^  lautet  (Brief  v.  19.  Dez.  1690, 
a.  a.  0.  S.  6S — 69),  diese  gebt  jedoch  auf  jene  zurück,  wenn  man  statt  a  setzt  — ■  ■ 
Um  sich  ein  Urteil  zu  bilden  über  die  Schwierigkeit  der  von  Hujgens  ge- 
stellten Aufgaben,  über  die  zu  ihrer  Lösung  nötigen  Mittel,  und  die  Allgemein- 
heit der  erlangten  Resultate,  wollen  wir  sie  einmal  mit  den  modernen  Methoden 
behandeln.  Wir  beachten  zu  dem  Zwecke,  dafs  die  zweite  jener  Aufgaben, 
jenachdem  man  das  "Vorzeichen  der  Subtangente  nimmt,  sich  auf  die  eine  oder 
die  andere  der  folgenden  Differenaialgleichungen  zurückführen  läfst: 

"ix^y  —  a'ce   ,                  ,         ^x^y  —  a^x   , 
—  y  ■  dx:^  ■■-  g-    ■  — —  dy  ,        y  ■  dx^'  ■     ^  -  ■  ■■ dy , 

oder  auch  (3ffi*  —  'ixy)y  ■  dx-}-  (2xy  —  a^)x-  dy  =  0, 

(3a'  —  'ixy)y-dx-\~{a^~'ixy)x-dy  =  0. 
Wenden  wir  nun  die  Identität  an 

-Ndy       1_  \Mx-\-  Ny  , 


^'=l(fM-l|'--+^-(f)l. 


Mx-- 
80  verwandeln  sich  dieae  in  folgende  anderen: 

2xy[a^~xy}^  '^  y  '        L  a^J    xy      '     2         "^Ky) 

und  demnach  durch  Quadratur  s^i/ 
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Scheitel  iind  eine  Asymptote  gemeinstun  haben^);  eine  solche  ist 
femer  der  Ort  der  Mittelpunkte  der  Kreise,  die  durch  den  Brennpunkt 
der  Parahel  gehen  und  die  Kurve  herühren^),  dann  der  geometrische 
Ort  für  alle  Punkte,  die  yon  den  Seiten  eines  Dreiecks  Entfernungen 
haben,  deren  Produkt  konstant  ist*);  eine  weitere  entspringt  der 
graphischen  Daratellung  einer  kubischen  Funktitin  einer  komplexen 
Variabeleu*);  u.  s.  w. 

von  diesen  Gleichungen  stimmt  die  erste  mit  der  von  Huygens  überein,  während 
die  zweite  sich  von  der  Leibniz'echen  nicht  unterscheidet.  —  Was  nun  die  erste 
der  Huygena'schen  Aufgaben  anlangt,  so  werden  wir  von  dieser,  weil  sie  auf 
eine  Knrve  vierter  Ordnnng  führt,  im  folgenden,  Abschnitt  handeln. 

Wir  wollen  hier  nocb  die  geeignete  Gelegenheit  benutzen  zu  der  Bemerkung, 
dafs  in  jüngerer  Zeit  J.  Porro  bei  der  Beaibeitnng  von  Prägen  aus  der  an- 
gewandten Mathematik  auf  Kurven  stiefa,  die  er  courbca  atuptiqnes  nannte 
(C.  E.  XSXIV,  1852,  S.  173)  und  die  in  ähnlicher  Weise  durch  folgende  Differential- 
gleichung definiert  werden 

dy  _  a^°  +  a-i/'  +  2e»/y  1.°  +  y^  — "e' 

dX  y"  ^  yx^  +  2?^]/'«'  +  S»'  —  e' 

1)  S,  die  von  Brocard  nnter  Nr.  61  im  F^-OffTm)  II,  1891,  S.  128  gestellte 
und  von  A.  Sohiappa-Monteiro  (a.  a.  S.  300)  gelöste  Frage,  auf  welche  sich 
ferner  eine  Note  von  Brocard (Pio^j-eso  HI,  1893,  S.  32)  bezieht  und  eine  gröfsere 
Arbeit  von  demselben  Schiappa-Monteiro  (Das.  S.  201—9  und  325—34). 

2)  E,  Freund,  XTbee  eine  Km-ve  drittel-  (h-äming  {Lotos,  Neue  Serie,  XIV, 
Prag  1894). 

3)  E.  Cauber,  Über  einen  geoinetrisehen  Oi't  and  eine  damit  zuBoniinen- 
hängende  Fläche  (Monatshefte,  3.  1892). 

4)  Stöckly,  JEÜgertsehaften  der  aus  rationalen  gansen  Fwiktionen  dritten 
Cfraäes  entspmigendeyi  Kmven  (Archiv,  66,  1874). 
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Kurven  yierter  Ordnung. 

Erstes  Kapitel. 
AUgemeiiies.    Klassifikation. 

52,  Die  Kurven  vierter  Ordnung  hielten  ihren  Einzug  in  die 
mathematische  Litteratur  sozusagen  gleichzeitig  mit  denen  drifcter 
Ordnung,  und  ungefähr  in  derselben  Weise,  mmlich  mit  dem  Auf- 
treten einzelner,  in  verschiedener  Weise  spezialisierter  Kurven  als 
deren  Repräsentanten.  Während  jedoch  die  allgemeine  Theorie  der 
Kurven  dritter  Ordnung  schon  mehr  als  zwei  Jahrhunderte  Lebens- 
zeit zählt,  kann  man  von  der  Theorie  der  Kurven  vierter  Ordnung 
nur  sagen,  dafs  sie  erst  vor  etwa  fünfzig  Jahren  angefangen  sei. 
Und,  während  jene  einen  derart^en  Grad  der  Entwickelung  erlangt  hat, 
dafs  man  sie  als  eine  der  vollendetsten  der  ganzen  Geometrie  ajisehen 
kann,  bietet  die  Theorie  der  Kurven  vierter  Ordnung,  wenngleich  sie 
auch  manche  sehr  schöne  Kapitel  enthält,  dennoch  beklagenswerte 
Lücken,  So  sind,  wenn  auch  die  von  Steiner^)  und  Hesse^)  be- 
gonnenen und  von  so  vielen  berühmten  Geometem  der  späteren  Zeit 
fortgesetzten  Untersuchungen  Über  die  28  Doppeltangenten  einer  all- 
gemeinen Kurve  vierter  Ordnung  bia  in  die  kleinsten  Einzelheiten 
die  von  diesen  gebildete  Konfiguration  zu  unserer  Kenntnis  ge- 
bracht haben,  dennoch  die  geometrischen  Beziehungen  zwischen  ihren 
24  Wendepunkten  in  geheimnisvollen  Nebel  gehüllt;  so  fehlen  uns  noch, 
wenn  sich  auch  aas  der  Anwendung  der  hyperelliptisehen  Punktionen 
vieles  Licht  üher  diese  Kurven  verbreitet,  erschöpfende  Untersuchungen 
über  die  invarianten  Eigenschaften  der  temären  hiquadratiachen  For- 
men^). Nichtsdestoweniger  sind  einige  der  dahin  gehörigen  Formeln 
seit  langer  Zeit  bekannt  und  sollen  hier  wieder  erwähnt  worden. 

1)  Eigensehafteti  d&-  Kwven  viertmi  Grades  räcksiehtUch  ihrer  Dopjael- 
(«nffente«  (Grelles  JoTirn.  XLIS,  1856). 

2)  Üher  die  Doppeltangent^i  tl«'  Kwrven  vierten  Grades  (Daselbst). 

3)  Glebsct-LiaAemanii,  Voiiesmigen  üb&r  Geomeirie  I,  (Leip'/.ig  1876) 
S.  274,  Hote, 
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Klassifikation. 


■  H- 


.  — 0 . 


(1) 


die  linke  Seite  der  Gleichimg  einer  allgemeinen  Kurve  vierter  Ordnung 
ist,  in  der  wirklichen  und  in  der  symbolischen  li'orm,  und  man  setzt 
I=(ahi)%  J^(bety(caty{aHy,  ...  (2) 
so  stellen  die  beiden  Gleichungen  1=0,  J=0  zwei  kontravariante 
Kurven  dar,  die  erste  von  der  vierten,  die  zweite  von  der  sechsten 
Klasse;  das  Übertragungaprinzip  von  Clebsch  führt  alsbald  zu  dem 
Schlosse,  dals  jene  umhüllt  werden  von  den  Geraden,  die  die  Kurve 
in  vier  äquiaaharmonischen  resp.  barmoniaehen  Punkten  aclmeiden. 
Die  Gileichung  p~  Qp=0 

ist  dann  nichts  anderes  als  die  Tangential gleichung  dei  Kurve,  und 
diese  ist  daher  von  der  zwölften  Klasse,  wie  es  auch  die  Plücker'scheu 
Formeln  erfordern.  —  Die  Funktion 

S  =  {bcä){acd){ah(i)(nhc)%h_^c  d^  ...     (3) 

gleich  0  gesetzt  stellt  hingegen  eine  zur  gegebenen  kovaiiante  Kurve 
vierter  Ordnung  und  gleichfalls  allgemeine  Kurve  du  Bekannt  ist 
auch^),  dafs,  während  jeder  Kurve  viertel  Oidnung,  f=0  eine  zweite 
S  ==  0  entspricht,  umgekehrt  die  linke  Seite  der  Gleichung  jeder 
Kurve  vierter  Ordnung  angesehen  werden  kann  als  Kovariaiite  S 
von  36  bestimmten  temaren  bi quadratischen  Formen.  — ■  Eine  andere 
Kovai-iante  (sie  ist  von  dei  sechsten  Oi-dnung)  erhält  man  durch  Be- 
trachtung der  Hessesehen  von  f,  hingegen  ist  eine  Konti-avariante 
(von  der  achtzehnten  Klasse)  durch  die  linke  Seite  der  Gleichung  der 
Cayley'schen  Kurve  gegeben,   nun  hat  diese  Kmve  hat  IJl  vierfache 


Tangenten,  die  alle  tangentiellen  Smgulai 
schliefsen^.  Unter  den  Invaiianteu  veidient, 
folgende  besoudeis  veimerkt  zu  weiden 


itaten   der  Kuive   m   sich 
aufser  dei  Diskiimmante 


1     "1112     "im     "ins 

1       «lil3      «1333       «lais 

""siia     ^i^i2     "3316 


deren  geometiische  Bedeutung  wii  al&hald  (Nr  53)  eisehen  weiden 


1)  G.  Sooraa,  TJn  imovo 
Ann.  LH,  1899) 

2)  B.  Beitini,  Le  tu^uiemti  nmltiiik  deUa  Cai/hyna  di 
generale  (Ätti  Tonoo  XXXIl,  1896J 


so^a  Je  qv,a)ltche  p%ane  geneiah  (Math 
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Eine  Frage  über  die  Kurven  vierter  Ordnung,  die  alsbald  auf- 
geworfen und  in  veracliiedener  Weise  gelöst  wurde,  ist  die  nach  ihrer 
Klassifikation.  Obwohl  sich  diese  als  ein  kompliziertes  Problem 
von  mühevoller  Lösung  herausstellte,  so  war  sie  doch  schon  von  der 
ersten  Hälfte  des  18.  Jahrhunderts  an  Gegenstand  der  Untersuchung 
seitens  mehrerer  Geometer,  an  deren  Spitae  wir  den  Abt  Bragelogne 
finden.  Dieser  setzte  in  zwei  lai^en  Abhandlungen^)  eine  Methode 
auseinander,  die  Bestimmung  der  verschiedenen  Typen  auszuführen, 
unter  welche  die  Kurven  vierter  Ordnung  gruppiert  werden  können, 
eine  Methode,  die  in  letztem  Grunde  darin  bestand,  die  allgemeine 
Gleichung  vierten  Grades  in  rechtwinkligen  Punkikoordinaten  auf  ge- 
wisse tanonisehe  Formen  zurückzuführen.  Aber  das  grofse  Wei-k,  in 
welchem  die  genannten  Ideen  ausführlich  entwickelt  werden  sollten, 
hat  niemals  das  Licht  erblickt. 

N"a«h  dem  Tode  Br^elognes  wurde  daa  Problem,  dem  er  so  gi-ofse 
Mühen  geopfert  hatte,  gleichzeitig  von  zwei  sehr  berühmten  Geometem 
wieder  aufgenommen:  L.  Euler^)  und  G.  Gramer^);  vom  ersteren  ohne 
die  Bemühungen  des  französischen  Abtes  zu  kennen,  während  der  andere 
sie  ausdrücklich  citiert.  Die  von  den  beiden  Mathematikern  vorge- 
schlagenen Einteilungen  stimmen  in  der  Annahme  des  Haupfckriteriums 
der  Klassifikation  überein,  nämlich  des  Verhaltens  der  Kurve  im  Un- 
endlichen. Hiemach  lassen  sich  alle  reellen  Kurven  vierter  Ordnung 
in  neun  Klassen  einteilen*),  die  durch  die  folgenden  Anordnungen 
der  Gruppe  ihrer  vier  unendhch  fernen  Punkte  charakterisiert  sind: 
1)  Vier  imaginäre  und  zu  je  zweien  konjugierte  Punkte;  2)  zwei 
reelle  verschiedene  und  zwei  konjugiert  imaginäre  Punkte;  3)  vier 
reelle  und  verschiedene  Punkte;  4)  zwei  konjugiert  imaginäre  und 
zwei  reelle  zusammenfallende;  ö)  zwei  reelle  verschiedene  und  zwei 
reelle  zusammenfallende;  6)  zwei  reelle  Doppelpunkte;  7)  zwei  kon- 
jugiert imaginäre  Doppelpunkte;  8)  ein  einfacher  und  ein  dreifacher 
Punkt;  9)  ein  vierfacher  Punkt.  —  Jede  dieser  Klassen  umtafst 
mehrere  Arten;  Euler  und  Gramer  haben  eine  beträchtliche  Zahl  der- 
selben angegeben,  indem  sie  sich  damit  begnügten,  vielmehr  nur  die 
Möglichkeit  zu  vermerken,  als  die  thatsächliche  Existenz  der  ent- 
sprechenden  Kurven   nachzuweisen.     Diese   unabweisbare   Ergänzung 


1)  Examen  des  lignes  du  q^atrihne  ordre  oa  courbes  du  tfoisieme  genre 
(Möm.  de  VAc.  des  Sciences,  Paris  1730).  S.  auch  die  Bemerkung  Swr  les  lignes 
du  guatriime  ordre  (Das.). 

2)  Introdactio  tw  OMirfj/e«  infinitormn  II.  {Lausanne  1748)  S.  139—49. 

3)  In^oduction  ä  l'andlyse  des  lignes  cowrbes  algebii^Ks  (Genf,  ITÖO) 
S.  399—99. 

4)  In  der  That  teilt  man  sie  gewöhnlich  nur  in  acht  Klassen  ein,  ahcr 
ea  Echeint  uns  doch,  dafs  man  die  oben  mit  6)  und  7)  hezeichneten  aus  einander 
halten  mufs. 
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wurde  von  J.  Plücker*)  geliefert,  der  überdies  durch  eine  er- 
schöpfende Aufzählung  die  Zahl  der  veTsohiedenen  Arten  der  ehenen 
Kurve  vierter  Ordnung  auf  152  brachte  und  für  jede  Art  die  kanoni- 
sche Gtleichung  fand. 

Das  genannte  Klasaifikations- Verfahren  ist  aber,  da  es  als  Grund- 
lage ein  Prinzip  hat,  dafs  sich  mit  den  herrschenden  Ideen  der  Geo- 
metrie seit  dem  Triumphe  ihrer  projektiven  Methoden  schlecht  vei-- 
tr'agt,  heute  schon  wenig  mehr  in  Gebrauch  und  ist  in  Vergessenheit 
geraten.  Vielmehr  giebt  man  einem  der  beiden  folgenden  den  Vorzug. 
Das  erste  hat  die  Betrachtung  des  Geschlechtes  einer  Kurve  als 
Grundlage  und  demnach  der  Zahl  und  Natur  ihrer  singulären  Punkte. 
Dementsprechend  werden  alle  Kurven  vierter  Ordnung  in  vier  gi'ofse 
Kategorien  eingeteilt,  jenachdem  sie  vom  Geschlechte  3,  2,  1,  0  sind. 
Die  erste  enthält  die  Kurven  ohne  vielfache  Punkte,  die  zweite  die 
mit  einem  Doppelpunkte  oder  einer  Spitae  versehenen  (solche  Kurven 
sind  dann  hyperelliptisehe  Kurven  vierter  Ordnung)^,  die  dritte 
die  Kurven  mit  zwei  Punkten  von  der  Vielfachheit  zwei  (es  sind  die 
elliptischen  Kurven  vierter  Ordnung),  die  letzte  die  mit  drei  Doppel- 
punkten (Knoten  Spitzen,  oder  isolierten  Punkten)  oder  einem  drei- 
fachen Punkte  (es  sind  die  ritionalen  Kurven  vierter  Ordnung). 
Diese  Einteilung  kann  weitei  tortgesetat  werden  durch  die  Betrach- 
tung der  Moduln  dei  emzelneu  Kurven. 

Die  zweite  dei  oben  angekündigten  Methoden  gi-flndet  sich  auf 
topologische  Betiit-htungen  Vorbereitet  von  Cayley^)  wurde  sie 
von  Zeuthen*)  entwickelt  und  in   einzelnen  Punkten  von  Crone*) 

1)  ThfCrie  du  alyehatsche»  Auj  ivn  (Bonn  183<l'  S  136—49  In  der  früheren 
Enumeration  des  Cfmibes  du  guatiif^ne  o  d  e  daj  es  la  näuie  differente  de  hurs 
hranches  infintes  (Liovville^  Tonm  I  ISSSJ  hatte  liereelbe  G«ometer  nnr  136  Gat- 
tungen betrachtet 

2)  Zn  dieser  grofsen  Elasse  geholt  die  m  kattPsischen  Koordinaten  durch 
die  Gleichung  y'  —  fli'-|~  oj/' -|- &a'*  =  0  dargestellte  Kuive  die  von  den  fran- 
zösischen Geometem  courbe  dti  diable  genannt  ■winde  (vgl  IntermediaireW, 
1897.  S.  223);  der  Anfangspunkt  ist  em  Knoten  oder  ein  isolierter  Punkt,  je- 
nachdem ^^f;  die  unendlich  fernen  Punkte  der  Wmkelhftllnerenden  der  Asen- 
winkel  sind  einfache  Punkte  deiselbei  Besonders  ist  noch  heb'aohtet  morden 
(s.  Brjot  u.  Bouquet,  Xefoi)*  de  gemteti«  t}uilyt  iie  S  367;  and  Nieven- 
glowsky,  Cottis  de  geom.  analytigm  II  Paris  189j   S  73    folgender  Fall 

j/'  — a'  — 96a'i/  -l-IOOaäj,  =0 
Die  „ Teufel skurvc"  scheint  jedoch  nur  wegen  ihrer  seltsamen  Form  hemerkens- 

3)  S.  die  Bemerkungen  On  gwarttc  cwrses  (Philosophical  Magazine,  4'  Reihe, 
XXIX,  1865). 

4)  Sur  les  differemtes  fonms  des  cowbes  plmies  du  guati'ieme  degre  {Math. 
Ann.  TII,  1873). 

5)  SuT  la  diatribution  des  tangentes  doubles  sttr  les  dwers  systemes  de  coniques 
ayant  un  contact  quadruple  avec  une  eowrie  du  quatrihne  d«gre.  (Das.  XII,  1877), 
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ergänzt.  Sie  führt  ziu-  ünterscheidimg  von  aeclisiinddreiCsig  Typen 
der  ebenen  Kui-ven  vierter  Ordnung  ohne  vielfache  Punkte,  die  in  drei- 
zehn Klassen  zerfallenj  aie  beruht  auf  der  Erkenntnis,  dafs  eine  Kui-ve 
viertel'  Ordnung  mit  nicht  verschwindender  Diakriminante  höchstens 
aus  vier  geschlossenen  ganz  auseinander  liegenden  Zügen  besteht  oder 
auch  aus  zweien,  von  denen  der  eine  innerhalb  des  anderen  liegt. 
Füi-  die  rationalen  Kui-ven  hingegen  beträgt  die  Zahl  der  wesentlich 
verschiedenen  Typen  neun^),  unter  denen  sich  Übergangsformen  zu 
den  ersteren  finden.  SchliefsHeh  woUen  wir  bemerken,  daXs  die  Kui-ven 
vierter  Ordnung  vom  Geachlechte  2  oder  1,  einem  bekannten  allge- 
meinen Satze  von  Harnack^  zufolge  höchstens  aus  drei  oder  zwei 
Zügen  bestehen,  —  Dieser  Hinweis  auf  eine  Betrachtung,  auf  die  wir 
nicht  weiter  zurückkommen  werden,  möge  genügen;  der  Leser,  de:- 
genauere  Angaben  wünscht,  nehme  die  Dissertation  von  Frl.  Ruth 
Gentry  zur  Hand:  On  the  forms  of  ^ane  quarUc  cm-ves  (New- York 
1896). 

53.  Alle  speziellen  Kurven  vierter  Ordnung,  mit  denen  wir  uns 
beschäftigen  werden,  sind  entweder  elliptische  (indem  aie  als  Doppel- 
punkte oder  Spitzen  die  cyklischen  Punkte  der  Ebene  haben)  oder 
rationale;  demnach  werden  wir  —  in  ähnlicher  Weise,  wie  wir  es  im 
vorigen  Abschnitt  gethan  haben  —  ein  besonderes  Kapitel  den  erateren, 
ein  zweites  den  anderen  widmen.  Zunächst  aber  wollen  wir  zum 
Schlüsse  dieses  Kapitels,  —  wie  es  früher  auch  in  Nr.  17  geschehen 
ist  —  über  einige  Kurven  vierter  Ordnung  ohne  vielfache  Punkte, 
die  dennoch  spezieller  Art  sind,  berichten. 

Die  erste  Stelle  wollen  wir  der  Clebseh'schen  Kurve  einräumen, 
welche  die  besondere  Eigenschaft  hat,  dafs  die  linke  Seite  ihrer  ho- 
mogenen Gfleichmig  als  Summe  der  Biquadrate  von  fünf  linearen 
Formen^)  darstellbar  ist;  aie  läfst  daher  polare  Fünfseite  zu;  analy- 
tisch ist  sie  dadurch  charakterisiert,  dafa  ihre  Inyai-iante  Ä  (s.  Gl.  (4)) 
gleich  Null  ist.  Die  Kovariaute  jS  (GL  (3))  einer  Clebseh'schen  Kurve 
gleich  Null  gesetzt,  stellt  eine  spezielle  Kurve  vierter  Ordnung  dar, 
indem  sich  in  dieselbe  vollständige  Fünfseite  einbeachreihen  lassen; 
sie  heilet  die  Lüroth'sche  Kurve  vierter  Ordnung  zum  Andenken 
des  Geometers,  der  sie  zuerst  untersucht  hat*). 

Die  durch  eine  Gleichung  von  folgender  Gestalt  dargestellte  Kurve 
_^__^  a^*  +  4%3!i  4-  w^  =  0, 

1)  A.  Bi-ill,  über  rationale  KiaTm  iiiei-fe)'  Ordnung  (Matt.  Ann,  XJI,  1877). 

2)  über  die  VieUeiUgi:eit  äei-  ebewn  algeln-aischen  Kmven  (Das.  X,  1876). 

3)  S.  die  Pundamentalabliandlmig  von  ClebBch,  Über  Kurven  vierter  Ord- 
nmig  (Crelles  Joum.  LIX,  1861), 

4)  Man  sehe  die  beiden  Abhandlnngen ;  JEimge  Eigenschaften  emer  gewissen 
Gattung  von  Kwrven  vierter  Ordmmg  (Math.  Ann.  I,  1869)  und  Ne»m-  Beweis  des 
Saines,  dafs  nicht  jeder  Kurve  vierter  Ordmmg  ein  Fünfseit  eingeschrieben  werden 
Jumn  (Das.  XIII,  1878). 
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WO  «5  und  «i  binäre  Formen  vom  Grade  3  bezw.  4  sind,  liat  die 
Eigentümlichkeit,  dafs  ilire  Hessesche  einen  singnlären  Punkt  hat;  wir 
nennen  sie  die  Geiser'eche  Kurve,  zu  Ehren  des  Geometers,  der 
sie  zuerst  erdacht  und  sich  derselben  bedient  hat,  nm  das  Fehlen  von 
Doppelpunkten  und  Spitzen  in  der  Hesaeschen  einer  allgemeinen  Kurve 
beliebiger  Ordnui^  nachzuweisen^). 

Die  Jacobische  Kurve  einer  Geraden  und  eines  syzygetisehen  Büschels 
von  Kurven  dritter  Ordnui^  ist  eine  Kurve  vierter  Ordnung,  die  nur 
von  zwölf  Konstanten  abhängt.  Geometrisch  ist  sie  durch  die  Lage 
ihrer  24  Wendepunkte  charakterisiert,  die  sich  in  zwei  Gruppen  schei- 
den, gebildet  aus  den  Ecken  der  Dreiseite  eines  syzygetischen  Büschels. 
Analytisch  hingegen  ist  sie  dadurch  gekennzeichnet,  dafs  die  kubische 
Invariante  der  linken  Seite  gleich  NuU  ist,  sowie  auch  die  Invariante 
6.  Gfrades  zugleich  mit  allen  Unterdeterminanten  5.  Grades.  Man  pflegt 
sie  nach  dem  Namen  ihres  Entdeckers  die  Caporali'sche  Kurve 
vierter  Ordnung  au  nennen^. 

Von  anderer  Art  ist  die  Halphen'sche  Kurve,  so  genannt, 
weil  G.  H.  Halphen  auf  sie  die  geometrische  Definition  der  elliptischen 
Funktionen  gründete,  die  er  in  seinem  Trmt4  des  fonctions  elliptiqußs 
et  de  leurs  appUcations  (Paris  1886)  bearbeitet  hat.  Man  denke  sich 
einen  Kreis  mit  dem  Gentium  0  und  dem  Radius  R  und  einen  Punkt 
C  in  seiner  Ebene;  MM'  sei  eine  Sehne  desselben,  die  durch  C  hin- 
durchgeht; man  trage  auf  ihr  die  beiden  Segmente  CN=  GN'  ab, 
so,  dafs  CNYMM'  =  iy2{It  +  d),  wo  S  der  Abstand  CO,  und  l 
eine  beliebig  gegebene  Strecke  ist.  Der  Ort  der  Punkte  N,N'  ist  eine 
Halphen'sche  Kurve.  Nimmt  man  C  zum  Anfang  und  CO  als  «-Ase, 
so  findet  man  leicht  ihre  Gleichung  als 

(.':'  +  rt"  ~  i  (.'f  +  !/')  !/■  -  ''  Pia-)', 

woraus  folgt,  dafs  sie  eine  bicirkulare  Kurve  ist. 

Andere  spezielle  Linien  entstehen  bei  der  Aufsuchung  aller  Kurven 
vierter  Ordnung,  die  durch  eine  oder  mehrere  harmonische  Homo- 
logieen  in  sich  selbst  transformiert  werden').  Eine  solche  Unter- 
suchung führt  zu  folgenden  Resultaten: 

1.     Eine  einzige  Homologie;  kanonische  Gleichung  der  Kurve 
UaX^^  +  «3*8*  +  M,  ^=  0, 

1)  Sopra  la  teoi'ia  delle  ciwve  piime  di  qumio  grado  (Ann.  di  Matern.  2,  Ser. 
IX,  1878). 

2)  E.  Caporali,  8ojn-a  wna  ceHa  ofre«  äel  i"  oräme  (Eendic.  dell  Accad. 
di  Hapoli,  Dezember  1882).  Vgl.  B.  Ciani,  La  qua^iica  di  GapOTaU  (Das.  April 
1896). 

3)  B.  Ciani,  I  vari  tipi  possibüi  di  quartiche  piane  piü  voUe  omologico- 
armoniche  (E«iid,  del  Cireolo  matematico  di  Patermo  Xni,  1899), 
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WO  «(,,«^,«4  Formen  in  x^,x^  von  dem  durch  die  Indices  bezüglich, 
angegebenem  Grade  sind.  Wenn  insbesondere  %  =  0,  entsteht  eine 
Kurve  mit  einem  Doppelpunkt,  es  ist  die  homologiBeh-harmoniache 
Kurye  TOn  Cremona^). 

ä.    Drei  Homologieen,  deren  Centren  und  Äxen  ein  Dreieck  bilden; 
kanonische  Gleichung 

"^a^^X^^X^  =  0  (i,  t  -  1,  2,  3); 

die  Kurve  hat  24  Wendepunkte,  die  ku  je  achten  auf  15  Kegelschnitten 
eines  Netzes  liegen. 

3.  Drei  Homologieen,   deren  Centren  auf  einer  Geraden  liegen, 
und  deren  Axen  durch  einen  Punkt  gehen;  kanonische  Gleichung; 

ax^  -\-  hx^x^x^  -\-  cXj^  (x^  -f-  x^)  -\-  dx^x^^  =  0; 
die  Wendepunkte  liegen  zu  je  sechsen   auf  vier  Kegelschnitten  eines 
Büschels. 

4.  Fünf  Homologieen;  kanonische  Gleichung  der  Kurve: 
«(fl;i*  +  x/)  +  Ix.^x^^  +  cx^^{x^^  +  %')  +  d«/  =  0; 

die  Wendepunkte  liegen  zu  je  achten  auf  27  Kegelschnitten. 

5.  Sieben  Homologieen;  kanonische  Gleichung: 

a{x^   +  x-f)  -\-  Ix-^^x^^  -\-  ca^s*  =  0; 
die  Wendepunkte  liegen  zu  je  achten  auf  36  Kegelschnitten. 

6.  Neun  Homologieen;  kanonische  Gleichung 


^x.^+>.'2':'''!-'>- 


7.  Fünfzehn  Homologien;  kanonische  Gleichung: 

^/  +  V  +  V  =  0- 
Anfserdem  giebt  es  noch  96  Homographieen,  die   die  Kurve  in 
sich  selbst  verwandeln^). 

8.  Einundzwanzig  Homologieen;  als  kanonische  Form  der  Kurven- 
Gleichung  kann  man  fönende  nehmen: 

x^^x^  4-  X^^Xy  +  x^x^  ==  ü. 
Es    ist    diese   die   bemerkenswerteste  von   den  nunmehr   angeführten 
Kurven  vierter  Ordnung,  sie  heifst  die  Klein'sche  Kurve').   Brioschi 


1)  S.  die  Obaervaiiom  giomäiiguea  ä  propros  de  la  noU  de  Mr.  Bt-iosehi 
„Sur  les  tan0mtes  doublea  d'wne  coM-be  du  4'  oräfe  avec  pomt  dmtbh"  (Math. 
Ann,  IV,  1871). 

2)  W.  Dyck,  Notie  über  eine  reffuläre  Biemcmn'aehe  Fläche  vom  GescKtechte 
drei  imd  die  zugehöHge  „Noi-maOcKTve"  vierter  Ordnmig  (Das.  XVII,  1880). 

3)  Weil  sie  im  der  AhhaMdlnng  von  P,  Klein  erwähnt  ist:  Über  die  Truns- 
foTwafion  mhentti-  (h-dnwng  der  eUipUaeheft  Funktionen  (Das.  SIV,  1879).    Vgl. 
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hat  bemerkt,  dafs  ihr  erstes  Gflied  mit  der  eigenen  Kovariante  vierter 
Ordnung  S  Übereinstimmt^^);  man  kann  anch  nachweisen,  dafa  dies 
die  einzige  Kurvenart  von  dieser  Eigenschaft  ist^). 

Zum  Sehlul's  wollen  wir  noch  bemerken,  dafs  die  Kurven,  deren 
Gleichung  auf  die  Formen 

reduzierbar  sind,  die  einzigen  Kurven  vierter  Ordnung  sind,  die  durch 
nichtharmouische  Homologieen  in  sich  selbst  traoisformiert  werden. 

Gfanz  anderen  Betrachtungen,  wie  die  vorhergehenden,  verdankt 
ihren  Ursprung  eine  Kurve  vierter  Ordnung  ohne  Doppelpunkte,  die 
man  von  Rechtswegen  die  Humhert'sehe  Kurve^)  nennen  kann. 
Dargestellt  wird  sie  durch  eine  Gleichung  von  der  Form 

wo  die  PipPsjP»  ^^^  ersten  Ableitungen  nach  x^,x^,x^  einer  binären 
quadratischen  Form  von  X-^,  x^,  x^  sind,  und  jp  eine  beliebige  lineare 
Form  derselben  Variabelen.  Jede  Humbert'sche  Kurve  kann  vermittelst 
einer  „kanonischen  Gleichung"  von  folgender  Form  dargestellt  werden: 

x\  -\-  a^  -\-  3^  —  'iiji?^x\  —  2«|3^  —  23:^3;^  =  Aux-^^x^x^, 
wo  u  eine  neue  lineare  Form  ist.  Mannigfach  sind  die  Eigenschaften, 
deren  sich  diese  Kurve  erfreut;  wir  beschränken  uns  auf  die  Be- 
merkur^,  dafs  es  eine  spezielle  Fläche  vierter  Ordnung  giebt,  deren 
sämtliche  ebenen  Schnitte  Humbert'sche  Kurven  sind:  es  ist  dies  jene 
Fläche,  die  man  erhält,  wenn  man  eine  beliebige  reziproke  Trans- 
formation auf  die  Fläche  der  Krümm ungsmifctelp unkte  einer  centrischen 
Fläche  zweiter  Ordnung  anwendet, 

E.  Fricke,  F.  Klein's  Vorleswngen.  -iiher  die  Theorie  der  eUiptiseken  Modul- 
fwnMionen  I  (Leipzig  1890)  S.  701  ff.;  ferner  die  Arbeit  von  M.  W.  Haskell, 
Über  die  am  der  Xurve  P/i.  -\-  (t^v  -f  r'l  =  0  im  projectiven  Sinne  gehörende  mehr- 
fache Überdeckimg  der  Ebene  (Amer.  Joum.  XIII,  1891),  woselbst  auch  die  duale 
Kurve  imterauebt  -wird. 

1)  Sopra  una  elasse  di  cu/nie  del  quarto  ordvne  (Atti  delle  R.  Acc.  dei  Lincei, 
3.  Ser,  VIII,  1884). 

2)  E.  Ciani,  Un  teorema  sopra  ü  covai-iante  S  della  quwrtka  piana  (Eendic. 
del  Circolo  matem.  di  Palermo  XIV,  1900). 

3)  Weil  sie  ausfnhrlich  untersucht  worden  ist  in  einer  Abhandlung  von 
G.  Humbert,  Sur  Kne  elmse  de  cfmrbe«  planes  et  swr  ime  surface  retnarguable 
du,  quatnime  ordre  (Liovyilles  Journ,  i.  Si5rie,  VI,  1890). 
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Zweites  Kapitel. 
Rationale  Kurven  vierter  Ordnimg  im  allgemeinen. 

54.  Unter  den  spezialisierten  Kurven  vierter  Ordnung  können 
mit  verhältnismälsig  geringer  Mfli.e  nnteraucht  werden  solche,  die  die 
Maximalzahl  singulärer  Punkte  besitzen.  Derartige  Kurven  lassen  Bicli 
vor  allem  mit  den  Methoden  der  projektiven  Geometrie  nnterswchen, 
mit  Zugrundelegung  folgender  Brzeugungsweise^):  „Ein  Strahlen- 
büscliel  (mit  dem  Centrum  0)  und  eine  projektive  Involution  der 
Tangenten  eines  Kegelschnittes  K  erzeugen  in  der  Ebene  durch  die 
Schnitte  von  Paaren  entsprechender  Elemente  eine  Kurve  F".  Unter- 
snclit  man  mit  Hilfe  des  Chaslea'schen  Korrespondenzprinzips  die  Zahl 
der  auf  einer  beliebigen  Geraden  gelegenen  Punkte  der  Kurve,  so 
findet  man,  dafs  die  Kurve  F  von  der  vierten  Ordnung  ist.  Auf 
jedem  Strahle  des  gegebenen  Büschels  giebt  es  auTser  dem  Punkte  0 
noch  zwei  verschiedene  Punkte  der  Kurve;  daher  ist  0  ein  Doppel- 
punkt. Äufaerdem  entsteht  auf  der  Involutionsaxe  der  Tangeuten  eine 
Projekt! vität,  indem  man  die  Schnitte  derselben  mit  den  Strahlen  des 
Büschels  betrachtet;  die  Doppelpunkte  derselben  sind  offenbar  auch 
Doppelpunkte  der  Kurve.     Daher  ist  sie  rational  u.  a.  w. 

Eine  Kurve  vierter  Ordnung  mit  drei  Doppel-  oder  Bückkehr- 
punkten kann  aber  noch  auf  andere  Weise  von  einem  Kegelschnitte 
abgeleitet  werden.  Man  beachte  nämlich,  dafs  wenn  man  die  drei  sin- 
gulären  Punkte  Aj,A^,A^  zu  Ecken  des  Fundamentaldreiecks  nimmt, 
die  Gleichung  der  Kurve  folgende  Gestalt  annimmt; 

a^^x^^Xg^  -\-  a^^x^x^  -f-  a^^x^Xf^  +  '^'hi^i^^^z  "H  Sdä^^j^aiga^^ 

+  2ai^x^^x^x^  =  0  .  .  .  .  (1) 
Wenn  man  nun  diejenige  quadratische  Transformation  anwendet,  die 
durch  die  Formel  ^ 

pa^;  =  — 
Vi 

definiert  wird,  wo  {x^,x^,x^  und  {yi,yi,y^  zwei  beliebige 
Punkte  und  p  ein  Proportionalifötsfaktor  ist,  so  erhält  man  den 
schnitt  K 

Folglich   ktmn    die  Kurve  (1)    durch   eine   Transformation   2.  Grades 
aus  einem  Kegelschnitte  abgeleitet  werden.     Wenn  der  Kegelschnitt 

1)  Ämeseder,  Über  Kurven  vierter  Ordmwg  wit  drei  Doppelpti/aktem  (Wienoi' 
Bei'.  LXSIX,  2.  Abt,  1879)  und  Bema-kung  üher  das  Erzeugnis  eines  eindmbigem 
StraJiZerebüflcAels  xind  eines  zweideutigen  Sti-ahlernystems  zweiter  Klasse  (Aiohiv, 
LXIV,  1879). 
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K  die  Seite  A^Ä^  des  Fundamentaldreieeks  in  zwei  reellen  Punkten 
berührt,  so  hat  die  Kurve  F  zwei  reelle  Tangenten  in  dem  gegenüber- 
liegenden Eckpunkte  A^,  mit  anderen  Worten,  dieser  ist  ein  Knoten- 
punkt; wenn  aber  die  beiden  Schnittpunkte  zusammenfallen,  so  ist 
er  eine  Spitze,  und  wenn  sie  konjugiert  imaginär  sind,  ein  iso- 
lierter Punkt.  Wenn  demnach  der  Kegelschnitt  6  reeUe  Schnitte  mit 
dem  Dreiecke  Ä^A^Aj^  hat,  ao  hat  F  drei  Knotenpunkte;  sind  die 
6  Schnitte  imaginär,  drei  isolierte  Punkte;  hat  er  drei  Berührui^en 
mit  demselben,  so  hat  F  drei  Spitzen^).  Im  ersten  Falle  berühren 
die  6  Tangenten  an  die  Kurve  in  den  Doppelpunkten  denselben  Kegel- 
schnitt; dies  wird  leicht  bewiesen,  indem  man  die  Kurve  vierter  Ord- 
nung als  von  einem  Kegelschnitt  abgeleitet  ansieht.  Dieselbe  Be- 
trachtung beweist  auch,  dafs  die  6  Geraden,  die  von  den  Doppel- 
punkten aus  gezogen  die  Kurve  anderswo  berühren,  Tangenten  eines 
Kegelschnittes  sind.  Im  Falle  einer  dreispitzigen  Kurve  vierter  Ord- 
nung sind  die  drei  Spitzentangenten  iu  einen  Punkt  zusammenlaufende 
Geraden. 

Eine  einfache  Transformation  der  Gleichung  (1)  läfst  erkennen, 
dafs  die  vier  Doppeltangenten  der  Kurve  durch  die  Gleichungen 

y%«33  ^i  +  Vä^Ti  %  +  V«n«!!  ^  —  (%3^i  +  "si^  +  «is^^a)  =  0 
dargestellt  werden,  und  dafs  ihre  Berührungspunldie  einem  neuen  Kegel- 
schnitt angehören^). 

65.  Aufser  diesen  beiden  geometrischen  Methoden  zur  Unter- 
suchung der  rationalen  Kurven  vierter  Ordnung  giebt  es  noch  eiue 
dritte  rein  analytische,  der  mau  heutzuti^e  den  Vorzug  giebt;  ea  ist 
diejeuige,  welche  die  parametrische  Darstellung  dei-  KurvenpunMe  an- 
wendet und  sich  dabei  der  Theorie  der  binären  bi quadratischen  Formen 
bedient.     Setzt  man 


^  J«  >■' 


(2; 


wo  x^  die  homogenen  K  oi  liniten  emes  Punktes  bedeiiten  p  ein 
Proportionalitatsfaktoi  und  l  em  Paiameter  ist  so  eihalt  man  eine 
parametrische  Darstellung    deren  siüe  rationalen  Kurven  viertel  Ord- 


1)  Die  verschiedenen  fTeatalten  welche  die  Kurve  F  d'ubipten  kann  sind 
auf  den  Tafeln  I  und  II  der  Math  Ann  XII  Alhandlung  von  Brill)  ingegeben; 
die  Kurven,  wekhe  die  Uestalt  dei  Fig  j  haben  tragen  zuweilen  len  Namen 
LemniBcero''  "5  den  Artikel  Lenmscerob  (und  die  augettiiigpn  Piguien)  in 
der  Enetfclopediv  wethodiqte  Daselbst  bind  auch  die  Namen  Noeud  odei  Las 
d'amour  ais  synonym  mit  Lemniseeros  angeführt 

2}  Von  Salmon  angegeben  Anal  Geom  d  Mheren  ebenen  Kmven  deutscli 
von  Fiedler  (Leijzg  IH"      s  32e 
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nung  fähig   sind,     Die   Sclmitte   der  Kurve  (y)  mit  einer   beliebigen 
Geraden  erhalt  mfta,  wenn  man  die  Gieioli^ng 


S'-'-I-A- 


0 


(3) 


nach  X  auflöst.     Sind  l,,K^,K^,X^  die  Wurzeln,  und  setzt  man 

h  +  ''•3  +  ■^B  +  ^-.1  =  ■■^1.  kk  +  ^1^3  + =  Ss' 

so  erhält  man  leicht  ih>  KoUineautatsbedingung  fiu  die  vier  Punkte 
{^i)Ah)>{^3)>i^i}  ^^  Veischwindeii  lUer  ins  filgendei  Mitnx  ent 
uommeiieu  Determmänteik 


Dies  verlangt  bekanntlich,  dafs  zwei  deiaifcige  Deteimminteu  gleich 
Null  werden;  man  kann  nun  den  ii  %ich  eigehenden  heiden  Glei 
chungen  eine  bequeme  Form  geben,  indem  min  folgendermafsen  ver 
fährt^).     Sehreibt  man  der  ^Symmetrie  hilbei  s    stitt  t  und  beze  chnet 


mit  (i(,23  u,  B.  w.    de  Determinanten     di 
erhält,  mit  dem  üblichen  Voizeichen 


mn   aus   {jlgen<ler  Matiix 


»1.      «11      »11      "«      «u 

«äu     ß  1     «äa     Oä3     «81 

(A) 

«»       «Bl        «..        "SJ        «.1 

so  ist  die  erste  jener  Bedii  gungsglenhungen 

*/ia3+^i'?,.=  +  's<n  +  S'' 

IS  =  " 

Führt  mau  noch  zehn  neue  Konstauten  a,  ß  e 

n,  derart,  dafe 

s.«.. 

=  0,      fft..  =  o 

(/,:  =  1    2,3)    , 

(5) 

SO  sind  nach  einem  bekannten  Satze  die  au'*  dei  Matrix  (Ä)  ent- 
nommenen Determinanten  dritter  Ordnung  piopoitional  den  ent- 
sprechenden Determinanten  {— 1)™+"- J,j„  aus  dei  Matrix 


(B). 


1)  W. Pianz  M^jei:,Apo1arität  und  rctiimale  Kurven  (Tuliiogen  1 
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Gleiehung  (4)  läfst  sieh  daher  schreibea; 

Verallgemeinern  wir  dieses  Besnltat,  so  sieht  man,  dafs  die  KoUinearitats- 
BediMgimgen  fönende  Form  annehmea: 

oder,  da  man  diese  auch  schreiben  kann 

so  folgt,  dafs  die  beiden  Gleichungen 

J;(-i)'s,.,_o,     J'(-iys,ft-o    ...   (6) 

hinreichen,  die  Kollinear itäfcs-Bedingung  für  die  vier  Punkte  (Xj),  (Ag), 
(ig),  (^4)  auszudrücken.  —  Zahlreich  sind  die  Anwendungen  hiervon. 
So  erhält  man  durch  Elimination  von  l^  die  KoUinearitäts-Bedingung 
der  drei  Punkte  (X^),  (A^),  (Aj).  Setzen  wir  dann  A^  =  A^  =  Zj ,  so  er- 
hält man  eine  Gtleichung  (6.  Grades),  deren  Wurzeln  die  Parameter 
der  Wendepunkte  sind;  diese  sechs  Punkte  gehören  einem  Kegel- 
schnitte an').  Setzen  wir  hingegen  in  (5)  A^^A^  und  A^=^2.^,  so 
erhalten  wir  zwei  Gleichungen,  aus  denen  durch  Elimination  von  A3 
die  Bestimmungsgleichung  für  die  Parameter  der  Berühi-ungspnnkte 
der  (vier)  Doppeltangenten  entsteht.  Femer;  Wenn  man  die  durch 
Elimination  von  A^  aus  den  Gleichungen  (5)  sich  ergebende  Gleichung 
als  identisch  für  Aj  befriedigt  vorauesetzt,  so  findet  man  die  für  die 
Bestimmung  der  drei  Doppelpunkte  der  Kurve  geeigneten  Gleichungen, 
indem  die  einfachen  symmetrischen  Funktionen  (^i-^  ^i)  und  (Aj-Aj) 
zwei  Parameter  Uefem,  die  einem  Doppelpunkte  angehören^).  Setzt 
man  schliefslich  A^  ^  Ag  ^  A3  ^  A^,  so  verwandeln  sich  die  Glei- 
chungen (5)  in  zwei  biquadratische  Gleichungen  föi  A,  deien  Resul- 
tante ==  0  gesetzt  die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  für 
die  Existenz  eines  Undulationspunktes  ausdrückt.     U.  s.  w. 

In  die  kleineren  Details  dieser  algebraischen  Entwickelungen 
können  wir  hier  nicht  eingehen;  bemerken  wollen  wir  hingegen  noch, 
dafs  wenn  man 

1)  Dieser  bemerkenswerte  Sat»,  der  erste,  welcher  die  Verteilung  der  Wende- 
punkte der  Kurven  vierter  Ordnung  betrifft,  wurde  1875  von  J.  Grafemann 
entdeckt  (9.  die  Inaugural-Disaertation  Zur  Theorie  dm-  Wendepmikte,  besonders 
der  C4,  Berlin)  und  darauf  neuerdings,  zwei  Jahre  später  von  A.  Brill  (s.  die 
wiclitige  o,  a.  Abhandlung  über  rationale  Kv/rven,  vierteir  Ordnung,  Math.  Ann. 
511,  1877). 

2)  Vgl.  auch  Nagel,  Sestimnmng  der  DoppelputiJcte  einer  rationalen  Kurse 
vierter  Ordrmng  (Dag.  XIX,  1882). 
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^a,,i,  =  ix,        (t  =  0,i,3,s,4) (7) 

setzt,  die  Gleichung  (3)  wird  zu 

»,J'  +  „,l'  + +  «„-0 (3') 

Berechnet  man  nun  die  quadratische  und  kithische  Invariante  der 
linken  Seite  dieser,  als  biqnadratische  Funktion  von  i.  betrachteten, 
Gfleichung,  ao  erhält  man  die  beiden  Gleichungen 

12«o      3a^       2«a 
12ß„K^~3ß^Ks  +  ß2'  =  ";  Sff^      2^2      3ß3 

Erinnert  man  sich  der  geometrischen  Bedeutung  dieser  InTaiüanten 
und  beachtet,  dafs  von  den  Gleichungen  (8)  die  erste  quadratisch  und 
die  zweite  kubisch  in  den  Koordinaten  ^  ist,  so  sieht  man:  die  erste 
stellt  einen  Kegelschnitt  dar,  der  von  den  Geraden  umhüUt  wird,  welche 
die  Kurve  vierter  Ordnung  in  einem  Quadrupel  äquianharmoniseher 
Punkte  schneiden,  während  die  zweite  der  Gleichungen  (8)  eine  Kurve 
dritter  Ordnung  darstellt,  umhüllt  von  den  Geraden,  die  dieselbe 
Kurve  in  Quadrupeln  harmonischer  Punkte  schneiden'^). 

56.  Sehr  viele  Fragen  der  Geometrie  fuhren,  wie  wir  im  Ver- 
laufe dieses  Abschnittes  sehen  werden,  zu  Kurven  vierter  Ordnung  mit 
3  Doppelpunkten^).  Wir  erachten  es  aber  für  geeignet  an  dieser 
Stelle  auf  eine  hinzuweisen,  die  sich  in  der  Theorie  der  Kegelschnitte 
findet^. 

Jeder  Punkt  M  der  Ellipse  E 

5  +  -S=l (9) 

1)  W,  Stabl,  Ühei'  rationale  ebene  Kwven  vierter  Ordnung  (Grelles  Joiirii, 
CI,  1887).  Viele  andere  Eigen Echaften  der  in  K«de  9t«heiideii  Kuvren  finden  sich 
in  der  Inaugural-Diaaertation  von  W.  Bretschneider,  Über  Gwven  meiier  Ord- 
mrng  mit  drei  J3oppelp>vrüden  (Erlangen  1875),  während  zalilreiclie  bibliographi- 
sche Angaben  in  den  „Mitteilungen  des  math.-naturw.  Vereins  in  Würtemberg" 
2.  Reihe,  I,  1899,  S.  24  u.  56  gesammelt  sind. 

2)  Die  Mechanik  führt  häufig  auch  zu  Kurven  dieser  Art.  Ein  Beispiel  davon 
ist  a.  B.  die  sogenannte  SeiltJlnzerkurve,;  sie  ist  der  Ort  da'  FnTse  eines  Men- 
schen der  auf  einem  Seile  geht,  von  dessen  Enden  eines  befestigt  ist,  während 
das  andere  Ende  mit  einem  Gewichte  beschwert  ist,  nachdem  es  um  eine  Rolle 
geschlungen  ist.  J.  B.  Berard  {Opuseules  mafh^aUgues ,  1811)  fand  als  Glei- 
chung derselben  folgende  „,,1      „vj 

y  -  „_(!_«;)'• 
sie  zeigt,   dafs   sie   als   Doppelpunkte   den   Anfangspunkt,   den  unendlich  fernen 
von  Oy  nnd  den  Punkt  x  =  b,  j/  =  0  hat. 

3)  ESttgen,  Die  geometrischen  (hier  der  ausgezeichneten  Ftiiyfäe  des  Ellipsen^ 
und  Myperbeldreieeis  (Progr.  Duisburg,  I8&2);  Hochheim,  Üler  geometrische 
Orter  der  merkwitrdigen  PwiAfe  des  Breiecks  (Zeitschrift  XV,  1870). 
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beetimmt  mit  den  beiden  Broniipnnkten  F  und  F'  derselben  ein  Drei- 
eck, dessen  Höhenpunkt  M'  sein  möge;  bewegt  sicli  M  auf  der  Ellipse 
E,  so  beschreibt  M'  eine  Kurve  E',  deren  Gleichung  leicht  zu  finden 
ist.  Sind  nämlich  « ■  cos  9?  und  6  ■  siu  9c  die  Koordinaten  von  M,  so 
können  die  von  M.'  folgendermafsen  dargestellt  werden: 

durch  Elimination  von  cp  erhält  man  dann 

oä(cä  — x^  — ÖY(«'  — ^^)  =  '^,  wo  cä  =  fflä  — öi'  .  (10) 
als  Gleichung  von  E'.  Diese  ist  demnach  eine  Kurve,  die  zu  Doppel- 
punkten die  Brennpunkte  FF'  und  den  unendlich  fernen  Punkt  der 
kleinen  Axe  hat;  die  entsprechenden  Asymptoten  sind  die  Geraden 
ic  =  +  **  ^^^^  begrenzen  einen  Streifen  der  Ebene,  innerhalb  dessen 
alle  reellen  Punkte  der  Kurve  liegen,  diese  berührt  die  Ellipse  in  den 
Endpunkten  der  kleinen  Axe. 

Würde  man  an  Stelle  der  Ellipse  (9)  die  Hyperbel  H  betrachtet 

'"''"°  K-~i-h  .  ■  ■ (11) 

so  würde  man  eine  Kurve  H'  erhalten  haben  mit  der  Gleichung: 

a^(c^  —  x^y  -\-  h^y^(a^  —  x^)  ■=  0 ,     wo  aber  c^  =  «^  -|-  i", 

ganz  ä,hnlich  der  vorigen,  aber  von  ganz  verschiedenem  Aussehen, 
indem,  von  anderem  abgesehen,  alle  ihre  reellen  Punkte  aufserhalb 
des  von  den  Geraden  a;  ^  +  0  begrenzten  Streifens  liegen. 

Zu  denselben  Schlüssen  gelangt  man  auch  ohne  Rechnung  durch 
Betrachtung  der  Methode,  durch  welche  sich  die  Kurve  E'  und  H' 
als  spezieEer  Fall  folgender  allgemeinen  Transformation  ableiten 
lassen:  Gegeben  zwei  feste  Punkte  Ä^  und  Ä^  in  einer  Ebene  J7;  man 
Imse  jedem  Punkte  M  von  JT  den  Punkt  M'  entsprechen,  der  der 
Höhenpunkt  des  Dreiecks  MA^Ä^  ist.  Dann  wird  umgekehrt  jedem 
Punkte  M'  im  aUgemeinen  ein  einziger  Punkt  M  entsprechen,  näm- 
lich derjenige,  in  welchem  die  Äj^  und  A^  bezügl,  auf  A^M  und  A^M 
gefällten  Lote  sich  schneiden.  Durchläuft  M  eine  Gerade  r,  so  be- 
schreiben Aj^M  und  A^M  perapektive  und  daher  projektive  Büschel; 
projektiv  werden  daher  auch  die  von  den  Senkrechten  aus  A^  und  A^ 
orzer^ten  Büschel,  der  Punkt  M'  erzeugt  daher  einen  Kegelschnitt, 
der  durch  A^  und  A^  geht.  Da  nun  dem  Punkte,  in  welchem  r  die 
Gerade  A^^A^  trifft,  als  Punkt  M  betrachtet,  als  Punkt  M'  der  in 
der  zu  A^A^  senkrechten  Richtung  gelegene  unendlich  ferne  Punkt 
A(x>  entspricht,  so  geht  dieser  Kegelschnitt  durch  Joo-  M  und  M' 
entsprechen  sich  also  in  einer  quadratischen  Transformation,  deren 
Pundamentalpunkte  AiA^A^x)  sind;  den  Punkten  Aj^A^A^o  entsprechen 
beziehungsweise    die  Geraden  A^A^f^,  A^Aqqj  ■^i.-^i'j    einem   Kegel- 
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sekaifcte  entspricht  eine  Kurve  vierter  Ordnung,  die  A-iA^A,^  zu 
Doppelpunkten  hat;  unter  der  Voraussetzung,  dafs  A^  und  A^  dessen 
Brenapunkte  seien,  findet  mau  die  angegebenen  Eigenschaften  der 
Kurven  E'  und  H'. 

57.  Eine  Kurve  vierter  Ordnung  ist  nicht  nur  dann  rational, 
wenn  sie  drei  Doppelpunkte  besitzt,  sondern  auch  wenn  sie  mit  einem 
dreifachen  Punkte  versehen  ist.  Nehmen  wir  diesen  als  Ecke  A^  des 
Fundamentaldreiecks,  so  nimmt  die  Gleichung  der  Kurve  folgende 
Gestalt  an: 

«„»(3  — «1  =  0, (12) 

wo  %,  W4  binäre  Formen  in  x^,Xj,  sind,  die  erste  kubisch,  die  zweite 
biqnadratisch;  setzt  man  darin  V  "^^  l"»  ^'^  gelangt  man  zu  folgen- 
der parametrischen  Darstellung  der  Kurve 

QX^  =  ^MaCAj,  X^),  QX2  =  X^u.^(Xj^,  Aj),  qx^  =  «4(^1,  Ag).  (13) 
Wir  überlassen  es  dem  Leser,  auf  diese  Gleichung  die  Betrachtungen 
und  Berechnungen  anzuwenden,  die  wir  oben  bei  der  Gleichung  (2) 
angegeben  haben,  und  wollen  sogleich  noch  eine  in  diese  Kategorie 
gehörende  Kurve  anführen,  nämlich  die  in  kartesischen  Koordinaten 
durch  folgende  Gleichung  dargestellte: 

x'{x'  +  y')~a.t,('''-f) (W) 

Der  Anfang  ist  ein  dreifacher  Punkt  und  die  entsprechenden  Tangenten 
sind  die  3>Axe  und  die  Halbierungslinien  der  Axenwinkel;  die  Kurve 
besteht  aus  zwei  zu  einander  in  Bezug  auf  die  y-Äxe  symmetrischen 
Blättern  und  einem  dritten  unendlichen,  das  symmetrisch  in  Bezug 
auf  die  Ordinatenase  und  gelegen  am  unteren  Teile  der  Abscissenaxe. 
Diese  Eigenschaften  rechtfertigen  den  Namen  parabolisches  Tri- 
folium, den  man  der  Kurve  gegeben  hat^).  Sie  geht  durch  die 
unendlich-fernen  im^inären  Kreispunkte,  hat  als  aufserordentlichen 
Brennpunkt   den  Punkt  (0,  a),  als  Doppeltangente   die  Gerade 

»/  =  ß(3-y2),    U.S.W. 

1)  G,  de  Longohamps,  Journ.  de  Math,  spec.  1888,  8.  265  u.  285. 
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Drittes  Kapitel. 
Elliptische  und  bicirkulare  Kurven  vierter  Ordnung  im  allgemeinen. 

58.  Die  Kurven  vierter  Ordnung  mit  zwei  Doppelpunkten 
(Knoten,  Spitzen  oder  isolierten  Punkten)  können  dureh  Projektion 
Ton  Eaumkurven  vierter  Ordnui^  erster  Spezies  von  einem  auCserhalb 
liegenden  Punkte  erhalten  werden.  Man  bekommt  so  nicht  nur  eine 
geometrische  Methode,  die  sehr  bequem  ist,  um  deren  Eigenschaften 
aufzustellen,  sondern  auch  die  Mittel,  die  Eooidinaten  vermittelst 
elliptischer  Funktionen  eines  Parameters  darzustellen;  es  genügt  rm,m- 
lieh  hierfür  die  Ausdrücke  der  homogenen  Koordinaten  einer  Kurve 
vierter  Ordnung  erster  Species  durch  Jacobische  ^)  oder  Weierstrafs'- 
sche^)  Funktionen  anzuwenden. 

Dieselben  Kurven  lassen  sich  geometrisch  auch  erzeugen,  wenn 
man  auf  eine  Kurve  dritter  Ordnung  ohne  vielfachen  Punkt  eine 
quadratische  Transformation  anwendet,  die  bu  Fundamentalpunkten 
zwei  Punkte  der  Kurve  selbst  hat.  So  gelangt  man  autser  zu  einem 
Verfahren,  geometrisch  die  auf  eine  elliptische  Kurve  vierter  Ordnung 
bezüglichen  Sätze  aufzustellen,  auch  in  den  Besitz  eines  Mittels,  die 
Koordinaten  durch  elliptische  Funktionen  auszudrücken;  hierfür  ge- 
nügt es,  sich  auf  die  in  Nr.  IS  aufgestellten  Formeln  zu  stützen. 

Zu  derselben  parametrischen  Darstellung  gelangt  man  auch  durch 
eine  von  Clebseh  in  seiner  klassischen  Abhandlung  über  di^enigen 
Cn/rven,  deren  Coordmaten  sich  als  eUipUsdie  Fundionen  ein^  Para- 
melers  darstellen  lassen  (Grelles  Joum.  LXTV,  1865)  angewandte 
Methode.  Man  nehme  zu  dem  Zwecke  als  Fundamentaldreieck  eines 
Systems  homogener  Koorduiaten  ein  Dreieck,  dessen  Ecken 

die   Doppelpunkte   der  Kurve   sind;   die   Gleichung   derselben  nimmt 
dann  folgende  Gestalt  an 

x^x^  ■\-  2x^x^x^{h-iX^  +  K^2  'V  ''3%)  "1~  x^{a^x^  -\~  a^x^  -\-  n^x^)- 

ih^t  +  Cs^  +  Ca«»)  ==  0 (1) 

Greift  man  auf  der  Kurve  zwei  beliebige  Punkte  heraus,  so  kann  man 
diese  im  Verein  mit  den  beiden  Doppelpunkten  als  die  Grrundpunkte 


1)  Vgl.  Ö.  Lorift,  SmH'  a^lieazione  delle  funzioni  Jacohiane  allo  stvdio 
deXle  linee  sghembe  di  gaarto  wdine  e  prima  speeie  (Lincei  Rend.  4.  Ser,  VI, 
2.  Sem,  1890). 

2)  Man  Bche  z.  B.  G.  Loria,  Le  curve  di  genere  1  <:  h  funzioni  o  di 
Weiersl^aß  (Giorn.  di  Matern.  XXXI,  1893). 
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eines  Büschels  von  Kegels ctnitten  ansehen,  welches  auf  der  Kurve 
vierter  Ordnung  eine  lineare  Keihe  von  unendlich  vioiGn  Punktopaaren 
ausschneidet,  die  auf  oo^  Geraden  liegen,  die  einen  Kegelschnitt  ein- 
hüllen-    Wenn  z.  B.  das  Büschel  durch  die  Gleichung 

dargestellt  wird,  so  hat  der  eii^ehüllto  Kegelschnitt  die  Gleichui^: 

Man  gelangt  so  zu  Ausdrücken  für  x^,x^,  a^j  in  rationalen  Funktionen 
eines  Parameters  und  Quadrat- Wurzeln  einer  hiquadratischen  Punktion 
deseelhen;  fühi^t  man  nun  an  Stelle  dieses  Parameters  eine  geeignete 
elliptische  Funktion  eines  neuen  Parameters  v  ein,  so  gelangt  man 
zu  Formeln  von  folgendem  Typus: 

Qx^  ^  Ci  yn^{v  —  ^^^  —  sn^ä^'\  [5«^  {v  +  ^^)  —  Sffä^'\  \ 

&x,^c, [sn'(v  +  ^^)  -  sn' s,] [sn  {v  -  ^-^) - sn' (e - ^~)]  (2) 

Die  beiden  Parameter  des  Doppelpunktes  x^^x^^O  sind  -~^ — [- 1%, 
die  des  anderen  —  "t  jz  i^a-  Zwischen  den  Parametern  v^,v^,.... 
der  Punkte,  in  denen  die  Kurve  vierter  Ordnung  von  einer  Kurve 
j^tor  Ordnung  geschnitten  wii'd,  hesteht  eine  lineare  Kongruenz,  die, 
jenachdera  die  schneidende  KuiTe  nicht  dm-ch  einen  Doppelpunkt  geht 
oder  einen  oder  beide  Doppelpunkte  enthält,  verschiedene  Form  an- 
nimmt; entsprechend  diesen  drei  Fallen  haben  wir  folgende  Kon- 
gruenzen (wo  K  und  K'  die  gewohuHche  Bedeutung  haben): 

'.+".+ «..^.+<'.,.-.+-...^.  -iS+^Stz-t*) 

-.+•'■+ -„-.  so  I  (5) 

Zeigen  wir  an  einigen  Beispielen,  wie  leicht  man  mit  deren  Hilfe 
Eigenschaften  der  Kurve  auffindet.  Ist  (r)  ein  Punkt,  dessen  ent- 
sprechende Tangente  durch  einen  Doppelpunkt  geht,  so  hat  man 

2»  =  +  CI  +  »), 
daher   hat  man  für   v   die    folgenden  beiden  Quadi-upel   von   inkon- 
gruenten Werten 

i±^,      4^  +  i:,      ^-  +  ':i>r',     i^+h+ix: 
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Von  jedem  Doppelpunkte  kann  man  also  vier  Tangenten  ziehen 
und  die  beiden  so  gebildeten  Gruppen  sind  projektiv.  Da  man  die 
Korrespondenz  in  vier  verschiedenen  Weisen  aufstellen  kann,  so  sind 
vrir  zu  folgendem  Schlüsse  berechtigt: 

Satz:  Die  lieiden  Tangeni^nqnadrupel,  die  man  an  eine  ellip- 
tische Kurve  vierfer  Ordnung  von  iliren  Doppelpunkten  aus  »ielien 
kann,  scliueiden  sieh  in  !6  Punkten,  die  zu  je  vieren  auf  vier  Kegel- 
schnitten liegen,  die  durch  die  Doppelpunkte  seihst  gehen. 

Ähnlich:   hat  man,  wenn  (v)  ein  Punkt  ist,  in  welchem  die  be- 
trachtete KuTve  eine  Berührung  dritter  Ordnung  mit  einem  durch  die 
Doppelpunkte  flehenden  Kegelschnitte  zuräfst, 
4r  =  0, 


und  daher 


pK+qilC 


Es  ist  notwendig  und  hinreichend,  den  ganzzahligen  p  und  g  die 
Werte  0, 1,  2,  3  zu  ei-teilen;  man  erhält  so  im  Gfanzen  16  Kegelschnitte, 
von  denen  jeder  durch  ein  p  und  q  angegeben  werden  kann.  Man 
kau]i  sie  in  folgenden  vier  Gruppen  anordnen: 

0,0         0,2         2,0         2,2 

0,1         0,3         2,1         2,3 

1.0  1,2         3,0         3,2 

1.1  1,3         3,1         3,3; 

und  so  ersieht  man,  unter  Benutzung  von  Gleichung  (6),  dafs  in  den 
Berührungspunkten  zweier  beliebigen  Kegelsclinitte  derselbe»  Gruppe 
mit  der  Kurve  vierter  Ordnung  diese  selbst  von  einem  selben  Kegel- 
schnitt berührt  wird,  der  durch  die  Doppelpunkte  geht;  derai-tiger 
Kegelschnitte  giebt  es  im  ganzen  4-16^64.  Aufserdem  liegen  auf 
einem  Kegelschnitte,  der  durch  die  Doppelpunkte  geht,  auch  die 
Berührungspunkte  der  vier  Kegelschnitte  aus  einer  selbigen  Gruppe; 
mEui  erlüilt  so  vier  andere  mit  der  Kurve  vierter  Ordnung  in  Be- 
ziehui^  stehende  Kegelschnitte.  Andere  4  ■  16  =  64  erhält  man  durch 
Betrachtung  der  Berührungspunkte  von  vier  Kegelschnitten,  von  denen 
man  einen  aus  jeder  Gruppe  gewählt  hat;  n.  s.  w.'^). 

69,  In  dem  Falle,  dafs  die  Doppelpunkte  der  Kurve  mit  den 
beiden  cjklisehen  Punkten  der  Ebene  zusammenfallen,  nennt  man  die 
Kurve  eine  bicirkulare  Kurve  vierter  Ordnung^).     Eine  solche 

1)  Andere  Eigenscliaften  sind  in  einer  Note  von  Humbert  angegeben  Sw 
h,  courhe  du  quatrieme  degri  ä  deaa;  points  douhles  (Comptea  rend\is  SCVII, 
1888)  indem   die  Koordinaten  vermittelst  der   0-Pimktionen  ausgedrückt  sind. 

2)  Vgl.  J.  Caaey,  O»  bieirmlar  Qtuirtics  (Irisb  Äcad.  Ti-ans.  XXIV,  1869); 
G.  Darbous,  Sur  itne  dasse  remarquahle  de  courbes  et  de  surfiicea  ulffehrigaes 
(Paris  1873);  F.  Franklin,  On  eonfoeal  Uciretdar  Quartics  (Ämer.  Joum.  XII, 
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kann  ale  atereographtsche  Projektion  der  Kurve,  in  welcher  eine  Kugel 
von  einer  Pläche  zweiter  Ordnung,  die  nicht  durch  das  Projektions- 
centrum  geht,  geschnitten  wird,  angesehen  werden.  Man  kann  aie  aber 
aneh  sieh  entstanden  denken  durch  'Iransformation  einer  cirkularen 
Kurve  dritter  Ordnung  yermittelst  reziproker  Radion.  Da  nun  bei  einer 
solchen  Transformation  den  vier  auf  einem  Kreise  gelegenen  Punkten 
wiedemm  vier  ebensolche  entsprechen  und  überdies  den  Brennpunkten 
der  ursprünglichen  Kurve  die  Brennpunkte  der  transformierten  ent- 
sprechen, so  führt  der  Hart'sche  Satz  (s.  Nr.  21)  alsbald  zu  folgendem 
Schlüsse:  Eine  hicirkulare  Kurve  vierter  Ordnung  läfst  16  Brennpunkte 
zu,  die  zu  je  vieren  auf  einem  Kreise  gelegen  sind.  Übrigens  ist 
dieser  Fall  nur  ein  Specialfall  des  ersten  Satzes,  den  wir  in  der  vorigen 
Nummer  mit  Hilfe  der  pai-ame  tri  sehen  Darstellung  aufgestellt  haben. 
In  rechtwinkligen  kartesischen  Koordinaten  kann  maji  die  Glei- 
chnng  einer  bicirkularen  Kurve  immer  in  folgender  Form  schreiben: 

+  ^a,,y^a,,=  0 (6) 

Verlegt    mau    nun    den   Anfang    in    den   Punkt  — -,  , ^i   so   ver- 
einfacht sie  sich  und  erhält  folgende  Form: 
(a^^  +  /7  +  aii^^+2a,g3;)/  +  %i/^~}-2ais3;  +  2%i/  +  «33=0.  (7) 

Jener  Punkt  heifst  der  Fundamentalpnnkt  der  Kurve  vier- 
ter Ordnung  und  besitzt  eine  bemerkenswert«  Eigenschaft^).    Gehen 
wir  nämlich  zu  Polarkoordinaten  über,  so  wird  Gleichung  (7) 
P*  -]-  (öii  eos^  oj  -f-  2  ffl^g  cos  M  -  sin  Ol  -(-  (ijj  sin^  m)  p* 
-|-  2  (%j  cos  ra  -{-  »23  sin  ra)  p  -j-  «33  =  0 . 
Sind  daher  _M^,Jlfj,Jlf3,iK4  die  Schnitte  einer  durch  den  Fundamental- 
pnnkt gehenden  Geraden  mit  der  Kurve,  so  ist  immer 

OM,  -\-  OM^  -H  OM3  +  OM^  =  0; 
ist   daher    M^^    der   Mittelpunkt    der    Strecke    M^M,^,    so    kann    man 
schreiben 

OJtf;j,  +  OMjn  =  0      (wo  ih  jk  eine  Perinutiition  von  1234  ist), 
0  ist  also  der  Mittelpunkt  dei  Stiecke  M /jM;,,     Es  ist  leicht,  hieraus 
zn  sehliefsen  In  dei  Ebene  ]edei  bicirkularen  Kmve  vierter  Ordnung 

1890')  u  w  Ein  Terfahien,  eine  hicnkulare  Kurve  vierter  Ordnung  vermittelst 
n  Uelenk  Mechanismus  au  zeichnen,  wurde  von  W  Woolsey  Johnson  in 
Mes  eng  Bd  V  S  159  angegpben  und  von  neuem  beschrieben  von  Cari 
{A  sy  uip  of  elemtntary  jesttte  in  pure  tmd  uppheti  Mathematics  I,  2.  Teil. 
Lond  n  1SB6    S  738) 

1)  Auf  diesen  Punkt  wird  in   einer  Alliandlung  von  G.  Humhert  hin- 
gewiesen  Sil  les  mijiices  cyohdea  (Joum    de  1  El   pjljt   LV,  Cahier  1885). 
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giebt  es  einen  Pnnkt  (den  Fundamentalpimkt),  der  gleichen  Abstand 
tat  von  den  beiden  Mittelpnnkten  zweier  Schnittpunkfepaare  der 
Kurve  mit  einer  beliebigen  Geraden,  aneb  wenn  diese  jenen  Punkt 
nicbt  entUält^). 

Mit  Hilfe  der  al^emeinen  Gleichung  (6)  kann  man  auch  zeigen, 
dafs  jede  bieirkulare  Kurve  vierter  Ordnung  die  HüUknrve  eines 
beweglicken  Kreises  ist,  der  einen  festen  recbtwinklig  schneidet, 
und  dessen  Mittelpunkt  sieh  auf  einem  gegebenen  Kegelschnitte  (dem 
Deferent-Kegelschnifcte)  bewegt.     Seien  mimlieli 

C,  =  (l-«^>  +  (j,-ft)'-r/~0  (i-1,2,3)  .  .  (8) 
die  GleiehuDgen  dreier  znm  gegebenen  rechtwinkligen  Kreise,  so  re- 
präsentiert die  Gleichung 

AoCo  +  X^Ci  + AaCa  =  0, (9) 

■welches  auch  die  Konstanten  h^,  Aj,  X^  sein  mögen,  einen  anderen 
Kreis,  der  dieselbe  Eigenschaft  liat.  Die  X  sind  proportional  den 
barycentr lachen  Koordinaten  des  Mittelpunktes  0  dieses  Kreises  in 
Bezug  auf  das  Dreieck,  das  die  Mittelpunkte  der  drei  ersteren  zn 
Ecken  hat.  Da  nun  der  Annahme  gemäCs  0  einem  Kegelschnitte 
angehijrt,  so  sind  die  A  durch  eine  Beziehung  folgender  Art  mit 
einander  verknüpft, 

2%AiAj=0        (i,Ji  =  0,I,2;  a^^=a^^).    .     .     .     (10) 

Um  die  Enveloppe  des  Kreises  (9)  imter  der  Bedingung  (10)  zu  finden, 
setzen  wir  --i-=j),  -^  =  g,  und  haben  dann  an  Stelle  von  (9)  und 
(10)  die  Gleichungen 

a+i'C,-H2C,  =  0; {%■) 

«,1^  +  ^a^^pci  +  03,3^  +  2a(„j>  +  ^a^(i  -f  ö^o  =  ^-   ■     (!<*') 
Diese  müssen  wir  einer  allgemeinen  Vorschrift  folgend  mit  den  Ab- 
leitungen nach  p  und  g  von  folgender  Gleichung  kombinieren 
«iii''  +  2«,äl'ä  +  «sa9'+2%,i.  +  2%3+'»oo+2p(Go+i.C,  +  2C,)=0, 
wo  p  eine  Hilfsgröfse  ist.     Diese   abgeleiteten  Gleiclumgen   sind  nun 
''oi  "H  ^li*  ~H  '^la  ff  "1"  9  '^i  '^^  '^1 
«02  +  «13 15 -f  «22  2  +  9  C'a  =  0  ■ 
Multiplizieren  wir  sie  bezügl.  mit  p  und  g,   ziehen  sie  dann  von  der 
vorigen  ab  und  berücksichtigen  auch  Gleichung  (9'),  so  erhalten  wir: 

"oü  +  "loi"  +  «ao ^  -l-  e C^i  =-  0- 
Diese   mit   den   beiden   vorhergehenden   und  (9')  bilden    ein  lineares 


1)  Elgii,   Sttr   les   quartiques   hieircwlaires  (Jouru.  d.  mEi,th.  spec.  4.  Ser,  V, 


Lotia,  Eben 
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Systems  in  p,q,Q;  die  Elimination  dieser  Grrofsen  liefert  die  Gleichung 
der  Enveloppe  in  folgender  Form: 


(hl     "«2      ^n 

C,     (\      0 

oder  auch,  weiiii  wir  mit  ß,.^  die  in  der  Diskriminante  von  (10)  zu 
a^/.  adjungierto  UnterdetenninB.nte  bezeichnen, 

S'^fiA-" (") 

Ei-innem  wir  uns  nun  der  Bedeutung  von  (J.,  so  ist  es  klai',  dafs 
die  Gleichung  die  Gestalt  von  (6)  hat,  womit  der  ausgesprochene  Satz 
bewiesen  ist. 

Betrachten  wir  zwei  auf  einander  folgende  einhüllende  Kreise; 
sie  schneiden  sich  in  zwei  Punkten,  die  der  oben  erhaltenen  Kurve 
angehören,  also  sind  alle  ftinhUUendeu  Kreise  doppelt  berülirend. 
Im  besondern  sind  die  vier  Schnittpunkte  des  Deferentkegelschnittes 
mit  dem  gegebenen  Kreise  die  Mittelpunkte  verschwindender,  die  Kuive 
doppelt  berührender  Kreise,  also  Brennpunkte  derselben.  Den  vier 
Quadrupeln  koncyklischer  Brennpunkte  der  Kurve  (s.  o.)  entsprechen 
vier  Arten,  die  Kurve  als  Enveloppe  zu  erzeugen  und  ebensoviele 
Scharen  von  einfach  unendlich  vielen  doppelt  berührenden  Kreisen. 

Nehmen  wir  eine  Transformation  durch  reziproke  Radien  vor, 
deren  Centrum  der  Mittelpunkt  des  Kreises  ist,  um  den  es  sieh  im 
oben  bewiesenen  Satze  handelte,  und  deren  Potenz  das  Quadj-at  seines 
Radius  ist,  so  wird  jeder  einhüllende  Kreis  in  sich  selbst  verwandelt, 
und  dasselbe  trifft  also  für  die  eingehüllte  Kui-ve  zu.  Indem  wir  nun 
oben  die  Möglichkeit  angeführt  haben,  dafs  eine  solche  Knrve  auf  vier 
verschiedenene  Weisen  als  Enveloppe  von  Kreisen  erzeugt  werden 
kann,  so  erhalten  wir  jetzt,  dafs  im  allgemeinen  vier  Inversionen 
existieren,  rturcli  welche  eine  beliebige  bicirknlare  Knrve  vierter 
Ordnung  üi  sich  seihst  transformiert  werden  kann^). 

60.  Eine  neue  Methode  zur  Unterauehung  der  bicirkolaren  Kurven 
vierter  Ordnung  erhält  man,  wenn  man  sie  mit  der  Gtesamtheit  der 
oo^  Kreise  einer  Ebene  in  Beziehung  setzt^).  Man  gelangt  dazu, 
wenn  man  in  folgender  Weise  ein  homogenes  Koordinatensystem  für 


1)  Im  allgemeinen  transformiert  jede  Inversion  eine  tiicirkularo  Kurvo  vierter 
Ordnung  in  eine  andere  Knrve  dersellien  Art. 

2)  G.  Loria,  Remarques  sur  la  giomel/iie  analytique  des  cercles  du  plan  ei 
SM'  son  applicat^<m  &  la  fheorie  des  coiwiea  bieireulaires  du  4™  m'dre  (Quarteriy 
Journ.  5XII,  1886), 
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den  dreidimeiiBionaleü  Raum  aufstellt,  welches  als  Gi^undgebilde  die 
Kreise  einer  Ebene  liat. 

s»««    c,  =  (a.-«,)'  +  (!/-A)'-n'-o   ff -0,1,2,8) 

die  Gleicliungen  von  vier  Kreisen  einer  Ebene,  die  nicht  zu  demselben 
Kreise  rechtwinklig  sind.  Dana  stellt,  wenn  man  die  x  variiert,  die 
Gleichung  C=^x,C,-^x,C,-}-x,C,-\-x,C',=^0 

die  oo^  Kreise  der  Ebene  dar;  zu  jedem  System  der  Verhältniswerie 
XffiXi^ix^-.x^  gehört  ein  bestimmter  Kreis  und  umgekehrt;  es  ist  daher 
gestattet,  die  x  als  homogene  Koordinaten  des  beliebigen  Ki'eises 
C  m  Bezug  auf  die  als  Fundamentalkreise  betrachteten  C;  zu 
nehmen.  Bezeichnen  wir  mit  ä,j  den  Abstand  der  Mittelpunkte  der 
Kreise  G^  und  Cj  und  setzen 

rt'  +  r^-d  -^ 

r,-j  =  Tji  = -,  Txx  =  ^TijXiX)  {i,.i  =  0,  1,  2,  3) 

so  finden  wir  nach  kurzer  Rechnung,  dafs  der  Radius  r  des  Kreises 
C  durch  die  Gleich.uiig  bestimmt  ist: 

Es  bezeichnet  daher  die  Gleichung  f^^^^  0  die  Punkte  (Kreise  vom 
Radius  0  oder  Punktkreise)  und  die  Gleichung  Sx^  =  0  die  Geraden 
(Kreise  von  unendlich  grofsem  Radius);  somit  ist  unser  Koordinaten- 
system fähig,  die  Kreise,  die  Punkte  und  die  Geraden  der  Ebene  zu 
bestimmen. 

Es  ist  leicht  zu  beweisen,  dals  1)  die  Anwendung  einer  linearen 
Substitution  auf  die  homogenen  Koordinaten  eines  Kreises  der  Aus- 
führung einer  Transformation  der  Koordinaten  selbst  äquivalent  ist; 
die  FundamentalkreJae  des  neaen  Systems  haben  zu  Koordinaten  in 
Bezug  auf  die  alten  die  Koeffizienten  der  linearen  Substitution,  welche 
in  Bezug  auf  jene  transponiert  ist.  2)  Eine  Transformation  durch  rezi- 
proke Radien  wird  durch  eine  spezielle  lineare  Substitution  der  homo- 
genen Koordinaten  der  Kreise  ausgeführt. 

Eine  homogene  Gleichung  zwischen  den  Koordinaten  x,f=0, 
scheidet  aus  der  Gesamtheit  aller  Kreise  eine  Gnippe  von  oo^  aus.  Wenn 
die  algebraische  Gleichung  vom  Grade  n  ist,  so  heilst  eine  solche  Gruppe 
Kreis-Komplex  vom  Grade  n;  z.  B.  bilden  alle  die  Punkte  nnd 
die  Geraden  zwei  besondere  Komplexe,  der  erste  ist  quadratisch,  der 
zweite  Unear.  Man  beweist  leicht,  dafs  ein  linearer  Kreiskomplex 
aus  allen  den  Kreisen  besteht,  die  zu  einem  festen  rechtwinklig  aiad. 
Dieser  ist  der  Ort  der  Punktkreise  des  Komplexes.  Ausnahmsweise 
kann  es  eintreten,  dafs  dieser  eine  Gerade  ist;  dann  besteht  der  Kom- 
plex aus  allen  den  Kreisen,  die  ihren  Mittelpunkt  auf  dieser  Geraden 

8* 
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haben.  Zwei  homogene  Gleichungen  f=0,  g^O  stellen  Kwisehen 
den  Koordinaten  x  eine  Kreis-Kongruenz  5ar,  die  oo^  Elemente 
enthält.  Im  Besonderen  stelleii  die  öleiohungen  f'=0,  r^^  =  0  die 
Kurve  F,  den  Ort  der  Punktkreise  des  Komplexes  /■  =  0  dar,  wäh- 
rend die  Gleichungen  f=0,  ^«^  =  0  die  von  den  oo^  diesem  Kom- 
plexe angehörenden  Geraden  eingehüllte  Kurve  darstellen.  Um  die 
Eigenschaften  von  r  zu  hestimmen,  wenn  f  algebraisch  vom  Grade  n 
istj  kombinieren  wir  die  beiden  Gleichungen  f^=0,  t^^  =  0  mit  der 
Gleichung  2;|ja:;  =  0  eines  beliebigen  linearen  Komplexes;  wir  er- 
halten so  diejenigen  Punkte  der  Kurve  T,  die  auf  dem  orthogonalen 
Kreise  des  Komplexes  liegen.  Da  die  Zahl  dieser  Funkte  2n  beträgt, 
80  wird  die  Kurve  r  von  jedem  Kreise  der  Elieiie  in  2n  Punkten 
geschnitten.  Da  man  2n  Punkte  auch  erhält,  wenn  der  HUfs-Komplex 
£i,-Xi  =  0  aus  allen  den  Kreisen  besteht,  deren  Punkte  in  einer 
Geraden  liegen,  so  wird  die  Kurve  r  aach  von  jeder  Geraden  der 
Ehene  in  2n  Punkten  geschnitten.  Dies  beweist,  dafs  wenn  f  reelle 
Koeffizienten  hat,  die  Kurve  F  von  der  Ordnung  2n  ist  mit  den 
cyklisehen  Punkten  der  Ebene  als  «.-fachen  Punkten.  Im  Beson- 
deren stellen  die  beiden  Gleichungen 

Za,,x^x,  =  0,      r^^  =  0 (12) 

eine  bicirkulare  Kuiwe  vierter  Ordnung  dai';  eine  solche  Kurve  kann 
daher  immer  als  Ort  der  Punktkreise  eines  quadratischen  Kreis- 
komplexes angesehen  werden. 

Diese  Betrachtung  führt  die  Klassifikation  der  hier  behandelten  Kur- 
ven auf  die  der  Paare  von  quatemären  quadratischen  Fonnen  zurück. 
Und  wenn  man  ferner  die  x  als  homogene  Koordinaten  eines  Punktes  im 
Räume  interpretiert,  so  steht  jene  eine  eindeutige  Beziehung  zwischen 
den  Punkten  einer  bicirkulai'en  Kurve  viei-ter  Ordnung  und  jener  einer 
ßaumkurve  vierter  Ordnung  I.  Spezies  her;  es  ist  im  Grunde  dieselbe 
Beziehung,  auf  die  wir  schon  zu  Anfang  von  Nr.  69  hinwiesen. 

Zum  Schlüsse  bemerken  wir  noch,  dafs  man  mit  bicirkularen  Kur- 
ven vierter  Ordnung  ein  zweifach  orthogonales  System  bilden  kann^), 
und  dafs  ihre  Rektifikation  von  elliptischen  Integralen  abhängt^). 


1)  Datlious  a.  a.  0. 

2)  O.  Darboas,   Smi'   la  recHfication  d'ui 
ordre  (Comptes  rendua  LXXSVII,  1878). 
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Viertes  Kapitel. 
Die  spirischeii  Linien  des  Perseus. 

(Jl.  Die  alten  Geometer  —  z.  B.  Heron  und  Proklus^)  —  be- 
zeielmeten  mit  dem  Namen  Spira  (öjtsEpK)  oder  Änmilas  («tpjtog), 
die  durch  Tollständige  Rotation  eines  Kreises  um  eine  beliebig  in 
seiner  Ebene  gezeichnete  Uerftde  erzeugte  Oberfläche^);  sie  unter- 
schieden drei  Arten  von  Spiren,  die  offenen,  die  geschlossenen 
und  die  sieh  durchschneidenden  Spiren,  jenaehdem  der  Radius  dea 
erzeugenden  Kreises  kleiner,  gleich  oder  gröfser  ist,  als  der  Äbstajid 
seines  Mittelpunktes  von  der  Rotationaaae.  Es  war  natürlich,  dafa 
die  Gtriechen,  die  durch  Schneiden  mit  einer  Ebene  an  dem  Rotations- 
Kegel  so  bemerkenswerte  Kurven  wie  die  Kegelschnitte  erhielten, 
daran  dachten,  dieselbe  Operation  an  den  Spiren  auszuführen.  Indem 
nun  Schnitte  einer  Ebene  durch  die  Axe  oder  senkrecht  zu  dieser 
schon  bekannte  Kurven  lieferten,  mufste  man,  um  etwas  Neues  zu  er- 
halten, 2u  anderen  Schnitten  greifen.  Zumichst  nun  bieten  sieh  die- 
jenigen dar,  die  man  dm'ch  Ebenen  parallel  zur  Axe  der  Spire  machen 
kann;  und  so  hat  denn  ein  wenig  bekannter  (Jeometer  der  griechisch- 
alexandrinischen  Periode  —  Perseus  —  das  Verdienst,  dieselben  zuerst 
betrachtet  zu  haben,  und  von  Proklus  sind  uns  zwei  Verse  erhalten, 
in  denen  obige  Entdeckung  gefeiert  wird. 

Um  die  hervorstechendsten  Eigenschaften  der  Kurven  des  Perseus 
oder  spirischen  Linien  zu  finden,  nehmen  wir  (vgl,  Taf,  III,  Pig.  24} 
ein  System  von  drei  zu  einander  senkrechten  kartesi sehen  Axen 
iß|,iÖ)j,  ß£,  deren  dritte  die  Ase  der  Spire  sein  möge;  nehmen 
wir  aufserdem  an,  dafs  der  erzeugende  Kreis  in  der  Ebene  |g  liege 
und  zum  Mittelpunkte  einen  Punkt  C  auf  der  Axe  jfi|  habe;  sei 
ferner  SIC  =  d,  und  iJ  der  Radius  des  gegebenen  Kreises.  Die  Glei- 
chui^  desselben  in  der  Ebene  %%  ist  daher  (|  ■ —  elf  +  £^  =  ß^  und 
daher  wird  die  der  Spire  sein 

«■  +  V  +  S'--B")'-4<J' «>  +  ,>) (1) 

Die  schneidende  Ebene  e  ■ —  der  Annahme  gem'als  parallel  zu  ifi|  — 
habe  die  Uleichui^ 

I  eosa -|- ij  ■  sinffi  — jl  ==  0 (2) 

Es    sei    0   der   Fufspunkt   des    von  fl   aiif  ö   gefällten  Lotes.     "Wir 
nehmen  nun  in  der  Ebene  6  als  a^-Axe  deren  Schnitt  mit  der  |^-Ebene 


1)  Vgl.  z.  B.  G.  Loria,  Le  sciense  e&atte  neW  antica  Grecia.  Buct  II,  Nr.  74 
(Mem.  deir  Acc.  di  Modena,  2.  Ser.  XI,  1893). 

3)  Die  Spire  unterscheidet  sict  daher  nicht  von  der  gewöhnlith  Kreis- 
ring  genannten  Fläche. 
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und  als  j/-Axe  die  durch  0  zu  Sii,  gezogene  Pai-allele.  p  ist  dann 
die  Länge  voa  £lO  und  k  der  Winkel,  den  sie  mit  ß§  bildet. 
Nimmt  man  nun  einen  beliebigen  Punkt  P  der  Ebene  ö,  so  werden 
dessen  Koordinaten  ON^x,  NF  ^  y  mit  den  §,?!,£ 
i  durch  folgende  Relation  verbunden  sein 


Eliminieren  wir  mit  deren  Hilfe  i„yi,%  aus  (1),  so   erhält  man  die 
Gleichung  der  spirischen  Linie  in  folgender  Form: 

{x'  +  f+p'  +  d'~ltF)'  =  Ad'{x'  +  f),.    .    .    (3) 
die  man  auch  schreiben  kann: 

+  (p  +  (f4-Ji)(p-|-rf— R)(j)  — (;  +  B)(p  — (?— R)  =  0.  (4) 
Eiae  einfache  üntei-suchung  dieser  Gleiehung  zeigt,  dais  die  spi- 
rischen  Linien  bicirkulare  Kurven  vierter  Ordnung  sind,  symmetrisch 
in  Bezug  auf  eine  Axe.  Die  vier  Tai^enten  in  den  cyklischen  Punliten 
an  die  Kurve  (4)  haben  die  Gleichungen  x  -\-  iy  =  ^d,  und  dem- 
nach hat  die  Kurve  die  Punkte  a:  =  +  d,  j/  =  0  als  aufserordentliche 
Brennpunkte').  Die  Tangenten  in  den  cyklischen  Punkten  sind  ver- 
schieden, ausgenommen  wenn  (?  =  0;  in  diesem  Falle  wird  die  Spiro 
eine  Kugel  und  die  spirische  Kurve  ein  doppelt  gezogener  Kreis. 

Daraus  ergiebt  sieh,  wemi  wir  schon  jetzt  einen  Satz  anwenden, 
den  wir  später  (Nr.  78)  beweisen  werden,  dafs  unter  4eu  spirischen 
Linien  sieh  die  Cartesiselien  Ovale  nicht  befinden.  Ähnlich,  wenn 
wir  schon  jetzt  die  allgemeine  Gleichung  der  Cassinischen  Ovale 
(Nr.  90)  herbeiziehen 

(^'  +  J/')  +  2«^(^ä  +  2/^)-4(tV  +  «^-t^  =  0,  .  (6) 
so  sehen  wir,  dafe,  wenn  die  spirische  Kurve  (4)  mit  dieser  Kurve 
zusammenfallen  soll,  nötig  ist,  dafs 

f-\.d^  —  Il^=^  «2,  d  =  a,  {p^  +  d^  —  Ey  —  ifd''  =  ft*  —  fß. 
Eliminieren  wir  aus  diesen  Gleichungen  a  und  c,  so  ergiebt  sieh,  dafs 
p  =  i?  sein  mufs,  und  demnach  sind  die  Cassinischen  Ovale  spezielle 
spirische  Karven^),     Beschreibt  man  einen  geraden  Ki'eiscylinder  mit 


1)  Will  man  die  gewöhnliclien  Brennpunkte  haben,  so  ist  zu  berücksichtigen, 
(lafa  die  a^ilit  von  den  cyklischen  Punkten  gezogenen  Tangenten  die  Gleichungen 
h aben :  ,  ...  - — — — _ 


Näheres  hierüber  findet  »an  in  dem  Aufsatze  von  P,  Gomes  Teixeira,  Sobra 

los  focos  de  las  espirieets  de  Petseo  (El  Progreso  mathematico,  2.  Reihe,  11,  190Ü). 

2)  Ä.  Comte  hat  also  mit  "unrecht  behauptet  {Traite  elemeiUaire  de  gio- 

m&iie  mtalyUgue,  Paris  184S,  S.  72),  dafs  wenn  eine  Ebene  pataUel  bleibend  zur 
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der  Äse  ß£  imi  dem  Radius  li,  so  wird  jede  seiner  Tangential-Ebenen 
die  Spire  (1)  in  einem  Cassinischen  Oval  schneiden,  wenn  c  =  a,  so 
stellt  (5)  eine  Bernoullische  Lemniskate  dar  (vgl.  Nr.  92).  In  diesem 
Falle  ergeben  die  drei  zuletzt  geschriebenen  Beziehni^-Gleiclitmgen 
d  =  2B  und  daher  giebt  es  imr  zn  den  Spireii,  bei  welche«  ä  =  2R, 
zur  Axe  parallele  Schnitte,  die  die  Gestalt  von  BernouUisehen  Lem- 
niskaten  hahen. 

Die  durch  Gleichung  (4)  dargestellte  spirische  Linie  schneidet 
die  Koordinatenaxe  in  zwei  Quadrupeln  von  Punkten;  die  Äbscissen 
des  ersten  Quadrupels  sind  durch  die  Gleichung  gegeben 

x'==[d±R-\-p)(d±R—p), (6) 

die  Ordinaten  der  Punkte  des  zweiten  durch  folgende  Gleichung 

f-{E  +  p  +  d)(B-i,  +  d) (7) 

Daraus  ergiebt  sich:  1)  Wenn  die  Spire  offen  ist  (d>  R),  sind 
reell  entweder  alle  Punkte  des  ersten  Quadrupels  und  keiner  des 
zweiten,  oder  zwei  des  ersten  und  zwei  des  zweiten;  im  ersten  Falle 
ist  p<,d- — R,  im  zweiten  d~ iä<jp<(i-4*-^i  ™  ersten  Falle 
besteht  die  spirische  Kurve  aus  zwei  auseinander  liegenden  Ovalen, 
im  andern  ans  einem  einzigen.  Im  Grenzfalle  p  ==  d  —  R  oder 
f^d-\-R  hat  die  Kurve  einen  Doppelpunkt.  2)  Wenn  die  Spire 
sich  selbst  durchschneidet  {d  <  R) ,  sind  reell  entweder  alle  Punkte 
eines  jeden  Quadrupels,  oder  zwei  Punkte  des  ersten  und  zwei  des 
zweiten;  im  ersten  Falle  ist  j><JR  —  d,  im  zweiten  R  —  d<.p<,R,-{-d) 
im  ersten  Falle  besteht  die  Kurve  aus  Ovalen,  von  denen  das  eine 
vom  andern  umschlossen  wird,  im  andern  aus  einem  einzigen.  Hier 
aber  hat  man,  wenn  p  =  R^  d,  eine  Kurve  mit  einem  Doppelpunkte. 
3)  Wenn  endlich  die  Spire  geschlossen  ist  (ß=^R),  so  hat  man  für 
p  <  2 JR  eine  aus  einem  Oval  gebildete  Kurve;  in  dem  Grenzfalle 
j}  ^  2R  bat  die  erhaltene  Kurve  einen  Doppelpunkt.  —  Beachten 
wir  auch  noch,  dafs  die  Gleichung  (3)  erkennen  lÄfst,  dafs  die  beiden 
Geraden  mit  der  Gleichung  */  =  +  -R  Doppeltai^enten  der  Kurve 
sind;  die  Abscissen  der  zugehörigen  Berührungspunkte  sind  durch  die 
Gleichung  gegeben:  x^  - — d^  ^:  p^,  demnach  sind  die  Punkte  selbst 
reell  oder  konjugiert  imaginär,  jenachdem  p^d.  Im  ersten  Falle 
hat  man  eine  wirtliche  Doppeltangente,  im  zweiten  Falle  eine  Gerade, 
die  mit  der  spirischen  Kurve  eine  ideelle  doppelte  Berührung  hat. 

Eine  noch  detailliertere  Einteilung  der  spirischen  Kurven,  in  Be- 
zug  auf   ihre    Gestalt,   erhält   man   durch  Betrachtung   ihrer   reellen 


Ase  einer  Ringfläclie  Bioh.  bewegt,  sie  diese  Fläche  immer  in  Cassinischen 
Ellipsen  schneide;  daher  kann  die  dort  für  die  Cassinischen  Ovale  angewandte 
Bezeichnung  „KreiaringBchnitto"  (secttmis  toHques)  nicht  fflr  die  spirischen  Linien 
verwandt  werden. 
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Wendepunkte;  dafs  diese  den  Alten  nicht  entgangen  ist,  wird  von 
Proklus  bezeugt;  sie  jedoch  auseinander  zu  setzen  mangelt  es  uns  an 
Raum  ^). 

63.  Die  Definition  der  spirischeu  Linien,  von  der  wir  aiisgegsingen 
sind,  liefert  nur  eine  stereoraetrisehe  Eraeugung  derselben.  R.  de  Sluse 
hat  vor  zwei  Jahrhunderten^)  eine  solche  angegeben,  die  den  Vorzug 
besitzt,  nur  Konstruktionen  in  einer  Ebene  zu  benutzen  und  daher 
wohl  verdient  angeführt  zu  werden:  „Es  sei  DBE  eine  gleichseitige 
Hyperbel  {s.  Taf.  III,  Fig.  25)  mit  den  Axen  fl|  und  fli;,  HC  imd 
I>E  seien  zwei  fest  angenommene  Parallelen  zur  Queraxe  ßij;  eine 
variabele  Parallele  zur  andern  Axe  schneide  jene  beiden  Parallelen  und 
die  Kurve  bezw.  in  H,F,  (r;  man  nehme  auf  dieser  zwei  Punkte  I 
symmetrisch  in  Bezug  auf  II  und  so,  dafs  FG  ■  GH=  HP-,  der  Ort 
der  Punkte  I  ist  eine   spirische  Linie."     Zum  Beweise  nehmen  wir 

die  Gleichungen  der  Hyperbel  und  der  beiden  festen  Parallelen  seien. 
Nennen  wir  die  Koordinaten  von  I  x',  y'  und  die  von  G  |,  rj,  so 
haben  wir  offenbar:  j/'=ij,  +HI^=x' — a,  FG=h  —  l,  GH=%—-a, 
und  daher  wegen  der  Bedingung  der  Konstruktion 

Die  Gleichung  des  Ortes  von  1  erhält  man  durch  Elimination  von 
I  und  ■Yi  aus  dieser  Gleichung  und  den  beiden  y  =  ij,  ^  —  ij^  ^  fc*, 
imd  diese  ist  daher 

V.X  -»)■  +  !/■'  +  k'  +  «!.]-  -  (»  +  ty  {,"  +  li')  -  0, 
Setzt  man  nun 

x'  —  a  =  y,  y  ^  X,  1<?  -\-  ab  =  jj^  -f-  d^  —  Bf,  — ^ —  =  d,  fc  =  p, 
so  identifiziert  sieh  diese  Gleichung  mit  (3).  Sorait  ist  der  Sluse'sehe  Satz 
bewiesen;  zu  gleicher  Zeit  sieht  man,  dafa  die  zugehörige  Kurve  aus 
dem  Kreisringc  entsteht,  für  welchen  i?  =  — ^— ,  d  =    "!"     ist,  wenn 


er   durch   eine   Ebene    im  Abstände  k  von  der  Axe  des  Ringes   ge- 
schnitten wird. 

1)  Dpi  Leeei  findet  WPiteie  Details  in  dei  Abhandlung  \on  Pagani  :ni 
V  B  der  MAn  coitr  pai  l'Acad^te  de  Belgigut  die  folgendes  Thema  das  als 
Pieisfrage  von  der  Akademie  im  Jahre  182i  gestellt  wai  heantwottete  fin  eait 
que  lo  lignes  spiriques  ou  seotions  annulaires  'ont  des  comhes  förmiges  pii 
lintei&ection.  d'un  plan  a\ec  la  surface  engendiee  pat  la  circonvolution  dun 
i,erole  antonr  d'un  ase  donn^  de  position  on  demande  1  ^qaation  gi^n^rale  de 
ces  courbes  et  une  disous&ion  complfete  de  cette  ^quation 

31  b  zuBi  Briefe  an  Huygens  datiert  vom  4.  Sept  und  1<>  OL.t  lb57  il 
gcdiu.kt  im  B   n  dei   Oi.mrei  de  JJisj/jen»  (Hag  1389)  S      -     nd  b"> 
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63.  Zu  dieser  planimetrisclien  Erzeugung,  cUe  wolü  nur  bistoriscli 
bemerkenswert  ist,  fügte  Siebeck  vor  etwa  50  Jaliren^  eine  weitere 
hinzu,  die  noch  bemerkenswerter  ist  wegen  den  Folgerungen,  zu  denen 
sie  führt,  und  die  der  von  de  Sluse  vorzuziehen  ist,  weil  sie  noch 
elementarer  ist.  Mit  dieser  wollen  wir  uns  nun  beschäftigen,  so  weit 
ee  der  zur  Verfügung  stehende  Raum  gestattet. 

Gegeben  zwei  Punkte  Ä  und  iJ  im  Abstände  2e;  ist  P  ein  be- 
liebiger Punkt,  so  setzen  wir 

PA  +  PIi  =  s,         PA—  PB=d 
und  suchen  nun  in  einer  durch  die  Gerade  AB  gehenden  Ebene  den 
Ort  der  Punkte  P,  so  dafs,  wenn  m  und  n  gegebene  Zahlen  sind, 

ms^ -\- niP :=  4e^ (8i) 

Zu  dem  Zwecke  nehmen  wir  als  a^-Axe  die  Gerade  AB,  zum  Anfang 
den  Mittelpunkt  0  der  Strecke  AB.  Man  findet  dann  mit  aUer 
Leichtigkeit,  dafs  die  Polar-  hezw.  karteaische  Gleichung  der  betreffen- 
den Kurve  sind: 

[mp^  — (1—  »w)e'][wp^  —  (1  — «)e^-{"  (^  —  nye^Q^-aos^to  =  0.     (9) 
[„(^> +  ,!)_(!_„),.]. [„(j,.  +  5.)_(l_„)e.] 

+  (m-»)eW-0 (TO) 

Eührt  man  in  (10)  die  angedeutete  Multiplikation  aus,  so  findet  man, 
dafs  die  linke  Seite  die  Gestalt  der  linken  Seiten  von  Gleichung  (4) 
hat  und  mit  dieser  identisch  wird,  wenn  man  setzt; 

p--^,,  ä'  —  5^"^^,   g- '"+",;;'"—■ 

Diese  Beziehungen  zeigen,  dafs  wenigstens  eine  der  Gröfsen  ä;p,  Jl 
imj^n'är  ist;  daher  kann  die  aus  dem  oben  angegebenen  Ortsproblem 
resultierende  Kurve  nicht  durch  Schnitt  eines  Kreisringes  mit  einer 
reellen  Ebene  erhalten  werden.  Dennoch  ist  es  zweckmäfsig,  sie  noch 
als  spirische  Kurve  zu  betrachten,  so  dafs  dieser  Name  allen  durch 
die  Gleichungen  (3)  oder  (4)  dargestellten  Kurven  beigelegt  wird,  auch 
wenn  eine  oder  mehrere  der  Konstanten  ä,  B,p  rein  imaginär  sind;,  in 
den  letzteren  Fällen  ist  die  Erzeugungsweise  des  Perseus  auf  reellem 
Gebiete  nicht  anwendbar,  während  die  von  Siebeck  immer  angewendet 
werden  kann^). 


1)  S.  die  wichtige  Abhancllung  Über  ernte  Gattung  von  Gtn'ven  vierten  Gra- 
des, welche  mit  den  eUiptischen  FmikHonen  eusammenhängen  (Grelles  Journ.  LVil, 
1860  und  LIX,  1861), 

2)  Die  Bezeichnung  spirische  Linien  let  in  einem  noch  weiteten  Sinne 
angewendet  worden  lon  La  Goutnerie  (M^iMwces  mo  let,  hgnei>  spiiiqttes 
Liouvilles  Journ.  2.  Ser.  XIV,  1869),  der  mit  diesem  Namen  jede  bicirkulaie  in 
Beaug  auf  eine  Axe  symmetrische  Kurve  vierter  Ordnung  iDfizeiehnete  Mehmen 
wir   diese   Nomenklatur  an,   so   liirat  sicli  z&i^tn     hlo    \(pnn  zwei  Stipcl  en   »if 
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Die  Symmetrie  der  Gleichung  (10)  ia  Bezug  auf  m  und  n  zeigt, 
dafs  die  von  ihr  dargestellte  Kurve  auch  die  durch  folgende  Gleichung 
ausgedruckte  Eigenschaft  heaitzt: 

«s^  +  MU?^  .=  4e^ (8ii) 

die  aus  (8i)  durch  Vertauschung  jener  beiden  Zahlen  entsteht.     Sie 
hat  jedoch  noch  weitere.  Die  Gleichung  (10)  wird  nicht  geändert,  wenn 

wir  bezüglich  m,  w,  e^  ersetzen  durch  1 — n,  1  —  m, -e^; 

nehmen  wir  nun  auf  der   Geraden  AB  zwei  Punkte  Ä',  B',   so  dafs 


'(-, 


PÄ  +  VB'  =  s',       FÄ'  ^FB'^  d',      Ä'B'  =  2e, 

80  entstehen  die  folgenden,  den  (8i)  und  (Sil)  ähnlichen  Relationen: 
(1  — «)s''  +  (l  — m)frä  =  4e'-,  .  .  .  .  (8iii) 
(1— m)s'ä +(!  —  «)  <-rä_4e'B (^g^) 

Somit  haben  wir  im  ganzen  vier  Arten,  eine  spirische  Kurve  nach 
der  Siebeck'schen  Methode  zu  erzeugen.  Es  giebt  jedoch  noch  vier 
andere.     Setzt  man  zur  Abkürzung 

'-+^y,  jf-"-"W-jo,.,  xY_  <??,-">:.>,  ai) 

I  wird  die  Gleichung  (6)  zu 

(x^  +  y^^  —  L{x^  +  fl^)-{-M+Nx'^0.      .    .    (10') 
Schreiben  wir  sie  mm  in  folgender  Weise: 

(ic^  +  fy  -(L  —  N-jix'-i-  f)  +  M  —  Nif  ==  0, 
so  haben  wir  eine  Gleichung,  die  aus  der  vorigen  entsteht,  durch 
Wechsel  der  Variahelen  und  Vertauschung  der  Konstauten  L  ruid  M 
mit  L  —  N  und  —  N.  Es  giebt  daher  auf  der  y-Äxe  noch  zwei 
andere  Punktepaare  C,  B  und  C,  B'  mit  dem  gemeinsamen  Mittel- 
punkte 0,  die  in  Bezug  auf  die  spirische  Linie  dieselbe  Eigenschaft 
besitzen  wie  die  Paare  A,B  und  A',B'.  Der  Kürze  wegen  wollen 
wir  die  zu  je  zweien  zusammengehörenden  Punkte  A,  B;  A',  B']  C,  D; 
C,  D'  die  Stützpunkte  der  spirischen  Linie  nennen^).  Um  die 
Kealität  derselben  zu  untersuchen,  bemerken  wir,  dafs  durch  Elimi- 
nation der  Konstanten  m  und  n  ans  (7)  eine  Gleichung  erhalten  wird, 
die  zu  Wurzeln  die  Ahscissen  der  vier  zur  ft!-Axe  gehörenden  Stütz- 
punkte hat,  diese  Gleichung  ist 

ß*  +  Ce^  +  Jlf  =  0,         wo     C  =  L~^--^^-^-.      .     (12) 

derBelben  Geraden  gegeben  siad,  der  Ort  der  Punkte,  von  denen  sie  untor  zwei 
Winkeln   gesehen  werden,   deren  yumme   konstant   ist,  eine  spirische  Linie  ist. 
(S.  El  pj-ogreao  inatemdtico  III,  1893,  Question  75,  S.  187—89.) 
1)  Siebeck  zog  den  Namen  Brennpunkte  vor. 
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Veiiauacheii  wir  in  dieser  L  und  N  bezw.  mit  L  —  N  und  —  N,  so 
erhalten  wir  die  Gleichung,  welche  als  Wurzeln  die  Ordinaten  der 
vier  anderen  Stützpunkte  enthält;  diese  lautet: 

f  —  GfJ^M=0 (lit) 

Eine  der  Wurzeln  e^  von  (12)  ist  reell  und  positiv,  da  sie  das 
Quadi'at  der  halben  Strecke  AB  ist,  die  von  den  Punkten  A  und  Ji 
begrenzt  wird,  von  denen  wir  aiisgegai^en  sind;  die  andere  ist  daher 
immer  reell,  aber  positiv  oder  negativ,  jenaehdem  jjf  ^0.  Demnach 
sind  die  beiden  Stützpunkte  Ä  und  B  reell  oder  konjugiert  imi^inar,  je- 
naehdem M  ^^  (1 ]  i  1  —  — f  e*  ^  0  ist,  d,  h,  jenaehdem  m  und  n 

beide  gröfser,  oder  beide  kleiner  als  1  sind,  oder  das  eine  gröfser 
und  das  andere  kleiner  ist.  Da  nun  (12)  in  (13)  übergeht,  wenn 
man  e^  durch  —  p  ersetzt,  so  entsprechen  den  beiden  reellen  Stütz- 
punkten A,  B  immer  zwei  konjugiert  imf^nät-e.  Was  nun  die  beiden 
letzten  C,  D"  angeht,  so  sind  diese  imaginär  oder  reell,  jenaehdem 
M^O.  Hieraus  ergiebt  sich,  dafa  auf  Unmd  der  Realität  der  Stütz- 
punkte alle  durch  die  Grleichung  dargestellten  Kurven  sich  in  zwei 
Kategorien  scheiden: 

Kurven  I.Art,   M>0;   vier   reelle   Stützpunkte   in  einer   geraden 
Linie  und  zwei  Paare  konjugiert  imaginäre 
auf  der  anderen. 
„       IL    „  ,   Jlf  <  0;   vier  reeUe  Stützpunkte,  zwei  auf  einer  Ge- 
raden  und   zwei   auf  einer   anderen;   und 
analog  vier  imagim.re  zu  Paaren  konjugiert. 
Eine  dritte  Art  ist  dadurch  charakterisiert,  dafs  M  =0,  und  dafs  sie 
in  der  Mitte  einen  Doppelpunkt  besitzen. 

(>4.     Auf  die  Kurven,  mit  denen  wir  uns  hier  beschäftigen,  trifft 
man   bei   geometrischen   Fragen,    die    nicht    ohne  Wichtigkeit   sind. 
Folgendes  Beispiel  möge  dies  zeigen '^):  Gegeben  ein  centrJscher  Kegel- 
schnitt r                                    «    ,    ^  «       ,  /iis 
ax'^ßi/^1; (14) 

man  betrachte  den  Ort  eines  Punktos,  so  beschaifen,  dafs  die  von 
ihm  an  die  Kurve  F  gezogenen  Tangenten  einen  gegebenen  Winkel 
(t  bilden;  dieser  wird  die  isoptisehe  Kurve  des  gegebenen  Kegel- 
schnittes vom  Winkel  ft  genannt.  TJm  deren  Gleicbimg  zu  ftnden, 
beachte  man,  dafs  die  an  V  vom  Punkte  («',  y)  gezogenen  Tangenten 
L  durch  die  Gleichung: 

aß (xy  —  x'yf  -aix  —  xy~ß{y-~  yj  =  0 
1)  S.  den  Bwciten  Teil  der  aDgefähiteu  Arbeit  Ton  Sioteok. 


y  Google 


124  III-  AbscLnitt:  Kurven  vieiicr  Orttouog. 

dargestellt  werden.     Wenn  wir  dabei-   die  einzelnen  Tangenten  durch 

J  —  l/'  —  o' («  —  »■').         »  —  !/'  —  «"(«  —  »:')> 
darstellen,  so  wird  man  haben: 

«+»—  i_„jf..        "  "  —  f  „■•-! 

Zielien  wir  nun  die  im  Problem  angegebene  Bedingung  binzu,  so  ist 

(„.  „  -  /  »•-»"  V  _    t.p(«^-'  +  |i|/-'-l) 
•"  ■"        \l  +  „'a"l  [» +  (i -«!)(»" +  »■>)/ 

Schreiben  wir  statt  fl;',  y'  jetzt  x,  y,  so  ist 

[«  +  /i  -  «/5(3:'  +  !/■)]■  tgV  -  4«(l(«i'  +  ;)s'  -  1)  _  0  (15) 
die  gesuchte  Gleiehang  der  isoptischen  Kurve.  Führen  wir  die  an- 
gedeutete Quadrierung  aus  und  setzen 

^--M^-j)' (M) 

so  stimmt  (15)  mit  (10')  überein;  die  isoptisclieii  Kurven  der  Kegel- 
schnitte sind  also  spirisclie  Linien.  Vermöge  der  Gleichung  (12) 
werden  die  Stützpunkte  von  (15),  die  auf  der  a;-Axe  gelegen  sind, 
durch  folgende  Relationen  bestimmt: 

ÖÄ^  =OW=.e^  =  ^  —  j, 

äZ'^=ö^^  =  e'^  =  l_-J-  +  ^^---^.,  .     .     .     (17) 

daher  fallen  zwei  derselben  mit  den  beiden  (reellen  oder  imaginären) 
auf  dieser  Äxe  gelegenen  Brennpuntten  zusammen.  Die  Existenz  der 
vier  andern  Stützpunkte  auf  der  y-Äxe  von  (15)  führt  zu  der  Ver- 
mutung, dafs  dieselbe  Kurve  auch  aufgefafst  werden  könne  als  die 
isoptiache  Kurve  eines  anderen  Kegelschnittes  F 

i^  +  ßy'-l (18) 

Man  findet  in  der  Tbat 

s-^-.«,  K--°-M: m 

und  als  konstanten  Winkel  (t  einen  solchen,  dafs 

^  =  -. (20) 

Jefle  isoptisclie  Kurve  eines  Kegelschnittes  r  ist  auch  ilic  isop- 
tisehe    eines  a.nAeren  r.     Da  nun  die  Gleichungen  (19)  ergeben,  dafs 

^  +  1-0, 
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90  ist,  wenn  F  eine  Ellipse,   F  eine  Hyperbel  imd  umgekehrt;  über- 
dies sind  die  gleiLhnamigen  Axen  der&elben  Ktirven  pi  oportional. 

Heben  wu  schhefslich  noch  das  Auftreten  der  Rpinsrlien  Linien 
in  der  geometi lachen  Daistellung  der  komplexen  Variabeln  und  ihrer 
Funktionen  heivor'-)  Stellen  wir  m  ubhehei  Weise  m  zwei  Ebenen 
7V  und  ff  die  Vaiiabeln  s  =  t  ~\-  ly  und  jv  ^=  u  -{-  iv  dai  und  nehmen 
an,  dafs  zwischen  den  Vaiiabehi  selbst  die  Relation  be&tehe: 

u  =snz      oder       n -{- iv  =  S7l(t  +  ly] 
P  sei  der  Punkt  (der  Ebene  ff)  mit  den  Koordinaten  u,  V]  F  und  F' 
seien  die  Punkte  der  w-Axe,  die  vom  Anfang  den  Abstand  + 1  haben. 
Dann  haben  wir 

FF^  =^[l^sn{x-\~  iy)] [1  —  sn(x  —  iy)] , 
PF*  =  [1  +  5k  (a;  +  iy)]  [1  -\-sn{x-  iy)} , 
oder  auch  mit  Anwendung  bekannter  Formeln^) 

■p-=  __  snxdniy  —  cniy  p^-,  _    snxdniy-\-cniy 

yi  ~  fcs m'xsn^iy '  yi  —  V sn^x siiHy' 

und  infolgedessen 

2snxdniy  \ 


s  =  PF  +  PF'  = 

d  =  TF~VF'~- 


(21) 


]/l  —  Ä'  sn^x  sn'iy      > 
Durch  Elimination  von  x  aus  diesen  erhält  man 

ijs  k^sn'iy     ^ . 

cn^iy         dn^iy  ' 

ofa»ch        C,"{!l,h')d'-Vfy£}^s'-i (22) 

Dies  iat  die  Gleiehong  derjenigen  Kui-ven  in  der  Ebene  ff,  die  den 
Geraden  y  =  const.  der  Ebene  at  entsprechen;  wegen  der  Gleiohung  (8) 
sind  diese  spirische  Linien. 

Wenn  man  dagegen  y  aus  (21)  eliminiert,  so  erhält  man 

^,._'l^,i._4, (23) 

welche  Gleichung  die  oo'  spirisehen  Linien  der  Ebene  ö  darstellt,  die 
den  Geraden  x  ■-=  const.  der  Ebene  jt  entsprechen.  Eenut7.en  wir  nun 
die  charakteristische  Eigenschaft  der  isogonalen  Transformationen  und 
beachten,  dafs  die  Linien  y  ^  const.,  x  =  const.  in  der  ersten  Ebene  it 


1)  Aufser  Siebeok  siehe  auch  Holzmüller,  Emfuhfung  m  die  Theorie 
isogonalen  Verwandtsehaßen  wrtd  der  Tconformen  Abbildungen  (Leipzig  1882) 
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ein  doppeltes  orthogonales  System  bilden,  so  können  wir  folgern, 
dafs  die  Gleiehnngen  (22),  (23)  ein  doppeltes  orthogonales 
System  Ton  spirischen  Linien  bilden. 

Zu  ähnlichen  Ttesnlfcaten  führt  die  Betrachtung  von  cns  und  ans. 
65.     Die  spirischen  Linien  mit  einem  Doppelpunkte,  die  wir  von 
.  Betrachtung   mit  Absieht  fast   gänzlich  aus- 
,  wurden  neuerdings  von  einem  besonderen  Gesichts- 
punkte aus  beobachtet,  welchen  wir  nicht  gut  übergehen  können. 

Gegeben  zwei  Punkte  F^  und  F^  im  Abstände  2e  mit  dem  Mittel- 
punkt 0,  aufserdem  eine  Konstante  f;  der  Ort  der  Punkte  M  so  be- 
schaffen, dafs  ..  .  ..  - 

MF^^  ■  MF^^  =  c*  +  /■«  ■  OM^ 

ist  eine  Kurve,  die  Booth  untersucht  hat^),  und  der  er  den  Namen 
Lemniskate  gegeben  bat;  um  sie  von  anderen  Kurven,  die  denselben 
Namen  erhalten  haben,  zu  unterscheiden,  nennen  wir  sie  die  Lemnis- 
kate von  Booth.  Aus  der  angegebenen  Definition  ergiebt  sieh  so- 
gleich, dafs  die  Kurve  folgende  Gleichung  in  kartesischen  Koordi- 
mtenlmt    ^^,  +  ^y  _  f^+f,  ^  2c')x' +  {+P  ~  2c')y<.     .    (24) 

Sie  ist  daher  eine  spirische  Linie,  die  in  0  einen  doppelten  Liflexions- 
punkt  hat  und  verschiedene  Gestalten  darbietet  je  nach  dem  Vor- 
zeichen von  f^  und  nach  der  relativen  Gröfse  der  Konstanten  f  und  c, 
wie  wir  jetzt  ausführen  wollen. 

L  Wir  geben  f  das  Vorzeichen  -|-;  dann  wird,  wenn  /'>c'|/ä,  und 
f^  -\-  2c*  ^  a^,  p  —  2c'  =  b^  gesetzt  wird,  die  Gleichung  (24)  zu 

(x^  _j_  fy  =  a^x"  +  Ihf,  wo  a^>¥  .  .  .  (24i) 
und  stellt  dann  eine  elliptische  Lemniskate  von  Booth  dar.  Wenn 
aber  f  =  c/2,  so  stellt  (24)  die  beiden  Kreise  a;*  +  y^  +  2c  =  0  dar. 
Wenn  endlich  /■<c"(/2,  so  geht,  wenn  man  p-\-2c^=^a^,  2c^^p=b^ 
setzt,  (24)  über  in 

(x^  ■^y^^  =  a^x^  —  b^f,  wo  a^  <h^  .  .  (24ii) 
und  diese  gehört  einer  hyperbolischen  Lemnislcate  von  Booth  an^). 
II.  Im  Falle  f=0,  wird  (24)  zu  (x^  +  y^  =  2c^(x^  —  y^)  und  wir 
werden  (in  Nr.  93)  sehen,  dafs  sie  eine  BemonlUsche  Lemniskate  dar- 
stellt. III.  Geben  wir  schliefslich  dem  f  das  —  Vorzeichen,  so  müssen 
wir,  um  eine  reelle  Kurve  zu  erhalten,  annehmen,  dafs  2c^  >  p,  setzen 
wir  üufolge  dessen  2c^^  p=  a^  und  2 c^ -f- /■*  =  ö^,  so  wird  (24)  zu 
(x^  +  yy  =  a^x^  —  &*^/^       wo  a^>h%  .     .     .  (24ni) 

1)  A  treatise  on  soine  iieiB  geomeU-kal  metitods  I  (London  IS77)  S.  163  ff. 

2)  Neuberg  zog  den  Namen  Loiuniskatoide  vor  (St«'  giislgues  systimes 
de  tigea  a/rHcuUes,  Lüttich  1886,  S.  3ö). 
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die  auch  eine  hyperbolische  Lemniekate  darstellt.  Überhaupt  kann 
Gleichung  (24)  immer  auf  eine  der  Formen  {x^  +  y^)^  =  a^x^  +  b^y^ 
gebracht  werden;  diesen  entsprechen  folgende  Polai^leichungen 

pä  =  ([3  cogä  £jj  _]_  j2  gin^  oj  ^  1^ (25) 

und  diese  zeigen,  dafs  die  fraglichen  Kurven  auch  erhalten 
werden  durch  eine  Transformation  vermittelst  reziproker 
Radien  mit  dem  Ceatrum  0  und  der  Potenz  P  aus  ifegel- 
sehnitten,  deren  Gleichung  a^x^  +  b^y^  =  k\  Es  ist  dann  leicht 
einzusehen  (und  wir  werden  dies  später  heweisen),  dafa  jene  auch 
die  Fufspunktkurven  von  Ellipsen  oder  Hyperbeln  in  Bezug 
auf  den  Mittelpunkt  sind.  Für  die  wirkliche  Zeichnung  der  hier 
betrachteten  Kurven  erweist  sich  jedoch  nützlicher  ein  Verfahren, 
welches  aus  folgendem  Satze  hervorgeht:  „Gegeben  ein  Kreis  (Taf  III, 
Fig.  26,  a,  hf  c)  mit  dem  Centmm  C  und  dem  Radius  R  und  ein  Punkt 
seiner  Ebene  0  im  Abstände  ä  von  C;  auf  jeder  durch  0  gezogenen 
Geraden  trage  man  eine  Strecke  OP  gleich  der  auf  dieser  Geraden 
vom  gegebenen  Kreise  ausgeschnittenen  Sehne  MN  ab;  der  Ort  des 
Punktes  P  ist  eine  Lemniskate  von  Booth,  elliptisch  oder  hyper- 
bolisch, jenachdem  0  innerhalb  oder  aufserhalb  des  Kreises  liegt." 
Daraus  ergiebt  sich,  dafs  p  =  üy^R^—  d^  sin^ra  die  Polargleichung 
und  {x^ -\- y^y  =  A\ß^ x^ -\- {r^  —  d^)y^  die  kartesische  Gleichung 
des  Ortes  von  P  ist.  Im  Spezialfälle  d  =  Ji'l/2  (Fig.  h)  ist  die 
resultierende  Kurve  eine  BernouUische  Lemniskate  und  die  angegebene 
Konstruktion  geht  auf  eine  andere  zurück,  die  man  Maclaurin  zu- 
schreibt^). 

Beachtet  man  femer  noch,  dafs  die  Gleichungen  (24 1,  ii,  in)  auch 
durch  Elimination  von  s  ans  den  beiden  Gleichungen 
a^x^  +  h^y^  =  7c^s^  x^  -\-  y^  ^  ks 
erhalten  werden,  so  wird  man  mit  Booth  schliefsen,  dafs  die  IbehaD- 
delten  Kurven  auch  als  orthogonale  Projektionen  der  Schnittlinien 
eines  Paraboloids  mit  einem  Rotationskegel  mit  gemeinsamer  Äxe 
und  Seheitel  fectraelitftt  werden  können,  wenn  die  Projektionen  auf 
eine  zn  dieser  Axe  senkrecht«  Ebene  geseliieht.  Vergleicht  man 
schliefslich  die  Gleichungen  (24i,n,iii)  mit  (4),  so  sieht  man:  Die 
elliptische  Lemniskate  erhält  man  ans  der  sich  dnrchsclineidenden 
Spire,  die  dnrch  Rotation  eines  Kreises  mit  dein  Eadins       ,.. .  ■. 

1)  Diese  Gleichung  zeigt,  dafs  die  Booth'schen  Lenmialcaten  7,ur  Klagao  der 
von  Tortolimi  in  dem  Artikel  Alame  proprietä  delle  cu/rve  (ügehrkhe  rapprese7ifate 
daW  egiiatione  polare  r^°=^  cos"  0  + -B  sin"  0  untorsuchteii  Kurven  gohßren 
(Annali  di  Mat.  VI,  1864), 

2)  Ygl,  Aubry,  Joutn.  de  iiiath.  apec.  4.  Sei-,  V,  1893,  8,  1&5. 
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um  eine  Axe  eutstaiideii  ist,  die  von  seinem  Mittelpunkte  die  Ent- 
fernung i-^^—  hat,  wenn  man  sie  mit  einer  Ehcne  schneidet,  die 
von  der  Rotationsaxe  die  Entfernung  -— — -  hat.  Die  hyperbolisclien 
Lemnisltaten  (24n,  in)  hingegen  kann  man  ans  der  offenen  Spire 
allleiten,  die  durch  Rotation  eines  Kreises  mit  dem  Eadius  -  ^^ —  ^ 


hat,  wenn  man  sie  mit  einer  Ehene  sfihneidet,  die  von  der  Rotations- 
axe die  Entfernung  — hat. 

Die  Rektifikation  der  Lemniskate  von  Booth  bangt  ab  TOn  ellip- 
tiaeken  Integralen  erster  und  diitter  Gattung.  Man  kann  wohl  ss^en, 
dafs  sie  eben  wegen  dieser  Eigentümlichkeit  sowohl  die  Auftnerkaamkeit 
des  genannten  englischen  Geometers,  als  auch  die  von  B.  Tortolini 
auf  sich  geaogen  hat^),  der  unabhängig  von  jenem  die  hyperbolische 
Lemniskate  untersuchte  und  die  Halbierung  und  die  Dreiteilung  eines 
Quadranten  derselben  ausführte  und  zeigte,  dafs  es  auf  derselben 
Paare  von  Bogen  giebt,  deren  Differenz  gleich  einem  Kreisbogen  ist. 


Fünftes  Kapitel. 
Die  Konchoido  des  Nikomedes. 

66.  Ungefähr  ein  Zeitgenosse  des  Erfinders  der  spiriscben  Linien 
ist  Nikomedes,  ein  Georoeter,  der  wenig  bekannt  ist  und  awisclien 
250  und  150  v.  Chi-,  gelebt  haben  soll.  Ihm  verdankt  man  die  Idee,  die 
Untersuchung  und  zwei  wichtige  Anwendungen  (auf  die  Würfelver- 
doppelung und  die  Dreiteilung  des  Winkels)  einer  interessanten  Kurve 
vierter  Ordnung,  Konchoide  oder  Kochloide  (von  jt();'Xij,  Muschel) 
oder  Museheilinie  genannt,  wegen  der  Gestalt,  die  sie  zeigt*),  Ihre 
Definition  ist  folgende:  „Gegeben  ein  fester  Punkt  0,  der  Pol,  eine 
feste  Gerade  r,  die  Basis  und  eine  Strecke  l,  das  Zwischenstück; 
man  ziehe  einen   beliebigen  Strahl  durch  0,  der  r  in  M  schneidet 

1)  8.  zwei  Aufaätae  im  Giwnale  areadieo,  1844,  «nd  Mivista  Bcientifiea  1845, 
zusamnaengefafEt  und  ermeitert  in  der  Abhandlung  Sulla  dimsione  degli  arehi  Ai 
wia  CTttra  di  guari^  ordine  rappresentata  daW  equatione  (^'  +  j/')'  =  a'a;'  —  ft'j/'. 
(Mem.  della  Soc.  Ital.  delle  Soienze,  2.  Serie  I,  1862). 

2)  Die  hauptsächlichsten  Stellen  bei  den  alten  Sohriftstellei'n  über  die 
Konclioide  finden  sich  gesammelt  in  dem  schon  citierten  Buche  des  Verfassers, 
Le  scienne  esatte  nell  antica  Grecia^  II.  Buch,  Hr,  71—73. 
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(s.  Taf.  IV,  Fig,  27,  a,  J>,  c),  von  M  aus  trage  man  auf  ihm  MP  =  l  iu 
der  Richtung  OM  ab;  der  Ort  aller  Punkte  F  ist  jene  Kurve,  welche 
die  Alten  erste  Koachoide  nannten,  die  ßoherval  conchoide  de  dee- 
sus  nannte^),  und  die  im  DicUonnaire  des  sciences  math&matigues  von 
Montferrier  mit  dem  Namen  couelioide  citerieure  bezeichnet 
ist^)."  Wenn  man  dagegen  die  Strecke  MF  =  l  naflh  der  anderen 
Seite  hin  abträgt,  so  wird  eine  andere  Kurve  erzeugt,  die  wahrschein- 
lich von  den  Alten  auch  betrachtet  ist,  der  Robervat  und  Montfeiier 
beaUglieh  die  Namen  eonchoide  de  dessons  oder  conchoide  ul- 
terieure  gaben.  Die  beiden  eben  definierten  Kurven  bilden  nach 
unserer  Anschauung  eine  einzige  Kurve.  .Nehmen  wir  0  als  Po!,  die 
von  0  auf  r  gefällte  Senkrechte,  deren  Länge  =  a  sein  möge,  als 
Polai'axe,  so  wird  eine  solche  Kurve  in  Polarkoordinaten  dargestellt 
durch  die  Gleichung  (s.  Note  I  am  Ende  des  Buches) 

p-~  +  i (1) 

Gehen  wir  zu  karfcesischen  Koordinaten  über,  so  wird  sie 

(x~ay{x'  +  y')^lx--0 (2) 

Die  Konchoide  der  Nikomedes  ist  demnach  eine  Kuiwe  vierter 
Ordnung,  die  durch  die  cyklisehen  Punkte  der  Ebene  geht;  im  XTn- 
endliehen  besitzt  sie  einen  Berührungsknoten  (SelbstbeiTihrongspunkt) 
mit  der  Geraden  r  als  zugehöriger  Tangente;  damit  ist  bewiesen,  dafs 
die  Konchoide  sich  ihrer  Basis  asymptotisch  nähert,  was  schon  die 
Alten  hervorgehoben  hatten.  Der  Pol  ist  immer  ein  Doppelpunkt  der 
Kurve,  und  genauer  gesagt,  ein  löioten,  eine  Spitze  oder  isolierter 
Punkt,  jenaehdem  l^a,  daraus  geht  hervor,  dafs  der  zweite  Zweig 
der  Kurve  drei  verschiedene  Formen  annehmen  kann,  die  wahrschein- 
lich den  Namen  zweite,  dritte  und  vierte  Konchoide  entsprechen, 
die  Pappüs  erwähnt,  ohne  deren  Bedeutung  zu  erklären. 

Die  grofse  Berühmtheit  der  Konchoide  bewirkte,  dafs  man  auf 
sie  alle  Methoden,  Tangenten  und  Normalen  von  Kui-ven  zu  kon- 
struieren anwandte,  die  zugleich  mit  der  analytischen  Geometrie  er- 
funden wurden.  Unter  diesen  wollen  wir  vor  allen  die  von  Deecartes 
erwähnen^),  ohne  uns  mit  deren  Wiedergabe  aufzuhalten,  da  sie  der  fol- 
genden, die  sich  auf  die  Betrachtung  der  Polar-Sub normale  ^—  stutzt, 
weit  nachsteht.     Aus  Gleichung  (1)  ergiebt  sich  tmmlich  folgende 


sie  zei-^t    dafs  wenn  man  in  0  die  Senki'echte  zu  O'P  cn-ichtet   iiulI 


1)  S.  die  froher  citieclen  Obseitiationa. 

a)  Bd.  I,  Brüssel  1839,  S.  353. 

it)  La  geomefrie,  aouveUe  Edition  {Paris  18S6)  S.  41. 
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in  M  die  Senki-eclite  auf  r,  diese  sicli  in  einem  Punkte  N  schneiden, 
derart,  dafa  durch  N  die  Normalen  au  die  Konchoide  in  den  zwei 
Punkten  gehen,  die  dem  Radius  vector  OM  angehören;  es  ist  also 
nichts  leichter  als  diese  Normalen  und  demnach  die  zugehörigen 
Tangenten  zu  konstruieren,  "überdies  wurde  die  Aufsuchuiig  der 
Tangenten  an  die  Konehoide  Yon  Fermat  dem  Roberyal  aufgegeben 
in  einem  Briefe  vom  22.  Sept.  1636*);  E-oberval  antwortete  am 
H.  Oktober  desselben  Jahres,  teilte  mit,  dafs  er  sich  schon  mit  der- 
artigen Fragen  beschäftigt  habe,  die  er  mit  biquadratisehen  Gleichungen 
verknüpfte  und  bezeichnete  zvfei  Punkte  {die  Wendepunkte?)  „par 
lesquellea  on  ne  peut  mener  des  taugentes"^).  Diese  Bemerkung 
erregte  nicht  mit  Unrecht  die  Verwunderung  Permats,  der  am  4.  Nov. 
1636  erwiderte:  „j'ai  peur  que  tous  aurez  equiToque"^)  und  setzte 
dann  die  von  ihm  erdachte  Konstruktion  der  Tangente  auseinander; 
es  ist  dieselbe,  die  man  im  Anhange  seines  berühmten  Methodus  ad 
äisguirmäam  maximam  et  minimam  findet*).  Es  ist  wohl  zu  be- 
achten, dafs  Fermat  sich  daselbst  ausschliefslich  mit  der  ersten  Kon- 
ehoide beschäftigte  —  er  bemerkt  daselbst,  Pappus  und  Eutokius  {oder 
deren  Herausgeber?)  hätten  die  Kurve  irrtümlicherweise  konvex  gegen 
den  Pol  dargestellt^)  — ;  aber  auf  eine  der  anderen  weist  er  hin  in  dem 
Briefe  an  Roberval  vom  16.  Dezember  1636,  in  welchem  die  Frage 
vorgelegt  wird;  „trouver  une  taugente  ä  un  point  donne  en  la  seconde 
conchoide  de  Nieomede"^).  In  welcher  Weise  Roberval  diese  gelöst 
hat,  ersieht  man  aus  den  §§  IV  ond  V  seiner  Obs&rvations  sur  la 
composiUon  des  mouvements  et  sur  les  tottcitantes  des  lignes  eowrfces'), 
wo  die  kinematische  Methode,  die  seinen  Namen  trägt,  sowohl  auf 
die  obere  als  auch  die  untere  Konehoide  angewendet  wird;  der  Kürze 
wegen  begnügen  wir  uns  damit,  auf  diese  Anwendung  hinzuweisen. 

67.     Holen  wir  die  Gleichung  (1)  hervor,  so  können  wir  daraus 
ableiten:       ai  =  »  ^  ; .  eoso,         j/ =  tt  -  tgw  +  ?  ■  sinra.      .     .     (3) 
Diese   Gleichungen   zeigen,    dafs,   wenn  die  drei  Punkte  («),  (/5),  (y) 
der  Konehoide  in  gerader  Linie  liegen  sollen,  man  haben  mufs; 
o,  -\-l  cos  «     »  tg  K  -)-  i^  s 
a  -f-  /  cos  ß     ß  tg  ^  -]-  i  s 
a  -j-  l  cos  y    ai^y  -{-la 
j  cos  K     a  tg  K  -j-  i  sin  ce     1  j 
oder  cos  |5     a  tg  ^  -j-  i  sin  |3     1=0 

I  cos  y     aigf  '\-l  sin  y     1 


iuK 

1 

in^ 

1 

iny 

11 

1)  Oemres  de  Fermat  II  (Paris  1894)  8,  72.       2)  Das.  S.  82.       3)  Das,  S.  8Ö. 

4)  Oeuwes  de  Fm-mat  I  (Paris  1891)  8,  160  und  III,  (Paris  1896)  S.  142. 

5)  Oeuvres  de  Fennat,  Bd.  II,  S.  87.        6)  Das.  S.  9*. 
7)  M^noires  de  l'Aeadimie  des  sciences  VI  (Pai-is  1730). 
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vosct  tgß 
auch     a    cos  ß     tg  /3 

cos  y  tg-y 
i  Detenninauten  haben  nuQ  bezw.  die  Werte  ^): 


1 

COSK      s 

IIK 

1 

1 
1 

+ 

cos  ,5     s 
cosy      a 

1 
1, 

cos{/3-1-j')  +  co8(j'+k)-1-cos(k+^)~1J, 

daher  wird  die  vorhergehende  Gleichung,  befreit  vou  dem  nicht  ver- 
schwindenden Faktor  2 sin |(^  —  j')-sin \ {y  —  a) ■  sin ^ («  —  ß),  lauten : 
a  [cos  1,|3  +  r)  +  cos  (y  +  «)  +  cos  («  +  (3)  —  1] 

+  2J  cos  K  ■  cos  ^  ■  cos  y  =  0 (4) 

Setzen  wir  hierin  a'=  ß  =  y  ^  l,  so  erhält  man 
a{3cos2i  — 1)  +2icosU  =  0, 

oder  auch  Z  cos^  A -|- 3«  coa^A  —  2a  =  0 (5) 

Setzen  wir  cos  X  =  —,  so  wird  diese  2au^  —  Ba«  —  Z  =  0;  demnach 
hat  diese  Gleichung:  I.  für  o>i  drei  reelle  Wurzeln,  aber  eine  ist 
davon  ausznsehliefaen,  da  sie  nicht  zwischen  —  1  und  -f- 1  liegen 
daif;  II.  für  ß  <  I  nur  eine  reelle  Wurzel.  Demnach  hat  die  Kon- 
choide mit  Knotenpunkt  zwei  reelle  Wendepunkte,  die  mit  isoliertem 
Punkte  vier,  und  die  mit  Spitze  nur  noch  zwei.  Eine  geometrische 
Konstruktion  der  Wendepunkte,  jedoch  ohne  Beweis,  wurde  von 
Hujgene  in  dem  Briefe,  den  er  am  23.  Okt.  1653  an  Fr.  van  Schooten 
schrieb,  gegeben^)  und  veröffentlicht  im  zweiten  Bande  von  Chr.  Hugenii 
Opera  varia  (Lugduni  Batav.  1724);  sie  ist  so  elegant,  dafs  es  sich 
der  Mühe  lohnt  sie  darzulegen. 

Bezeichnen  wir  mit  x  die  Ähacisse  eines  Wendepunktes,  so  haben 
wir  wegen  der  zweiten  von  den  Gleichungen  (3),  cos  k  =  ■  -j-  und 
daher  wird  Gleichung  (5) 

x^  —  3a^x  +  2a(a''  —  i«)  =  0 (6) 

Diese  Gleichung  bezeugt,  dafs  die  Bestimmung  der  Wendepunkte  der 
Konchoide  im  allgemeinen  ein  Problem  dritten  Grades  ist*);  wenn 
jedoch  P^2a^,  ao  wird  die  vorige  Gleichung 

(x  +  ft)  (a:^  —  ax^  2ffl^  =.  0, 

1)  Für  die  ßereclmuiig  dieser  sowie  ähnlicher  Determinanten  siehe  eine 
Note  Ton  G.  Loria,  Sopra  una  classe  not&eole  cU  (dtemanU  d'ordine  grialaivoglia 
(Präger  Ber.  1897). 

a)  Oewres  de  Hivygms  I  (Hag  1888)  S.  245—46. 

3)  Vgl.  auch  die  Analyne  des  inßniment  petits  par  le  frlarquis  de  l'HBiiital 
(Paris  1696). 
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und  also  -wird  in  diesem  Falle  —  wie  Hnygens  selbst  bemerltte  — 
die  Aufgabe  eine  quadratische.  Um  den  ^gemeinen  Fall  graphisch 
zu  lösen,  wenden  wir  die  von  Descai-tea  zur  Lösung  jeder  flleichung 
von  der  Form;  x^  ^=  ctx  4-  3 

angegebene  Methode  an"^).     Wir  setzen  daher 

f.  =  mp ,       ß  =  m^q ,       x^  =  my; 
die  vorige  Gleichung  wird  dann 

^^  +  y^  =  4»^  +  0»  +  '")?/■ 
Somit  sind  die  Abscissen  der  Wendepunltte,  die  Abacissen   der 
Punkte,   in  welchen   der  von  dieser  Gleichung  dai'gesteilte  Kreis  von 
der  Parabel  y^=^ma:  gcBcbnitten  wird.     Um  dies  Verfahren  auf  Glei- 
chung (6)  anzuwenden,  setzen  wir 
3a^  =  mp,      2a(P  —  a^)  =  m^q     oder     p  =  -^ ,     q  =  — -^^ — j— ^■ 

Setzen  wir  auTserdem  der  Einfachheit  halber  m  =  —  a,  so  werden 
wir  folgende  Gleichungen  für  die  beiden  Hilfskurven  erhalten: 

oder,  wenn  wk  y  -]-  2a  =  y    setzen  und  dann  dio  Striehel  weglassen: 
x'  +  ay-  2a',       [«-(«-  i')]'  +;,'_(«-  -^)'  +  4«'. 

Die  so  dargestellten  Kurven  können  geometrisch  ohne  Schwieiig- 
keit  definiert  werden.  Es  sei  nämlich  JJ  der  Fiifspnnkt  des  vom  Pole  0 
auf  die  Basis  r  gefällten  Lotes;  man  trage  auf  der  durch  0  zu  r  ge- 
zogenen Parallelen  0F=2a  ab.  Nun  ist  die  erste  jener  Eurven  eine 
Parabel,  die  V  zum  Scheitel,  a  zum  Parameter  und  jene  Parallele  zur 
Ase  hat,  und  die  konkav  gegen  den  Pol  hin  ist.  Die  zweite  ist  da- 
gegen ein  Kreis,  der  zum  Mittelpunkte  jenen  Punkt  0  des  vom  Pole 

auf  die  Basis  gefällten  Lotes  hat,  der  von  jenem  die  Entfernung  \a 

hat,  und  durch  den  Punkt  V  geht.  Da  nun  diese  Definition  der  Hilfs- 
kurven  im  wesentlichen  mit  der  von  Huygens  gegebenen  identisch  ist, 
so  hat  man  guten  Grund  anzunehmen,  dafs  dieser  zur  Eonstruktiou 
seiner  Wendepunkte  gelangte,  indem  er  die  Methode  des  Cartesius, 
deren  wir  uns  bedient  haben,  anwandte. 

68,  Demselben  Huygens  verdankt  man  auch  die  Bemerkung,  dafs 
die  von  der  ersten  Konchoide  und  ihrer  Basis  begi-enzte  Fläche  unend- 
lich grofs  ist^);  ausgedrückt  wird  diese  nämlich  durch  das  Integral 

1)  S.  B.  B,  Matthiesen,  Orwuduüge  der  antiken  mtä  modernen  Algebra 
der  liHei'dfem  Gleu^mngm  (Leipaig  1878)  S.  949. 

a)  S.  die  beiden  an  Sohooien  gerichteten  Briefe  v.  6.  Sept.  1658  und  1.  Jan. 
1059,  veraffenüicht  im  11.  B.  S.  312  u.  208—99  der  Oewwes  äe  Huygens. 
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-  +  0    —--,-\-äm, 
,i     '      ;  cos'mJ  ' 

genommen  zwischen  den  Örenzen  -— -y-,  -f-v"  Da  nwü  der  Wert 
dieses  Integrales  =  ai  ■  logtg/^  -|-  ^  )  +  Ü'c»,  so  nimmt  es  für  jene 
Grenzeii  den  Wert  an  a?(logoo  — logö)4-^^^  i-uid  ist  deswegen  oo. 
Das  zivieelien  dem  vom  Pole  auf  die  Basis  gefällten  Lote,  ßinem 
lladius  vector  und  den  beiden  entsprechenden  Konchoidenbogen  ge- 
legene Flächenstück  ist 

=  2al  log  tg  {^  H-  "J  =  2 al  log  tg  ~"^j^~-'"  , 

ein  von  Oötes  erhaltenes  Resultat^),  Dieser  hat  aufserdem  das  Vo- 
lumen berechnet,  das  diese  Fläche  durch  Rotation  um  das  genannte 
Lot  erzeugt. 

Die  Fragen  betreffend  die  Quadratur  der  Konchoide  können  auch 
vermittelst  kartesiseher  Koordinaten  behandelt  werden,  Gleichimg  (2) 
liefert  nämlich 

nehmen  wir  nun  eine  neue  Variable  t,  die  dtu:ch  die  Gleichung 
(^  =  ~ — -j—  definiert  ist,  so  wird  das  Integral  rational,  imd  man 
gelangt  mit  Joh.  BernouUi  zu  dem  Schlüsse:  „erit  itaque  spatiuni 
conchoidale  aequale  spatio  hyperbolico  rectilineo  et  circulari"^). 

Besonders  wichtiger  geometrischer  Eigenschaften  erfreut  sich  die 
Konchoide  nicht,  aber  die  Leichtigkeit,  mit  der  man  sie  vermittelst 
eines  einfachen  Insti-umentes  zeichnen  kann,  bewirkt,  dafs  man  sie  in 
der  Praxis  nützlich  vei-wenden  kann;  als  Beispiel  führen  wir  ihi-e  An- 
wendung in  der  Architektur  an  bei  der  Zeichnung  der  Saulenschäfte'). 
Äul^serdem  kann  sie  zur  Lösung  der  Probleme  der  Wßrfelverdoppelung 
und  der  Dreiteilung  des  Winkels  dienen,  und  da  man  auf  das  eine  oder 
andere  dieser  Probleme  jede  Aufgabe  (bitten  oder  vierten  Grades  zurück- 
führen kann,  so  schlug  Newton  vor,  sie  zugleich  mit  der  Geradon 
und  dem  Kreise  (s.  Nr.  S  und  5)  unter  die  Linien  zu  rechnen,  deren 
Ajiwenduug  dem  Geometer  bei  jeder  Gelegenheit  gestattet  sein  solle*). 

1)  Jlannonia  mmswarum  (Cambi'idge  1732)  S.  125. 

2)  S.  die  dritte  der  Xecfiowes  maOtetaaticae  (Jok.  Beraoulli  Opera  lU, 
g.  400—401). 

3)  Poppe,  Amfährliche  Geschichte  der  Amnendimgen  aller  JTMmjiiew  Linien 
u.  3.  w.  (Nambevg  1S03)  S.  309. 

4)  ÄriHimetique  universelle,  übers,  v.  Beaudeus  II  (Paris  1803)  S,  62. 
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Sechstes  Kapitel. 

Verallgeineincj-nngen  der  Koncltoide,  insbesondere  die  Konelioide 
mit  der  Kreisbasis. 

69.  Der  Begriff  der  Konehoide,  wie  er  von  Nikomedes  auf- 
gestellt wurde,  bietet  sieb  verschiedenen  Verallgemeinerungen  dar. 
Eine  der  allemeuesten  iat  folgende:  „fiegebcn  ein  Winkel  mit  dem 
Scheitel  0  und  der  öröfse  2  a  und  ein  fester  Punkt  A  seiner  Ebene, 
sei  C  der  Mittelpunkt  eines  der  Kreise,  die  beide  Schenkel  des  Winkels 
berühren,  und  M  der  Endpunkt  eines  durch  A  gehenden  Durch- 
messers, dann  ist  der  Ort  der  Punkte  M  die  betreffende  Kui-ve. 
Wenn  0  im  Unendlichen  liegt,  wird  sie  eine  Konehoide  des  Nikomedes 
mit  A  als  Pol  und  der  Mittellinie  des  Streifens  (der  die  Stelle  des 
Winkels  im  allgemeinen  Falle  einnimmt)  als  Basis  und  mit  der  halben 
Breite  desselben  als  Zwischenstück." 

Nehmen  wir  im  allgemeinen  Falle  die  Halbierungslinien  des  ge- 
gegebenen Winkels  als  Axen,  so  findet  man  leicht  als  Gleichung  des 
Ortes  (wenn  Xg  und  y^  die  Koordinaten  von  A  sind) 

y^  [(x  —  XgY  +  ()/  —  Vo)^  =  sin^  a  (xy^  —  x^yy ...  (1) 
Dieser  ist  also  eine  Kurve  vierter  Ordnung,  die  noch  eine  andere 
Erseugungsart  besitzt,  die  ein  bemerkenswerter  Umstand  klar  legen 
wird:  Es  sei  nämlich  ein  Kreis  gegeben,  mit  dem  Centrum  C  und 
dem  Radius  r,  und  zwei  Punkte  A  und  0  seiner  Ebene;  man  ver- 
binde einen  beliebigen  Punkt  P  des  Kreises  mit  C  und  0,  dann  wird 
die  Gerade  OP  von  der  durch  A  zum  Eadius  CF  gesogenen  Parallelen 
in  einem  Punkte  M  geschnitten;  um  mm  die  Gleichung  des  Ortes 
der  Punkte  M  zu  finden,  nehme  man  0  zum  Anfangspunkt  und  OC 
aur  Ä-Axe,  bezeichne  mit  a  den  Abstand  OC  und  mit  x^jy^  die  Ko- 
ordinaten von  A,  so  wird  man  folgende  Beziehung  zwischen  den 
Koordinaten  x  und  y  von  M  erhalten: 

y^[{x  ^Xoy-\-(y-^  y^y]  =  (y   (y^x  —  X^^y,       ■      -      (2) 

welche  dieselbe  Form  hat  wie  Gleichung  (1)  und  mit  ihr  identifiziert 
werden  kann,  allemal  wenn  der  Funkt  0  nicht  innerhalb  des  gegebenen 
Kreises  liegt.  Im  Grenzfalle,  wenn  r  ^=  a,  scheidet  sieh  aus  (2)  der 
Faktor  Jf  —  y^  ab;  nach  Hebung  desselben  bleibt: 

y(x^  -f  y^)  -f  x„x^  —  2xgxy  —  y^y'  =-  0, 
die  Gleichung  einer  Strophoide  (s,  Nr.  37),  woraus  sich  ergiebt,  dafs 
die  Kurve,  um  die  es  sich  hier  handelt,  auch  als  Verallgemeinerung 
dieser  Linie  angesehen  werden  kann. 

1)  S.  Jetabek,  Sui-  une  quartiqae  (Mattesis  2.  Sei'.  IX,  1S99). 
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Natürlicher  unÄ  älter,  weitergehend  nnd  wichtigei  sind  diö  Ei 
Weiterungen  dca  Begriffes  der  Konclioide,  die  von  der  Ba&is  ausgelien, 
indem  man  diese  statt  geradlinig  sieh  beliebig  denkt.  Eme  derartige 
Verallgemeinerung  bietet  sieh  so  sehr  von  selbst  dar,  dals  wii  glauben, 
von  der  Wahrheit  nicht  ku  weit  entfernt  zu  sein  mit  der  An- 
nahme, daCs  sie  auch  den  Alten  bekannt  gewesen,  wenigstens  in  dem 
Falle,  dafs  die  Basis  ein  Kreis  ist  und  den  Pol  enthält^);  in  ihrer 
ganzen  Ausdehnung  findet  sie  sich  in  den  schon  citierten  ObsenaUotts 
sur  la  composiücm  des  mouvemmts  von  RobervaP)  und  dann  in  der  aus- 
gezeichneten Abhandlung  von  De  la  Hire,  die  behandelt  Des  conchoides 
en  general  (Mem.  de  l'Academie  des  Sciences  MDCVIU,  Paris  1730). 
Auf  diese  Verallgemeinerung  haben  eich  die  Geometer  jedoch  nicht  be- 
schränkt. G.  de  Longchamps*)  betrachtete  nämlich  die  auf  folgende 
Weise  erzeugten  Kurven:  „Gegeben  in  einer  Ebene  drei  Kurven  r,r-^,r^\ 
man  ziehe  die  Tangente  (  in  einem  beliebigen  Punkte  M  der  erstem 
und  bestimme  die  Schnitte  M^  und  M^  mit  den  beiden  anderen,  auf 
t  trage  man  dann  die  Sirecke  MF^'M^M^  ab;  der  Ort  des  Punktes 
P  ist  eine  konchoidale  Kurve."  Bemerkenswert  sind  die  Fälle,  in 
denen  V  sich  auf  einen  Punkt  0  reduziert*),  ebenso  der,  in  welchem 
überdies  F-,  ein  Kreis,  mit  dem  Centrum  0  ist^);  zuBsaig  ist  auch 
die  Annahme,  dafs  F^  und  F^  zusammenfallen^).  Bemerkenswert  ist 
femer  die  Thatsache,  dafs  eine  grofse  Zahl  von  Kurven  (wie  die 
Cissoide,  die  Strophoide  und  die  Bemoulli'sche  Lemniskate)  sich  wieder- 
finden unter  der  Gruppe  der  konchoidalen  Kurven. 

Wir  begnügen  uns  mit  diesem  Hinweis  auf  die  konchoidalen  KuiTen 
und  kehren  zu  den  Konchoiden  mit  beliebiger  Basis  zurück,  um 
vor  allem  den  Satz  zu  beweisen,  dafs,  wenn  man  die  Kormale  der 
Basis  zu  konstruieren  weifs,  es  leicht  ist,  die  der  Konchoide  zu  kon- 
struieren''). Ist  nämlich  p  ^  /*(ra)  die  Polargleichung  der  Basis  (vor- 
ausgesetzt, dafs  man  den  festen  Punkt  als  Pol  nimmt)  und  l  das 
Zwischenstück,    so  wird   q  =  f(m)  -|-  l   die   entsprechende    Gleichung 


1)  M,  Ciu'Ue,  Beliguiae  Copemicanae  (Zeitschr,  f.  M.  XX,  1875). 

2)  Mem.  de  l'Acad.  Boyale  des  Sciences  VI.  (Paris  1730)  S.  32, 

3)  Smt  Us  conehoidales  (Nonv.  Corr.  raabhÖm.  Y,  1879). 

4)  Schontjes,  Siw  wme  mode  de  g^m'aUon  des  eonchMdes  (Matbesis  IV, 
1884). 

6)  WickerBheimer,  Sur  Us  conchoides  (Jouro.  de  matt.  spöo.  4.  Ser.  V, 
1896).  Zu  dieser  Klasse  von  Kttrven  gehörten  auch  die  von  E.  W.  Barisien 
im  ereten  Teile  des  Artikels  8w  deua:  courbes  generalisation  dtt  UmtiQOfi  de  Pascal 
Tjetrachtete  Kurve  6.  Grades  {Bullet,  de  math.  spöc.  V,  1898—99). 

6)  Wenn  F  sich  auf  einen  Punkt  reduziert  uad  Fj  und  F,  in  einen  Kreis 
BUS ammenf allen,  so  ist  (wie  wir  Nr.  29  und  65  sahen)  die  Konchoide  eine  Lem- 
niskate von  Booth. 

7)  L.  Euleri  Opei'a  posSi'mia  matiKmatica  et  physica  I.  (Petersburg  1862) 
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der  Konchoide  sein;  da  aan  im  allgemeiiien  -^  der  Ausdruck  für  die 
polare  Subnormale  ist,  eo  wird  im  vorliegenden  Falle  /"(<»)  die  Länge 
der  polaren  Subnormalen  in  entspreclienden  Punkten  der  Basis  und 
der  Konchoide  sein.  Nehmen  wir  also  einen  Punkt  der  Basis  M  und 
bezeichnen  die  entsprechenden  Punkte  der  Konchoide  mit  PiF^i  ^^ 
werden,  wenn  N  der  Schnittpunkt  der  Normalen  in  M  mit  der  in  0 
zum  Radius  vector  OM  errichteten  Senkrechten  ist,  NP^  und  NP^ 
die  Normalen  zur  Konchoide  in  P^  und  Pj  sein.  Ist  die  Basis 
geradlinig,  so  erhält  man  die  in  Nr.  66  angegebene  Methode  wieder; 
wenn  sie  ein  Kreis  ist,  erhält  man  eine  nicht  weniger  el^ante  Kon- 
struktion, deren  Ausdruck  in  Worten  mit  Hilfe  der  Figuren  2S a,b,c 
(Taf.  IV)  wir  dem  Leser  überlassen  wollen. 

Die  Berechnung  der  Fläche  liefert  Resultate,  die  nicht  weniger 
interessant  sind^).  Bezeichnen  wir  mit  .4  die  vom  Radius  Teetor  ^-\-l 
beschriebene  Fläche  eines  Konchoideazweiges,  so  haben  wir: 

^ -  \J(s  +  0''i» - kj's'i«  +  lJsäm  +  l{S.- o,). 

Das  erste  Integral  mifst  die  YOm  Radius  yector  der  Basis  beschaiebene 
Fläche,  kann  also  als  bekannt  angesehen  werden;  die  Berechnung  von 
A  ist  also  zurückgeführt  auf  die  Auswertung  des  Integrals /^-rfKi. 
Wenn  dies  bekannt  ist,  findet  man  auch  alsbald  die  vom  Radius  vector 
p  —  l  des  anderen  Zweiges  beschriebene  Fläche. 

70.  Nach  der  Konchoide  mit  geradliniger  Basis  bietet  sich  uns 
zunächst  die  mit  Kreis  als  Basis  dar*).  Setzen  wir  aufserdem  noch 
voraus,  dafa  der  Pol  auf  der  Basis  liege,  so  erhalten  wir  eine  Kurve, 
die  Roberval  in  seinen  schon  oft  citierten  Observations  betrachtet  hat'), 
wo  er  sie  „lima9on  de  ]\I.  P."  nennt,  einige  Eigenschaften  derselben 
darlegt  und  ihre  Entdeckung  Pascal  zuschreibt.  Daher  pflegt  man  sie 
als  Pascal'sche  Schnecke  zu  bezeichnen*).  Aus  der  Definition  er- 
giebt  sich  ein  neuer  iresichtspunkt    von  dem  aus  man  sie  betrachten 


1)  &  Peano  ipphca  tont  gei.raet-i lehe  (M  cateolo  mßintf  mmJe  (Tu  Inb"" 
'!  201 

2)  Des  Tveiteien  bieten  sich  aolche  nut  Kegelschnitt  ^s  Basis  da,i  den 
Tall  dftfs  dieser  eme  Parabel  lat  tat  De  la  Hire  m  dei  erwähnten  Äbhand 
lung  behandelt  den  der  Ellipse  odei  Hypeihel  Reiumui  m  der  Schrift  he 
titelt  Mamh/'  qinirale  de  trouvt  nne  mfmtti  des  combes  nou^elks  en  fmsant 
jHirefMOH  wne  bgne  gitelconque  donnee  pm  wne  esettemtU  änm^  hgne  d/ioite  üonnee 
aitssi  et  tovQOv/rs  plaei  sw  »n  meme  pomt  (Mem  de  1  Acad  des  Sciences  Piiis 
1708) 

3)  A   ft   0    S   35 

41  Wn  bemerken  mit  P  Tannery  (vgl  Oantor  Voüesanqui  übet  (rcol  iclti, 
der  MathemcttL  II  B  3  Aufl  Leipzig  1900  S  882)  dafs  der  Pascal  nm  den  c* 
sich  hier  handelt,  unzweifelhsvft  Stephan  ist,  Tater  des  Blaiee  P. 
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kann.  Ea  sei  (Taf.  IV,  Fig.  28,  a,  b,  c)  G  der  Mittelpunkt  des  Basis 
kreises  der  Konehoide,  0  der  Pol  luid  Ä  der  andere  Endpunkt  des 
Durchmeesei^  00.  Man  ziehe  durch  0  eine  beliebige  Sehne  OM  der 
Basis,  mache  MF^  =  MP^  =  l;  dann  werden  P^  und  Pg  Punkte  der 
Schnecke  sein.  Beschreibt  man  nun  einen  Kreis  um  A  als  Mittel- 
punkt mit  dem  Radius  l  und  zieht  den  Durchmesser  N^N^  parallel 
zu  OM,  BO  wird  die  Pigui-  Nj^N^P^P^  ein  Rechteck  sein  und  P^N^ 
sowie  P^N^  zwei  Tangent-en  des  Kreises;  also  gehören  die  Punkte  P^ 
und  Pj  der  Pnfspunktkurve  des  Kreises  um  A  mit  dem  Radius  l  an, 
in  Bezug  auf  den  Punkt  0.  Polglich  ist  <lie  Pascal'sclie  Schnecke 
die  Fnfspunktkurve  eines  Kreises  in  Beeng  anf  einen  beliehigen  Punkt 
seiner  El>ene^).  Weiter,  ist  S  ein  Punkt  des  Raumes,  dessen  Orthogonal- 
projektion 0  ist,  so  sind  nach  einem  elementaren  sfcereometi'ischeu 
Satze  auch  die  Geraden  SP^  und  SP^  senkrecht  zu  den  Tangenten 
in  JS^  und  N^  an  jenen  Kreis;  dies  zeigt  uns  —  wie  auch  Roberval 
bemerkte^),  dafs  in  dem  letzten  Satze  die  Worte  „seiner  Ebene"  ge- 
strichen werden  können, 

Nehmen  wir,  wie  ÜbUch,  ein  Polar-Koordinatensystem  mit  0  als 
Pol,  0  0  als  Polarase,  so  ist,  wenn  a  der  Radius  der  Basis  ist  (siehe 
Note  I  am  Ende  des  Buches) 

9  =  2fflCoscj  +  ; (3) 

die  Polarglei chung,  und  daher 

(x'  +  s'^Sax)'-l'(x'  +  ,/) (4) 

die  kartesische  Gleichung  der  Schnecke.  Sie  ist  aJso  eine  Kurve  vierter 
Ordnung,  von  der  die  cyklischen  Punkte  Spitzen  sind;  die  entsprechen- 
den Tangenten  haben  die  Gleichungen  a;  +»«/'=  a;  der  Mittelpunkt  der 
Basis  ist  folglich  ein  singulare!-  vielfacher  Brennpimkt  der  Kurve.  Ferner 
ist  0  ein  Doppelpunkt;  da  die  bezüglichen  Tangenten  die  Gleichung 
y4a^  —  Px.^ly  =  0  haben,  so  ist  0  ein  Knoten  oder  isolierter  Punkt, 
jenachdem  l^2a  ist;  mit  dem  Zwischenfalle  l  =  2a,  in  welchem  0 
eine  Spitze  ist,  werden  wir  uns  im  folgenden  Kapitel  beschäftigen. 
Hier  bemerken  wir  noch,  dafs,  weil  die  Pascal'sche  Schneelie  eine 
Kurve  vierter  Ordnung  mit  zwei  Spitzen  und  einem  Doppelpunkt  ist, 
sie  von  der  vierten  Klasse  ist  und  eine  Doppeltai^ente  und  zwei 
Wendepunkte  besitzt;  sie  ist  also  eine  rationale,  zu  sieb  selbst  kor- 
relative Kurve. 

Die  Gleichimg  (4)  zeigt,  dafs  die  Doppeltangente  der  Schnecke 
die  Gleichung  hat:  x  -^  -x-  ^0,   und  dafs   die  Koorthnaten  der  zu- 

1)  Von  diesem  Gesichtspunkte  aua  sind  die  PascaraclieM  Schnecken  in  einei' 
Abhandlung  von  0.  Eioliter  betrachtet  worden,  Über  Kreisfufspimlitlcwven 
(Zeitschrift  XXXtV,  IS92). 

2)  A,  a.  0.  S.  S8— 39. 


y  Google 


138  111'  Abschnitt:  Kmven  viertel'  Oi'dnnng. 

gehörigen  Berührangspunktc  sind  ij  ='  ^  -■  -  "  -  ;  die  ßerührungs- 
punkte  sind  demnach  reell  oder  imagimir,  jenachdem  l  ^  4«;  insbe- 
sondere erkennt  man,  dafs  sie  sicher  reell  sind,  wenn  die  Knrve  einen 
Doppelpunkt  hat. 

Um  die  Wendepunkte  zu  bestimmen,  entnehmen  wir  aus  (3) 
x  =  2a  cos^ra  -|-  l  cosw,  y  =  2n  cosw  ■sinro  -\-l  sinra     (5) 

oder  auch 

a;  =  fl -f-acosSö -{-Zcosra,      j/ =  asin2{ij  +  i  sinra    .     .     (5') 
Danach  ist  die  Bedingung  für  die  KoUinearität  der  drei  Punkte(K),(^),(j') 
I  a  +  aeos2K  +  Uosß     «sinäa  +  isin«     11 
I  ffl  + «008  2(5  +  ;cos|3     ß8in2j3  +  Ismß     1=0 
I  a  -\-  «cos 2;'  +  l  cosy     asin  2^  -|-  ü  sin y     1  | 
oder 

■  eos2«     sin2a    1  ;  j  eos2a     sin«    1  \ 

aAiios2ß     sjn2j3    1  l  +  ai j  eos2j3     sinj3    1 

I  coa2y    sin2-'    1  j  |  q.q^2y     smy    1  | 

I  cos «     sin  2 «    1  I  I  cos  a     sin «    1  I 

+  al\'imß     sin2(5    l'+i^Uos/S    "sinjS    1     =  0. 

I  cosf     sin  2)'    1   !  !  coay     siny    1  j 

Diese  vier  Deteiminanten  haben  nun  die  Werte  bezüglich 

S_y  y^a  tt  —  ä  .  ß  +  7  7+fl  B  +  ]? 

8  cos  ^—^  ■  cos  ^-2—  ■  cos  —j^ ,     4  cos  '-^  ■  cos  ^~—  ■  cos  — ^ , 

cos  a  -f-  cos  ß  -)-  cos  y  —  cos  (ß  +  ^  4"  y) :  1  ? 

multipliziert  mit  43in^     ^-sin^  3  "'^^""  g      )'  ^'^^^''^  '^^^^  die  vorige 

Gleichung,  nachdem  sie  von  diesem  Faktor  befreit  ist,  sein: 

8«äcos^-cos?^-cos^  +  «?J4costo-cos'^-"-eos^ 

+  cosK  +  cos|5  +  cos^  — cos(k  +  /5  +  j')}  +  P  =  0. 
Machen  wir  a=  ß  "=  y,   so  eriialten  wir 

Sa^  +  al{4,  cos'  ;i  +  3  cos  A  —  cos  ^X)-\-l'  =  0, 
oder  auch  S  a^  -\-  l^  -\-  d  al  cos  1  =  0. 

Die  Besonderheit   eines  Wendepunktes   ist  also  dnrch  folgende   Glei- 
chung charakterisiert: 

cos  JL  =  —  -  g^^     , 

1)  Vgl.  den  in  Nr.  67  schon  angeführten  Aufsatz  des  Verfassers. 
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womit  endlieh  die  Exiatenz  der  beiden  Wendepunkte  der  Schnecke 
bestätigt  wird  und  femer  gezeigt  ist,  dafs  diese  nur  dann  reell  sind, 
wenn  2a  <  J  <  ia;  wenn  z.  B.  die  Schnecke  einen  Knotenpunkt  hat, 
sind  sie  imagiiw,  aber  in  jedem  Falle  befinden  sie  eich  auf  der  reellen 
9er.äe.  .-Sü:+Q$!!^-0. 

Wir  bemerken  noch,  dafs  die  Gleichung  (3)  für  die  durch  voll- 
ständige Rotation  des  Radius  vector  2a  cos (o-\-l  erzeugte  Fläche  den 
folgenden  Ausdruck  liefert: 

2  f  (2a  cos  a  +  r)^dm  =  4za^  +  2^V, 

ein  Resultat,  dafs  schon  von  Roberval  erhalten  wurde^)  und  welches 
leicht  in  Worte  zu  kleiden  ist.  Im  Spezialfälle  (  =  a,  wird  dieser 
Ausdruck  6k a^,  stellt  also  das  Sechsfache  der  Fläche  dea  Basis- 
Kreises  dar. 

71.  Da  die  Schnecke  eine  rationale  Kurve  ist,  so  können  die 
Koordinaten  ihrer  Punkte  durch  rationale  Funktionen  eines  Parameters 
dargestellt  werden.  In  der  That,  setzt  man  in  Gleichung  (5')  tg  y  =  <, 
so  findet  man 

^  _  {l-t^[ll  +  ^a)  +  (l-2a)t']  __  2t[(l  +  2a)  +  lJ-2a)t'-]       ... 

{1  +  iV  '      '■'  (1+tr  '     w 

welche  Daretellung  sieh  für  mannigfache  Anwendur^en  gut  eignet*). 
Nicht  weniger  nützlich  ist  für  den  Geometer  folgende  Be- 
merkung: Wendet  man  auf  die  Kurve  (3)  die  Transformation  durch 
reziproke  Radien  an,  mit  0  als  Pol  und  k^  als  Potenz,  so  erhält  man 
die  Kurve  j^i 

da  diese  Kurve  in  kartesischen  Koordinaten  durch  die  Gleichung  dar- 
gestellt wird: 

(^S  _  4„S-)^  _|_  py2  _^  4^;jä^  _  J^  =  0, 

so  ist  es  klar,  dafs  sie  ein  Kegelschnitt  ist,  genauer  eine  Ellipse, 
Parabel,  Hyperbel,  jenachdem  l  =  2a,  d.  h.  jenachdcm  die  Schnecke 
einen  isolierten,  einen  Rückkehr-  oder  einen  Knotenpunkt  hat.  Um- 
gekehrt: die  Transformierte  durch  reziproke  Radien  vect«ren  (die  In- 
verae)  eines  Kegelschnittes  ist  eine  Pascal'sche  Schnecke'). 

Diese  Kurve  kann  auch  als  Enveloppe  erhalten  werden.  Ein 
Kreis  nämlich,  der  zum  Durchmesser  die  Strecke  hat,  die  einen  festen 

1)  A.  a.  U.  S.  40. 

2)  Pittarelli,  Le  lumachc  di  Pascal  (Giom.  di  Matcm,  XXI,  1883). 

3)  C.  Taylor,  Aiieient  and  modm-n  Geoinetry  of  Comics  (Cambridge  1881) 
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Punkt  mit  dem  beweglichen  Punkte  eiaes  festen  lü-eises  verbindet, 
umliüllt  eine  Pascal'eche  Schnecke;  eine  kurze  Rechnung  genügt,  um 
die  Richtigkeit  dieser  Behauptung  zu  erweisen,  — ■  Später  werden  wir 
sehen,  dafs  dieselbe  Kurve  ein  Spezialfall  der  kai^te eischen  Ovale 
(Nr.  76),  sowie  eine  spezielle  EpicyMoide  ist  (Nr.  208);  man  trifft  sie 
ferner  in  der  Theorie  der  konformen  Abbildungen^).  Die  Paseal'sche 
Schnecke  gehört  im  PaUe  l  =  a  auch  zur  Klasse  derjenigen  Kurven, 
clie  zur  Lösung  der  Aufgabe  der  Dreiteilung  des  Winkels  dienen^;  ea 
ist  dies  eine  Bemerkung,  die  zuerst  Pascal  machte  —  wie  Roberval 
bezeugt')  —  und  die  dann  viele  andere  wiederholten  oder  umgestal- 
teten*). Dieselbe  Kui-ve  tritt  auf  bei  einer  Frage  aus  der  Mechanik, 
die  man  mit  dem  Namen  „Sauveur's  und  de  l'Hopital'a  Zug- 
brücke"^) belegte,  weil  sie  eben  eine  solche  Vorrichtung  betrifft;  sie 
wurde  von  Sauveur  vorgelegt  und  zuerst  vom  Marquis  de  l'Höpital 
gelöst^),  darauf  von  anderen').     Sie  ist  femer,  insofern  sie  eine  Kurve 


1)  Aue  der  Funktion  tv  ^'2  ma  —  2*,  wo  vi  eine  reelle  Gröfse  ist,  erhftlt  mswi 
nämlich,  indem  man  setat  ie=^ii-\-iv,  ü^ee*"  die  beiden  Gleichungen: 

3^  =  e{awcosn,  — eCos2cD),       i/  =  e(amBino  — eBinSe.), 
welcte,   wenn  Q=^cQn8t.,   eine  Pascarache  Schnecke  darstellen.    S,  Amatein, 
QiAelgues  exem^les  de  representation  confotme  avec  leur  a^plication  ä  un  jnvlUme 
d'hydrodynamig»e  (Bull,  de  Soc.  Vaudojse  des  So,  nat.,  XVI,  1883. 

2)  Um  sich  dayon  au  überzeugen,  beachte  man,  dafs  in  diesem.  Falle  die 
Gleichung  der  Kurve  sich  folgendermafaen  schreiben  IMst; 


wf  nn  d^ei  der  Winkel  '---  ^^a  bekannt  ist,  so  wird  man  daraus  Oüs  —  ableiten 
und  darnach  a. 

3)  Man  3.  die  citierten  Obsewations. 

4)  Aafemar,  Triseetkin  de  l'angle,  smvie  de  SechercMs  anahitiques  smi'  te 
meme  mjet  de  Garnier  (Paris  1809);  Pusinieri,  Tfiseeione  geomeU-ia  äegli  ar(M 
dl  ceichio  e  deserizione  di  cui've  algebriche  eol  inezzo  della  base  va/nabile  di  un 
titm^oh  (Mera.  della  Societd  Ital.  delle  Scienze  XXHI,  1846);  Jouaane,  Tri- 
eecUon  de  l'angle  au  moyen  dti  Imacmi  de  Pascal  (Nouv.  Ann.  3.  Ser.  IX,  1870); 
Brocard,  Note  smt  un  compas  tiiseetem  (Bull  de  la  Soc.  math.  de  France  IB, 
1875}  das  daselbBt  untersuchte  Instrument  tat  eine  Erfindung  von  Laisant);  u.a. 

6)  Vgl.  W.  Schell,  Theorie  dei  Betregmig  und  der  Kräfte  Bd.  11  (Leipzig 
18S0)  S.  67. 

6)  S.  den  Aufsatz  Ilhtstris  Maiektonts  Hospitälü  SohiUo  problematis  phyäco' 
maihematici  ab  entdito  qtwdam  geomeha  piopostti  (Acta  Bmditorum,  Febr.  1695). 

7)  S.  Joh.  Bemouüi  Opera  I   und  Joe  BernnulU  Opei-a  I.  (Genf  17i4). 

Bas  einfache  Aussehen  der  Polar-Glpscltung  der  Schnecke  führt  aur  Betrach- 
tung der  ähnlich  durch  die  Gleichung  g  =  2a  coboj  +  2ÖBinio-j- i  dargestellten 
Kurve;  diese  ist  auch  eine  Kurve  4.  Oidn.  mit  den  cyklischen  Punkten  der  Ebene 
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vierter  Ordnnng  mit  zwei  Spitzen  und  einem  Knoten  ist,  von  pro- 
jektiyiachem  Standpunkt  aus  identisch  mit  einer  Linie  viel  jüngeren 
Datums,  die  an  dieser  Stelle  wecigstens  einen  Hinweis  verdient. 

Gegeben  seien  (s.  Taf .  IV,  Fig.  29)  zwei  Kreiae  I"  und  F',  einander 
gleich  und  sich  herührend;  man  betrachte  einen  beliebigen  Punkt  M' 
von  r"  und  seine  Polare  m  in  Bezug  auf  F,  diese  wird  in  einem 
Punkte  P  geschnitten  von  der  Geraden  p,  die  durch  M  parallel  zui- 
Verbindungslinie  der  Mittelpunkte  0  und  0'  der  gegebenen  Kreise 
gezogen  ist.  Der  Ort  des  Punktes  P  ist  eine  Kurve,  die  von  den 
Engländern  „the  coeked  hat",  d.  h.  der  aufgekrempte  Hut,  genannt 
wird.  Die  oben  angeführte  Konstruktion  —  von  Miss  C.  A.  Scott  er- 
dacht"-)  —  eignet  sieh  zur  Auffindung  der  Gleichung  sowie  der  Eigen- 
schaften der  Kurve.  Nehmen  wir  00'  als  j/-Ase  und  0  als  Anfang 
eines  rechtwinkligen  kartesischen  Systems,  so  kann  man  als  allgemeine 
Ausdrücke  für  die  Koordinaten  des  Punktes  M  folgende  nehmen 

X  ^  a  ■  cosM,         y  ^  2a  -]-  a  sin  m, 
wenn  a  der  Itadius  von  r  und  F'.    Die  Geraden  m  und  p  haben  daher 
die  Gleichungen 

X  cos  p  -\-  (2  ~\~  äin  ip)  y  =  a      bezw.      z  =  «  cos  <p. 
Daher  erlmlt  man  folgende  parametrische  Dai-stellung  der  Kurve: 

x^aaoBcp,         y  =  i^^, (?) 

die   damit   beweist,    dafe   der  „Kremphut"   eine   rationale  Kurve   ist. 
Durch  Elimination  von  cp  aus  (7)  erhält  man  als  Gleichung  der  Kurve 
(x'  +  Sc,)-a')'-f(a'~>:')-0     ....     (8) 
oder,  wenn  man  will, 

a^  -\-  da^y^  +  et*  -]-  Aax^y  —  2a^x^  —  4a'j/  +  x^y^  =  0. 
Aus  derselben  ergiebt  sich,  dafs  die  Kurve  vollständig  innerhalb  des 
Streifens  der  Ebene  liegt,  der  begrenzt  wird  von  den  beiden  gemein- 
samen Tangenten,  die  zu  00'  parallel  laufen;  die  x-Axe  sehneidet  die 
Kurve  in  zwei  Pimkten  D,  J)',  die  Spitzen  sind  und  als  zugehörige 
Tangenten  die  Gei'aden  haben,  die  diese  Punkte  mit  dem  Bembrungs- 

uttd  dem  Pole  als  Doppelpunkten,  dieser  ist  min  Knoten,  Spitze  oder  isolierter 
Punkt,  jenactdein  (Z-(-fl)(i  — a)(i-|-6){i  — ö)%4a'&^  sodafs  die  Kurve  ver- 
schiedene Formen  haben  kann.  (S.  M.  Möhlenbruch,  Üba'  die  ca/i'äioideti' 
förmigen  Cwreen,  welche  d/m'eh  die  Polwrgkiehmtg  »■  :=  n  -|-  &  sin  f  -|-  c  cos  (  gegeben, 
sind.  Diss.  Jena,  1867).  Um  sie  zu  konstruieren,  besehieibe  man  zwei  Kreise 
mit  den  Eadien  a  und  b,  die  durch  den  Pol  gehen,  der  eiste  kabe  seinen 
Mittelpunkt  auf  der  Polarase,  der  zweite  möge  ihn  beruhien  Dann  schneidet 
jede  Gerade  durch  den  Pol  sie  in  zwei  Punkten  A  und  L  und  nimmt  mm 
OM=Oä  +  OB  +  l,  so  wird  der  Ort  der  Punkt«  M  die  behinWte  Kuip  sein 
1)  Mveatimal  Times,  Januar  1890,  Präge  1207S 
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punkte  C  von  F  und  F^  verbinden.    Ferner  ist  die  Kurve  ciikular  lind 
hat  den  unendlich  fernen  Punkt  von  Oy  zum  isolierten  Punkte.    C  ist 

der  Punkt  der  gröfsten  Ordinate;  die  Punkte  mit  den  Abacissen  H — „■ 
sind  Wendepunkte  derselben.  Für  die  Konstruktion  der  Tangeute 
sind  verschiedene  Methoden  angegeheu*),  die  auseinanderzusetzen  es 
hier  uns  an  Raum  gebricht. 


Siebentes  Kapitel 

Die  drei8pitzigen  Kurven  vierter  Ordnaiig. 

72.  Bei  der  Behandlung  der  Konchoiden  mit  Kreisbasis  im  vorigen 
Kapitel  haben  wir  den  Fall,  dafs  das  konstante  Zwischenstück  l  gleich 
dem  Durchmesser  2  a  des  Basiskreises  ist,  ausgeschlossen.  In  diesem 
beraerkenawei-ten  Falle  (s,  Taf.  IV,  Fig.  2Sb)  haben  wir  eine  Kurve 
vierter  Ordnung  mit  drei  Spitzen,  mit  der  wir  mis  nun  beschäftigen 
wollen.  Garre^  schrieb  die  Auffindung  derselben  dem  holländischen 
Mathematiker  J.  Koersma*)  zu;  Ozanam  erwähnt  sie  in  seinem 
JDicUonnaire  mafkematique  (Amsterdam  1691,  S.  102),  indem  er  sie 
geometriache  Cykloide  nennt;  Castillon  endlich  schlug  wegen 
der  Gestalt,  die  die  Kui-ve  hat,  vor  sie  Kardioide*)  zu  nennen,  und 
dieser  vernünftige  Vorsehlag  wurde  allgemein  angenommen^). 

Erinnern  wir  uns  der  Darlegungen  des  vorigen  Kapitels,  so  er- 
kennen wir,  dafs  die  kartesische  sowie  die  Poiargleichnng  der  Kai-- 
dioide  sein  werden 

(a^a  +  ^ä  _  2axy  =  Aa^x^  +  V^)  ■  ■  (1)  &  =  2a(l  +  cos«)  .  (2) 
und  dafs  die  Koordinaten  ihrer  Punkte  als  Funktionen  eines  Para- 
meters so  ausgedrückt  werden  können: 

4a(l  — 1^  8«;,      .,  ,„, 

'-^iTW^'      »-(T+ly) W 

1)  6.  de  LongehampB,  Note  sw  le  hkome  (Joiim.  de  matli.  spöc,  i.  Sev. 
VI,  1877). 

S)  Examen  d'tme  courhe  formee  par  le  moyen  du  cerele  (Möm.  de  rAcadömiö 
MDCCV,  Paris). 

3)  Vgl.  Iraermidiaire  V.  1898.  S,  200. 

4)  De  cmva  cardioide  (Phil.  Trane.  1741). 

5)  Die  wichtigsten  EigeiiBchaften  dieser  Kutre  wurden  neuerdings  von 
Eajmoud  Clate  Archibald  in  der  Inangural-Diseertation  The  Cardioide  and 
some  of  its  related  amies  (Strafsbuvg  1900)  bewiesen. 

6)  Diese  Darstellung,  in  weitem  Mafse  augewendet,  findet  sich  in  folgenden 
Schriften  von  K.  Zahradnik:  Theorie  der  Cardioide  (Präger  Ber.,  1875),  Über 
die  Cardioide  (Daa.,  1877;,  Beitrag  zw  Theone  äer  Cardioide  (Arohiv  LXIII,  1879). 
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Die  Kardioide  hat  keine  Wendepunkte,  besitzt  aber  die  Doppeltangente 
X  -\-  -^  =  0.  Aus  (3)  ergiebt  sich  folgende  Gleichung  der  Tangente 
im  Punkte  (A): 

(3JL^— l)x  +  i(Jl«-  3)y  +  4ffl  =  0/)  .     ...     (4) 

welche,  da  sie  kubisch  in  3.  ist,  zeigt,  dafs  die  Kardioide  eine  Kurve 
dritter  Klasse  ist.  Die  durch  Gfleichung  (4)  dargestellte  Tangente 
trifft  die  Doppeltaugente  im  Punkte  ( —  — ,  ^),  der  Tom  ainguUiren 


Brennpunkte  (a,  o)  durch  die  Gerade  x  -j-  Xy  =  a  projiziert  wird. 
Nennen  wir  den  Wiakel,  den  sie  mit  der  a^-Axe  bildet  ra,  so  haben  wir 

Dies  führt  zu  einem  interessanten  Schlüsse;  betrachten  wir  die  drei 
Tangenten  der  Kardioide,  die  mit  Ox  den  Winkel  «  bilden,  so  sind 
die  Parameter  ihrer  Berührungspunkte  —  infolge  von  (4)  —  durch 
die  Gleichung  bestimmt 

die  entsprechenden  Werte  von  co  werden  durch  Elimination  von  X 
aus  den  beiden  zuletzt  geschriebenen  Gleichungen  erhalteu;  sie  sind 
daher  durch  die  Gleichung  bestimmt 

daraus  ei^eben  sich  für  a  die  folgenden  drei  Werte:  u,  ß  +  -V> 
K+-^-  Folglich:  Die  Tripel  einander  paralleler  Tangenten  der 
Kardioide  schneiden  die  Doppeltangeute  derselben  in  Tripeln  von 
Pniikten,  die  vom  singnlären  Brennpunkte  ans  unter  Winkeln  von 
60"  gesehen  werden^.  Daraus  läfst  sich  ein  neues  Verfahren  der 
Dreiteilung  eines  Winkels  entnehmen,  womit  sich  ergiebt,  dafs 
die  Kardioide,  als  Enveloppe  ihrer  Tangenten  betrachtet,  eine  Tri- 
sektrix-Kurve  ist. 

Die  Bedingung  der  KoUinearität  der  drei  Punkte  («),  (ß),  {y)  ist 

aßr(''  +  ß  +  r)  +  '''  +  l>'  +  r'  +  ßr  +  r<'  +  ''ß  +  s-~o.    (5) 

Davon  machen  wir  sogleich  eine  einfache  Anwendung,  indem  wir  den 
Ort  der  Punkte  einer  Kardioide  aufsuchen,  die  die  Eigenschaft  haben, 

1)  Mit  BenutÄung  dieser  Gleichung  kann  man  Leweisen,  dafs  „der  Ort  der 
Punkte,  von  denen  man  an  eine  Kardioide  Paare  au  einander  senkrechter  Tan- 
genten ziehen  kann,  eine  zerfallende  Kurve  iat",  wie  Juel  bemerkt  hat  {Tidskrill 
1880), 

2)  Em,  Wejr,  Sopra  ima  pi'opi'ietä  metrka  ädla  cardxaide  (Rond,  del  li, 
Istituto  Lombardo,  2,  Ser,  V,  1872). 
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dafs  die  Berührungspunkte  der  an  die  Kurve  von  einem  beliebigen  der- 
selben gezogenen  Tangenten  in  gerader  Linie  liegen.  Wenn  mm  x,  y 
die  Koordinaten  eines  Punktes  dieses  Ortes  sind  und  (i^),  (A^),  (lg) 
die  Eerübrungspunkte  der  entsprechenden  Tangenten,  so  hat  man  ver- 
möge Gleichung  (4) 

1  4-  A,  -f  JL,  =  —  — ,  Kh,  +  A,X,  +  KK  =  —  3 ,  l^X^l^  =  -l^i- ; 
liegen  nun  diese  Punkte  in  gerader  Linie,  so  hat  mau  wehren  (5) 

{x  —  af  +  y^  =  a,\ 
der  gesuchte  Ort  ist  also  der  Basiskreis  der  Kardioide^). 

Die  Kardioide  ist  eine  Kui've  vierter  Ordnung  und  3*^'  Klasse 
mit  drei  Spitzen  und  einer  Doppeltangenfce,  ohne  Doppelpunkte  und 
Wendepunkte,  sie  ist  also  kon-elativ  zu  den  Kurven  dritter  Ordnung 
mit  Doppelpimkt,  die  4'*'  Klasse  sind,  drei  Wendepunkte  haben  und 
keine  weitere  Singularität.  Kein  Wunder  also,  wenn  sie  die  Polar- 
reziproke  einer  speziellen  rationalen  Kurve  dritter  Ordnung  in  Bezug 
auf  einen  geeigneten  Kreis  ist,  nämlich  der  Trisektrix  von  iMaclaurin 
(s.  Nr.  47)*).  Um  diesen  bemerkenswerten  Satz  zu  beweisen,  beachten 
wir,  dafs  mit  einer  einfachen  Verschiebung  der  j/-Axe  die  Gleichung 
der  Triscktrix  sieh  in  der  Form  schreiben  läfst 

'x{x^Arxf)  =  4^3— 3E(a;2+  j/^)/) 
welche  dann   sogleich  folgende  parametrische  Darstellimg   der  Kurve 
liefert  i— sA*  l'  —  Sl 

Die  Polare  dieses  Punktes  in  Bezug  auf  den  Kreis  x^  -\-  iß  =  J'i?  hat 
die  Q-leiehung 

xi\  —  ^X^-\-ij (X^  -  3A)  =  n(X-\-  }?). 

Um  die  Enveloppe   dieser  Geraden  zu  finden,  kombiuioren  wir  diese 
Gleichung  mit  ihi-er  Abgeleiteten  nach  X,  nämlich 
~QXx-\-  hy{X^'~-l)  =  2X11. 
Dann  bekommen  wir 

_       El.'4-6i^  — 3  li       8J. 

^  —  ~  y  ~Q?~+~i.y  ' '     y^     T  (r + 1)^ ' 

oder  auch 

*  +  T  —  Tir+r?"'  y  —  3  (i^+1)"' 


1)  EdncationaJ  Times,  LVIII,  1 

2)  G.  de  Lottgchamps,  JBajJj 
et  la  cardii/ide  (Prager  Ber.,  1897). 

8)  Dieae   Gleichung   entstellt   au3   der   ia   Nr.  47    gefundenen   kartesischen 
Gleichung  (2)  durch  Verwamdlimg  von  a  in  B  und  x  in  — (ai-t-2E). 
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Da  sich  diese  nim  aus  den  Gleichtiagen  (3)  ergeben,  wenn  man  in  ihnen 
x,y,a  ersetzt  bezw,  durch  x-\--^,  —y,  -^,  so  ist  damit  der  aus- 
gesprochene Sata  bewiesen. 

Aus  der  Gleichung  (2)  ergeben  sich  leicht  folgende  Ausdi-ücke 
für  den  Bogen  s  der  Kardioide,  gemessen  von  der  Spitze  ab,  und  füi- 
den  Krümmungsradius  K 

s  =  8(jein|-0,        ü=:^cos|-     .     .     .     .     (6) 
Eliminiert  man  aas  diesen  cj,  so  findet  man 

s'+9B'_(8o)>, (7) 

welches  die  natürliche  (inti-inscke)  Gleichung  der  Kardioide  ist.  Die 
Gestalt  derselben  führt  zu  der  Idee  von  aUgemeineren  Kurven,  deren 
natürliche  Gleichung  die  Gestalt  hat 

s^J^{2n-\-iyR^  =  ¥, (8) 

wo  n  eine  ganze  Zahl,  und  ?>  eine  beliebige  Strecke  ist.  Cesäro,  der 
sie  zuerst  betrachtet  hat,  nannte  sie  cardioidi  stellate,  d.  h,  Stern- 
Kardioiden^).  Um  die  gewöhnliche  Darstellung  zu  finden,  kann  man 
sich  der  in  der  Note  II  am  Ende  dieses  Werkes  bewiesenen  Foi-melu 
bedienen  in  folgender  Weise:  Setzt  man  zur  Abkürzung  2w-|-l  =  jt, 
so  hat  man  zuimchat  B,  =  -^yW—^ 

=  H  arc  sin  j- 

=  0  für  s  =  0  sei.     Daraus  folgert 
s  =  6  sin — ,  daher  wegen  Formel  II  der  citierten  Note 
a:  =  — /co8g>  cos  ~dcp,       y  ^Jsmip  cos  — d(p 

i-J  (»"-v  f  +  »"-T  fjäv- 

Führt  man  die  angegebene  Integration  aus,  so  ergieht  sich 


(9) 


als  parametrische  Darstellung  der  Steru-Kardioide, 

1)  Diese  Rektifikationsformel  findet  sich  im  weeentlichea  iu  der  im  vorigen 
Kapitel  citierten  Schrift  von  De  la  Hire.  Über  die  Scbwerpunktsbestimmnng 
einer  Fläche  siehe  Saint-Germain  Äecweii  d'exm'dses  mr  ta  nticanique  rationelle 
(II.  öd,  Paria  1885)  S.  38. 

a)  Lezioni  äi  geometria  itttrimeca  (Neapel  1896)  S,  12, 


Hx  +  x,) 

1 

—  «+1 

.     2 

(«  +  !)¥ 
2«+l 

+  i 

sin 

4  (»  +  !/.) 

-iTF, 

■  cos' 

i(«  +  l)q^ 
2n+l 

■  +  -: 

cos 
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73.  Wir  werden  spater  der  Kardioide  wiederum  begegnen  als 
einem  Spezialfall  der  Sinusspiralen  (Nr.  171)  und  der  Epicykloiden 
(Nr.  308).  Unterdessen  wollen  wir  uns  mit  einer  Kurve  beschäf- 
tigen, die  von  projektiYiscbem  Standpunkte  aus  sich  von  der  Kar- 
dioide nicht  unterscheidet,  jedoch  durch  ihre  Definition  und  ihre  metri- 
schen Eigenschaften  völlig  von  ihr  verschieden  ist;  es  war  Steiner, 
der  die  Auftnerksamkeit  der  Geometer  auf  sie  lenkte,  und  viele  der- 
selben haben  sie  zum  Gfegenstande  eifriger  und  'erfolgreicher  Studien 
gemacht^).  Bei  unserer  Darlegung  wollen  wir  von  der  durch  Steiner 
selbst  gegebenen  Definition  ausgehen:  „Wenn  man  von  einem  Punkte 
P  des  einem  Dreiecke  ABC  umbeschriebenen  Kreises  die  Lote  auf 
die  Seiten  fallt,  i=o  &ind  deren  Fufspunkte  A',  S',  C  auf  einer  Geraden 
p  belegen,  die  man  gewöhnlich  tlie  Simson'sche  Gerade  des  Punktes 
P  in  Bezug  auf  das  Dreieck  nennt.  Die  Enveloppe  aller  dieser  Ge- 
raden p,  die  den  Punkten  P  jenes  Kreises  entsprechen,  ist  die 
Steiner'sche  KuiTe^)"  Nach  einem  bekannten  Satze  ist  ^  die  Scheitel- 
tangente  einer  dem  Dreiecke  ASG  einbeschriehenen  Parabel,  die  P 
zum  Brennpunkte  hat,  daher  kann  die  Kurve  als  Enveloppe  der 
Seheiteltangenten  der  einem  gegebenen  Dreiecke  eingeschriebenen  Pa- 
rabeln definiert  werden'). 

Um  die  Gleichung  der  Steiner'schen  Kurve  zu  finden,  bedienen 
wir  uns  der  ersten  Definition  und  nehmen  den  Mittelpunkt  0  des 
dem  Dreiecke  ABC  umbeschriebeuen  Kreises  als  Anfangspunkt;  als 
Koordinaten  der  Ecken  können  wir  dann  nehmen  die  Ausdrücke 
rcos«,  rsin«;  rcos^,  rsin^;  rcosj-,  rsmy.  Dann  sind  die  Glei- 
chungen der  Seiten 

X  cos  — q-^  -|-  1/  sm  --^  -  ^  r  cos  -  s     j 

X  cos  —\ )-  1/  am  -  ~  =  r  cos  —^ , 

X  cos  — i--  +  y  am  — ~  =  r  sm  -  -  -■   - 
Wenn  nun  r  cos  ip,  raing)   die  Koordinaten  des   Punktes  P  sind,  so 


1)  Für  die  bezügliche  Litteratur  sei  auf  des  Verf.  Wert  11  passato  ed  ü 
jwesejiie  delle  pyirmpali  teorie  gemnetriche  (II.  Aufl.  Tmin  1896)  S.  74—76  Ter- 
wiesen;  anfser  den  dort  citiertea.  Arbeiten  sind  folgende  beiden  neueren  zu  be- 
merken; C.  Wirta,  Die  Steimr'sche  Hypooykloide  (Dias.  Strafsburg  1900);  F.  P. 
Enffini,  DeUa  ipodcloide  tricmpiäe  (Bologna  Eendiconti  1900 — 1901). 

2)  Üh&r  eine  besofidere  Kwve  dritter  Klasse  (tmd  vierter  Ordnung)  (Orelle 
Lni,  1856). 

S)  Man  könnte  sie  ancli  definieren  als  BnTeloppe  der  Aajrapt^ten.  der  einem 
Dreiecke  ABC  unibeschriebenen  Hyperbeln. 
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ai  sin  '^'a"  —  y  cfis     2""  ==  ''  ^i^  (    h~^  —  ^) ' 

die  Gfleichungen  der  von  P  auf  die  Seiten  gefällten  Senkrechten  sebi, 
und  daher  sind  die  Koordinaten  ihrer  Fnfspunkte  A,  B',  C" 

|-reos/J  +  cosy  +  cos  tp  —  cos(/3  +  y  —  (p)j, 

■^[sin  (J  +  sin  y  +  sin  9  —  sin  (ß -\- y  —  9^)] ; 

—   cüs  y  -\-  cos  a  -j-  (lOS  fp  —  cos  {y  -\-  «  —  90)  L 

-  sin  ji  -j"  sin  «  ■"}-  sin  q)  —  sin  (y  -|-  «  ^  93)  ; 

-|-  [cos «  +  cos  ^  +  cos  9p  —  cos  (k  +  y  —  (p)  L 

-  sin  K  -j"  sin  j3  -|~  ^i^  9*  ~~  ^i'^  ("  4~  ^  — "  9)   ' 

Daraus  läfst  sich  ableiten,  dafs  die  Gleichung  der  Geraden  B'C  sein 
wird: 


-]-  r  j  sin  - 


a:  sm  —        ' 


cos    — y—     C 

oder  auch 


c  sm  - 


ä<p-(<^  +  ß  +  7) 


-\-  sin- 


+  ^*>«^-'' '--3-    '--=3  ('"^ 


(10) 


Die  Symmetrie  dieser  Gleichung  in  a,  ß,  y  zeigt,  dafs  die  Gerade  B'C 
auch  durch  Punkt  A'  geht,  somit  ist  schlierslich  die  Existenz  der 
Simson'schen  Geraden  bewiesen.  Bemerken  wir  auch  noch,  dafs  durch 
Vertauschung  von  tp  mit  90  -f-  "^  *^'ß  Gleichung  (9)  in  die  Gleichung 
einer  zu  der  durch  (9)  dargestellten  senkrechten  Geraden  übergeht, 
daher  verteilen  sich  die  Tangenten  der  Kurve  in  zu  einander  recht- 
winklige Paare,  entsprechend  den  Paaren  gegenüberliegender  Punkte 
des  gegebenen  Kreises. 

Um  die  Enveloppe    der   Geraden  (9)  zu   finden,    setzen   wir   der 
Kürze  wegen: 

(p  =  2ip,    a  +  /3  +  3'  =  2s,    —'tt-\-ß  +  y==2a,    a  —  ß  +  y^2h, 
a  +  ß-y  =  2c. 
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Die  Gleiclmng  (9)  nimmt  dann  folgendes  Aussehen  an: 
X  sin  (^  —  s)  Ar  y  cos  (^  —  s) 
=  -|-{sin(3i^  — s)  +  siii()/>  +  «)  +sin(i^  +  (.)  +  siii(^  +  r;)}- 
Differenzieren  wir  nach  ijj,  so  ergiebt  sich: 

X  cos  (i//  ■—  s)  —  1/  sin  (i/i  —  s) 
==-|-  |3coa(3^  — s)  +  008(1/'  +  «)  +  cos  (^  +  ^i)  +  cos  (i// +  c) }  , 
welche  Gleichung  mit  dei-  vorigen  komhiniert  ergiebt 

—  =  sin(3i^  —  s)  sin(ilp  —  s)  +  3cos(3^(f  — s)  cos(^  —  s) 

+  8in(a  +  s)  +  8in(ö  +  s)  +  sin(c  +  s), 
-^  =  gin(3]/i  —  s)cos(i/'  — s)^3cos(3t;'  —  s)sm(ir  —  s) 
+  cos(<.  +  s)  +  cos(ö+s)  +  cos(c  +  s). 
Setzen  wir  nnn  zur  Abkürzimg 

<m(»  +  s)  +  sm(i  +  s)  +  m(e+s) 
d.  h.    »n((i  +,)  +  smfr  +  «)  +  sm{«  +  |S)  _  ^^, 

COS  (d  -{-  s)  +  cos  (&  +  s)  +  cos  (c  +  s) 
d.  h.   cos(^  +  y)-f  coB(i'  +  a)  +  cos(c  +  /i)  =  ^, 
und  auTserdena  x  —  x^  =  x',         */  -^  ?/o  =  p', 

so  kann  man  die  vorigen  Gleichungen  in  folgende  anderen  umgestalten 

, — -  ^  2 cos 91  -|-cos(2q!)  —  2s)        —7-  =  2 sing)  —  sm{2(p  —  2s) 
oder  auch 

-^ +^ =  2  COS  (9)  —  2  s)  +  cos  2  (9)  —  2  s) , 

2(x^n2s-y<^os2s)  ^2ain(y  — 2s)~sin2(y  — 2s). 

Wenn  man  dann  g;  —  2s  = -^  setzt  und  die  Koordinatenvertausohung 
ausführt,  die  durch 

^^  x'  cos  2s  +  y'  sin  2s ,         ri  =  x'  sin  2s  ■ —  y'  cos  2s 
charakterisiert  ist,  so  erhalten  wir  scMiefslich  die  Gleichungen: 

I  =  1  (2  cos  y  +  cos  -^j ,     95  =  -|-  ^2  siny  —  sin  -^J  ■    .     (11) 

Da  nun  diese  (s.  Absohn.  VI,  Kap.  9)  der  Kurye  angehören,  die 
durch  einen  Punkt  der  Peripherie  des  Ki-eises  mit  dem  Radius  -  er- 
zeugt  wird,    wenn    dieser    innerhalb    eines   festen   Kreises   mit   dem 
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Badius  -^  rollt,  so  ist  die  von  Schläfli"^)  gemaelite  Bemerkung  Ido- 
wiesen,  dafs  die  Steiaer'sehe  Kurve  eine  dreispitzige  Hypo- 
cykloide  ist.  Die  drei  Spitzen  liegen  auf  dem  Kreise  mit  dem 
Centrum  0  und  dem  Radius  ^t  "ährend  der  koncentrisclie  Kreis  mit 

dem  Radius  —  die  Kurve  dreimal  terükrt. 

Eliminiert  man  a  aus  den  Gleichungen  (11),  ao  findet  mao  die 
kartesisclie  GHeictung  der  KuiTe  als 

(«■+!/T+4«(3!)'-i')  +  5^(«"+S')-S-»--  (12) 
Die  dreispitzige  Hypoeykloide  ist  also  eine  Kurve  vierter 
Ordnung,  die  von  der  unendlioli  fernen  Geraden  in  den  cyk- 
lischen  Punkten  berührt  wird.  Umgekehrt:  Jede  Kurve  vierter 
Ordnung  und  dritter  Klasse,  die  von  der  unendlich  fernen 
Geraden  in  den  cyklisohen  Punkten  berührt  wird,  ist  eine 
dreispitzigeHypocykloide.  Diese  wichtige  Bemerkung  Cr  emonae*) 
kann  durch  folgende  von  Clebsch')  herrührende  Überlegung  bewiesen 
werden.     Die  Grleiehung 

kl.l.-ti'+i,' 

zwischen  den  Koordinaten  |  einer  Geraden  stellt  eine  Kuito  dritter 
Klasse  dar,  welche  die  dritte  Seite  des  Fundamentaldreiecks  als  Doppel- 
tangente hat,  indem  die  Berührungspunkte  die  bezüglichen  Ecken  des 
Dreiecks  selbst  sind.  Die  vorige  Gleichung  führt  alsbald  zu  folgen- 
der parametrischer  Darstellung 

rgl=^^     rk=l,     r|3=(l+a"); 
mit  anderen  Worten,  es  ist 

A^a:,+ A^a+(1  +  ^')i%=0 
die  allgemeine  Gleichung  der  Tangenten  an  jene  Kurve.    Kombinieren 
wir  sie  mit  ihrer  Abgeleiteten  nach  A,  so  ersieht  man,  dafs  die  Ko- 
ordinaten eines  beliebigen  Punktes  der  Kurve  proportional  mit  1  ™  2A'\ 
i,*  —  2>l,  A'  sind;   setzt  mau  l  =  —  ,  so  kann  man  schreiben 

LI  _iiE  ,  ,.  _    . 

Nehmen  wir  ^  =  pü  ,  v  =  pe  ,  ■  ^  ^  '^^  ~ä'  '  \jx~^  ""^  a'  ^'^ 
folgt  daraus 

1)  J,  H.  Gral',  Der  BriefwecJiBel  zwischen  J.  Steiner  iowi  L.  Schläfii  (Bern 
1896)  S.  206 — a08.  NichtsdeBtoweniger  wird  die  behandelte  Kurve  immer  die 
Steinet'sche  Hypocykloide  genannt. 

2)  S.  die  fundamentale  Abhandlung  Sar  VJiypocydoide  ä  ti-ois  reirotimnunts 
(Grelle  LSIV,  1865), 

3)  S,  die  Note  zu  der  amgofülii-ten  Abhandhiii!;  von  Creioona, 
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—  =  cosSqo  -j-  2cos(p,  =^  sm2ip  —  2 sing). 

Da  diese  nun  von  der  Form  der  Gleichung  (11)  ist,  so  ist  der  Satz 
von  Cremona  bewiesen. 

7i,     Indem  wir   der  Bequemlichkeit   halber    die   Bezeichnungen 
ändern,  wollen  wir  ansere  Gleicliuiig  (11)  folgenderaiafsen  schreiben: 

a;  =  a(2cos A  +  cos2il),        ^  ==  a(2sinA~- 8in2A)     .     (12) 

und  erhalten  so  eine  sehr  nützliche  paranietrisohe  Darstellung  der 
dreispitaigon  Hypocykloide.  Aus  dieser  entnimmt  man  eine  analoge 
für  die  Polar -Koordinaten  q  '^yx^  -\-  y^  und  cj^arctg--;  man 
findet  nämlich  die  Gleiehnngen: 

p3  =  a^(5  _j_  4  eos3;i)  [ 
,  aeial— sinai  '     '     ' 


(13) 


von  denen  die  zweite  nach  einigen  geeigneten  Umformungen  folgen- 
des Aussehen  erhalt: 

'i;("  +  l)-i'g?' (W) 

Gleichung  (13)  zeigt,  dafs  der  Radius  vector  zwischen  dem  Minimum 
a  und  dem  Maximum  3a  variiert;  jenes  entspricht  den  Werten  ^  ^  "ö  » 
sr,  -^,  dieses  den  Werten  X^O,  -^ ,  -ö-j  ^^^  Punkte  der  Kurve 
mit  dem  gröfsten  Itadius  veetor  sind  die  Spitzen,  jene  mit  dem 
kleinsten  Vector  sind  die  Berührungspunkte  des  (dreifach  berüh- 
renden) Kreises  um  0  mit  dem  Radius  a.  Setzt  man  in  (13) 
X  =  — s—  +  K  ein,  so  bekommt  man  p^  =  »^  (5  -[-  4  cos  3  et) ;  da  nun 
hierin  das  doppelte  Vorzeichen  (+  k)  keinen  Zeichenwechsel  hervor- 
ruft, so  ist  klar,  dafs  (die  drei  durch  den  Anfangspunkt  gezogenen 
Geraden,  die  mit  Ox  die  Winkel  hezw.  ö,  -g-,  -ö-  bilden,  d.  h.)  die 
Spitzentangenten  drei  Symmetrieaxen  der  Kurve  sind.  Aus  der 
Bemerkung,  dafs  die  Gleichungen  (13),  (14)  sich  auch  nicht  ändern, 
wenn  man  i  in  A  -| — ^  und  oj  in  ra  -) — ^  (/c=i,  S)  verändert,  er- 
kennt man,  dafs  der  drrispitzigeH  Hypocykloide  co*  gleichseitige 
DFciecke  einbeschrieheii  werden  kiSnnen. 

AVir  nehmen  wieder  die  Gleichung  (12),  um  daraus  abzuleiten, 
dafs  die  Tangente  an  die  Hypocykloide  im  Punkte  (t)  folgende  Glei- 
chung hat 

fl;  sin- - -(- 1/ cos-- ^  ß  sin- -; 0«^) 
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sie  bildet  daher  mit  der  x-Axe  den  Winkel  jt  —  ^  ■  Die  Koordiaiiteii 
dieser  Tangente  sind 

sm  -  cos  - 

C!  Sin  g  rt  8m  -^ 

Dnrch  Elimination  von  t  ergiebt  eich  daraus 

5.+  ,._|(|._3,') (16) 

als  Tangentialgleichung  der  Kurve.  -—  Die  durch  Gleichvu^  (15) 
dargestellte  Gerade  schneidet,  ala  ganz  beliebige  Gerade  der  Ebene, 
die  Hypoojkloide  in  vier  Punkten,  deren  Parameter  mau  durch  Ein- 
setzen der  Werte  (12)  für  x  und  y  in  (15)  und  Aiiflösui^  der  resul- 
tierenden Gleicliung  nach  l  erhalt.     Diese  Gleichung  kann  nun 

sin  (     +  ^1  ■  sui^ — -■  -  ^  0 

geschrieben  werden,  zerfällt  daher  in  die  beiden 

sin^^^  =  0,       sin  (I  +  i)  =  0. 

Die  erstere  liefert  den  Ausgangspunkt  (t„)  doppelt  gerechnet,  während 
die  zweite  zu  den  beiden  Punkten  mit  den  Parametern 

ili  =  JT  —  |-,        Aa  =  2;r  —  -l     führt. 
Wir   sehen    also:    Die   Tangcute  der  Hypocykloide  im   Punkte   (t) 
sclineidet  die  Kurve  ferner  in  den  Punkten  (jt — y)  "^"^  (^^  —  "ä")' 
Der    Kürze   wegen   wollen   wir   die   beideren    letzteren    associierte 
Punkte  nennen.     Die  Koordinaten  solcher  Punkte  sind 

Xi==  afcosT  —  2  eos--j  x^^  bIcost  +  2cos— j 

j/i=«(sinT  +  2sin-|)|  y^=^  a(smT  ^2sm^)\ 

daraus  folgt 

'"'  "y  "^^  =  «  cos  r ,  '^'  T"  =  «  sin  T , 
(a:,  +  ^,)'+(j/,  +  !,,)^=4«^ 
und  also:  Die  von  zwei  beliebigen  associierten  Punkten  begrenzte 
Strecke  ist  gleieh  dem  Durchmesser  des  die  Hj'pocykloide  dreifach 
berfliirenden  Kreises  und  hat  einen  Punkt  der  Peripherie  dieses 
Kreises  zum  Mittelpnnktc.  Die  Tangenten  in  diesen  assoeiierten 
Punkten  haben  die  Gleichungen  bezw.: 
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beachten  wir  die  Gestalt  ( 
durch  die  Werte 


:  Gleichiing  und  merken  i 


X  ^  ■ —  ß  eos  X 


befriedigt  wird,  so  schliersen  wir:  Die  Tangenten  in  zwei  beliebigen 
assocüerten  Punkten  sind  zu  einander  senkrecht  und  schneiden  sich 
iu  einem  Punkte  des  dreifach  bernhi'eiideu  Kreises,  der  dem  M3tt«l- 
pnnkte  der  von  jenem  Punkte  begrenzten  Strecke  diametral  gegen- 
über liegt. 

Da  die  Hier  untersuchte  Kurve  dritter  Klasse  ist  —  Tgl.  Gl.  (16)  — 
so  gehen  durch  jeden  Punkt  {x,  y)  der  Ebene  drei  ihrer  Tangenten; 
die  entsprechenden  Werte  des  Parameters  r  sind  die  Wurzeln  r^,«^,^ 
per  Gleichung  (15);  wir  haben  daher   als  Gleichung  jener  Tangenten 


-  »/  cos  -^  = 


(fc^l 


Durch  Blimination  von  x  und  y  findet  man  folgende  Beziehung  für 
die  Parameter  dreier  Kurvenpunkte,  deren  Tangenten  dui-ch  denselben 
Punkt  gehen: 


Setzen  wir  nun  ; 


■  Abkürzung 


"1  ! 

-I  j-O,    oder  1,1,1a -1. 
-1 

>  finden  wir 


(7;  =  1,3,3), 
80  wird  diese  Gleicliimg; 

1.'    s,    s,=  - 

Ui'    i,     U- 

Setzen  wir  nun  wieder  für  die  |  ihre  Werte  ein, 

imd  daher  *i  ~(~  ^2  +  ^3  =  ^''^ 

Wir  sehen  also:  Die  Summe  der  Parameter  derjenigen  drei  Punkte 
der  Kurve,  deren  entsprechende  Tangeuten  in  einen  Punkt  zusammen- 
laufen, ist  gleich  vier  Rechten. 

Aus  der   Gleichung  (15),  welche   die  Tangente  darstellt,  ergiobt 
sieh  die  Gleichung  der  Normalen  als 

iE  eos--  —  j/ sin-y- =  3«  cos  y; (17) 
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setzen  wif  daher  t  =  sr  -f-  ^j  so  S^^^  ^'^  ^^^^  ^^ 
X  sin  •■-  +  y  cos   ■  =  3«  ein  y  ■ 

Da  diese  nun  der  Form  nacli  identiscli  mit  (15)  ist,  so  erkeimt  man 
die  Enveloppe  der  Normaleii,  d.  h.  die  Evolute  (ler  dreispikigeu 
Hypoeykloide  ist  eine  Kurve  derselben  Art,  jedoch  von  der  drei- 
faclien  Gröfse;  die  dreispitzige  Hypocyldoide  ist  also  eine  Kurve,  die 
ihrer  eigenen  Evolute  ähnlich  ist.  Wenn  man  in  Gleichnng  (17)  t 
in  JT  —  -ä  und  dann  in  2;r  — -v-  verwandelt,  so  erhält  man  die  Glei- 
chungen zweier  Geraden,  die  dni'ch  den  Punkt  mit  den  Koordinaten 
StscosT,  3ö  sinr,  der  der  Geraden  (17)  selbst  angehört,  hindurch- 
gehen; und  demnach:  die  Normalen  der  dreispitzigen  Hypoeykloide 
in  den  drei  Punkten,  die  derselben  Tangente  angehören,  laufen  in 
einen  Punkt  des  der  Kurve  umheseliriehenen  Kreises  zusammen. 
Differenzieren  wir  (17),  so  erhalten  wir 

'X  shi^  -]-  y  cos^  =  Sfflsiny 
und  kombinieren  wir  diese  Gleichung  mit  (17)  selbst,  so  erhalten  wir 
folgende  Werte  für  die  Koordinaten  des  Krümmungsmittelpunktcs: 

a;o=3«(2eosT  — cosSt),       j/o=  3a(2  sinr  +  sin  2r). 
Ist  nun  R  der  Krümmungsradius,  so  hat  man 

B=±Saäm^- (18) 

Wenn  daher  R^  und  E^  die  Krümmungsradien  in  den  beiden  asso- 
ciierten  Punkten  (^  -|-  -^\  und  (2 je  —  —  J  sind,  so  hat  man 

E^  =  4~  ^  **  <^<*s  -  ■- ,      Jag  =  +  8  «  sin  -~ 
und  daher  die  bemerkenswerte  Beziehung; 

Die  Gleichungen  (12)  geben  auch  den  Ausdi-uck  für  das  Bogen- 
differential  ds^  iasia-^ '^''^ j  ^'^^  durch  Integration  von  r  =  0 

s  =  ^(l  — cos-^)  =  -^-sm^^.    ....     (19) 

Machen  wir  darin  t  =  -^  ,  ao  erhalten  wir  -v-  als  Länge  des  ganzen 
Bogens  zwischen  zwei  aufeinander  folgenden  Spitzen  und  daher:  Die 
Gesamtlänge  der  Hypoeykloide  ist  gleich  dem  16faclien  Radius  des 
einheschpiebenen  Kreises.  —  Führen  wir  dagegen  die  Integration  zwi- 
schen den  Grenzen  r  und  -j-  aus,  so  erhalten  wir 

s=    -„-cos  — - (19') 
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Diircli  Elimination  von  t  aus  den  Gleichungen  (18)  und  (19')  findet 

^'^  9s^  +  JJä=64< (20) 

welches  die  natürliche  Gleichung  der  Hypoeykloide  ist.  Mit  Hilfe 
derselben  Gleichung  (12)  kann  mau  die  Quadratur  eines  Flächenstückes 
der  Hypocykloide  ausführen;  im  Besonderen  findet  man:  Die  ganze 
Fläche  der  Hypocykloide  ist  doppelt  so  grofs  als  die  des  eiubesclirie- 
bcDen  Kreises. 

Die  dreispitaigG  Hypocykloide  erfreut  sich  noch  weiterer  schöner 
Eigenschaften,  die  man,  wie  Cremona  gethan  hat,  durch  Anwendung 
der  aUgemeinen  Theorie  der  ebenen  Kni^ven  auffinden  kann.  Man 
kann  sie  jedoch  auch  durch  direkte  geometrische  Betrachtungen*)  als 
auch  durch  Rechnung^)  nachweisen.  Es  ist  uns  jedoch  versagt  noch 
vreiter  uns  mit  dieser  Kurve  zu  beschäftigen,  vrir  schliefsen  daher 
dieses  Kapitel,  jedoch  nicht  ohne  vorher  zu  bemerken,  dafa  die  Kurven 
vierter  Ordnung  mit  drei  Spitzen  (von  denen  die  Kardioide  und  die 
Hypocykloide  Spezialfälle  sind)  ferner  von  Padula^  und  später 
von  Siebeek*)  untersucht  wurden*).  Dieser  erzeugte  sie  (einer  Idee 
von  H.  Schröter  folgend)  durch  die  Schnitte  entsprechender  Tan- 
genten an  zwei  Kegelschnitten,  indem  er  als  entsprechend  solche  zwei 
Tangenten  ansah,  deren  Berührungspunkte  mit  einem  Schnittpunkte 
der  beiden  Kurven  in  gerader  Linie  liegen. 


Achtes  Kapitel. 

Einige  Fufspnnktkurven  vierter  OrÄnnng  der  dreispitzigen 
Hypocykloide. 

75.  Die  im  vorigen  Kapitel  untersuchte  dreispitzige  Hypocykloide 
ist  riicht  nur  wichtig  wegen  der  gi-ofsen  Anzahl  schöner  Eigenschaften, 
die  sie  darbietet,  sondern  auch  weil  sie  den  Ausgangspunkt  für  andere 
bemerkenswerte  Kunden  bildet.  Das  vorliegende  Kapitel,  welchem  die 
Aufgabe  zufällt,  mit  denjenigen  von  diesen  Kurven  bekannt  zu  machen, 

1)  Intvigila,  Studio  geometrico  suW  ipocicloide  trieuspide  (Giotn.  di  Matern. 
XXm',  1885);   C.  WJtta,  Die  Steinei-'scke  Eypoeydoide  (Diae.  Strassburg,  1800). 

S)  Painvin,  Note  sw  Vh/ypocycloiäe  ä  trois  rebroMsements',  (Rom.  Ann. 
2,  Ser.  IX,  1870);   Sinjon,  Anä^scke  Geometrie  (Leipzig  1900)  XIII.  Abschnitt. 

3)  Intoitto  le  emue  di  4'  grado  ehe  ha/rmo  tre  pwnti  di  regresso  di  piima 
speeie  (Annali  di  Tortolini  m,  1862). 

4)  Über  die  Ereeugmig  der  Curven  d^-itter  Klasse  iml  vierter  (h-dnung  diwch 
Betoegung  eitles  Punktes  (Grelle  LXVI,  18S6). 

&)  M.  s.  auch  die  Abh.  von  B.  Beltrami,  8u  alcimi  teoremi  di  Feuerbach 
e  di  Steinei-  (Mem.  dell'  Aoc.  di  Bologna,  3.  Reihe  V,  1875). 
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die  Ton  der  vierten  Ordnung  sind,  möge  dies  beweisen.  Wir  schicken 
zanächst  folgende  Bemerkung  voraus;  Wenn  auf  der  Peripherie  eines 
Kreises  (mit  dem  Centram  0  und  dem  Radios  r)  ein  Punkt  D  ge- 
geben ist  (Taf.  IV,  Fig.  30),  und  man  nimmt  nach  entgegengesetzten 
Richtungen  von  D  aus  zwei  Bogen  derart,  dafs  arc  DS  ^2arcD8', 
so  ist  die  Enveloppe  aller  Geraden  SS'  eine  dreispitzige  Hypo- 
cykloide.  ■ —  Setzen  wir  arcDS  ^  cc,  so  hat  die  öerade  SS',  wenn 
0  der  Anfang,  OD  die  a;-Axe  ist,  die  Gleichung 

X  cos  g-  -j-  y  sin  -  -  ^  r  cos  -"-  ■ (1) 

Da  nun  diese  dieselbe  Gestalt  hat,  wie  (15)  des  vorigen  Kapitels,  so 
ist  die  Richtigkeit  des  ausgesprochenen  Satzes  evident. 

Wenn  man  nun  die  Sehne  SS'  nach  beiden  Seiten  verlängert, 
derart,  dafs  ST  =- S'T'  -^  SS',  so  ist  der  Ort  der  Punkte  T'  die 
dreispitzige  Ilypocykloide,  jedoch  der  Ort  der  Punkte  T  eiae  neue 
Kurve,  deren  analytische  Darstellung  man  folgendermafsen  erhält: 
Sei  H  (s.  dieselbe  Figur)  der  Mittelpunkt  der  Sehne  SS';  da  man 
nun  von  dem  Punkte  0  nach  T,  sowohl  auf  dem  geradlinigen  Wege 
OT  als  auch  auf  dem  gebrochenen  OHT  geben  kann,  so  hat  man, 
indem  man  auf  die  Äxen  projiziert: 

x=ÖH<ios  \  —  lTsin|,     «/ =  "ÖH" sin |  +  iZIf  cos |  ; 

nun  ist   OB'=^»'Cos— ,     2'j?=3rsui~,   daher 

X  ==  r\  cos  -g-  COS  -T d  sin  -^  sm    ■■  , 

II  ^  r]  cos  ~-  sm  — ■  +  d  sm  --  cos  --  , 
^  L         3  2     '  2  2j' 

oder  einfacher 

a;  =  f  (2cos2k  — cosß),  «/ =  r(2sin2K -|- sin«).  .  (2) 
Setzt  man  tg-^-  =  *;  so  erhält  man  für  x  und  y  rationale  gebrochene 
Ausdrücke  vierter  Ordnung,  welche  zu  dem  Schlüsse  berechtigen,  dafs 
die  Kurve,  um  die  es  sich  handelt,  eine  Kurve  vierter  Ordnung  mit 
drei  Knoten  und  drei  einen  Winkel  von  120**  mit  einander  bildenden 
Symmetrieasen  ist.  Wiewohl  diese  Kurve  Stoff  zu  vielerlei  Unter- 
L  gegeben  hat^),  so  wollen  wir  uns  hier  doch  nicht  mit  einer 
1  Untersuchung  derselben  aufhalten. 
Wir  gehen  vielmehr  ziu-  Betrachtung  der  Fufspunktkurve  einer 
dreispitzigen  Hypocykloide  in  Bezug  auf  einen  Punkt  des  einbeschrie- 
benen  Kreises  über.     Sie  ist  eine  Kurve,  die  den  von  G.  de  Long- 


1)  Angegeben  in  der  Abhandlung  von  Brocard,  Le  trifoUtim  (Jou 
ii.  spöc,  1891)  S.  17  doe  Ausaugea. 
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champs^)  ihr  gegelsenen  Namen  Trfefle  oblique  {schiefes  Dreiblatt) 
trägt,  der  auch  TOn  Brocard  angewendet  wird,  dem  Verfasser  einer 
Monographie  über  dieselbe  ^.  Die  Gleichung  der- 
könnte  man  unschwer  vermittelst  der  Gleichung  (1)  einer 
Tangente  der  Hypocykloide  erhalten.  Wir  ziehen  es  jedoch  vor,  sie 
zii  erbalten,  indem  wir  von  folgender  (von  De  Longchamps  ange- 
gebenen) Definition,  durch  welche  sie  allgemein  erhalten  werden  kann, 
ausgehen:  „Gegeben  ein  Kreis  mit  dem  Centrum  0,  ein  Piinkfc  P 
seiner  Peripherie  und  eine  feste  Gerade  r  (Taf.  lY,  Fig.  31);  man  ziehe 
von  P  eine  beliebige  Sehne  PjR;  der  um  B  mit  dem  Radius  PR  be- 
schriebene Kreis  möge  die  durch  ü  zu  r  gezogene  Parallele  in  den 
beiden  Punkten  M,  M'  schneiden,  deren  Ort  dann  ein  „schiefes  Drei- 
blatt" ist')." 

Um  die  Gleichung  desselben  zu  finden,  nehmen  wir  ein  Polar- 
system mit  P  als  Pol  und  dem  Durehmesser  des  gegebenen  Kreises 
FOD  als  Polarase;  nennen  wir  den  Winkel  desselben  mit  der  Ge- 
raden r  tt,  den  Radius  des  genannten  Kreises  a,  tmd  p,{0,  die  Ko- 
ordinaten eines  beliebigen  Punktes  M,  dann  ist 

PiJ  =  2ffl  cos  {2<o  —  k)  ,         9  =  P-M  =  2PE  ■  cos  (o  —  k), 

daher  ist  p  =  4a  cos  (2to  -—  k)  cos  (co  —  «) (tt) 

oder  wenn  man  lieber  will: 

p  =^  2a  eosc)  4"  ^(^  cos(3aj  —  2a)  ....  (.'{') 
die  gewünschte  Gleichung.  Geht  man  za  kartesischen  Koordinaten 
über,  so  wird  diese 

~t^-=Ä(x*  +  y^  +  a;((rS  — 3y=!)eoß2«  +  t/{x^  — 3«/^)sin2ß.  .     (4) 

Aus  deraelben  ergiebt  sich:  Das  schiefe  Dreiblatt  ist  eine  Kurve  vierter 
Ordnung  mit  P  als   dreifachem  Punkte;  die  zugehörigen  Tangenten 

bilden  mit  der  Polaraxe  die  Winkel  -r  '\~  Y '  ~i — ^  "F'  Y  ~^  '^'  ^''^ 
mit  sind  zwei  derselben  zu  einander  senkrecht  und  die  dritte  ist  zur 
festen  Geraden  senkrecht.  Von  der  unendlich  fernen  Geraden  wird 
das  Dreiblatt  in  den  cyklisehen  Punkten  der  Ebene  geschnitten.  Aus 
den  Plücker'schen  Formeln  geht  hervor,  dafs  die  betrachtete  Kurve 
von  der  sechsten  Klasse  ist  und  sechs  Wendepimkte  sowie  vier  Doppel- 
tangenten besitzt,  eine  derselben  ist,  wie  gesagt,  die  unendlich  ferne 
Gerade,  zwei  andere  sind  die  parallel  zu  der  festen  Geraden  gebenden 
Tangenten  an  den  gegebenen  Kreis,   die  letzte  ist  reell  und  im  End- 

1)  Sw  1e  trifoliwm  (Jouru.  de  math.  spdc.  J887). 

2)  S.  die  vor.  Note. 

3)  Es  ist  leicht  einzueehen,  dafa  diese  Konstruktion  als  eine  Taesoadere,  auf 
den  gegebenen  Kteie  angewandte  Transformation  angesehen  werden  kann. 
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Hellen  gelegen  (e.  die  Figar).  Wir  überlassen  es  dem  Leser  mit 
Eenatzimg  der  vorigen  Gleiehnng  au  verifizieren,  dafe  der  gegebene 
Kreis  das  Dreiblatt  aufser  im  Punkte  P  und  in  den  cykliaehen  Punkten 
der  Ebene,  noch  in  den  Ecken  ABC  eines  gleichseitigen  Dreiecks 
schneidet,  dafs  femer  das  Dreiblatt  durch  die  Punkte  Q,  Q'  geht,  in 
denen  die  von  D  zur  festen  Geraden  gezogene  Parallele  von  dem 
Kreise  mit  dem  Centrum  D  und  dem  Radius  DP  geschnitten  wird, 
und  dort  von  den  Senkrechten,  die  von  den  genannten  Punkten  auf 
den  Durchmesser  FD  gefällt  sind,  berührt  wird.     Setzt  man: 

p^=  2ff  cosoj,         4)2=  2»  cos3f-^  —  0)1, 
so  wird  Gleichung  (3')  f  =  Pi  +  Pa! 

nun  stellt  von  den  eben  genannten  Gleichungen  die  erste  den  ge- 
gebenen Kreis  dar,  während  die  zweite  jene  spezielle  „Roaenkurve" 
darstellt,  die  unter  dem  Namen  „gleichseitiges  Xleeblatf  bekannt  ist. 
Man  kann  somit  das  schiefe  Dreiblatt  konstruieren,  indem  man  die 
Vectoren  eines  Kreises  zu  denen  eines  gleichseitigen  geeignet  gelegenen 
Kleeblattes  addiert  ■■). 

76.  Jedem  Werte  des  Winkels  a  entspricht  ein  besonderes  Drei- 
blatt. Besonders  erwähnenswert  sind  diejenigen,  die  entstehen,  wenn 
ß  =  0  oder  ce  =  -^  ist.  Die  Polargleichung  des  ersteren  ist  (wenn 
der  Kürze  halber  ia  '^  d  gesetzt  wh'd) 

p  =  r7.  cos9>  ■  cos2q[i (5) 

oder  auch  q  =  d  cos  <p  ^  d  eos  (p  sin^  (p (5') 

während  die  der  zweiten  Kurve  lautet 

i)  =  4flsinoj-sin2G) (6) 

Die  durch  die  Gleichung  (5)  und  (6)  dargestellten  Kurven  wurden 
von  G.  de  Longehamps  gefunden,  der  sie  bezw.  Trifolium  droit 
(gerades  Dreiblatt)  und  Feuille  double  droit  (gerades  Zwei- 
blatt) nannte;  er  gab  auch  eine  besondere  Art  der  Erzeugung  für 
die  erstere  an,  sowie  ein  Verfahren,  welches  wir  noch  darlegen  werden, 
um  eine  noch  allgemeinere  Kurve  als  die  zweite  zu  finden. 

I.  „Gegeben  sei  eine  Strecke  00'  =  (?  (s.  Taf.  IV,  Fig.  32).  Man 
ziehe  durch  0  einen  beliebigen  Strahl,  auf  welchen  man  das  Lot  O'M 
fällt;    M'  sei  symmetrisch  zu  M  in  Bezug  auf  00'  und  P  sei   der 

1)  Eine  andere  Braeugung  ist  in  der  Gueetion  32,  die  von  Broeard  im 
Frog^-iso  (Bd.  I,  S.  394)  vorgelegt  und  im  Bd.  III,  S.  241  u.  261  gelöst  wurde, 
entlialten.  Sie  hat  folgenden  Wortlaut:  „Uu  hilo  de  longitud  d  eeta  ^o  ä,  un 
pnnto  A  de  nna  circumferenoia  de  radio  ff,  y  Ueva  en  au  otro  exh'ano  un  peao 
M  qne  lo  tiende.  El  hilo  pasa  per  un  peciueno  anillo  B  qne  se  mueve  ä  lo 
largo  de  la  circumferenoia  OA.    Hallar  el  lugar  de  los  puntos  M." 
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Fufspunkt  des  von  M'  auf  031  gefällten  Lotes;  der  Ort  der  Punkte 
P  ist  ein  gerades  Dreiblatt^)."  Um  die  Gleidiung  desselben  zu  finden, 
nehmen  wir  0  als  Pol  und  00'  als  Polai'ase,  nennen  H  den  Schnitt- 
punkt von  MM'  mit  0(7;  man  hat  dann  suceeasive: 

0M=  dcoam,  MH=  Oili  ■  sinra  =  (üsinca  ■  cos  ra, 

jM"lf'=2rfsin(o  -coscj,     Pilf  =  JjfJ/"'.  sinw  =  adsin^ra  -costa, 
und  da  nun  ^  =  OF  =  OM  ~  FM,  ergiebt  sieh 
Q  =  d  cos  CO  —  2d  cos  ca  ■  sin^  m, 
welche  Gleichung  mit  (5')  übereinstimmt.     Die  zugehörige  kartesische 
Gleichung  ^^a  _^  ^^^^  _  ^^  ^^a  _  y«)  =  0 

läfat  erkennen,  dafs  die  Kurve  aus  drei  BHttem  bestellt,  von  denen  zwei 
zu  einander  in  Bezug  auf  00'  symmetrisch  sind,  das  dritte  ist  selbst 
symmetrisch  in  Bezug  auf  diese  Gerade;  die  Tangenten  an  die  Kurve 
in  dem  dreifachen  Punkte  0  sind  die  «/-Ase  und  die  Winkelhalbierer 
der  Axenwinkel;  aufser  der  unendlich  fernen  Geraden  sind  Doppel- 
tangenten der  Kurve  die  drei  Geraden  x  -\-  -^  =  0 ,   V  ^t  =  0- 

Das  gerade  Dreiblatt  hat  eine  sehr  grol'se  Ähnlichkeit  der  Gestalt 
mit  einer  rationalen  Kurve  vierter  Ordnung,  die  vor  150  Jahren  von 
G.  Gramer  betrachtet  wurdei  der  sie  als  „nne  espece  de  trefle"  be- 
zeichnete, das  auf  folgende  Weise  erzeugt  werden  könne^);  „Gegeben 
ein  Kreis  mit  dem  Centrum  C  und  dem  Radius  r,  sowie  ein  Punkt  0 
seiner  Peripherie;  man  nehme  als  Äsen  zwei  Geraden  durch  0,  die 
mit  OC  die  Winkel  "-  bilden;  ist  nun  NP  als  Ordinate  eines  be- 
liebigen Punktes  des  Kreises  gezeichnet,  ho  zeichne  man  den  Punkt 
M  derart,  dafs  MP^=  ON-  NP  und  betrachte  dessen  geometrischen 
Ort.     Die  Gleichung  desselben  ist  ei-sichtlich 


,{y7' 


1/2/        yaM    -     .     .     .     (T) 
oder  a^  +  J/*  —  2ax(x^  —  j/^)  =  0        j 

■wenn  man  zm-  Vereinfachung  r  =  ay2  setzt.  Das  Cramer'sehe 
Dreiblatt  ist  demnach  eine  Kurve  vierter  Ordnung  mit  0  als  drei- 
fachem Punkte,  der  Geraden  a; -|- «(^2  —  1)  =  0  als  Doppel- 
tangente  u.  s.  w.;  sie  geht  aber  nicht  dui^eh  die  cyklischen  Punkte. 

II,  „Gegeben  ein  rechter  Winkel  AOB,  auf  dessen  Schenkeln 
die  Punkte  A  und  B  markiert  sind.  Auf  eine  beliebige  durch  B  ge- 
zogene Gerade  fälle  man   das  Lot  AM  (Taf.  V,  Fig.  33);  wenn  nun 


1)  G.  de  Loiigchampa,  Essai  sur  la  geometi'ie  de  la  regle  et  de  l'eqaen-e 
(Paris  1890)  S.  125. 

2)  Introäuctimi  ä  i'anahise  des  Ugnes  cowbes  algeln-igwes  (Genf  1760)  S.  421. 
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MH  seukreclit  zu  OA  imd  HP  eenkrechfc  zu  AM,  ao  ist  der  Ort 
der  Punkte  P  ein  schiefes  Zweiblatt^)."  Um  dessen  Gleichung  zu 
finden,  bezeichnen  wir  die  Entfernungen  OA,  OB  mit  a,  h,  nehmen 
A  als  Pol  und  AO  als  Polarase.  Pi'ojiaieren  wir  den  Linienzug 
AOBM  auf  AM,  so  erhalten  wir 

AM  ^  a  cos  CD  -j-  h  sin  to. 
Anderseits  liaben  wir 

Q  ■=  AP  ==^  AH  ■  cosw  '=  AM-  cos^ ra , 
daher  sehliefslich 

e  =  (i  cos^  (0 -{- 6  sin  (0  cos^  e> (8) 

die  gesuchte  Gleichung  ist.     Die  entsprechende  kartesische  lautet 

{i'  +  fy-i'iax  +  tf) (9) 

Das  schiefe  Zweiblatt  hat  eiuen  dreifachen  Punkt  in  A;  die  ent- 
sprechenden Tangenten  sind  die  y-Äxe,  doppelt  gezählt,  und  die  Ge- 
rade aa:  -j-  Jj/  =  0.     Im  Spezialfälle  a  =  0  werden  (8)  und  (9)  zu 

p  =  ö-sino3COS^w  .  .  (8")-  {x^-\-y'^^  =  hx^y  .  .  (O") 
Die  erstere  yerwandelt  sich  in  Gleichung  (6),  wenn  man  6  in  Sa,  to  in 
"2  —  ta  verwandelt,  wahi'end  die  zweite  Gleichung  beweist,  dafs  die 
dargestellte  Kurve  symmetrisch  zur  i/-Ase  ist;  daher  der  Name  ge- 
rades Zweiblatt,  den  sie  erhalten  hat  (s.  Taf.  ¥,  Fig.  34). 

Aus  (9')  kann  man  ableiten,  indem  man  x  und  y  vertauscht  und 
statt  ö  4ß  setzt 

,-  +  ya±yux-i?; (n 

daher  gehört  das  gerade  Zweiblatt  zur  Klasse  dei'jenigen  Kurven, 
denen  das  Kap.  10  gewidmet  ist.  Ea  löat  eine  von  Montncci  in  den 
Nomdles  Annales  im  Jalire  1857  (S.  449)  vorgelegte  Frage,  und  ist 
identisch  mit  der  Duplicatris-Kurve,  die  von  demselben  Geometer 
in  der  Arbeit  liesokiÜon  de  l'equation  du  5^  degre  (Paris  1869)  an- 
gewendet wird.  Wir  bemerken  noch,  dafs  die  Gleichung  (9")  für  die 
Untersuchung  des  geraden  Zweiblattes  sehr  nützlich  ist^):  sie  führt 
:  Bestimmung  der  Fläche  der  Kurve 

i  { fiyüx  +  yux  —'x^)  dx  —  j'iyax  —  y^x  —  x^)  äx  [ 


Af^at 


Ea  soll  nicht  übei^angen  werden,   dafa   in  der  Introduction  von. 
Gramer   sich   noch   eine  Kurve   findet,   deren   Gestalt   dem   geraden 


1)  G.  de  Longchamps,  Essai  S.  122, 

2)  Vgl,  Eigö,  Swr  le  folmn  double  (Journ,  de  Math.  spfo.  1896), 
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Zweiblatt  sehr  älmlieli  ist.  Ihre  Erzeugung  ist  folgende*):  „Gegeben 
ein  Kreia  mit  dem  Centram  G  und  dem  Hadina  r,  einer  seiner  Dnrcli- 
messer  OD  und  die  Tangente  in  dem  Endpunkte  D;  man  nehme 
eine  Strecke  MN,  die  parallel  zu  OD  zwischen  der  Peripherie  und 
der  Tangente  belegen  ist,  trage  auf  der  zugehörigen  Geraden  das  Stück 
JVP  =  yÖN-  NM  ab,  und  betrachte  den  Ort  des  Punktes  P."  Dieser 
hat  zur  Gleichung  a^  +  ^  =  2axy^  und  eine  einfache  Diskusaion  be- 
weist die  Ähnlichkeit  in  der  Gestalt  mit  dem  geraden  Zweiblatt. 

77.  "Wir  haben  in  den  beiden  vorigen  Nummern  gesehen,  dafs 
das  allgemeine  Dreiblatt  oder  Trifolium  als  Spezialfälle  das  gerade 
Dreiblatt  und  das  gerade  Zweiblatt  hat,  während  das  regu^^re  Drei- 
blatt, dessen  wir  beiläufig  am  Schlüsse  von  Nr.  75  Erwähnung  ge- 
than  haben,  nicht  dazu  gehört.  Nun  hat  Broeard  bemerkt^),  dafs  es 
noch  eine  andere  Fufspunktkurve  der  dreispitzigen  Hypooykloide  giebt, 
deren  Spezialfälle  die  sämtUchen  drei  Kurven  sind  und  noch  andere. 
Es  ist  die  Fufspunktkurve  in  Bezug  auf  einen  Punkt  Ä  der  Spitzen- 
tangeuten.  Um  die  Gleichung  derselben  zu  bilden,  bezeichnen  wir 
mit  a  die  Abscisse  des  Punktes  A  und  beachten,  dafs  das  von  A  auf 
die  Gerade  (1)  gefällte  Lot  die  Gleichung  hat 

{x  ■ —  d)  sin— ^  j/cos—  =  0. 

Die  Gleichung  der  Brocard'sehen  Fufspunktkurve  erhalten 
wir  nun  durch  Elimination  von  a  aus  dieser  Gleichung  und  aus  (1). 
Nun  giebt  diese  Gleichung 


so  dafs,  wenn  man  (1)  folgendermafsen  schreibt 

a^cos—  -j-  )/  sm-g-  =  r  cos^—  ~  acos-g-  sm^---  , 
.  alsbald   folgende   analytische  Darstellung   der   fraglichen  Kuitb 


\^r,(x~a)  +  y'^l(x-d)'  +  y'i  =  r{x-a)\ix^a)'--iy-'-\.{W) 
Verlegen  wir  den  Anfang  nach  A  und  gehen  dann  zu  Polarkoordinateu 
über,  so  erhalten  wir  die  anderen  Gleichungen 

(x'  +  y'  +  üx)l^x''  +  f)~rx{x'-^!l')..    .    .     (11) 

Q  =  (^  —  a^  cos  0)  —  4r  cos  to  sin  e»     .     .     .     .     (12) 

oder  p  =  —  («  +  Sr)  cos  ra  +  4r  cos^  o      .     .     .     .    (12') 

Gleichung  (11)  läfst  erkennen,   dafs  die  Broeard'sche  FufspunktkuiTe 

eine   rationale   cirkulafe  Kurve  vierter  Ordnung  ist  mit  A  als  dfei- 


1)  Gramer,  h-Arodiictkm  S.  413. 

2)  S,  die  oben  eitierte  Monographie  S.  20  tt',  des  Awanuges. 
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faehem  Punkte;  von  den  zugehörigen  Tangenten  ist  eine  (die  j/-Axe) 
immer  reell,  die  anderen  (symmetriscli  zu  Ox)  sind  ee,  wenn  A  inner- 
halb des  mit  r  um  0  beschriebenen  Kreises  li^t;  in  diesem  Falle  be- 
steht die  Kurve  aus  drei  (reellen)  Blättern,  die  ku  je  zweien  di-ei  ge- 
meinsame Tangenten  haben;  diese  und  die  unendlich  ferne  Gerade  sind 
Doppeltangenten  der  Kurve  u.  s.  w. 

Die  Gleichungen  (12)  und  (12')  hingegen  lassen  die  hervoiTagen- 
deren  Spezialfälle  sehr  gut  erkennen 

1)  Wenn  ffl  +  3j-  =  0,  so  wird  (12')  p  =  ir  cos^m,  welche  Glei- 
chung, wie  wii-  Absehn.  V,  Kap.  11  sehen  wenden,  eine  sekun- 
däre Proportionatris  darstellt. 

2)  Wenn  a  =  r,  wird  (12) 

ß  =  —  ir  coato  sin^ra  ^  -—  2r  sinra  sinSro, 
welches,  wie  wir  gesehen  haben,   die   Gleichung  eines  geraden 
Zweiblattes  ist. 

3)  Machen  wir  in  (12)  r  —  a  =  ä,  2r  ^^  d,  so  bekommen  wü-  die 
Gleichung  einea  geraden  Dreiblattes. 

4)  Setzen  wir  endlich  a  =  0,  so  wird  (12') 

p  ^=  r(4cos^(0  —  äcosoj)  ^  r  cosSoj, 

die  Gleichung  eines  reguMren  Trifoliums. 

Somit  ist  unsere  Behauptung  am  Anfange  dieser  Nummer  bewiesen 
und  zu  gleicher  Zeit  eine  gemeinsame  Art  der  Eraeugung  für  alle 
vier  speziellen  Kurven  angegeben. 


Neuntes  Kapitel. 
Die  Cartesisehen  Ovale. 

78.  Werfen  wu-  einen  Blick  auf  die  vier  vorhergehenden  Kapitel, 
80  erkennen  wir  leicht  das  sie  verknüpfende  Band.  Nach  der  Be- 
trachtung der  Konchoide  des  Nikomedes  (Kap.  5)  beschäftigten  wir 
uns  mit  den  Verallgemeineiningen,  die  sie  erfahren  kann,  insbesondere 
mit  den  Kreis-Konchoiden  (Kap.  6);  da  eine  dei-selben  eine  di-eispitzige 
Kurve  vierter  Ordnung  ist,  so  wurden  wir  veranlafst,  eine  andere 
spezielle  Kurve  mit  derselben  Eigenschaft  zu  betrachten,  nämlich  die 
dreispitzige  Hypocykloide  (Kap.  7),  und  darauf  gewisse  Kui-ven  vierter 
Ordnung,  die  sich  von  dieser  herleiten  (Kap.  8). 

Nachdem  wir  nun  diese  Gruppe  erschöpft  haben,  nehmen  wir 
die  chronologische  Anordniing  wieder  auf,  von  der  wir  uns  nur  dann 
frei  machen,  wenn  der  logische  Zusammenhang  es  erfordert,  und 
knüpfen   an   eine    Bemerkung   von   Descartes    im  IL  Buche    seiner 
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Geomärie  an.  Daseiest  teilt  er,  um  au  einem  neuen  Beispiele  die 
von  ihm  erfundenen  neuen  Methoden  zu  illustrieren,  die  Definition 
und  die  Haupteigenachaften  mit  „de  certainea  ovales  ijue  vous  veiTez 
etre  tres-utÜes  pour  la  th^orie  de  la  catoptrique"*).  Es  sind  die- 
jenigen Kurven,  die  man  gewöinlieh  die  Cartesisehen  Ovale  nennt^). 
Descartes  giebt  von  itnen  folgende  Erzeugung,  indem  er  diejenigen 
Betrachtungen,  die  zu  ihrer  Entdeckung  geführt  haben,  verheimlicht: 
„Es  seien  zwei  Punkte  F,  G  gegeben  und  eine  Gerade  r,  die  FG 
in  A  schneidet  (Taf.  V,  Fig.  35) ;  man  beschreibe  um  F  einen  Ereis  mit 
beliebigem  Radius,  und  B  sei  einer  der  beiden  Schnitte  desselben  mit 
der  Geraden  FG.  Man  bestimme  nun  auf  *■  einen  Pimkfc  G  derart,  date 
-jp  =  Z,  wo  A  eine  Konstante  (den  Brechungsindex)  bedeutet;  „ä  sa^ 
voir  Celle  qui  mesure  les  refractione,  si  on  veut  s'en  servir  pour  la 
dioptrique".  Man  nehme  auf  r  auch  die  Strecke  AB^^  AG  und  be- 
schreibe um  G  als  Mittelpunkt  und  mit  dem  Radius  CR  einen  zweiten 
Ki'eis,  der  den  schon  beschriebenen  in  M  schneidet.  Der  Ort  der 
Punkte  M  ist  ein  Cartesisches  Oval." 

Aus  dieser  ziemlich  komplizierfen  Konstruktion  kann  man  leicht 
eine  elegante  Eigenschaft  ableiten,  die  zur  Charakterisierung  der  hier 
betrachteten  KuiTen  sehr  geeignet  ist.  Beachten  wir  nämlich,  dafs 
infolge  der  Konstruktion 

FM  =  FB  =  FÄ  -\-  AB  ^^  FA.  +  jAC, 
GM  =  EC  ^AC  —AR  =  AC-AG, 
so  hat  man  ferner: 

7.-FM-~  GM  ==  X  ■  AF  —  AG\ 
oder  wenn  inan  der  gröföeren  Symmetrie  wegen  J.  =  —  —  setzt 

fj,  ■  MF  -\-  V  MG  =  ii  ■  AF  —  V  AG; 
nun  ist  die  rechte  Seite  eine  bekannte  Gröfse;  setzeii  wir  daher 

j,.  AF—vAG  =  l, (1) 

so  erhalten  wir  (j,  ■  MF -^  v  MG  =-1, (2) 


1)  La  geomitrie  de  Beni  Descmies  (Nouv    ed   I  ans  l8Rbj  ^  H  ff. 

2)  Vaü^e  {Memoire  mr  la  vision,  Mom  des  Savants  ^ti  XII,  1854)  ge- 
braucht den  Namen  Opioide,  der  jedoch  bald  in  Tergessenheit  geriet.  —  Betr. 
der  Bibliographie  a.Liguine,  Liste  des  trataut  i«  lei  oiaJe'<  de  Descaiies{B\ill. 
des  Sciences  mathfeiatiques  2.  Ser.  VI,  1882)  —  Wir  fugen  noch  hinzu,  dafs 
De  Ilairan  andere  Kurven  vierter  Ordnung  het» achtete  die  m  der  mathem. 
Theorie  des  Lichts  Anwendung  finden;  so  sind  die  anakiaEtischen  (Strahlen- 

brechunga-)  Kurven  mit  der  Gleichung  '^  J* ,.  ^  A,:^-L  =  ^  ■     (S,  die  Abb. 
8m'  la  refraclAon  des  corps  in  den  Mi5m.  de  l'Acad.  des  Sciences,  Paris  1740). 
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welche  Gleichung  aussagt:  Ein  Carteaisclies  Oval  ist  der  Ort  der- 
jenigen Punkte,  deren  Abstände  von  zwei  festen  Pnnkten,  multipli- 
ziert mit  gegebenen  Zahlen,  eine  konstante  Summe  ergeben^).  Ein 
Vergleicli  von  (2)  mit  (1)  zeigt,  dafs  das  Oval  dureh  den  Punkt  A 
geht;  wird  n  =  v,  so  läfst  (2)  erkennen,  dafa  dann  daa  Oval  zu  einer 
Ellipse  mit  den  Brennpunkten  F  und  G  wird,  und  wenn  v  ^=  —  ^ 
eine  Hyperbel,  welche  Fälle  wir  aus  unseren  Betrachtungen  beständig 
ausBcMiersen. 

Eine  unmittelbare  Folgerung  aus  Gleichung  (2)  ist  die,  dafs  das 
Cartesisehe  Oval  zu  derjenigen  Kategorie  von  Kurven  gehöi-t,  die  ge- 
bildet wird  von  den  Örtem  der  Punkte,  deren  Abstände  von  n  festen 
Polen,  multipliziert  mit  beliebigen  Konstanten,  eine  konstante  Summe 
geben.  Man  erhält  nun  bekanntlich  die  Noi-male  eines  aolchen  Ortes 
im  Punkte  M,  wenn  man  von  M  aus  zu  diesen  Polen  hin  Strecken 
zeiehnet,  die  jenen  Konstanten  proportional  sind,  und  deren  Resul- 
tierende konstruiert^).  Insbesondere  um  für  das  Oval  die  Normale 
im  Punkte  M  zu  konstruieren,  nehmen  wir  auf  den  Geraden  MF 
und  MG  zwei  Punkte  P  und  Q  derai-t,  dafs  =  — —  und  ver- 
vollständigen das  Parallelogi-amm  FMQN;  seine  Dit^onale  MN  wird 
die  Normale  sein.  Wenn  wir  nun  die  "Winkel  FMN  und  GMN 
mit  *  und  r  bezeichnen,  so  haben  wir  -. — ;  =  -:^ — r,  welche  Gleichung 
mit  der  vor^en  verglichen  ergiebt:  —. — r  =  — ^A.  Dies  zeigt,  dafs, 
wenn  ein  Cartesisches  Oval  die  Trennungsliuie  zweier  Medien  bildet, 
deren  Erechungsmdex  gleich  3.  ist,  ein  von  F  ausgehendes  Lichtstrahlen- 
büschel sich  in  ein  Büschel  vou  Strahlen  verwandelt,  die  in  G  zu- 
sammenlaufen^); daher  die  Wichtigkeit  der  besprochenen  KuiTe  für 
die  Optik,  und  die  Erklärung  dafür,  dafs  man  die  beiden  Punkte  7^' 
und  G  gewöhnlich  die  Brennpunkte  nennt,  sowie  der  Name  apla- 
netische  Linie  (d,  h.  Linie  ohne  Abweichung),  den  mau  dieser  Kurve 
gegeben  hat. 

79.  Nehmen  wir  den  Brennpunkt  F  als  Pol,  nennen  die  Ent- 
fernung FG  h,  und  die  Polarkoordinaten  9,0,  so  nimmt  (2)  folgendes 

Aussehen  an:  ,      _/-§ s — 1 — -f  vo       j 

ft^  -\-  vy^'  ^  JfQk  cosej  +  /»"  =  (, 

oder         (i/ä~(t^)pä  +  2p(,ii  — i'^Äcoso)  +  »'*fc*  — (2  =  0.     .     (3) 

1)  Die  Gl.  (3)  ist  eigentlich  die  bipolare  Gleichung  des  Ovala  für  ein 
Koordinaten-Sjstein,  daa  die  festen  Punkte  F  und  G  als  Pole  hat.  Von  diesem 
Geaichtspunltte  aus  ist  diese  Gleichung  schon  reichlich  ausgebeutet  worden. 

a)  Peano,  AppUcaeioni  geometriche  del  ealcolo  infimtemmale  (Torino  1887) 
S.  140. 

8)  Zu  denselben  Scblüssen  gelangte  Prenet  {Eecueil  d'eaxreises  sm-  le  ealcul 
mßnitiiimal,  3.  Aufl.  Paris  1873,  S,  3S1),  indem,  er  einige  allgemeine  Fonneln 
anwandte;  somit  lieferte  er  analytisch,  was  Cartesius  synthetisch  darlegte. 
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In  dem  speziellen  Falle,   dafs  v  ^  j,  vereinfacM  aicb  diese  Gleiehyiig 

und  wird  2hv^  2iil 

P  —  ,-■'"— ,1^  '^'^^'^         v'  —  ii,^ 
und,    ivegen   Gleichung  (3)   in  Kr.  70,   besagt   diese    Gleichung:    Die 
Pascal'sclie  Sclineclte  ist  eiu  specielles  Cartesisches  Oval. 

An  dieser  Stelle  dürfte  es  ai^ebracht  sein  zu  bemerken,  dafs 
Chaslea  glaubte  eine  geometrische  Transformation  gefunden  zu  haben, 
durch  die  ein  Kreis  in  ein  Cartesiscbea  OyaJ  übergehe^),  während 
diese  nur  eine  Paacarache  Schnecke  giebt^).  Wenn  man  nämlich  auf 
den  Kreis  p*  —  2ftp  eo3(o-j-6^  =  0  die  dm'ch  die  Formeln  p  =  "l/m^|, 
o  =  -J-  gekennzeichnete  Transformation  anwendet,  so  erhält  man  die 
Kui-ve  mit  der  Gleichung: 

[m\x^  -\-  y')  —  2ma^x  +  6*]  ~  Im'' (a^  —  iy  {x^  +  j/ä)  =  0; 
diese  ist  eine  Sehnecke  mit  dem  Punkte  x  =  ^,  P  ^^  als  Doppel- 
punkt.    Wenn  man  dagegen  auf  die  Schnecke  mit  der  Gleichung 
Q-^  =  a  -{'  i  cos  Oj 

die  Transformation  ea  =  cjj,    p  ^  -'  ~    „' anwendet,   so  erhält 

man  die  Kurve  mit  der  Polai-gleichung: 

?'  —  9  («  +  ö  cos  K.)  +  ^  =  0, 
und  diese  Kui-ve  ist  somit  ein  Cartesisches  Oval'). 

Die  aus  den  vorhergehenden  Betrachtungen  sich  ergehende  Kon- 
stiniktion  der  Ovale  bietet  ein  erheblieh  geringeres  Interesse,  als  die 
andere,  die  wir  nun  darlegen  wollen:  Wenn  «',  b'  die  Koordinaten  von 
F  sind  und  a",  h"  die  von  G,  so  kann  man  Gleichung  (2)  schreiben 
f,y{x~d)'  +  (y-Vf  +  ,y(x-dJ+(y^Vy-  I;  .  (4) 
nun  ist  es  immer  möglich,  auf  unendlich  viele  Weisen  zwei  Längen 
/  und  r"  zu  bestimmen  derart,  dafs 

lir'  +  vr"  =  l. 
Infolgedessen,  kann  (4)  gesehriehen  werden  als 


y(^-0'  +  (^-6") 


1)  Aper^  historique,  Note  SXI 

3)  Der  Irrtum  von  Chasles  wuide  schon  1«50  beseitigt  von  Cayley  (Ad- 
dition alt  memoire  mr  guelgues  tran&mutcritons  des  hgnes  combes,  Journ.  de  Math. 
XT),  und  nenerdinga  von  M.  d'Ocagne  (Sar  wn  mode  de  g^fieration  des  ovales 
de  Deseartes  C.  B.  XCVH,  1883). 

3)  Cayley,  Ifote  on  the  theoite  of  caitesiani,  {Quarterly  Joura.  XV,  1878); 
vgl.  auch  den  vorhergehenden  Aufsatz  deaselbeii  Verf. ;  Ott  iJie  mechanical  de- 
seription  of  a  cm-fesian  (Das.  SIII,  1875J. 
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Nun  giebt  der  Zähler  auf  der  Haken  Seite  den  Abstaad  des  Punktes 
{x,  y)  von  dem  Kreise  F'  mit  dem  Mittelpunkte  {a',  V)  und  dem 
iladine  /  an;  eine  UlmlicliB  Bedeutung  hat  der  Nenner  in  Bezug  auf 
den  Ki«is  V"  mit  dem  Centrum  (a",  V")  und  dem  Radius  r".  Man 
folgert  daraus,  mit  Newton;  Ein  Cartesisclies  Oval  kann  als  Ort  dei" 
Punkte  betraclitet  werdea,  deren  Abstände  von  zwei  festen  Kreisen 
in  einem  gegebenen  Verhältnisse  stehen^). 

Aus  diesem  Satze  läfst  sich  eine  andere  von  Chasles  entdeckte 
Erzeugung  ableiten,  die  durch  folgenden  Satz  wiedergegeben  wird: 
Gegeben  zwei  Kreise  F'  und  F"  und  ein  Punkt  0  ihrer  Cen- 
trale O'O".  Läfst  man  um  0  eine  Gerade  t  rotieren,  welche 
die  Peripherieen  in  den  Punkten  Pi,Pg;  Pi",  P^'  schneidet,  so 
treffen  sich  die  Radien  O'p;  und  0' Vl^  von  r  mit  den  Radien 
0"Fi  und  0"!'^  von  T"  in  vier  Punkten  M,  deren  Ort  ein 
Cartesisches  Oval  ist.  Beti-achtet  man  nämlich  das  Dreieck 
MOG',  das  von  der  Geraden  t  in  den  Punkten  0,  Pi,  ~P'i  gesclmitten 
wird,  so  ist  ^^TTj  ■  ■jTph  ■  Typ'  ^  1 1  "-iitd  daher  (wenn  r,r  die  Rar 
=  -^  ■  -^  =  const.;  und  diese 
Beziehung  führt,  auf  Grund  des  Newton'schen  Satzes,  leicht  zu  dem 
Schlüsse  auf  deu  Chasles'schen  Satz.  Dieser  Satz,  weni^Ieich  nur  ein 
Corollar  des  vorigen,  ist  nicht  nur  wichtig,  vreil  er  eine  leichte  Weise 
die  Kurve  punktweise  zu  zeichnen  liefei-t,  sondern  auch  weil  er  zu 
einer  sehr  guten  Konstruktion  der  Tangente  führt:  schon  Chaeles 
machte  die  Bemerkung,  dafs  die  Tangente  in  M  und  die  Tan- 
genten an  r"  und  F"  in  den  entsprechenden  Punkten  in  ein 
und  denselben  Punkt  zusammenlaufen.  Aus  demselben  Satze 
kann  man  auch  entnehmen,  dafs  die  vollständige  Caitesische  Kurve 
nicht  aus  einem  einzigen  Ovale  besteht  (wie  Descaite'f  und  seine 
unmittelbaren  Nachfolger  glaubten),  sondern  wie  Chasles  bemerkte, 
aus  zwei  konjugierten  Ovalen,  die  keinen  Punkt  im  Endlichen 
gemeinsam  haben. 

Die  Gleichung  (4)  führt  uns  auch  zu  einer  stereometiischeu  Er- 
zeugung der  betrachteten  Km-ve^).  Betrachten  wir  i^mlich  zwei 
Rotationskegel  mit  parallelen  Axen,  so  kann  man  dieselben  durch 
folgende  Gleichungen  dargestellt  erhalten: 

(i _ a~y  +  (, - n" -  ''"''fr" , 

1)  Fküosophiae  naturalis  Piitictpia  mathemaiica  Buch  I,  Sata  XIV, 

2)  F.  J.  (Gabriel  Marie>,  Evercises  de  g^omfbiie  diseuptive  (3  Äuü.  Tours 
et  Paris,  1893)  S.  69S.  Augen^chembch  v^i  diese  Erzeugung  ein  'Spezialfall  der 
au  Anfang  von  Nr,  58  für  aÜP  elliptisrhcji  Kunen  vieitei  Oidnimg  s 
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die  Projektion  der  Scimittlinie  dieser  teiden  Oberflächen  anf  die 
aiy-Ebene  wird  mm  durch  eine  Gleichung  dargestellt  werden,  die  sich 
ergiebt,  wenn  man  aus  den  letzten  Gleichungen  s  eliminiert;  dies  giebt; 
ft'' 


Da  nun  diese  Gleichui^  dieselbe  Gestalt  wie  (4)  hat,  so  sehliefst  man: 
Die  Schnittlinie  zweier  Rotationskegel  mit  parallelen  Äxcn  projiziert 
sich  auf  eine  zu  diesen  Axen  senkrechte  Ebene  in  ein  Cartesisches 
Oval. 

Dies  sind  wohl  die  interessantesten,  jedoch  nicht  die  einzigen 
Alien,  die  aplanetischen  Kurven  zu  erzeugen;  wir  können  ui^  jedoch 
mit  der  Darlegung  derselben  nicht  weiter  aufhalten  und  verweisen 
den,  der  die  Übrigen  kennen  lernen  will,  auf  die  Note  XSI  des  Aper^ 


80.  Die  interessantesten  Eigenschaften  der  Cartesischen  Ovale 
ergeben  sich  aus  der  Untersuchimg  ihres  Verhaltens  im  Unendlichen. 
Um  dieses  zu  bestimmen,  nehmen  wir  wieder  die  Gleichung  (4)  und 
setzen  der  Einfachheit  halber  a  ^  —  d' ^  a,  i'=('"=0;  setzen 
wir  ferner  ^  +  *J/  ^  y,   ^  —  iy  =  -^,  so  wird  diese 

mV«  -  «0(1  ~  «e  +  ^V{i  +  «OCf  +  ^  -  «, 

oder,  wenn  wir  die  Wurzeln  wegschaffen, 

[^^(1  -  ^i){n  -  «0  -  v^Ci  +  «0(^  +  «ÖP 
-  2n^i^\l  -  ai)(:n  -  «0  +  --'{l  +  '^t){n  +  «Ol  +  H'  =  o.  (6) 

Diese  zeigt,  dafs  die  beiden  Punkte  (|  =  0,  £  =  0),  (^  =  0,  £  =  0), 
d.  h.  die  beiden  cyklischen  Punkte  der  Ebene  Doppelpunkte  der 
Kurve  (6)  sind.  Die  Tangenten  in  dem  ersteren  (in  |,  i;,  £  ausge- 
druckt) werden  geraeinsam  durch  die  Gleichung 

[;.-(S-«0-«'(l  +  «e]'-0 
dargestellt,    daher   ist  dieser  Punkt  eine  Spitze^),  und   die   Spitzen- 
tangente hat  die  Gleichung  %  =  -;_  ^ag;  in  kartcsischon  Koordinaten 
dagegen  wird  sie  durch  x  -\-  iy  ^    ,_  i^  wiedergegeben. 

Ebenso  ist  der  andere  Kreispunkt  auch  eine  Spitze  und  die  kar- 
tesisehe  Gleicbimg  der  zugehörigen  Tangente  x  —  ij/ = --j^— jß- 

1)  Diese  wiclitsge  Bpmeiknng  rührt  lon  Cajley  ter  {b.  die  o.  a.  Addition 
au  inimoire  s»r  guel]ues  ti ammutattons  des  Ugne$  comhes),  der  Bomit  die  Be- 
hauptung von  ChaBles  dafs  die  cji-liscien  Punkte  Doppelpnakte  dee  Ovale  seien, 
berichtigte.  Infolgedpisen  ist  es  vcn  dei  6  ,  nicht,  wie  der  lierühmte  fran- 
zösische Geometer  innahm   inn  dei  S   Klisse 
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Die  beiden  so  gefundenen  Spitzentangenten  schneiden  sich  in  dem 
reellen  Punkte  mit  den  Koordinaten 

»-^i^«'    »-»; (') 

und  dieser  ist  ein  aufs  er  ordentlicher  mehrfacher  Brennpunkt  der  Kurve. 
Um  die  gewöhnlichen  Brennpunkte  zu  finden,  suchen  wir  die- 
jenigen Tangenten  auf,  die  sich  von  dem  Punkte  |  =  0,  £  =  0  an 
das  Oval  (6)  ziehen  lassen.  Setzen  wir  zu  dem  Zwecke  in  Gleichung  (6) 
£  =  ft| ;  die  resultierende  GieiehYmg  ist  teilbar  durch  |^,  und  wir 
wählen  h  so,  dal's  nach  Abseheidung  dieses  Faktors  man  eine  Glei- 
chung in  -j  mit  einer  zweifachen  Wurzel  hat.  Damit  dies  eintrete,  mufs 
k  der  Bedingung  geniigen 

(p" -?')(;.!■ +  3«j,)_0, 
WO  wir  der  Kürze  wegen 

fL^(l  —  ak)  —  v\l  +  ah)  =  p,       ii^(i  —  ak)  ^  v^(l  +  aJc)  ^  q 
gesetzt  haben.     Nun  zerfällt  diese  Gleichung  in  folgende  drei 

jj  — 5  =  0,     ^  +  3  =  0,       ÄI^  +  2ai)  =  0, 
welche  für       die  drei  Werte  geben 

Folglich  kann  man  von  dem  cjklischen  Punkte  §  ==  0,  g  =  0  an  das 
Oval  (6)  drei  Tangenten  ziehen,  die  bezw.  die  drei  Gleichungen  haben 

a!  +  .y  =  a,       x  +  ty^-a,       x +  iy  =  a^~-~,  -  ^^~^-^- 

ebenso  sind 

tt'  +  ^'  _  _F        1 

die  Tangenten  von  dem  anderen  cyklischen  Punkte.  Es  folgt  daraus, 
dafs  die  Kurve  als  Brennpunkte  die  folgenden  drei  Punkte  besitzt 

2(1  (i'- 

Die  beiden  ersten  sind  nichts  weiter  als  die  Pundamentalpunkte  F 
und  (?,  die  daher  nicht  nur  Brennpunkte  im  optischen  Sinne, 
sondern  auch  im  Plücker'schen  Sinne  sind;  der  dritte  ist  ein 
neuer  Brennpunkt  R,  auf  den  Chasles  zuerst  die  Geometer  auf- 
merksam   gemacht    hat^),    der   jedoch    auch   nicht   dem   Scharfsinne 


■  iy  =  a,      x  —  ty=^' 


x^^a,  M  =  0:    x  =  —  ff,  «  =  0:    x  =  a'^.r'   .  —  -s--i i,   y  =  0.   (8) 


J)  AperQu  Mstoriguc,  Note  XXI. 
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Deaeikrtes  entgangen  zu  sein  scheint^).  Wir  wollen  nun  zeigen,  dafs 
sich  die  Kiirve  in  Bezug  auf  ihre  drei  Brennpunkte  ganz,  gleichartig 
verhält.  Zu  dem  Zwecke  nehmen  wir  eine  Koordinaten  Verschiebung 
vor,  indem  wir  als  neuen  Anfangspunkt  den  singuBren  Brennpunkt 
der  Knrye  nehmen;  in  Bezug  anf  diesen  hahen  die  Piinkte  F,  G,  H 
als  Koordinaten  bezw. 


wir  min,  dafs 


ßr  +  ra  +  «ß. 


.■  +  !■(!.■  +  .■) 


V-'V 


so  erhält  man  als  neiie  Gtieichnug  des  OTals  die  folgende: 

L=«" +  »'- tfr +  !■« +«W]' +'!«/')' P«: -(«  + /i  +  r)] -  0,')  (9) 

deren  vollständige  Symmetrie  in  Bezug  auf  die  Konstanten  k,  ß,  y  das 
behauptete  gleichai-tige  Verhalten  der  Kurve  in  Bezug  auf  die  drei 
Brennpunkte  beweist 

Eine  unmittelbare  Folgerang  aus  dieser  Thatsache  ist,  dafs  für 
alle  Punkte  31  des  Ovals  wir  noch  zwei  andere  ähnliche  Beziehungen 
wie  (2)  bdben,  namlich  folgender  Art: 

H  MG  -\-  v  MH=  V,      ii"-3IH^v"-MF=  l"; 
jede  dieser  Beziehungen  mit  (2)  kombiniert  zeigt,  dafs  zwischen  den 
Ahständeii  eines  Punktes  M  eines  Cartesisehen  Ovals  von  de»  drei 
Brennpunkten  F,  G,  H  eine  homogene  Relati»n  mit  konstanten  Koef- 
fizienten besteht  von  folgendem  Typns: 

f-MF  +  y-MG  +  h-MH^  0/) 

1;  ^gl   P   T  y    Z  it  31  =^1  S  B  fAbh         C 

h  hte  d  M  fch  matik  IX  1899  S  609)  ~h  l!h  nhb  ghln 
w    a        1  I    d     1   t     ht  te  K  f     halb   b      Eb       nn  Skhg  vj  1    B    n 

pnnkt    bttd  h  dttOdngdindlh  FCH     nk 

ht         Eb        d     0  al    g  h  nd  n  Eb  n    1    gt        f  dl      (I      V  T} 

hne    st     l  nt&    et  on  d  ih        t  l  f        1  dIN  V 

2   S      III    1864) 

)  P  nt  n    Tft      iK  t        IT  Q      t   a    6 

SjDKffi       t      /j/wdnlFkt  C)fi       1 

m  f  g  dm  kt 

Die  so  gefundene  trinowisohe  Gleichung  kann  für  eine  mechanische  Zeichnung 
des  Ovals  verwendet  worden.  S.  Zenthen,  Oin  melcanisk  lonsti-wktion  af  Des- 
cartes  ovalm-  ved  Hjälf  af  Snm-e  {TUskrift,  4.  Ser.  "VI,  18S2.) 
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Aber  aueli  die  Gleiclmiig  (9)  kann  sehr  bequem  zur  Uiitersuclmng 
des  Cartesischen  Ovale  verwendet  werden,  Sie  läfat  z.  B.  erkennen,  dafe 
X  =  —X^IEi.  ,3ie  Gleichung  der  etoz^en  Doppeltaagente  ist,  welcbe 
die  KuiTe  besitzt  nnd  dafa  die  zugehörigen  BerüliningspuDkte  auf 
dem  Kreise  i? -\- i^  =  ^y -\- 'ya-\- a^  liegen.  Sie  läfst  femer  er- 
kennen, dafs  man,  nm  die  Tangenten  einer  bestimmten  Eichtang  an 
die  Kurve  (9)  zu  finden,   diese  mit  folgender  Gleichung  kombinieren 

^^'^^^'-  [^'  +  y^-(|^y  +  7a  +  «W^  +  ^«i^r  _  ^  nO-i 

|^'  +  y'-(ßr  +  7«+«ß)"]2/  ^,     ■     -     ■      i,'"J 

wo  T  eine  gegebene  Konstante  ist.  Nun  sind  die  beiden  Gleichungen 
(9),  (10)  äqiiivalent  mit  folgenden 

2i<|3r  -  {,9  -  »)  [«'  +  !/'■-  (|ir  +  r«  +  ««]  -  0, 
«Hr  +  («»  -  »:)'P«  -  (« +  (i  +  r)]  -  0; 

und  da  ans  diesen  die  neue  Gleichung 

2(rj,-:.')[2^-(«  +  /5  +  }')]  +  ^'  +  /~tf;'  +  )'«  +  ''Ä  =  0  ■  ai) 
hervorgeht,  so  liegen  die  Berühnrngspnnkte  der  sechs  zu  einer  be- 
stimmten Richtung  parallelen  Tangenten  eines  Cartesischen  Ovals 
auf  einem  Kegelschnitte.  —  Man  beachte  femer,  dafs  x  in  (11)  linear 
auftritt,  und  so  ersieht  man,  dal's  die  oo^  durch  (11)  dargestellten 
Kegelschnitte  ein  Büschel  bilden,  dessen  Grimdpimkte  die  Schnitte 
der  Hyperbel 

3i>  „^  j'  ^  2(«  +  /i  +  r)a:  +  ißr  +  r«  +  «(i)  -  0 

mit  den  beiden  Geraden 

?/  ==  0       und       X  =  --^-^^' ''  sind. 

Die    Gleichung  (9)   führt   uns   schliefslieh   noch  zu  einer    wich- 
tigen Fotgenmg.     Wenn  tt,  ß,Y  die  Wurzeln  der  Gleichung  sind 

ß»'  —  ft  «>'  +  i'ä«  —  l's  =  0, (12) 

so  läfst  sich  (9)  schreiben 

{x'  +  !i'~p,)'-ip,(2x-,,,)-0,  ...  (90 
vorausgesetzt  also,  dafs  (12)  drei  reelle  Wurzeln  lo  hat,  so 
stellt  (9')  ein  Cai-tesisches  Oval  dar;  läfst  man  jedoch  diese  Voraus- 
setzung fallen  und  nimmt  blofs  an,  dafs  die  Zahlen  Pi,P2,Ps  reell 
sind,  so  stellt  die  Gleichung  (9)  eine  noch  allgemeinere  reelle  Kurve 
vierter  Ordnung  dar;  man  hat  sie,  die  Salmon'sche  Bezeichnung  adop- 
tierend, eine  Cartesische  Kurve  genannt.  Von  den  drei  in  ge- 
rader Linie  liegenden  Brennpunkten,  die  eine  solche  Kurve  besitzt,  ist 
einer  reell  und  die  beiden  anderen  konjvigiert  imaginär. 
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Kehren  wir  noch  ein  letztes  Mal  zum  Cartesiechen  Oval  zurück, 
um  nocb  folgende  drei  Sätze  zum  Schlüsse  anzuführen: 

1)  Eia  Cartesiscbes  Oval  besitzt  acht  Wendepunkte,  die  auf  einer 
cirkularen  Kurve  dritter  Ordnung  liegen'). 

2)  Die  Summe  der  Flaeben  der  beiden  konjugierten  Ovale  ist  gleich 
dem  doppelten  Inhalt  desjenigen  Kreises,  der  den  dreifachen 
Brennpunkt  zum  Centrum  bat  und  durch  die  Berührungspunkte 
der  Doppeltangente  der  Kurve  geht^. 

3)  Ein  belieliiger  Bogen  des  Cartesisclien  Ovals  ist  gleich  der 
Summe  dreier  EUipaenbÖgen'). 


Zehntes  Kapitel. 
Einige  polyzomale  symmetrisclie  Kurven  vierter  Ordnang. 

81.     Wenn  f\  ^  0)  /^  =  ö,  /'^  ^  0  die  Gleichungen  dreier  Keg 
schnitte  in  kartesiscben  Koordinaten  sind,  so  stellt  die  C" 


Vf,  +  Vf,  +  Vf.-o, (1) 

■WO  die  Wiu-zeln  immer  mit  beiden  Vorzeichen  genommen  werden 
sollen,  eine  Kurve  vierter  Ordnung  dar;  denn,  wenn  man  die  Glei- 
chung (1)  rational  macht,  so  wird  sie  zu 

fi'+f,'  +  f,'-~  2f,f.  -  ^f,f,  -  2/,fi  -  0. 
Diese  Kurve  gehört,  wie  jede  Kurve  vierter  Ordnung,  zur  Klasse  der 
Polyzomal-Eurven,  von  denen  wiT  noch  im  6.  Kap.  des  V.  Abschn.  han- 
deln werden.    Wenn  im  Besonderen  f^  und  /j  quadratische  Funktionen 
nur  von  x  sind  und  f^^y^  ist,  so  gilt  dasselbe  von  den  Kurven  mit 

der  Gleichung  If^VK  +  Vfi^ (2) 

bei  welchen  es  sich  lohnt  zu  verweÜen,  da  sich  unter  diesen  einige 
spezielle  Kurven  finden,  die  aus  verschiedeneu  Gründen  bemerkens- 
wert sind. 

Welcher  Art  auch  die  durch  /^  und  f^  dargestellten  quadrati- 
schen Funktionen  von  x  sein  mögen,  die  Gleichung  (2)  stellt  immer 
eine   Kurve    vierter  Ordnung    dar,    die    symmetrisch   zur   a:-Ase   ist. 

1)  S.  EobertB,  0«  ffte  ovals  of  Bescai-tes  (Proo.  of  the  London  math.  Soc. 
m,  1809—71). 

2)  Pantoa,  The  edMcational  Times,  Question  4297. 

3)  Dieser  Sata  wurde  von  Genocchi  in  der  Zeitechrift  Jl  otmento  v.  15.  ükt. 
1855  veröfPeiitlicht  (vgl.  EesuJiii  de  differenfes  recherches  sur  les  ovaUs  de  Deseartes 
et  quelques  autres  courbes,  Mathesia  IV,  1884);  er  wurde  ziemlich  viel  später 
wieder  gefunden  von.  Darlious  (Sar  la  rectification  des  ovales  de  Descartes. 
C,  ß.  LSXXVII,  1878). 
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Umgekehrt  gehört  aber  nicht  jede  derartig  symmetrische  Kurve 
zn  der  Klasse,  die  (2)  zur  ailgemeinen  Gleichung  haben.  Die  all- 
gemeine Gleieliung  einer  Kurve  Tierter  Ordnung,  die  symmetrisch  zur 
3^-Axe  ist,  lautet  nämlich 

wo  ip  und  j/j  Funktionen  2'™  bezw,  4'™  Grades  von  x  sind.  Nun  folgt 
ans  dieser  Gleichung: 


.y^ 


_|_|/q,i-4i(, 


oder  auch     y  =  ]/—  -  ^ -\- -- Y^)  -]-  ]/—  ~  <p  i-  ^  Vi> ; 

damit  diese  letztere  aber  die  Form  (2)  habe,  ist  notwendig  und  hin- 
reichend, dafs  i/i  das  Quadrat  einer  quadratischen  Funktion  %  von  x 
ist.    Wir  schliefsen  demnach,  dafs 

!/'  +  !/>  +  Z^  =  0 (3) 

'''''      y=i/=T^iz+i^ir-s- . .  ■  m 

eine  polyzomale,  in  Bezug  auf  die  x-Axe  symmetrische  Kurve 
vierter  Ordnung  darstellt,  welcher  Art  auch  die  quadra- 
tischen Funktionen  fp  und  x  'Oii  ^  sein  mögen.  Sind  w  und  ß 
die  Wurzeln  der  Gleichung  x^^j  ^"^  ^^  ^^^  Kurve  die  Punkt« 
(a;  =  a,  ^  =  0)  und  (x=^  ß,  y  =  0)  als  Doppelpunkte;  einer  der- 
selben liegt  im  Unendlichen,  wenn  die  Fimktion  %  auf  den  ersten 
Grad  herabgebt;  aufserhaib  der  Äse  hat  die  Kurve  keine  singularen 
Punkte,  daher,  wenn  sie  rational  ist,  mufs  einer  derselben  ein  Be- 
(Berübrungspunkt  zweier  Kurvenzweige)  sein,  ius- 
I  tritt  dieser  Umstand  ein,  wenn  <p  und  x  Funktionen  iu  x 
von  niederem  Grade  als  2  sind. 

Die  Umformung  der  Gleichung  (3)  in  (3')  ist  oft  nützlich;  zu- 
i^chst  vor  allem  führt  sie  zu  einer  Konstruktion  der  Kurve  ver- 
mittelst der  beiden  Kegelschnitte 


indem  sich  ergiebt  y  =  l/i -'r  y^'y  zweitens  führt  sie  zur  Quadratur 
der  Kurve,  indem  man  hat 

Jy.dx  =J  dxy~  1  9)  +  I Z  -\-jdxy~  i  9,  —  i  X- 

und  die  beiden  Inteffi-ale  auf  der  rechten  Seite  sieb  in  bekannter 
Weise  berechnen  lassen.  Die  Nützlichkeit  der  Bildung  der  Form  (3') 
der  Gleichung  (3)  wurde  von  Jacob  BernouUi*)  angegeben  für  einen 

1)  Acta  emdüoi-um,  1687,  S,  525. 
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in  welcLem   es  ihm  gelang   eine  Ton  Leiljniz')   gestellte 
Aiifgabe  zu  lösen,  nämlich  die  Quadratur  der  Kurve  mit  der  Gleichung 

i/*^6aV  +  4a;y  +  «^  =  0 (4) 

Diese  ist  in    der  That   vom  Typus  (3)   und  kann  auch   geschrieben 

werden  i/i^-*— -»   i    n/-5 ö 

y  =  y^a'  —  x^  -{-  ya'  —  x' . 

Die  Untersuchung  dieser  neuen  Gleichung  giebt  folgende  Kon- 
struktion der  Kurve,  die  man  dem  eben  genannten  Bernoulli  verdankt: 
Gegeben  ein  Quadrat  OÄCB  (Taf.  V,  Fig.  36)  mit  der  Seite  «; 
man  beschreibe  zwei  Kreise  um  den  gemeinsamen  Mittelpunkt  0,  die 
die  Seite  bezw.  die  Diagonale  des  Quadrates  zum  Radius  haben;  eine 
Parallele  zu  OB  schneide  die  beiden  Kreise  und  die  Gerade  OA  in 
den  Pimkten  L,  M,  Q\  man  trage  auf  ihr  ^P  =  LM  ab.  Der  Ort 
des  Punktes  P  in  Bezug  auf  die  Geraden  OA  und  OB  als  Koordinat- 
axen,  wird  dann  durch  obige  Gleichung  dargestellt.  Er  besteht  aus 
zwei  verschiedenen  Blättern,  die  zu  einander  symmetrisch  sind  in  Bezug 
auf  OA  und  beide  symmetrisch  in  Bezug  auf  BO.  Die  innerhalb 
des  Winkels  A  OB  gelegene  Fläche  des  halben  Blattes,  wenn  man 
alle  Wurzeln  positiv  nimmt,  wird  gemessen  durch 

=  ^fl/a^—x^dx  =  -^ ; 

somit  ist  die  Fläche  eines  jeden  Blattes  gleich  dem  Inhalte 
des  kleineren  der  beiden  obengenannten  Kreise,  beide  Blätter 
zusammen  sind  gleich  dem  des  gröfseren. 

82.  Die  vornehmsten  Kurven  vierter  Ordnung,  die  in  dieses 
Kapitel  gehören,  sind  diejenigen,  die  der  Pater  Gregorius  a  Sancto 
Vincentio  im  X.  Teile  seines  umfangreichen  Opas  geometrimm  Qua- 
äratmae  ci/rmdi  et  sedionum  coni  (Äntwerpiae  1647)  behandelt  hat. 
Folgende  ist  die  wörtliche  Definition,  die  er  (S.  840)  dafür  gegeben  hat: 
„Parabolam  virtualem  toco,  cujus  ordinatim  applicatae,  si  ad  rectam 
lineam  ponantur,  aut  a  recta  linea  dividantur  bifariam,  veram  produ- 
ount  parabolam.  Porro  illam  pleraeque  virtualem  habet  proprietatem, 
ut  linea  bisecans  ordinatim  in  illis  applicata  vera  sit  parabola;  sed 
inversa."  Der  Verfasser  hat  zu  dieser  Definition  eine  unumgänglich 
notwendige  Ergänzimg  gegeben,  indem  ei'  nicht  weniger  als  sechs 
Methoden  angegeben  hat  die  KuiTen  au  zeichnen;  wir  werden  darüber 
berichten,  fei^ner  die  Gleichungen  der  entsprechenden  Kurven  geben 
und  einige  Folgerungen  ziehen,  die  sich  daraus  ergeben: 

1)  LeiUiB  ed.  Gerhardt,  HI  (Halle  1865,  S.  39),  Brief  v.  4.  März  1696. 
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I,  Gegeben  ein  Kreis  mit  dem  Centrum  H  und  dem  Du: 
d,  sowie  ein  bestimmtei  Duiüimesser  desselben  ÄC  (b.  Taf.  V,  Fig.  37); 
man  zielie  diu-cb  A  emo  beliebige  Sebne  AGj  dann  von  G  die  Pa- 
rallele zum  Durchmesser  _t(',  welche  die  Tangente  des  Kreises  in  A 
im  Punkte  S  trifft  und  nehme  auf  ihr  EP  ^  GG.  Der  Ort  von  F 
wird  eine  virtuelle  P<iribel  seiu^}. 

Nimmt  man  A  als  Eoordmatenursprung  und  den  Durchmesser  AC 
als  y-Axe,  so  sieht  man  sogleich,  dafs  der  Ort  von  P  folgender  para- 
metris eher  Darstellung  fähig  ist  x^dsm.a-coa&,  y  =  c?coe(o;  elimi- 
nieren wir  cj,  so  ergiebt  sich  die  Gleichung  des  Ortes  seihst,  nämlich 

ä'(y'-x')-f (5) 

oder  auch  ^  =  1    -j-  H —  +  1     ,    —  —T'  '*  ) 

Die  so  erhaltene  Kurve  findet  sich  wieder  m  dei  Inhodmtion  von 
Gramer  (S.  470),  wo  auoh  eine  Anwendung  deiselben  angegeben  ist 
(das.  S.  496);  es  ist  jedoch  nicht  angegeben,  dafs  die  Erfindung  dei 
selben  Ö.  a  Sto.  Yincentio  zukommt  Sie  findet  sieh  dann  noch 
in  der  Sammhmg  von  Aufgaben  und  Lehrsätzen  nub  der  analyHschen 
Geometrie  der  Ebene  von  Magnus  (Berlin  1833  S  2bb)  wo  die  Kurve 
in  folgender  Weise  konstruiert  wird:  „Gegeben  em  Kreis  mit  dem 
Centrum  0,  dem  Radius  a  und  dem  Durchmesser  AB;  von  einem 
beliebigen  Punkte  M  seiner  Peripherie  aus  ziehe  man  MN  senkrecht 
zu  AB,  dann  von  N  das  Lot  NQ  auf  den  Radius  OM  und  trage 
dann  auf  NM,  NP  =  NQ  ab,"  Der  Ort  von  P  bat  dann  als  Glei- 
chung a^i/^  -}~  ^  =  a^x^]  er  ist  also  eine  virtuelle  Parabel,  die  sieh 
von  (5)  nur  durch  die  Vertauschung  der  Axen  und  die  Konstauten- 
bezeichnung  unterscheidet^.  Magnus  bemerkt  dazu:  „die  Kuito  hat 
eine  der  Lemniskate  ähnliche  Gestalt";  Schlömilch^  s^,  nachdem  er 
die  vorige  Konstruktion  angegeben  hat,  „die  Kurve  hat  die  Form 
einer  Schleife  (oo)".  Diese  Bemerkungen  stimmen  mit  folgenden 
beiden  Thatsachen  überein:  die  eine,  dafs  die  durch  die  Gleichung 
a^y^  ^  x^{a^ — x^)  dargestellte  Kurve  von  Montferrier  Lemniskate 
genannt  worden  ist*),  die  andere,  dafs  ein  neuerer  Bearbeiter,  zum 
Unterschiede  von   einer   berühmten  Kurve,   von   der   wii'   später  (in 

1)  Opus  geonietricwn,  Prop.  CCXTI  (II,  S.  482). 

2)  Dieselbe  Kurve  wurde  neuerdings  u.  a.  von  Schoute  erhalten  (Sur  la 
construction  des  cowbes  tmiearsales  par  points  et  tangentes,  Archives  neerlandaises 
XS,  S.  40  des  AuBBUgea)  durch  Anwendung  einer  speziellen  Maclaurin'aehen 
Transformatioa  (Nr.  48). 

3)  Übmigsiueh  zum  Studimi  der  höheren  Änalysis.  I.  T,  (3.  Anfl,  Leipzig 
187S)  S.  87. 

4)  Dictionnaire  des  scieneea   matheynatiqties  (Bi-usellea  1838)  S.  17U. 
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Nr.  93)  handeln  werden,  sie  Lemniskate  des  Gerono')  nannte;  in 
Franki'eieh  helfet  sie  Huit  (Aehterkurve) ^). 

Es  ist  nicht  imwiehtig  zu  bemerken,  dafe  in  dem  Briefwechsel  zwi- 
schen Huygens  und  R.  de  Sluse^)  häufig  von  der  vii-tualen  Parabel  die 
Hede  ist,  dafs  jedoch  daselbst  dieser  Name  einer  allgenieineren  Kurve 
erteilt  wird,  nämlich  allen  denjenigen,  die  eine  Gleichung  von  folgendem 

Typus  haben  («^  -  a^  if^  =  &y,  *) (6) 

oder  -1  /a*    ,     hy    ,    -t  /ö^        by  .,.,. 

Beachten  wir,  dafs  die  Gleichung  (6)  durch  folgende  beiden  ersetzt 
werden  kann  o*    -    „ 

so  ist  klar,  dafa  die  betrachteten  Kurven  In  folgender  Weise  kon- 
struiert werden  können:  „Man  beschreibe  um  den  Anfangspunkt  als 
gemeinsames  Centram  zwei  Kreise  mit  den  Radien  a  und  -^i-;  im 
ersteren  ziehe  man  einen  Radius  OA,  der  mit  Ox  den  beliebigen 
Winkel  q>  bildet,  und  im  zweiten  den  Radius  0-B,  der  mit  derselben 
den  Winkel  2<f  biJdet;  die  durch  A  zu  Oy  gezogene  Parallele  schneide 
die  dui'ch  li  zu  Ox  in  einem  Punkte  P,  dessen  Ort  durch  die  Glei- 
chung (6)  dargestellt  wird.  Die  Kurve  hat  im  Koordinatenanfang 
einen  doppelten  Inflexionsknoten  und  schneidet  die  3;-Axe  in  den 
Endpunkten  des  Durehmessers  des  ersten  Kreises;  der  unendlich  ferne 
Punkt  von  Oy  ist  ein  Berührungsknoten  mit  der  unendlich  fernen 
Geraden  als  zugehöriger  Tangente.  Die  Tangenten  an  den  zweiten 
Kreis  parallel  zu  Ox  sind  Doppeltangenten;  sie  begrenzen  zugleich 
mit  denen  des  ei'sten  Kreises  die  parallel  zu  Oy  ein  Rechteck,  dessen 


Inhalt 

Bezeichnet  man  nun  mit  A  die  Gesamtfiäehe  der  Kurvi 


-jA=  f  y dx  =  ^  j  sm2 <p ■  cos rp ■  ii<p 
^  T  ( J  sm  'P''?'P-J  8in>-(iy)  =  ^  (l  -  g  =  f^ 


1)  Vgl-  Intermmaire  IV,  1897,  S.  98,  190  u.  285. 

2)  Aubrj,  De  l'usage  des  figures  de  l'espace  pom-  la  äißnition  et  la  tram- 
foi'mation  de  cerlames  courbes  {Joum.  de  math.  spöc.  4.  Ser.  IV,  1896)  S.  367. 
Exercises  de  geanetrie  deseripHve  par  F.  J.  (Gabriel-Marie)  3.  Aufl.  S.  397,  649, 
669,  702,  712. 

3)  Um  die  bezi^l.  Stellen  zu  finden,  sehe  man  nach  im  InhaUsverzeiolinis 
der  OewvTes  de  Huygens. 

4)  Diese  Definition  stett  im  Briefe  Mon  R.  de  Sliise  v.  19.  Okt.  1657 
{Oemres  de  Rxtygm»  n,  i8S9,  S.  70), 
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und  daher  ist  A  ^-^  ■  -^  =  ~  JR ,  eine  bemerkenswerte  von  de  Sluse 
entdeckte  Bezieliung^).  —  Aus  (6)  ergiebt  sich  femer 

^      ^ dx  —r-y'  ■     ■     ■    ■  ^') 

daher  hat  die  von  de  Sluse  untersuchte  Kurve  folgende  Eigenschaft: 
„Die  Strecke  zwischen  dem  Anfang  und  demjenigen  Punkte  dei  j.-Axe, 
in  welchem  sie  von  der  Tangente  im  Punkte  (x,  y)  geschnitten 
wird,  wird  durch  den  Ausdruck  p-  ausgedrückt.  Umgekehrt,  inte- 
grieren wir  die  letzte  Gleichung,  so  erhalten  wir  aUe  Kurven,  die 
eine  derartige  Eigenschaft  haben.  Setzen  wir  nun  y  ==  tx,  so  läfst 
sieh  die  Integration  leicht  ausfuhren  und  führt  zurück  zur  Grleiehung  (6) ; 
also  sind  die  von  de  Sluse  betrachteten  Kurven  nichts  anderes,  als  die 
Integralkurven  von  (7);  von  diesem  Standpunkte  aus  wurden  sie  neuer- 
duigs  von  Schneider^)  betrachtet,  der  aulserdem  die  Rektifikation 
derselben  durch  elliptische  Integrale  ausführte;  in  speziellen  Fällen 
Bfst  sich  diese  Aufgabe  auch  elementar  lösen'). 

II.  Es  seien  zwei  Kreise  gegeben  (Taf.  V,  Fig.  38),  der  kleinere 
hat  als  Durchmesser  eine  Sehne  Ä  C  des  gröfseren;  eine  beliebige  Sehne 
AB  des  gröfseren  Kreises  schneide  die  Peripherie  des  kleineren  weitei'- 
hin  in  D,  von  D  ziehe  maii  DE  senkrecht  auf  AC  und  trage  auf 
dieser  die  Strecke  EF  =  AB;  der  Ort  der  Punkte  P  ist  eine  virtuelle 
Parabel*). 

Nimmt  man  die  Gerade  AC  ais  x-A.xe,  ihre  Mittelsenkrechte  zur 
i/-Axe,  und  nennt  cp  den  von  der  veränderliehen  Sehne  mit  der  festen 
gebildeten  Winkel,  so  findet  man 

X  =  2a  eos^y,         y  ^='2{a  cosq)  -\-  h  sin^), 
und  demnach  nach  Elimination  i 


1)  S,  den  auf  vor.  S.  Note  4  citierten  Brief. 

2)  S.  die  Schrift  Über  eine  der  Lemniskate  der  Gestalt  nach  ähnliche  Kwrve 
(Progi-.  Elbing,  1874). 

3)  Dies  trifft  z.B.  ein  für  die  Kurve  8«'^'  =  fl;'(a'  — 2a;').   {The  edMuOonal 
Times  LXV,  1897,  Quest.  18168).    Diese  ist  nämlich  folgender  parametrischer  Dar- 

y  ^=  —  sin  a  qs ;   daher  ist  --r—  =  -7  (cos  2  5)  -f-  2) 

— 2.-J — ^  ohne  Hinaufügung  der  Konstanten,  indem  man  s  =  0  far 

9  =  0  setat.    Im  Speziellen,  setzt  man  qo  ==  — ,  ao  ergieht  sich  -—  für  die  Länge 
des  vierten  Teils  der  ganzen  Kurve. 

4)  Opm  geometiicum.    Theor.  CCXX  (II,  S.  845). 
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welche  die  Gleichung  der  Kurve  ist;  sie  ist  rational;  der  Punkt 
X  ^^  s  ,11,  y  =  0  ist  Doppelpunkt  derselben;  der  uneudlich  ferne 
Punkt  von  Ox  ist  ein  Berührungsknoten. 

III.  Gegeben  ein  Kreta  mit  dem  Centrum  C  (Taf.  Y,  Fig.  39) 
ein  Punkt  A  seiner  Peripherie  und  eine  durch  Ä  gehende  Gerade  g. 
Man  ziehe  durch  Ä  eine  beliebige  Kreissehne  AG,  feraer  GH  senk- 
recht zu  y,  auf  dieser  nehme  man  die  Strecke  HP  =^  AG]  der  Ort 
der  Punkte  P  ist  eine  virtuelle  Parabel^). 

Nimmt  man  die  Gerade  g  als  x-Axe,  und  das  von  C  auf  diese 
gefällte  Lot  als  ly-Axe,  nennt  r  den  Radius  des  Kreises,  2(p  den  Taria- 
belen  Winkel  ACG  und  a  den  gegebenen  Winkel  ACO,  so  findet 
man  leicht: 

a:  =  r  sin  a  -]-  2r  sin  9)  ■  cos  («  —  9) ,         y  =^  2r  sin  tp . 
Nach  Elimination  von  p  ergiebt  sich  dann,  dafs 


^  (l-aint.)(a^-rBina) 


(l  +  dn«)(^ 


^■  =  ]/cc 

+  ]/cc 

die  Gleichung  der  Kurve  ist.  Diese  ist  i-ational,  hat  A  als  Doppel- 
punkt und  den  unendlich  fernen  Punkt  von  Ox  als  Bei'ührungsknoteu, 

IV.  Gegeben  ein  Kreis  mit  dem  Durchmesser  CD  und  ein  Punkt 
A  seiner  Peripherie;  man  ziehe  eine  beliebige  Sehne  AB  (s.  Taf.  V, 
Fig.  40)  und  trage  auf  der  durch  B  zu  CD  gezogenen  Senki'echten 
die  Strecke  PP'  =  AB  ab,  derai-t,  dafs  sie  von  dem  Durchmesser 
CD  halbiert  wkd;  der  Ort  der  Punkte  P,  P'  ist  eine  vii-tuelle  ParabeP). 

Nehmen  wir  den  Mittelpunkt  0  des  gegebenen  Kreises  als  An- 
fang, den  gegebenen  Durchmesser  als  a;-Axe  und  nennen  )■  den  Radius 
des  Kreises,  k  und  2^)  die  Winkel  AOC  und  AOB,  so  findet  man 
alsbald  x  =  r-cos(ct —  iip) ,  j/  =  )'-3ingp,  und  demnach  durch  Eli- 
niination  von  ip 

yS  -^  =  sin  I  Yr^  +  rx  +  cos  |  ]/r=  —  rx .      .     .     (10) 

Die  so  dargestellte  Kurve  ist  augenscheinlieh  von  deiftelben  Art  wie 
die  vorhergehende. 

V.  Gegeben  zwei  Kreise  mit  dem  gemeinsamen  Centrum  0 
(Taf  V,  Fig.  41)  und  einem  Durehmesser  DF  des  gi-öfseren,  eine 
beliebige  Sehne  DIE  des  gröfseren  schneide  den  kleineren  in.  B;  zieht 
man  EG  senkrecht  zu  DF  und  tri^t  das  Stück  GP  =  BE  auf  GE 
ab,  so  ist  der  Ort  der  Punkte  P  eine  virtuelle  Parabel*). 


1)  Opus  geometi-ieum.     Theor.  CCXXTI  (II,  S.  846). 

3)  Das.  Theot,  CCXXIV  (II,  S.  347),        3)  Das.  Theor,  CCXXI5  (11,  S,  852), 
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Sind  R  und  r  die  Radien  der  beiden  Kreise  und  ip  der  Winkel 
EDF,  und  nimmt  man  B  als  Anfang,  BF  als  x-k^a,  so  findet  man 
leicht : 

X  =  2  iJ  cos^  (p ,      p  =  —  R  cos  ep  -\-  yr^  —  R^  sin^  qo     .     (li) 
uud  nach  Elimination  von  (p 

v-y^+y^+r'-B' (12) 

Diese  Gleichung  zeigt,  daCs  die  Kurve  durch  Addition  entsprechender 
Ordinaten  der  beiden  Parabeln  y^  =  -^,  J/^  = -s — hl"* — S?  koü- 
sti-uievt  werden  kann.  Diese  Bemerkung  ist  wichtig,  indem  die  von 
G.  a  Saucto  Vincentio  angegebene  Konstniktion  nur  eiueu  Zug  der 
Kurve  liefert,  während  doch  diese  sieb  ius  Unendliche  erstfeckt;  diese 
neue  Erzeugung  hingegen  liefert  alle  Punkte  der  Kurve,  die  im 
Unendlichen  auf  der  a^-Axe  einen  dreifachen  Punkt  bat;  diese  Axe 
doppelt  gezählt  und  die  unendlich  ferne  Gerade  sind  die  zugehörigen 
Tangenten. 

VI.  Gegeben  zwei  Kreise  mit  den  beiden  Durehmessem  AC  und 
DF  auf  derselben  Geraden  (s.  Taf,  V,  Fig.  42);  eine  beliebige  Sehne  BE 
des  einen  schneide  den  anderen  in  B;  von  E  ziehe  man  EG  senk- 
recht zu  DE,  auf  welcher  man  GP  ==  BE  abträgt.  Der  Ort  der 
Punkte  P  ist  eine  virtuelle  Parabel'). 

Die  Konstruktion  ist  offenbar  eine  Verallgemeinerung  der  vorher- 
gehenden.    Die  Gleichung  der  entsprechenden  Kui-ve  erhält  mau  mit 

Iben  Äsen  und  Bezeichnungen  wie  bei  der  ersteren  iu  der  Form 


s-(<'-^«>yTs+yw+^'-'''-  -  ■  ■  w 

wo  ä  die  Abscisse  des  Mittelpunktes  von  AC  ist.  Auch  für  die  Kon- 
struktion dieser  Kurve  kann  die  Verwendung  zweier  Parabeln  dien- 
lieh sein;  der  unendlich  ferne  Punkt  der  Abscissenaxe  ist  Berfihrungs- 
knoten,  und  der  mit  der  Abscisse    ^id  —  B)   ^^^  Doppelpunkt. 

83.  Die  virtuellen  Parabeln  erlangten  keine  sonderliche  Berühmt- 
heit, wabTseheinlicb  weil  sie  von  einem  Mathematiker  erdacht  worden 
sind,  dessen  Ruhm  duj-ch  unglückliche  Versuche  den  Ki'eis  zu  qua- 
drieren, befleckt  war.  Aber  man  begegnet  ihnen,  oder  wenigstens 
einigen  verwandten  polyzomalen  symmetrischen  Kurven  vierter  Ord- 
nung, die  sich  auf  andere  als  die  oben  aufgeführten  sechs  Ai-ten  er- 
zeugen lassen,  im  Verlaufe  von  Untersuchungen  oder  in  Arbeiten,  die, 
wie  wir  zeigen  werden,  höchst  beachtenswert  sind. 

1)  Opas  gemneU-ieum.    Theor,  CCXXX  (II,  S.  85a). 
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Huygens  hat  zuerst  dem   berüchtigten  Fatio  de  Duiller  und 
dann  dem  Leibniz  —  Brief  vom  23.  Fehr.  1691  ^)  —  die  Aufsuchung 

derjenigen  Kurve  aufgegeben,  deren  Subtangente  durch  — aus- 
gedrückt wird.  Dieses  Problem  ist  gleichbedeutend  mit  der  Inte- 
gration der  Differentialgleichung 

nun  lassen  sieh  in  dieser  die  Variabein  leicht  treiuien,  und  man  findet 
dann  als  allgemeine  Gleichung  der  gesuchten  Kurven 

„._..„(»:=i'y (W) 

wo  f  =  +  1  bedeutet,  und  k^  die  durch  die  Integration  eingeführte 
Konstante  ist.  Es  giebt  demnach  unzählige  Kurven,  die  die  Aufgabe 
lösen;  dies  bemerkte  Leibniz^),  welcher  die  Aufmerksamkeit  seines 
Korrespondenten  auf  zwei  FäUe  lenkte:  k^O  und  k  =  2a,  e  =  — 1. 
Ein  anderer  bemerkenswerter  Fall  wird  erhalten,  wenn  mau  beachtet, 
dafs  die  Gleichung  (14)  oder 

2/*  +  2eity +  4aV  — 4a^  +  ?;:''  =  0  .  .  .  .  (14') 
nur  dann  einer  symmetrischen,  poljKomalen  Kurve  Tierter  Ordnung  an- 
gehört, wenn  1s^  =  2a^;  nehmen  wir  dann  e^  —  1,  um  eine  reelle 
Kurve  zu  erhalten,  so  bekommt  (14')  die  Gestalt: 

y  ==  Ya^  -\-  ax  +  Ya^  —  ax , (14") 

deren  Verwandtschaft  mit  (12)  und  (13)  nicht  bei-vorgehoben  zu 
werden  braucht.     Schreiben  wir  sie  folgendermafsen 


j,]/2=y2a(a  +  3^)  +  V'2«(«  — a;), 
so    erkennt    man:    Wird    ein   Kreis    um    0   mit    dem    Durehmesser 
AÄ'=2a  beschrieben  und  ein  Punkt  Ji"  auf  seiner  Peripherie  an- 
genommen, so  hat  man,  wenn  N  der  Fufspuntt  des  von  M  auf  AA' 
gefällten  Lotes  ist  und  ON  =  x, 

AM  +  A'M=^  y2a(a-\-a:)  +  y2a(a  —  ä:), 
und  daher  stimmt  die  Kurve  y  =  AM  -\-  Ä'M  nicht  mit  (14")  über- 
ein —  wie  Huygens  angegeben  hat^)  —  aber   dennoch   ist   sie    mit 
ihr  affin. 

Auf  eine  spezielle  virtuelle  Parabel  führt  auch  ein  anderes  Problem, 
das  ebenfaUa  von  Huygens  gestellt  wurde*):  Die  Kurve  zu  bestimmen, 

1)  Leibnia  ed.  Gerhardt,  11  (Berlin  1850)  S.  83. 

2)  Briefe  an  Huygens  v.  20./30.  Febr.  und  10,/aO.  Apr.  1691,  (Das.  S.  83  u.  90), 

3)  Brief  an  Leibnii  v.  2S.  Mära  1691  {Da,a,  S,  86), 

4)  Desgl,  V.  24.  Aug.  1690  (Das.  S,  46). 
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(leren  Subtangente  durch  ■—  —  2x  ausgedrückt  wii-d.  (Vgl.  die  Note 
2  auf  Seite  91).  Je  nach  dem  Vorzeichen,  welches  man  der  Sub- 
tangente erteilt,  führt  dies  Problem  zu  einer  der  folgenden  Differential- 
gleichungen 

(t/^  —  4:X^)dy  -{-  2xydx  =  0,      (j/*  —  4:X^)dx  —  2xi/dx  =  0; 
beide  sind  homogen,  lassen  sich  daher  leicht  integi-ieren  und  geben 

»'-»'(!/'- 2a:')  .  .  (16)  s' -  «•  +  6r.y ,  .  .  {18) 
welche  Gleichungen  von  den  beiden  oben  genannten  Geometern  er- 
halten wurden.  Die  erste  dieser  beiden,  wenn  man  x  und  y  Tertauseht, 
gehört  zum  Typus  von  (6);   schreibt  man  sie 


80  ist  die  Analogie  mit  den  durch  Gleichung  (12)  und  (13)  dar- 
gestellten Kurven  offenbar,  und  man  erteuut,  wie  Leibniz  i'iehtig  be- 
merkte, die  Möglichkeit  die  Quadratur  derselben  ausaufübren^).  Übiigens 
kann  die  Quadratur  der  Kurve  (15)  auch  aus  der  citierten  Gleichung 
\xdy  =  ~—-ir  i  yYc^ — y^dy   erhalten  werden,  welche  Methode  den 

Vorzug  bat,  auch  auf  die  Kurven  mit  der  Gleichung  y'^c^lßx^  —  y% 
die  von  Leibuiz  abgeleitet  sind,  angewandt  werden  zu  ItÖnnen,  indem 
in  (15)  c  in  ic  verwandelt  wird,  ebenso  auf  die  von  Craig^)  be- 
trachteten von  der  Gleichung  y*  -\-  a?y^  ^  h^x^. 

84.  Andere  polyzomale  symmetrische  KuiTen  vierter  Ordnung' 
finden  sieh  in  der  Introduction  von  Gramer;  eine  solche  ist  die  von 
folgender  Gleichung 

2/*+ 2aiy+a:*— 6«.3^j/^~«3;=+ft^a;^  =  0.ä)    .     .     (17) 
Schreibt  man  aie  in  der  Form 

so  erkennt  man,  daVs  sie  mit  Hilfe  eines  Kreises  und  einer  Parabel 
konstruiert  werden  kann. 

Von  derselben  Art  ist  die  auf  folgende  Weise  erzeugte  Kui've''); 
Man  betrachte  zwei  Kreise,  die  sich  gegenseitig  im  Punkte  A  von 
innen  berühren  (Taf.  V,  Fig.  43),  der  eine  habe  den  doppelten 
Hadins  2  a  der  anderen;  durch  eine  Senkrechte  zur  Centrale  werden 
vier  Strecken  bestimmt,  von  denen  jede  einen  Endpunkt  auf  dem  einen 

1)  Brief  an  Hujgens  v.  27.  Jan.  u.  v.  20,/30.  Febr.  1691  (Das.  S.  75  u.  84). 

2)  Vgl.  A.  de  Moivre,  Speeimen  of  the  Mse  of  fluxions  in  the  Solution  of 
geometric  prohlems  (Philos.  Ti'ans.  1693,  Nr.  216). 

3)  Inti-odaction  ä  l'analyse  des  Ugnes  courbes  ulgibriques  (Genf  1760)  S,  239. 

4)  Das.  S.  435. 


y  Google 


180  III-  Abschnitt;  Kurven  vieiter  Ordnung-, 

und  den  zweiten  auf  dem  anderen  Kreise  hat;  die  Mittelpunkte  dieser 
gehören  der  Kurve  vierter  Ordnung  mit  der  Gleichung  an:  (J.  als 
Anfang,  die  Centrale  als  x-Ä^e  genommen) 

2y  =  yx(2a--x)  -\-  Yx(4a  —  xj , 
welche  demnach  von   der  besagten  Art  ist.     A  ist  ein  Berührungs- 
knoten der  Kurve. 

Eine  andere  von  Gramer^)  betrachtete  KuiTe  hat  als  Gleichung 

a^  4-  j^4  _  2aY  —  2¥x^  -|-  ?,i  =  0 ; .     .     ,     .     (18) 
dieselbe  kann  auch  gesehriehen  werden 


.yiszi;±;^  +  y^. 


und  gehört  daher  ebenfalls  einer  polyzomalen  KuiTe  vierter  Ordnung 
an,  die  eich  vermittelst  einer  Ellipse  und  einer  koaxialen  Hyperbel 
konstruieren  läfst.  Man  könnte  sie  Doppel-Herz-Kurve  nennen, 
weil  sie,  wie  Gramer  bemerkt  „semhle  ä  la  figore  de  deux  coeurs, 
qui  se  penetrent  l'un  l'autre  par  la  point." 

Ferner  ist  in  demselben  Werke  noch  folgende  Aufgabe  behandelt'): 
„Gegeben  ein  Kreis  mit  dem  Centrnni  (J,  dem  Radius  M,  ein  Punkt  0 
und  eine  durch  ihn  gebende  Gerade  r  (Taf,  VI,  Fig.  44).  Von  einem  be- 
liebigen Punkte  N  des  Kreises  falle  man  das  Lot  NM  auf  r  und  nehme 
auf  diesem  FM  =  OA'';  den  Ort  des  Punktes  P  au  finden."  Nimmt 
man  r  als  a^-Axe,  0  als  Anfang,  und  bezeichnet  die  Koordinaten  von 
C  mit  a  und  h,  so  kann  man  die  von  N  nehmen  als  a  +  R'Cosq) 
und  6-|-iJ'sinq),  und  daher  wei'den  die  von  P  sein: 


a:  =  y^3  -1-  (>a  _|_  jj«  +  2Ji(a  cos  g»  +  &  sin 9)),  »/  =  (»  + Ji  sin  gi. 

Nach  Elimination  von  (p  ergiebt  sich,  dafs 

x^  -f-  Ux^y  +  4(o.ä  +  ¥)y'  —  ^{a^  —  ¥ -\-  m')x^ 
-  U(a^  -]-¥  —  E'')y  +  (a^  -\.h^^E^y=.0     .     .     (18) 
die  Gleichung  des  betr.  Ortes  ist.     In  dem   speziellen  Falle,  dafs  0 
auf  der  Peripherie  des  Kreises  liegt,  ist  iä^=  «*-}"  ^^  ^^'^  daher  wird 
dann  die  Gleichung 

a^  —  4:{a'-\-by)x^-\-4:{a^^¥)f^().  .  .  .  (19) 
Über  die  entsprechende  Km-ve  bemerkt  Gramer:  „la  courbe  represente 
en  quelque  sorte  uue  besace."    Schreiben  wir  die  vorige  Gleichung  so 


x=ya'  +  p(b-\-  Y^F+W)  +  Va«  +  ^ (&  ~  Y^Jr  t') 
und  wenden  die  allgemeinen  Bemerkungen  der  Nr.  81  an,  so  gelai^ 


1)  Introductimi  ä  l'analyse  des  Ugnes  courbes  algibrigues  (Genf  1760)  S  436 
ä,         2)  Das.  S,  450, 
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man  zur  Konstruktion  der  Besace  (Quersackkiu-vc)  yermittelst  zweier 
Parabeln. 

Noch  auf  eine  letzte  polyzomale  Kurve  vierter  Ordnung,  die  man 
als  Spezialfall  der  Watt'schen  Kurve  (s.  Nr.  106)^)  ansehen  kann, 
wollen  wir  hinweisen^).  Sie  ist  der  Ort  des  Punktes  M  einer  Strecke 
von  konstanter  Länge  l,  deren  Endpunkte  N  und  P  sind,  von  denen 
der  erste  eine  Gerade  g,  der  zweite  einen  Kreis  mit  dem  Centram  0 
und  dem  Radius  II  beschreibt.  Um  ihre  Gleichung  zu  finden,  nehmen 
wir  0  als  Anfai^  und  das  von  0  auf  g  gefällte  Lot  als  a^-Axe;  nennt 
man  d  die  Länge  des  letzteren,  setzt  -^-=^  ==  -    und   bezeichnet   mit 

q)  und  ijr  die  Winkel  des  Radius  OM  und  der  Strecke  MN  mit  dei' 
Abscisseuaxe,  so  hat  man; 

x  =  ü  cos  a>  -\ ; —  cos  ip ,         H  =  ,fi  sin  cp  -\ -. — ■  sin  ib , 

d  =  Jf  cos  gj  +  i  cos  j/j , 

durch  Elimination  von  ip  und  i>  ergiebt  sich  dann 

,j-iy^E'-[{f  +  v)x-i.df  +  -^V''f-(''  +  vnä~':)'  (80) 

als  ftle  ch  f  1  e  es  0  "tes  kann  Iahe  n  dllgemeinen  vermittelst 
zwe  e  Ell  1  s  kon  t  u  e  t  we  ien  wenn  abe  l==d-{-  B  und  ii  =  v, 
wud  e  ne  le  selben  enKeseka  ten  v  -schiedene  Formen 
a  nehme  de  seh  a  s  der  D  skus  on  de  lleichung  ergeben*), 
Besonlers  mter  ssant  t  der  Fall  1^0  1  h  wenn  die  Gerade  g 
lur  h  Ien  M  tt  Ip  nLt  des  Kre  ses  g  ht  1  e  K  rve  wird  dann  eine 
Ell  pse  nl  n  n  hat  dam  t  e  ne  ehr  e  nfa  he  mechanische  Er- 
ze g  mg  d  s  Iben  d  e  z  r  Konatn  kt  o  e  Eilipsographen  be- 
u  tzt    ve  1  n  ka  n 


1)  Von  diesem  GesielitEpiinkte  aus  bctiachtet  tiniM  sich  die  Kui'so  in  dem. 
JSssai  d'une  tMorie  du  paiallelofftamitte  d<,  Watt  von  A  T.  11,  Vincent  (Mem, 
de  la  soc.  de  Lille  1837),  woBelbrt  die  Namen  Söl^noide  und  Hömicycle 
zwei  speziellen  Formen  derselben  gegeben  sind  und  die  —  nach  Vincent  —  An- 
wendung in  der  Airfütektur  finden  könnten  —  Die  Üleicbung  der  Kurve  findet 
sich  auch  im  MoMuel  A-es  candtdaU  a  l'Ecole  polytecknique  (I,  Pans  1857  ^  SSlj 
von  B.  Catalan. 

2)  S.  einen  im  Jourtf  de  maih  "^ec  1870  veroftentlirhten  Aul  atz  wiedei 
gegeben  im  Progreso  I,  1891,  S.  221—23. 

3)  D.  3oz6  Ruiü  CaBtiso  Ariza,  Et,lwho  annlytKO  de  un  h'qni  geo 
metrieo  de  etiarto  ordm  (Madrid  1889). 
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Elftes  Kapitel. 
Ralionale  Kurven  vierter  Ordnoiig  mit  einem  BeriitiTungsknoien. 

86.  Gorard  -van  Gutschoven,  Schüler  und  Mitarbeiter  des  Car- 
tesiiia,  war  von  1640 — 59  Professor  der  Mathematik  in  Löwen,  dann 
der  Anatomie,  Chirurgie  und  Botanik  daselbst.  Auf  ihn  weist  R.  F. 
de  Sluse  in  einem  Briefe  an  Huygens  vom  18.  April  1662  hin^)  als 
auf  denjenigen,  der  folgende  Aufgabe  gestellt  habe:  „Gegeben  eine 
Gerade  r  und  einer  ihrer  Punkte  0  (Taf.  VI,  Fig.  45);  den  Ort 
eines  Punktes  M  zu  finden,  derart,  dafs  wenn  man  OM  zieht  und 
dann  MN  senkrecht  dazu  and  r  in  iV"  achneidend,  MN  gleich  einer 
gegebenen  Strecke  a  wird."  Nimmt  man  0  als  Pol  und  die  Gerade  r 
als   Polaraxe,    ao   ist    die   Polar-Gleichung    der    Gutsehoven'sehen 

Kurve  ersichtlich  «  .  eosra  =  4.  ■  sinp; (1) 

der  Ort  selbst  wird  in  kartesischen  Koordinaten  dargestellt  durch  die 

Gleichimg  A'-ix'  +  y'),', (2) 

welche  sieh  in  dem  Briefe  von  Huygens  an  de  Sluse  vom  25.  Sept. 
1662  findet^).  Sie  beweist,  dafs  eine  Kurve  vierter  Ordnung  vorliegt, 
die  durch  die  Kreispunkte  der  Ebene  geht,  die  symmetrisch  in  Bezug 
auf  die  Koordinatenaxen  ist  und  im  Anfange  einen  sog.  Berührungs- 
knoten hat;  im  Unendlichen  hat  die  Kurve  aurserdem  einen  Doppel- 
punkt, mit  den  beiden  Geraden  x  =  ^  a  als  zugehörigen  Tangeaten; 
di^e  beiden  Geraden  begrenzen  zugleich  einen  Streifen  der  Ebene, 
innerhalb  dessen  sieh  sämtliche  reelle  Punkte  der  Kurve  befinden^). 
Der  Anfang  ist  aufserdem  ein  aufserordentlicher  einfacher  Brennpunkt 
der  Kurve.  Wegen  ihrer  Ähnlichkeit  mit  dem  griechischen  Buch- 
staben K  ist  sie  die  Kappa-Kurve*)  genannt  worden;  sie  ist  von  der 
sechsten  Klasse  und  daher  nicht,  wie  man  geglaubt  hat,  polarreziprok 
zu  sich  selbst  in  Bezug  auf  einen  Kegelschnitt^). 

In  dem  vorhin  erwähnten  Briefe  führt  Sluse  eine  Konstruktion 
der  Tangente  an  die  Kappa-Kurve  an,  die  nicht  schwer  zu  beweisen  ist. 
Ans  (1)  ergiebt  sich  folgende  parametrisehe  Darstellung  der  Kurve 

x  =  M  -.---■ ,       y  =  a  cos  ra ; 

1)  Oeuvres  de  Huygens  IV  (Haag  1891)  S.  307. 

2)  Das.  S.  338. 

S)  Von  projektivem  Standpunkte  *vub  ist  daher  diese  Kurve  nicht  verschie- 
den von  der  Konohoide  des  Nikomedea  (a   Kr  66) 

4)  Aubry,  De  l'wsage  des  figma  de  lespace  pow  la  de/vnition  et  la  fram- 
fimnation  de  em-tahies  coarbes  (Journ   de  math  ipec   4  Sei    iV,  1895,  S.  201). 

5)  Die  genannte  irrige  Ansieht  zu  heseitigen,  wu  ein  Aitikel  vonGenocclii 
bestimmt  (Nouv.  Ann.  SIV,  1855,  &  248—53) 
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wenn   daher    die   KuiTentangent«    im   Pviukte  31  die  tierade  r  in  T 
schneidet,  so  ist 


—  ^^  ==  ^  +  "^  =  sin»"«  ■ 
Andi^erseits,  wenn  P  der  FuCspunkt  des  von  M  auf  P  gefällten  Lotes 
ist,  hat  mau 

und  daher  TN-NF^  ÖJV', 

d.  h.  —  wie  Sluse  sagt  —  „WP,  NO,  NT  sunt  in  eontinuii  proportione"; 
ist  also  31  gegeben,  so  findet  man  alsbald  den  Punkt  T  und  damit 
die  Tangente  in  M. 

In  dem  oben  erwähnten  Briefe  von  Huygene  ist  fernerhin  eine 
bemerkenswerte  Formel  flir  die  Qiiadratur  aufgestellt,  deren  Dar- 
legung angebracht  sein  dürfte.  Wir  ziehen  7,u  dem  Zwecke  MQ 
senkrecht  zu  Oij,  bezeichnen  mit  3  die  Fläche  des  gemischtl inigen 
Dreiecks,  dessen  Seiten  die  Geraden  OQ,  QM  und  der  Bogen  OKM 
der  Kappa^Kurve  sind.     Infolge  von  Gleichung  (3)  wird  dann 


^■■ 


/cos"  (0  «^      /' 

%—. — -  ( —  a  sinijj)-rfw  =  ^— -   /  (1  +  <iOö2 m)dm 
sm  m  ^  '  ■!  J   ^      '  > 


Wird  nun  der  Bogen  MF,  des  Kreises  mit  dem  Centrura  iV  be- 
sehrieben und  nennt  man  3  die  Fläche  des  halben  Kreissegmentes 
MFFS,  so  erMlt  man 

5  = -g  «'' (f  —  w^  — -g  ffl sin  ü)-COS ro  ^  ~  y^  ~  aj  —  ^  Bm2a; 
demnach  ist  S  =  5',  wie  Huygens  behauptet  hat.  —  Wir  können  noch 
hinzufügen,  dafs  wenn  wir  m=0  setzen,  wir  ~  ä~='^[~ö)  ^^  Aus- 
druck für  das  Dreieck  erhalten,  das  begrenzt  wird  von  der  «/-Ase, 
einem  Bogen  der  Kappa-Kurve  und  der  zugehörigen  Asymptote;  ein 
derartiges  Dreieck  ist  also  gleich  einem  Kreise  mit  dem  Durchmesser  a. 
Infolge  dessen  ist  der  Teil  der  Ebene  innerhalb  der  Kappa-Kurve  un- 
endlich grofs. 

Die  Definition  der  Kappa-Kurve,  von  der  wir  ausgegangen  sind, 
führt  uns  zu  einer  sehr  einfachen  Art  die  Kurve  zu  zeichnen.  Man 
denke  sich  ein  Winkelscheit  LMN  (bei  M  rechtwinklig)  dessen 
Kathete  MN=a  ist;  läCst  man  dasselbe  sich  in  der  Weise  bewegen, 
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dals  die  aiidpie  Kathete  LM  immer  durch  den  Punkt  0  geht,  und 
die  gegenuherliegende  Ecke  N  die  a;-Axe  dui-chläuft,  so  beschreibt 
der  Scheitel  dea  rechten  Winkels  ersichtlich  die  Kappa-Knrve.  Die 
Kiirven-Nonnale  in  M  geht  infolge  dessen  durch  den  Punkt  V,  in 
welchem  das  m  0  auf  LM  errichtete  Lot  die  von  TV"  zu  Ox  gezogene 
Senkiechte  schneidef^). 

Barrow  hat  in  seinen  Lectiones  geotneiricae  —  veröffentlicht  1670  — 
eine  andere  Konstruktion  für  die  Kappa-Kurve  angegeben^.  Mau 
trage  auf  der  Polaraxe  ein  Stück  OA  =  a  ab  und  ei-richte  in  A  zu 
ihr  die  Senkrechte;  ein  beliebiger  durch  den  Pol  gezogener  Strahl 
schneide  diese  in  E.  Ti'ägt  man  nun  auf  diesem  0M=  AH  ab,  so 
ist  der  Ort  des  Punktes  M  eine  Kappa-KuiTe.  —  Diese  Konstruktion 
zeigtj  daCs  der  Oi-t  offenbar  die  Gleichung  hat 

s-«tg». ,■■'''' 

die  sich  von  (1)  nur  dadurch  unterscheidet,  daCs  a  in  '-^  —  £■>  ver- 
wandelt ist. 

Theoretisch  und  auch  wohl  praktisch  wichtiger  ist  noch  eine 
andere  Definition  der  Kurve,  die  wir  durch  Modifikation  der  aiifäng- 
Uchen  erhalten.  Beschreiben  wir  einen  Kreis  um  den  Mittelpimkt  N 
mit  dem  Radius  NM,  so  ist  die  Gerade  OM  eine  Tangente  desselben 
und  also:  Die  Kappa-Kurve  ist  der  geometrische  Ort  der  Bernhnmgs- 
punkte  der  Tangenten,  die  man  von  einem  Punkte  einer  festen  Ge- 
raden an  die  nnendlicli  vielen  Kreise  Ton  gegebenem  Radins,  die 
ihren  Mittelpunkt  auf  dieser  Geraden  haben,  ziehen  kann. 

Die  Betrachtung  der  Gleichung  (4)  führt  uns  von  selbst  auf  all- 
gemeinere Kurven,  nämlich  die  durch  die  Gleichung 

4)  =  t[tg(ira (5) 

dargestellten,  wo  \i  eine  gegebene  Zahl  bedeutet.  Dieselben  sind  al- 
gebraisch, wenn  ^  eine  rationale  Zahl  ist,  und  bieten  ziemlich  ver- 
schiedene Gestalten  dar,  welche  den  Namen  Noeuds  (Knotenkurven), 
den  französische  Geometer  ihnen  gegeben  haben,  rechtfertigen^).  Ab- 
gesehen vom  Falle  f(=l,  führt  uns  die  Annahme  ^^f-  zu  einer  be- 
kannten Kurve,  nämlich  der  Strophoide  (s.  Nr,  ST,  61.  (.2));  für  /i  =  2 
erhalten  wir  schon  eine  neue  Kurve,  die  von  der  sechsten  Ordnung 
ist  und  Moulin  ä  vent  (Windmühle)  genannt  wurde*). 

1)  Diase  Eonstraktion  kann  auch,  durch  einfache  Berechnung  der  polaren 
Subnormale  bestätigt  werden, 

3)  The  mafheinatieal  worhs  of  J.  Barrow,  herausg.  v,  Wbewell  (Cambridg-e 
1860)  S.  247. 

3)  Aubry  a,  ü.  S.  251.  —  Wenn  ji  eine  ganze  Zahl  ist,  so  ist  die  Knoten- 
kurve von  der  Ordnung  2{(t-|-  1). 

4)  G.  de  Longchamps,  CottTs  de  proWhnes  äe  ^eometrie  anaJyUgues  B.  I 
(PariB  1873)  S.  137. 
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Die  Knotenkurven  sind  nicht  die  einzigen  Verallgemeiner ungen, 
welche  die  Kappa-Kurven  erfahren  können.  Schon  Sluse  bemerkte, 
dafa  daa  Gntschoven'ache  Problem  sich  verallgemeinern  lasse,  indem 
man  annimmt,  dafs  der  Winkel  OMN  statt  eines  rechten  Winkels, 
einen  konstanten  Wert  «  habe.  Es  entsteht  dann  die  Km-ve,  die  in 
Polar-  bezw.  kartesischea  Koordinaten  die  Gleichung  hat 

p  =  «--^^i_^^         a^(xaosa']-ysmay-=(x^-\-y^)t/    .     (6) 

und  die  man  die  schiefe  Kappa-Kurve  zum  Unterschiede  von  der 
ursprünglichen  oder  geraden  Kappa-Kurve  nennt.  Der  Name  pro- 
jective  Kappa-Kurve^)  w\u-de  dann  allen  Kurven  vierter  Ordnung 
mit  einem  Doppelpunkt  und  einem  Berührnngaknoten  gegeben.  Sehliol's- 
lich  kann  auch  die  Kurve  mit  der  Polargleiehung 

c-i^St^' <'^ 

der  man,  vrie  der  Gutschoven' sehen  Kurve  bei  einigen  Problemen  det 
darstellenden  Geometrie  begegnet^,  als  eine  Verallgemeinerung  der 
Kappa-Kurve  angesehen  werden,  insofern  als  Gleichung  (7)  in  (4) 
übergeht,  wenn  man  !  =  oo  setzt. 

86.  Von  projektivischem  Standpunkte  aus  unterscheidet  sich  die 
Kappa-Kurve  kaum  von  einer  anderen  Kurve  viel  neueren  Datums, 
die  wegen  ihrer  Gestalt  und  ihrem  Entdecker  zu  Ehren  die  Külp'- 
sche  Konehoide  heiTst^).  Ihre  Entstehungsweise  ist  folgende:  „Ge- 
geben ist  der  Quadrant  OA  C  eines  Kreises  mit  dem  umbeschriebenen 
Quadrate  OABC  (Taf.  VI,  Fig.  46);  durch  den  Mittelpunkt  ziehe  man 
eine  beliebige  Gerade,  die  den  Quadrantenbogen  in  G  und  die  eine 
Seite  des  Quadrates  in  F  schneidet.  Die  durch  F  zu  der  anderen 
Seite  gezogene  Parallele  und  die  durch  G  zu  der  ersteren  schneiden 
sich  in  einem  Punkte  P,  dessen  Ort  der  eine  Bogen  der  fraglichen 
Konehoide  ist;  die  anderen  drei  sind  die  zu  ihm  symmetrischen  in 
Bezug  auf  den  Mittelpunkt  des  Quadranten  und  die  ihn  begrenzenden 
Eiadien." 

Nimmt  man  als  Eoordinataxen  diese  beiden  Radien  und  nennt 
den  Winkel  der  beliebten  Geraden  mit  dem  ersteren  ip,  den  Radius 
des  Quadranten  a,  so  erhält  man  sogleich  folgende  parametrisehe 
Darstellung  der  in  Rede  stehenden  Konehoide: 

X  =  a-  eos  <p,         y  =  a-tg(p (8) 


1)  V.  Retali,  Sop^-a  urta  eorrispondenza  [m,  vi]  (Rend.  del  E.  Ist.  Lomti. 
2.  Ser.  SXXn,  1899). 

3)  De  la  Gournerie,  TmiU  de  geomärie  descriptive.  S.  Teil  (Paris  1885), 
S.  151. 

3)  Kiilp,  Über  eine  besondere  Art  der  Konehoide  (Museheilinie)  (Archiv. 
XLYTU,  1868). 
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und  demnach  durcli  Elimination  von  9 

x'y^  =  n'fa'  —  m  (9) 

Aus  dieser  'xleichung  entnimmt  min  dal  die  Kiilp'sche  Konclioide 
einen  Berftiirung^knoten  im  unendliLh  lernen  Puulcte  von  Oy,  welche 
Äse  zugleich  die  /UgehDiige  Tangente  i**!  aulserdem  einen  iso- 
lierten Puukt  im  Unendlichen  von  Oj.  hat  Die  Kurve  liegt  ganz 
innerhalb  des  Streifens  der  Ebene,  der  von  den  beiden  Geraden  x^  +  a 
begrenzt  wird^    sie  hat  vier  reelle  Wendepunkte  mit  den  Abeeissen 

+  tt|/-ö-;    im   übrigen   sind    bemerkenswerte   Eigenschaften   an   ihr 

nicht  bemerkt  worden. 

Eine    andere    mit    einem    BerührungBlmoteu    versehene    rationale 

Kurve  vierter  Ordnung  entsteht  bei  folgender  Konstruktion:  „Gegeben 

ein  Kreis  (Taf  VI,  Fig.  47  a,  h)  mit  dem  Centi-nm  0,  dem  Eadius  r, 

und  ein  Punkt  Ä  seiner  Ebene.     Man  ziehe  einen  beliebigen  Radius 

OM  und  bestimme  dessen  Schnittpunkt  P  mit  dem  in  A  auf  AM 

errichteten   Lote.     Variiert   mau    den   Radius,    so    variiert   auch   der 

Puukt   P   und    beschreibt    eine   Linie,    die   man    die    Jerabek'sche 

Kurve  nenut^)."     Um  deren  Gleichung  zu  linden,  nehmen  wir  0  als 

Pol  und  OÄ  ab  Polaraxe,  nennen  a  den  Abstand  OÄ,  ■^  den  Winkel 

OAM,  Q  und  (0  die  Koordinaten  von  P.     Aus  der  Betrachtung  der 

Figur  ergeben  sieh  dann  folgende  Relationen: 

p=  01'  =  r  —  VM  =  r^^^~  ,       AM=a^, 
^  cos  1). '  sm  tp 

daher  p  ^  r  —  a  -. 

Da  nun  ferner  AM  =  Ya^  ^  r^  —  2ar  msoj , 

1,  ,                         1             AM          !/«=  +  )■'  — 2 (ir  cos  D. 
so  hat  man  -= —  =  — .  -  -  = ■ r — ■ , 


und  deswegen  -; =  '"    _■ —  '"  ■ 

Setzt  man  diese  Werte  in  den  schon  gefundenen  Ausdruck  für  p  ein 
und  reduziert,  so  erhält  man  die  Gleichung 

(f-al'Z'äclll' t^^) 

welche  zeigt,  dafs  die  Jerabek'sche  Kurve  rational  ist  und  sym- 
metrisch in  Bezug  auf  OA.  Gehen  wir  zu  kartesischen  Koordinaten 
über,  so  wird  diese 

r^{x^  -^  y^  —  axf  =  a^{x^  -\-  y^)  (x  —  tif.    .    .    .    (11) 
Diese  zeigt,  dafs  die  Kurve  selbst  eine  cirkulare  Kurve  vierter  Ordnung 

1)  Mathesis,  Questioa  314,  gelöst  in  B,  V,  1885,  S.  110-X16. 
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ist^),  die  0  ala  aufserordentliehen  Brennpunkt  bat;  Ä  ist  der  Berüiirungs- 
knoten,  die  zugehörige  Tangeute  ist  senkrecht  za  OA.  Die  Kurve 
zeigt  verBchiedene  Gestalt,  jenachdem  a^r.  Wenn  a<^r,  &.  h..  Ä 
innerhalb  des  gegebenen  Kreises  liegt,  so  ist  0  ein  Knotenpunkt  und 
die  entsprechenden  Tangenten  bilden  mit  OÄ  einen  Winkel,  dessen 
Cosinus  --  ist;  die  Kurve  liegt  ganz  innerhalb  des  Kreises.  Wenn 
hingegen  a  >  r,  so  ist  0  ein  isolierter  Punkt  und  die  Kurve  besitzt 
zwei  unendliche  Zweige,  die  zu  Asymptoten  die  beiden  diu-cb  A  gehen- 
den Geraden  haben,  die  mit  der  Polarase  einen  Winkel  vom  Cosinus 

—  bÜden  und  vom  Pole  dem  Abstand ^  haben. 

87.  Während  die  Külp'sche  Konchoide  und  die  Jerabek'sche 
Kurve  aufser  dem  Berührungsknoten  noch  einen  Doppelpunkt  haben, 
hat  die,  von  der  jetzt  die  Rede  sein  wird,  eine  Spitze. 

Es  sei  eki  Kreis  gegeben  mit  dem  Mittelpunkte  0  (Tai  VI, 
¥ig.  48),  dem  Radius  -^,  zwei  aufeinander  senkrechte  Durchmesser 
desselben  AB,  CD  und  schliefslicb  eine  Gerade  r  parallel  zu  CD. 
Man  ziehe  durch  A  einen  beliebigen  Strahl,  der  r  m  M  schneidet, 
dann  von  M  die  Parallele  zu  AS,  welche  die  Peripherie  des  Kreises 
in  AT  schneidet  und  schlielslich  durch  N  die  Parallele  zu  CD.  Ist 
nun  P  der  Schnitt  dieser  mit  dem  Strahle  AM,  so  ist  der  Ort  von 
P  eine  derjenigen  Kurven,  die  von  G.  de  Longchamps  quartiques 
pyriformes  genannt  wurden^).  Es  ist  vorteilhaft,  aus  dieser  Kon- 
struktion ein  Verfahren  herzuleiten,  um  die  Punkte  der  Kurve  zu 
finden,  die  eine  gegebene  Abscisse  AK  haben  (Ä  als  Anfang,  AB  als 
3;-As:e  genommen^):  Man  bestimme  die  Punkte  N  und  iV"',  in  denen 
der  gegebene  Kreis  die  vom  Punkte  K  z\i  r  parallel  gezogene  Ge- 
rade schneidet,  dann  die  Punkte  M  and  M',  in  denen  diese  von 
den  durch  N  und  N'  zu  AB  gezogenen  Parallelen  getroffen  wird; 
projiziert  man  nun  die  Punkte  M  und  M'  von  A  aus  auf  die  Ge 
rade  NN,  in  P  und  P',  so  sind  diese  die  gesuchten  Punkte.  — 
Bezeichnet  man  den  Abstand  AH  des  Punlctes  A  von  der  Goraden 
r  mit  b,  nennt  den  variahelen  Winkel  MAB  =  q>  und  x,  y  die 
Koordinaten  von  P,  so  ist  Jlf.H=6-tgy.     Ferner  ist  offenbar 

'NK^  ==  Wh'  =  AK- KB, 
und  daher 

&^- tg^qo  =  x(a  —  x). 

1)  Dasselbe  Resultat  eigiebt  5icli  auch,  wenn  min  beachtet,  dafe  die 
AusgangskoEstrukücn  die  Kurve  ale  erzengt  von  awei  Stiahlenbüsclieln  in  der 
Korrespondenz  [3    2]  mit   len  Centien  m   Ifn  Punkten  (I  und  A  erscheinen  läfst. 

2)  Essai  SM  Ja  j  nndiie  Je  !a  legle  ((  de  l'queiu  (Earis  1890)  S.  129, 
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Ea  iat  aber  tg^  =  ^,  und  daher 

a^  —  ax^-\-  b^f  =  0 (12) 

die  Gleichling  der  gesvicliteii  Kurve.  Dieae  selbst  ist  also  von  der 
vierten  Ordnung,  ajmmetriscli  in  Bezug  auf  Ox,  und  vollständig  inner- 
halb des  Quadrates  gelegen,  dessen  Seiten  den  gegebenen  Kreis  in 
Ä,  B,  G,  D  bei-Öhren.  Der  Punkt  A  ist  eine  Spitze  der  Kurve,  AB 
die  zugehörige  Tangente;  der  unendlich  ferne  Punkt  des  Durchmessers 
CD  ist  dagegen  der  Berührungsknoten,  die  unendlich  ferne  Gerade 
ist  die  zugehörige   Tangente;   Wendepunkte   sind  die  beiden  Punkte 

mit  den  Absciesen  a  '  und  Kulminationspunkte  die  mit  der 
Abscisse  —  und  den  Ordinaten  +  -s-  ■ 

Bemerkenswert  ist  der  Spezialfall  6  =  cf^);   dann  borührfc  r  den 
Kreis  und  Gleichung  (12)  wird  zu 

»*  —  ax'^  -\-  a^y^  =  0; 
■wenn  man  nun  in  dieser  )/  in  —  verwandelt,  so  gciit  sie  wieder  auf 
(12)  zurück;  daher  ist  die  allgemeine  „quartique  pyriformo" 
eine  dem  soeben  betrachteten  Spezialfälle  affine  Kurve.  — 
Es  möge  noch  ein  anderer  Spezialfall  beti'achtet  werden:  nämlich 
«  =  2?>;  die  entsprechende  Kurve  heifst  Toupie  (Kreiselkurve),  wegen 
ihrer  Gestalt  so  genannt,  und  wird  folgendermaCsen  konstruiert^): 
Gegeben  ein  Kreis  F  {mit  dem  Durchmesser  26)  bezogen  auf  zwei 
Axen  Oäc,  Oy;  man  projiziere  einen  beliebigen  Punkt  M  von  F  in 
A  und  B  auf  die  Axen,  fälle  MH  senkrecht  auf  AB  und  trage 
MF  =  MS  auf  der  Verlängerung  von  BM  ab;  der  Ort  der  Punkte 
P  ist  die  Kreiselkurve. 

Die  Gesamtfläche  der  allgemeinen  Kurve  ist 


=  2  j-  y  ■  dx  =  -j-  f  xYax  -^x^dx  ^)  = 


im  speziellen  Falle  a  =  l),  wird  dieser  Ausdruck  2^(2")     ^'"^^  ^eigt, 

dafs  dann  die  Kurvenfläche  gleich  der  Hälfte  des  gegebenen  Kreises  ist. 

Ebenfalls  De  Longchamps  verdankt  man  die  Betrachtung  einer 

anderen  Kurve  vierter  Ordnung  mit  Spitze,  die  von  projektivischem 


1)  Er  wurde  von  Ossian  Bonnet  1844  betrachtet  (Nouv,  Ann.  HI,  S.  7d). 

2)  Sctlömileh,  CompendÄvm  der  höh.  Änah/sis  I,  b.  Aufl.  (Brauns cLweig 
1)  S.  87;  G.  de  Lougchamps,  Oours  de  prohlkiies  de  geometrie  analytique  I 
ris  1898)  8.  137;  b.  auch  S.  177. 

3)  Wegen  Berechnung  dieses  Integrals  sehe  man  Schlömilch,  Übwigs- 
h  mm  StMÄiitm  der  höh.  AntOysis  II  (2,  Aufl,  1874)  S,  22. 
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Standpunkte  aus  derTorigen  analog  ist.  Wegen  ilirei  Gestalt  \^  Taf.VI, 
Fig.  49)  wurde  sie  von  ihrem  Erfinder  mit  dem  Nameu  Äpienne 
(von  eJÄtor  =  BixEe)  belegt^).  Man  erhalt  aie  aus  einem  Kreise,  der 
in  kartesisehen  Koordinaten  dargestellt  wird  dtiich  die  trleidiung 

X^-\-  Y^~2R-r— 2Ä  Z  +  -ß^  =  0 
vermittelst    der    (semi-reaiprokeii    kartesisehen)    Transformation, 
die  durch  die  Formeln 

dargestellt  wird^).     Die  „Birnkurvo"  hat  demnach  folgende  Gleiehung: 

2/2  {x  —  ny  —  2n^t/  +  Ä'  =  0; 
sie  läCst  sich  auch  pai'ametriscli  darstellen,  nämlich  so: 
3-  =  1  -|-  cos  (p,       -|-  =  -  -v-T---  ■ 

Infolgedessen  ist  sie  eine  rationale  Kurve  vierter  Ordnung,  und  sym- 
metriaeh  in  Bezug  auf  die  Gerade  x^=R.  Der  unendlich  ferne  Punkt 
dieser  Geraden  ist  eine  Spitze  dej^elhen  mit  dieser  Geraden  als  Bpitzen- 
taugente.  Hingegen  ist  der  unendlich  ferne  Punkt  von  Ox  ein  Be- 
rührungsknoten mit  dieser  Axe  als  Tangente.  Für  alle  reellen  Punkte 
der  Kurve  hat  man  —  a^x^-^  a  und  y^-^- 

Sämtliche  in  diesem  Kapitel  heti-achteten  Kurven  hatten  aufser 
einem  Berühi-ungsknoten  noch  einen  Doppelpunkt  oder  eine  Spitze; 
dasselbe  gilt  auch  für  die  Kurve  mit  folgender  Gleichung 

«^  =  ^^y'«'— TS 

deren  Konstruktion  Giordano  Riccati  in  seiner  Arbeit  gezeigt  hat, 
die  den  sonderhai-en  Titel  hat  Teorema:  ü  nulla  imagmario  non  pud 
eonfondersi  col  reale  (Mem.  della  Soc.  Itaf,  deUa  Scienze,  IV,  1788); 
im  folgenden  Kapitel  werden  wir  nun  eine  Familie  von  Kurven  kennen 
lernen,  deren  Mitglieder,  ähnlieh  wie  einige  der  virtuellen  Parabeln, 
jedes  die  erste  der  obigen  Singularitäten  besitzt. 

1)  Gmirs  de  ßrobi^Jies  de  giomitric  cmahfUgue  II.  ;,PAtis  1891)  &  393. 

2)  Um  den  Punkt  M(XY),  der  dem  Punkte  in(x,y)  entapin-kt,  zu  finden, 
beschreibe  man  mit  dem  Radius  B  um  den  Mittelpunkt  0  den  Kieia  r,  man 
ziebe  von  m  die  Parallele  zu  OX,  so  findet  man  den  Pol  in  Be^ug  auf  F;  die 
von  ihm  au  Ox  gezogene  Parallele  aclmeidet  die  vcn  ui  zu  Oy  gezogene  Pa- 
rallele in  M,  wie  leicht  ersichtlich. 
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Zwölftes  Kapitel. 
Die  Konchalen. 

88.  Der  Ort  der  Punkte,  deren  Abstände  von  zwei  festen  Punkten 
oder  zwei  festen  Geraden  oder  von  einem  Punkte  und  einer  Geraden 
in  einem  gegebenen  Verbältnisse  stehen,  ist  ein  Kreis,  ein  Geraden- 
paar  oder  ein  Kegelschnitt.  Wenn  man  unter  den  gegebeneu  Be- 
dingungen das  Verhältnis  ersetzt  durch  die  Summe  oder  Differenz, 
so  erhält  man  einen  centrischen  Kegelschnitt,  eine  Gerade  oder  eine 
Parabel.  Wenn  man  hingegen  statt  dessen  das  Produkt  einführt, 
80  erhält  man;  1)  Eine  Casainische  Kurve,  wenn  die  festen  Ele- 
mente zwei  Punkte  sind;  mit  dieser  werden  wir  uns  im  nächsten 
Kapitel  beschäftigen.  2)  Eine  Hyperbel,  wenn  es  zwei  Geraden  sind. 
3)  Wenn  die  festen  Elemente  ein  Punkt  F  und  eine  Gerade  *■  sind, 
eine  Kurve,  von  der  schon  Schlömileh  die  Gleichung  sowie  einige 
Eigenschaften  gefunden  bat'),  deren  methodische  TJnteisuchnng  jedoch 
erst  vor  wenigen  Jahren  von  G.  Hnber^)  ausgeführt  wurde,  der  auch 
den  Vorschlag  machte,  sie  Konchale  zu  nennen  wegen  der  Gestalt- 
ähnlichkeit,  die  sie  bisweilen  mit  der  Konchoide  des  Nikomedes  hat. 

Nimmt  man  als  iC-Axe  die  vom  Punkte  F  auf  die  Gerade  r  ge- 
fällte Senkrechte  FÄ  und  als  Anfang  den  Mittelpunkt  der  Strecke 
FA  =  2«,  so  sieht  man  alsbald,  wenn  man  mit  ah  das  konstante 
Produkt  bezeichnet,  dafs 

(»  +  «)'[(« -«)'  +  !/■]-«'*' (I) 

die  Gleichung  der  Konchale  ist. 

Sie  ist  demnach  eine  Kurve  vierter  Ordnung  symmetrisch  in  Be- 
zug auf  die  3:-Axe.  Die  Abseissen  der  vier  Punkte,  in  denen  diese 
von  der  Kurve  geschnitten  wird,  sind  4;  « !/(!(« +  ?i^),  während  die 
Ordinaten  der  beiden  Punkte,  in  denen  die  Kurve  die  i/-Axe  schneidet, 
gleich  -f-V^^  —  o}  sind;  dies  zeigt,  dafs  von  jenen  vier  Punkten 
4  oder  2  reell  sind,  jenachdem  k^a,  während  diese  beiden  reell  oder 
imaginär  sind,  jenachdem  h  ^  a.  In  dem  Zwischenfalle  Tz  ^  a  wird 
Gleichung  (1)  zu 

y^{x^  äf  ^  x^{x^ —  2aF)-=(); ('2) 

sie  hat  nunmehr  im  Anfang  einen  Knotenpunkt  mit  den  Tangenten 
1/  =  +  ai  1/2  und  schneidet  die  a;-Axe  femer  in  den  Punkten  mit  den 

1)  Uiv/ngsbyich  ewm  Studiiim  der  hiiheren  AnaVysis,  I.  T.  (3.  Aufl..  Leipzig 
1878)  S.  97. 

2)  Ke  Konchalen,  ihre  orthogonalen  Trajectorien  ■and  die  Cissoiden  iiiertei- 
Ordntiny  (Monatsliefte  ¥1,  1895). 
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Äbseissen  x=  +  «"1/2.  Im  allgememen  Falle  geht  die  Kurve  durch 
die  cyklischea  Punkte  der  Ehene  und  besitzt  aufserdem  im  Unend- 
lichen von  Oy  einen  Berührungsknoten;  die  entsprechende  Tangente 
hat  zur  Gleichung  x  -\-  a  ^  0,  ist  also  die  Gerade  r.  Die  Konehale 
bietet  verschiedene  Gestalten  dar,  je  nach  der  relativen  Gröfse  der 
Konstanten  a  und  k:  Im  Speziellen 

wenn  ft  <  a,  l)esteht  sie  aus  zwei  nuendlichen  Zweigen  und  einem 
Ovale; 
„      'k  =  a,       „        „      „      einer   Serpentine   und    einem    Zweige 

mit  Knoten; 
„  7e  >  a,  j,  „  „  zwei  unendlichen  Zweigen. 
Die  Quadratur  der  Konehale  hängt  im  allgemeinen  von  elliptischen 
Funktionen  ab,  die  Rektifikation  von  hyperelliptisehen;  für  die  ratio- 
nalen Konchalen  kann  das  erste  Problem  jedoch  elementai-  gelöst 
werden,  während  das  zweite  die  alleinige  Anwendung  der  elliptischen 
Funktionen  verlangt.  Die  Tangente  an  die  Konehale  in  einem  Punkte 
P  kann  durch  Spezialisierung  eines  allgemeinen  von  A.  Hurwitz'^) 
gegebenen  Verfahrens  erhalten  werden;  man  gelangt  dann  zu  folgen- 
der Konstruktion;  Man  verbinde  P  mit  F  und  errichte  in  F  die 
Senkrechte  ß  zu  PP;  ebenfalls  verbinde  man  P  mit  dem  Punkte  (jor) 
und  suche  den  zu  dieser  Geraden,  in  Bezug  auf  die  beiden  Geraden 
f  und  r,  konjugiert  harmonischen  Strahl;  dieser  wird  parallel  zur  ge- 
suchten Tangente  sein. 

Wenn  man  die  Konstante  fc  variiert,  so  stellt  die  Gleichung  (1) 
cx)i  Kurven  dar;  die  Differentialgleichung  ihrer  orthogonalen  Tra- 
jektorien  ist 

dy[2x(x  —  t)  +  J/*]  ■ —  y{x  -{-  a)dx  =  0. 
Durch  lutegi-ation  erhält  man: 

demnach  sind  diese  'iVajektorien  rationale  Kurven  vierter  Ordnung  mit 
F  als  gemeinsamem  Doppelpunkt  und  Berührungsknoten  im  nnendlieh 
fernen  Punkte  von  Ox;  die  unendlich  ferne  Gerade  ist  die  zugehörige 
Tar^ente. 

89.  Steiner  hat  folgendes  allgemeine  Problem  gestellt^):  „Ge- 
geben in  einer  Ebene  II  eine  Kurve  C„  und  ein  fester  Punkt  P;  den 
Ort  solcher  Punkte  M  von  il  zu  finden,  dafs  die  Berührungspunkte 
zweier  von  M  an  die  Kurve  C^  gezogenen  Tangenten  mit  dem  Punkte 
P  in  gerader  Linie  liegen."  Dieses  Problem  kann  nun  leicht  gelöst 
werden,  wenn  die  gegebene   Kurve  eine  Konehale   ist  und  der  feste 


1)  Über  TangmtmkomtraUionen  (Math.  Ann.  XXII,  1883), 
3}  Ges.  Werke,  B.  II  (Berlin  1884)  S.  599. 
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Punkt  der  (zu  ihrer  Definition  benutzte)  Punkt  F  ist.  Man  gelangt 
zu  einer  neuen  Kurve  yiei-ter  Ordnung,  die  symmetrisch  in  Bezug  auf 
eine  Äse  ist,  nämlich  zu  der  durch  folgende  Gleichung  dargestellten: 

\k'-{u  +  x)'W-{x'  +  h'--ay (4) 

Diese  Kurve  hesitzt  zwei  Doppelpunkte  auf  der  a;-Äxe,  nämlich  die 
mit  den  Ähscissen  +  y«^- — Ä;^;  sie  sind  daher  reell  nur  dami,  wenn 
ft  <  a;  einer  von  ihnen  ist  dann  ein  Knoten,  der  andere  ein  isoliei-ter 
Punkt.  Auf  der  j/-Axe  hat  sie  zwei  einfache  Punkte  mit  den  Ordi- 
naten  +1/^^^ — a^;  diese  sind  reell  nur,  wenn  ft  >  a;  sie  hat  dann 
zwei  Asymptoten,  deren  Gleichungen  a:  +  a  +  ^  =  0  sind;  es  sind 
diese  die  Tangenten  in  dem  unendlich  fernen  Knotenpunkte,  welchen 
die  Kurve  besitzt.  Diese  hat  also  drei  Doppelpunkte  und  ist  dem- 
nach rational.  —  Wenn  h^  a,  so  zerfällt  unsere  Kurve  (4)  in  die 
beiden  ^  _  q  ^       (2a  +  a;)  y«  +  :c'  =  0, 

d.  h.  in  die  jz-Axe  mid  eine  Cissoide  des  Dioklea,  Dieser  Umstand 
macht  ea  ratsam,  im  allgemeinen  Falle  die  Kurve  (4)  als  Cissoide 
vierter  Ordnung  zu  bezeichnen.  In  dem  Falle  nun,  dafs  diese  Kui-ve 
zwei  reelle  Doppelpunkte  im  Endlichen  hat,  kann  sie  auch  ohne  Be- 
ziehung auf  die  Konchale  konstruiert  werden  und  zwar  auf  eine  Weise, 
die  angegeben  zu  werden  verdient. 

„Auf  der  iT-Axe  eines  kartesisehen  Koordinatensystems  bezeichnen 
wir  einen  Punkt  A  ( — «,  0)  und  beschi-eiben  um  diesen  mit  dem 
Radius  h<a  einen  Kreis  T  (Taf.  VI,  Fig.  50).  Wii-  ziehen  an 
diesen  die  Tangenten  OM^^  und  OM^  und  beschreiben  um  den  An- 
fangspunkt 0  mit  dem  Radius  OM^  =  OM^  =  "[/a^  ■ —  li^  ^  s  einen 
Kreis.  Die  Peripherie  dieses  neuen  Kreises  schneidet  die  3:-Axe  in 
zwei  Punkten,  von  denen  der  eine  S^  aufserhalb,  der  andere  jSj  inner- 
halb von  r  liegt.  Ist  nun  CG'  eine  beliebige  durch  S^  gehende  Sehne 
von  r,  so  ziehe  man  die  Geraden  CQ  und  C'Q'  senkrecht  zu  Ox  und 
bestimme  deren  Schnittpunkte  P,  P'  mit  dem  von  S^  auf  die  Gerade 
CG'  gefällten  Lote  S^V.  Der  Ort  der  Punkte  F,P'  ist  die  durch 
Gleichung  (4)  dai-gestellte  Cissoide  vierter  Ordnung." 

Sind  nämlich  x,  y  die  Koordinaten  des  Punktes  P,  so  bezeichnet 
—  X  die  Strecke  OQ  und  y  die  Strecke  FQ.     Da  nun 

AGVF^S^QP'^CQS,, 
so  bestehen  die  Beziehungen 


gp  -  py ,     PF  —  QS,    ™''  """     ep  —  «S, 


Daraus  folgt: 


ce-V(-s-«:)  = 
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Dreizehntes  Kapitel:  Die  Caasinisolie  Kurve. 
Aus  dem  rechtwinkligen  Dreiecke  ACQ  ergiebt  sich  nnn 

demaach  ( J  ^=li?—{x~\-  af 

oder  tflk^  —  (a:  -f  a)^]  =  {x^  —  «^  +  h^f 

als  Gleiehung  des  Punktes  P.     Da  sie  identiscli  mit  (4),  so  i 

ßiclitigkeit  der  Konstruktion  bewiesen. 


Dreizelintes  Kapitel. 
Die  Cassinisclie  Kurve. 

90.  Johann  Dominicus  Cassini  hat  für  astronomische 
Zwecke  eine  besondere  Kurve  erdacht,  die,  wenngleich  sie  auch  in 
keiner  Beziehung  den  Bedir^ungen  des  Problems,  für  welches  aie  er- 
funden wurde,  entspricht,  dennoch  von  vielen  Gelehrten  untersucht 
wurde,  die  dann  schöne  Eigenschaften  an  ihr  entdeckten.  Um  über 
den  Ursprung  der  KuiTe  zu  berichten,  ist  am  besten,  folgenden  Ab- 
schnitt aus  den  EUments.d'asbronomie  von  Jakob  Cassini^)  anzu- 
führen; „Depuis  l'observation  esacte  de  la  grandeur  apparente  des 
Diametres  du  Soleil,  mon  Pfere  a  trouv^  une  autre  courbe  differente 
de  l'Ellipse,  qui  sert  a  representer  fori  exaetement  les  monvementa 
viais  du  Soleil,  et  ses  divers  distances  ä  la  Terre.  II  suppose,  que 
1a  Terre  ^taut  placee  ä  Tun  des  foyers  de  cette  courbe,  le  Soleil  la 
parcoure  par  son  mouvement  propre,  de  nmuiöre  que  tirant  de  son 
centre  aux  deux  foyers  de  la  courbe  denx  lignes  droites  le  reetangle 
fait  sur  ces  deus  lignes  seit  toujours  egal  au  reetangle  fait  sur  la 
plus  grande  et  la  plus  petite  distance  du  Soleil  ä  la  Terre  ^)." 

Die  so  definierte  Kurve  heifst  die  Cassinische  Kurve  oder 
Oaasiniache  Ellipse,  oder  auch  Cassinisches  Oval;  andere  nennen 
sie  allgemeine  Lemniakate')  oder  einfacher  Lemuiakate*)  mit 
Hinznfügung  der  Beiwörter  gleichseitige*)  für  die  Beruoullische,  die 
wir  im  folgenden  Kapitel  behandeln  werden,  elliptische  für  die  aus 


1)  Paris  1749.  S.  149.  S.  auch  die  Artikel  von  D'Alembert  in  der  En- 
cyelopidie  mefhodigue  B.  I  (Paris-Lifege  1784)  S,  633. 

2)  Eine  andere  Art,  die  hier  betrachtete  Kurve  mit  Fragen  aua  der  Mechanik 
des  Himmels  in  Verbindung  zu  bringen,  sieht  man  aus  der  Schrift  von  E.  Oeking- 
hatis,  Die  Gasmmsehe  Linie  in  ihrer  Besiehwng  zv/e  Bewegung  da'  Himmels- 
liöTper  (Wochenschrift  ftir  Astronomie,  2.  Ser.  XXXI). 

3)  Steiner,  Eififacke  Konst/rulction  der  Tangente  an  die  allgemeine  Lemnis- 
Ute  (Grelles  Journ.  XIV,  1835). 

4)  Vechtmann,  Diss.  inaug.  phü.  de  curvis  lemniseatae  (Göttingen  1843), 
ö)  Haton  de  la  Gonpillifere,  Tftese  äe  m^cani^ue  (Paris  1857)  S.  9. 
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zwei  Zügen,  hyperbolische  für  die  aus  einem  einzigen  bestehende 
Cassinische  Linie').  Wir  werden  dem  elfteren  dieser  Namen  den  Vor- 
zug geben,  da  alle  anderen  sich  nur  auf  eine  einzelne  der  Formen 
beziehen;  welche  die  Kurve  darbieten  kann,  wenn  wü-  nicht  den  Namen 
Caasinoide  gebrauchen  wollen,  den  Montucla  vor  mehr  als  hundert 
Jahren  schon  einer  gerechtfertigten  Kritik  unterzog^,  und  der  wahr- 
scheinlich von  d'Alembert  für  den  Gehrauch  in  der  Encydope'die  ge- 
bildet wurde. 

Nehmen  wir  als  Abscissenaxe  eines  rechtwinkligen  kartesisehen 
Systems  die  Yerbindungslinie  der  beiden  festen  Punkte  F^F^  und  als 
Anfang  den  Mittelpunkt  0  der  Strecke  F^F^,  so  sieht  man  alsbald, 
dafs,  wenn  2a  den  Abstand  J^^Fg.und  c^  den  Inlialt  des  gegebenen 
ItechteckB  bedeutet,  die  Gleichung  der  Kurve  ist 


y(a:  ^  af -\- i/ ■  Y^a)  +  af  +  »/^  =  c\ 
oder  (x'-\-j,'y~2a\x'-i/)  +  a'  —  c'^0,')     .     .     (1) 

Die  Caßsiniache  Kurve  ist  demnach  von  der  vierten  Ordnung  und  sym- 
metrisch in  Bezug  auf  zwei  zueinander  senkrechte  Äsen.  Sie  schneidet 
die  Gerade  i^ji^a  in  zwei  Punkten  A^,  A^,  die  immer  reell  sind,  mit 
der  Abscisse  +  ]/a^  -|-  c^,  sowie  in  zwei  weiteren  Punkten  B^,  B^ 
mit  der  Abscisse  +y'«^— -c^,  die  daher  nur  dann  reell  sind,  wenn 
«^  >  c^.  Die  i/-Ase  dagegen  wii-d  immer  in  zwei  imaginären  geschuitton 
und  zwei  anderen,  die  nur  dann  reell  sind,  wenn  a^  <  c\  Daraus  er- 
giebt  sich,  dafs  die  Caasinisehe  Kurve  aus  zwei  Zügen  besteht,  wenn 
a^  >  c*,  aus  einem  einzigen,  wenn  a^  <  c*.  Den  Fall  a"  =  c^  schliefsen 
wir  vorläufig  aus,  da  wir  uns  mit  diesem  im  folgenden  Kapitel  be- 
schäftigen werden.  Wir  heben  hervor,  dafs  die  Kurve  zwei  Doppel- 
tangenten  hat,  nämlich  die  Geraden  + «/  =  r^  j  die  zugehörigen  Be- 
rührungspunkte haben  die  Abscissen  x=  — -t--.---- — ^  sind  daher  nur 
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dann  teell,  wenn  c<a")/^;  in  dem  Grenzfalle  c^(iy'2  fallen  die 
beiden  Berührungspunkte  zusammen,  und  wir  haben  eine  TJndulations- 
tangente.  Aus  lekterem  geht  hervor,  dafs  nur,  wenn  c  >  a  "[/S  die 
Caasinische  Kurve  eine  ovalähnliehe  Gestalt  hat  und  nur  dann  die 
Ellipse  zweiter  Ordnung  in  der  graphischen  Darstellung  der  Bahn- 
kurve der  Gestirne  ersetHen  könnte. 

Um  das  Verhalten  der  Cassinischen  Kurve  im  Unendlichen  kennen 
zu  lernen,  setzen  wir  a:  +  %  =  -p ,   ^  —  iy  =  —■    Die  Gleichung  (1) 

wird  dann  (|._  «s^.)(^s_  ^2ga)  _  ^^  _  q (2) 

Diese  Gleichung  zeigt,  dafs  die  Cassinische  Kurve  in  dem  cyklisehen 
Punkte  1  =  0,  ^  ^  0  als  Tangenten  die  beiden  Geraden  g  +  a£  ^  0 
hat;  jede  der  beiden  schneidet  die  Kui-ve  in  vier  mit  dem  bezüglichen 
Berührungspunkte  zusammenfallenden  Punkten;  dasselbe  gilt  für  den 
Punkt  ij^O;  £  =  0.  Man  schliefst  daraus:  Die  beiden  Kreispuiikte 
sind  Inflexions-Doppelpnnkte  für  die  Cassiniseke  Kurve  ^).  Die  ent- 
sprechenden Tangenten  haben  die  Gleichungen 

X  -\-  iy  +  a  =  0,  X  —  8j/  +  o;  =  0 
und  schneiden  sieh  in  den  beiden  reellen  Punkten  mit  den  Koordinaten 
(i''f<')i  ^^  ^i'i'^  ^^  beiden  Punkte  F^  und  F_^,  die  lich  somit  als 
autaerordentlicho  Bremipunkte  der  Kurve  eigeben  Um  die  gewöhn- 
lichen Brennpunkte  zu  finden,  suchen  wir  diejenigen  Tangenten  von 
(2),  welche  durch  den  Punkt  |  ^  0,  £  =  ('  gehen,  setzen  wir  dazu 
\  =  7c£,  dividieren  die  entstehende  Gleichung  duith  |^  und  suchen 
diejenigen  Werte  auf,  die  man  dem  Ä  erteilen  muls,  damit  die  resul- 
tierende Gleichung  eine  doppelte  Wurzel  --  habe.     Wir  finden  dann 

unschwer  /c  =  +  y  <^  —■  — j,  und  daher  haben  die  vom  ersten  Kreia- 
punkte  gezogenen  Tangenten  die  ( 


und  ähnlich  die  vom  zweiten 


Diese  beiden  konjugiert  im^inaren  Geradenpaai-e  schneiden  sich  noch 
in  zwei  reellen  Ptmkten,  und  zwar  sind  deren  Koordinaten 


s-o, 

■■'-  +  '--.-, 

wenn  a'  > . 

und          11  =  +----- — ! 

msRinian  (Messengev 

wenn  a^  < 

1)  Cayley,  Note  on  Ike 

IV,  1875). 
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Sie  liegen  daher  auf  der  Verbindungslinie  der  aufserordentüchen  Breiia- 
pnnkte,  wenn  die  Kurre  aus  zwei  Zügen  bestehb,  dagegen  auf  der 
Mifctelsenltre eilten  dieser  Linie,  wenn  sie  aus  einem  einzigen  Zuge 
besteht. 

91.  Wenn  die  Cassinisclie  Kurve  aus  zwei  geschlossenen  Zügen 
besteht,  kaom  maji,  ohne  imaginäre  Gröfsen  einzuführen,  die  Gleichung  (1) 
in  folgender  Form  schreiben: 


'V$^ 


und  diese  drückt  folgenden  Satz  von  Wangerin  aus:  „Wenn  man  auf 
den  A-xen  einer  aus  zwei  geschlossenen  Zügen  bestehenden  Cassinischen 
Kui-ve,  bei  welcher  der  Abstand  der  aufserordenÜiehen  Brennpunkte 
=  2a  und  Asß  konstante  Produkt  der  Abstände  dieser  beiden  Punkte 
von  der  Kurve  =c\  die  Strecken  0X„  OZ^,  OY^,OY^  gleich  y'a*-? 
I  kann  die  Kurve  selbst  als  Ort  solcher  Punkte  M  definiert 


werden,  für  welche    My-'    my~  "^  ConstS)." 

In  höchst  einfacher  Weise  kann  unsere  hier  betrachtete  Kurve 
iu  einem  bipolaren  Koordinatensystem  dargestellt  werden,  wenn  F^ 
und  i''ä  die  beiden  Pole  sind,  nämlich  durch  die  Gleichung 

Pi  ■  Ps  =  c*- 
Sie  kann  jedoch  auch  leicht  dargestellt  werden  durch  eine  Gleichung 
zwischen  dem  Winkel  F^MF^  =  @   und  dem  Radius  vector  ß,   der 
vom  Mittelpunkte  0  der  Strecke  F^F^  aus  zu  dem  variabeln  Punkte 
M  der  Kurve  geht.     Es  ist  nämlich 

F^^''  =  MF^^  +  MF^'  —  2  MF^  ■  3IF._  ■  cos  @ , 

MF,  ■  MF,  =  c\        MF\^  +  MF^''  =  2a^  +  2^'', 

woraus  sich  ersiebt  „         «    ,  •   « 

°  ^^^  a  -\- c'- nosS, (d) 

welche  Gleichung  der  Cassinischen  Kurve   sich  in  einigen  FäUen  als 
nützlich  erweist^). 

Die  Definition  der  Casainiachen  Kurve,  von  der  wir  ausgingen, 
eignet  sich  schlecht  für  die  Zeichnung  der  Kurve,  die  punktweise 
Konstruktion  ist  jedoch  in  ziemlich  bequemer  Weise  ausführbar,  wenn 
man  sich  des  folgenden,  bis  jetzt  nicht  bemerkt.eii  Satzes  bedient: 
„Gegeben  ein  Kreis  mit  dem  Centrum  0  und  dem  Radius  r  (Taf.  VI, 


1)  Über  eine Mgemchaft  der  Lmimiskate  {Archiv  Ast  Ma,ih.LY,l&'JS).  Dieser 
3in  Spezialfall  eines  allgemeinen  Satzes  von  Darboux;  siehe  Sur  •uiie  classe 
arqucibh  de  cowbes  et  mrfaees  atgeM^es,  2.  Tirage  (Paris  1890)  Art.  23  u.  82. 

2)  Oekinghaua,  Die  LemnisMte  (Daa.  11,  Sev.  VII  u.  VIU,  18S9). 
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Fig.  51,  ff,  6,  c),  einer  seiner  Durchmesser  F^^F^  und  zwei  Punkte 
A^,  Ä^  auf  seiner  Verlängerung  in  gleichem  Abstände  von  0.  Man 
ziehe  durch  A^^  (oder  A^  eine  beliebige  Gerade,  die  den  gegebenen 
Kreis  in  M  und  JV  schneidet.  Die  beiden  Kreise  mit  den  Mittel- 
punkten F^  und  Fj  und  den  Radien  J-^Jf  und  A^N  (oder  bezw.  A^M 
und  A^K)  schneiden  sich  in  zwei  Pnnkten  F,  deren  Ort  eine  Cassi- 
nis che  Kurve  ist." 

Um  dies  zu  beweisen  nehmen  wir  0  als  Anfang,  F^F^  als  iC-Ase; 
ist  d  der  Abstand  von  A^  und  A^  von  0  und  ra  der  Winkel  der  be- 
liebigen Geraden  mit  der  3;-Ase,  so  ist  offenbar 

A,n\  =f^cosio  +  y»-*— rf=sin=£o; 

daher  werden  die  Gleichungen  der  beiden  variabelen  Kreise,  von  denen 
im  obigen  Satze  die  Rede  war,  sein  bezw. 


-2^a:  =  fP(coa^iM  — sin^o)— -2(?eos  u yr^  —  d^in^  t 


x^-\-'y'^-\-2rx  =  (P{w?,^co  —  sin^  ra)  +  2(?cos  oVr*  —  d^  s\a?  (o  . 

Eliminieren  wir  m,  so   erhalten   wir  den  Ort  der  Punkte  P.     Dann 
sind  diese  beiden  Gleichungen  äquivalent  mit  den  folgenden 

3:^-|-j/^=  rf^(cos*(o  ■ —  sin^ra),         rx  =  d-  eosra"|/r^  —  rf^  sinket; 
die  erste  liefert 

2  ai' -|- 1;' -]- (P  .    j  (V  —  x^  —  y^ 

daher  wird  die  zweite 

(x'  +  y')'^2r'l,?~,')  +  ä'(2r'-^ä').  ...  (4) 
Diese  Gleichung,  indem  sie  die  Gestalt  von  (1)  hat,  beweist  den  obigen 
Satz.  Da  sie  sich  nicht  ändei't,  wenn  man  das  Vorzeichen  von  d 
wechselt,  so  erhält  man  dieselbe  Cassinische  Kiu-ve,  wenn  man  statt 
des  Punktes  A^  den  Punkt  A^  benutzt.  Gleichung  (4)  wird  völlig 
identisch  mit  (1),  wenn  man   r  ^  a,   d  =  ^0?  ~\~  c^  setzt. 

Demnach  (zufolge  des  oben  Bewiesenen)  hat  der  feste  Kreis 
zum  Durchmesser  die  Verbindungslinie  der  beiden  aufs  er  ordentlichen 
Brennpunkte,  und  die  beiden  festen  Punkte  sind  die  beiden  stets 
reellen  Punkte,  welche  die  Kurve  auf  dieser  Verbindungslinie  hat; 
sie  besteht  aus  einem  oder  zwei  Zügen,  jenachdem   d^ry'i. 

92.  Kür  die  Konstruktion  der  Tangenten  und  Normalen  der 
Cassinischen  Kurve  sind  verschiedene  Methoden  angegeben  worden. 
Unter  denjenigen,  welche  die  Normale  liefern,  scheint  diejenige  den 
Vorzug  zu  verdienen,  zu  der  wm  eine  geometrische  Überlegung  führf-); 


1)  Penno,  AppUcasioni  (jcoiMtriehe  del  calcolo  inßnitesi-male  (Turin  1887) 
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sie  lautet  folgendermafsen:  Um  in  einem  Punkte  M  der  Kiu-ye,  deren 
Brennpunkte  F^  und  F^  sind,  die  Normale  zu  konstruieren,  trage  man 
auf  dem  Vector  MF^  das  Stuck  MG^  =  MF^  und  auf  MF^  das 
Stück  MGi  =  MF^  ab.  "Wenn  nun  N  die  vierte  Ecke  des  Parallelo- 
gramms ist,  das  MG^  und  MG^  als  anstofeende  Seiten  hat,  so 
ist  MN  die  Noraiale  in  M  zur  Kurve.  Als  Polgesatz  ergiebt  sich 
daraus  eine  von  Steiner^}  ohne  Beweis  angegebene  Konstruktion  der 
Taugente.  —  Bezeichnen  wir  mit  p^  und  ^^  ^^^  beiden  Vectoren 
F^M  und  F^M  und  die  Winkel  NMF^  und  NMF^  mit  gj,  iind  tp^, 
so  ist  ersichtlich 


"Wir  ziehen  nun  die  Senkrechten  in  F^,  F^,  M  bezw.  zu  MFj^,  MF^, 
MN  und  nennen  T^,  T^  die  Schnitte  der  dritten  (welehe  die  Tangente 
ist)  mit  den  beiden  ersteren.  Dann  erhalten  wir  aus  den  beiden  recht- 
winkligen Dreiecken  MF^T^  und  MF^T^ 

MT,  =  -J^- ,         MT.  =  -3- , 
sm  51,  "         am  qi^ 

und  demnach  wegen  der  vorigen  Gleichung  MT^  =  MT^.  Wir  sehliefsen 
daraus  mit  Steiner:  Wenn  man  in  F^  und  F^  zu  den  beiden 
Vectoren  MF^  und  MF^  die  Senkrechten  errichtet  und  dann 
durch  M  diejenige  Gerade  zieht,  welehe,  von  diesen  be- 
grenzt, in  M  halbiert  wird,  so  wird  letztere  die  Tangente  in 
M  an  die    Cassinische    Kurve   sein,    deren   Brennpunkte  Fj,  F^ 

Eine  leichte  Rechnung  liefert  folgenden  Ausdruck  für  den  Krüm- 
mungsradius M  in  einem  Punkte  (p)  der  Kurve*) 

E^-  -^^'- 

und  da  nach  Einführung  von  Polarkoordinaten  die  Gleichung  (1)  sich 
schreiben  läfst 

?*  — 2aS'ß3co8  2o  +  «*~f  =  0, (ö) 

so  hat  man  auch  B  =    „  ,  -  „  ^ — -—  ■ (6) 

?=  +  «=■  cos  2  El  ^    ■' 

Es  ergiebt  sich  daraus,  dafs  die  Wendepunkte  der  Cassinischen 
Kurve  bestimmt  werden  durch  ihre  Schnittpunkte  mit  der  Kurve 
p*+  a^'  eoB2Qj  =  0,  welche  eine  Bemoullieche  Lemniskate  ist  {siehe 
Nr.  93),  und  da  diese  unabhängig  von  der  Konstanten  c,  so  haben 
alle   Cassinischen   Kurven     welche   dieselben    aufseroident 


1)  S.  die  TOrMn  citiei'le  Abb   Einfache  KotibU  uKtion  der  Tanijtnli  an  rfit 
aUg.  Lemniskate. 

2)  Vgl.  z.  B.  Schlömilch,  Utbunqiluih    mi  Uuäfum  dci  höh    Amhj-i'.  I 
(3.  Aufl.  Leipzig  1878)  S.  96. 
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liehen  Brennpunkte  gemeinsam  haben,  ihre  Wendepunkte  auf 
einer  mit  diesen  konfokalen  Lemnißkate.  —  Wir  wollen  noch 
erwähnen,  dafs  die  erste  Polare  des  Anfangspunktes  in  Bezug  auf  die 
Kurve  (1)  zerfällt  in  die  unendlich  ferne  Gerade  und  die  Hyperbel  mit 
der  Gleichung  a^(x^  —  j/*)  =  a*  —  c*;  da  man  nun  durch  Elimination 
Ton  c  aus  dieser  Gleichung  und  Gl,  (1)  findet  p*  —  ö^cos2o  =  0,  so 
ist  der  Ort  der  Berührungspunkte  für  die  Tangenten  an 
alle  Caasinischen  Kurven  mit  denselben  aufserordentlichen 
Brennpunkten,  gezogen  Yon  dem  gemeinsamen  Mittelpunkte 
aus,  ebenfalls  eine  BernouUische  Lemniskate, 

Bezüglich  der  Quadratur  imd  Rektifikation  der  Cassinischen  Kurve 
wollen  wir  folgende  Resultate  anführen: 

1)  Die  Berechnung  der  Fläche  der  Cassinisehen  Kurve  hängt  von 
elliptischen  Integralen  ab;  die  von  der  ganzen  Kurve  umschlossene 
F^che  wird  durch  Integrale  erster  Gattung  ausgedrückt,  wenn 
die  Kurve  aus  zwei  Zügen  besteht,  durch  Integrale  der  zweiten 
Gattung,  wenn  sie  aus  einem  einzigen  besteht'). 

2)  Jeder  Bogen  einer  Cassinischen  Linie  kann  durch  die  Summe 
zweier  elliptischer  Integrale  mit  komplementären  Moduln  aus- 
gedrückt werden^);  die  natürliche  Gleichung  der  Caasinischen 
Kurve  enthält  daher  elhptische  Integrale^)  und  erweist  sieh  in- 
folge dessen  als  von  geringerer  praktischer  Wichtigkeit. 


Vierzehntes  Kapitel. 
Kurven  vierter  Ordnung  mit  drei  Inflexionsknoten. 

93.  Wir  haben  uns  noch  mit  einem  bemerkenswerten  Spezial- 
fälle der  Cassinischen  Kurven  zu  beschäftigen,  der  entsteht,  wenn  man 
in  den  vorigen  Entwickelungen  c  ==  a  setzt.  Alsdann  wird  die  Glei- 
chung (1)  aus  Nr,  90 

(x'  +  fy-2a\x'-f)==0 (1) 

Sie  findet  sich  zum  erstenmal  in  einem  berühmten  Artikel,  der  in 
den  Äcla  emditcmim  vom  September  1694  steht,  unter  dem  Titel 
Jacdbi  SemoiiUi  ConstrucUo  cwroae  accessus  et  recessus  aequabüis,  ope 
recHficaUonis  mrvae  cupisdam  atgefyradcae,  addmda  nup^ae  sohdionis 
mensis  Jimii.  Daselbst  erscheint  die  entsprechende  Kurve  als  analy- 
tisches Hilfsmittel  und  wird  bezeichnet  als  „curva  quatuor  dimensio- 


1)  J.  Ä.  Serret,  Note  sur  hs  fonctions  elliptigues  de  1.  espice  (LiouviUea 
Jouin.  Vm,  1843). 

2)  CeEÜrOj  Lmoni  di  geometria  infrinseea  (Neapel  1896)  S.  42. 


y  Google 


200  ni.  Abschnitt:  KuiTen  yievter  Ordnung. 

num  quae  iiac  acquatione  esprimitur  xx  -{-  yy  =  aYxx  —  yp,  quae- 
que  oircum  axe  BG  [2a]  eonstituta  formam  refert  jacentis  notae 
octonarii  oo,  seu  eomplieitae  in  nodum  fasciae,  sive  lemnisci^),  d'un 
noeud  de  rulDan  Gallis^)."  Von  dieser  Ähnlichkeit  der  Gestalt  spricht 
auch  Johann  Bemoulli  in  dem  Briefe  an  Varignon,  der  sich  im 
Journal  des  Savants  vom  2.  Dez.  1697  findet,  wo  die  Bede  ist  von 
der  „courbe,  que  mon  frere  comparait  autrefois  ä  tin  noeud  de  rw- 
ban"*),  jedoch  war  sie  noch  nicht  mit  dem  Namen  Lemniskate  be- 
zeichnet, der  bestimmt  war,  für  immer  in  dem  Wörterbuebe  der 
Mathematiker  festen  Fnfe  zu  fassen  infolge  des  oben  angeführten 
Artikels  des  älteren  Bemoulli.  —  Die  Lemniskate  bat  ständig  die 
Aufmerksamkeit  der  Mathematiker  auf  sieb  gezogen,  nicht  wegen  der 
Anwendungen,  denen  sie  ibre  Entstehung  verdankt,  sondern  wegen 
der  wichtigen  Untersuchungen,  die  der  Graf  Fagnano  an  ibr  anstellte*); 
er  beschäftigte  sieb  mit  der  Rektifikation  derselben  und  gelangte  zu 
Schlüssen,  die  in  geeigneter  Weise  entwickelt  und  verallgemeinert  den 
Kern  der  Theorie  der  elliptisehen  Funktionen  bilden;  wir  erinnern 
nur  daran,  dafs  er  bewies,  dafa  jeder  Lemniskatenbogen  algebraisch 
in  n  gleiche  Teile  geteilt  werden  kann,  wenn  n  eine  der  Formen 
2. 2™,  3-2™,  5-2^  hat. 

Die  Geometer  der  Epoche  Fagnano's  scheinen  die  Lemniakate  mehr 
als  Ausgangspunkt  analytjacber  Untersuchungen  betrachtet  zu  haben, 
als  um  geometrische  Eigenschaften  an  ihr  zu  entdecken;  zu  dieser  An- 
sicht führt  uns  die  Thatsacbe,  dafs  lange  Zeit  hindurch  der  Um- 
stand unbekannt  blieb,  dafs  die  Bernoullische  Lemniskate 
ein  Specialfall  der  Cassinisehen  Kurve  ist.  Um  diese  über- 
raschende Unkenntnis  zu  beweisen,  mögen  folgende  Worte  genügen, 
mit  denen  der  Artikel  über  die  Lemniskate,  den  D'Alembert  für  die 
Encydopedie  methodique  schrieb,  abschliefst:  „II  peut  y  avoir  plusieurs 
autres  courbes  en  8  de  chifFre.  Voyez,  par  esemple,  Ellipse  de 
Cassini:  mais  Celle  dont  nous  venons  de  parier  est  la  plus  simple*)." 
Die  Identität  der  beiden  Kurven  wurde  im  Jahre  1806  Öffentlich  be- 
wiesen von  G.  Saladini^);  es  scheint  jedoch,  dafs  sie  schon  24  Jahre 

1)  Ton  iTjjiviiiKOS ,  Schleife  in  Form  einer  8. 

3)  8.  Jac.  Bemoum  opera  l.  (Genf  1744)  8.  6Ü!I;  vgl.  ebenfalls  611. 

3)  Joh.  Bemoulli  Opera  I.  S.  213. 

i)  Frodueioni  matemaUche  II,  (Pesaro  1750)  8.  356  ff. ,  413  und  416.  Vgl. 
auch  D.  BiereuB  de  Haan,  BissertaUo  maüwm.  tncuag.  de  Lemniscata  Ber- 
nowlUana  (Aroeterdain  1874)  §.  5;  Enneper,  EUiptische  FunetioneK  (2.  Aufl., 
Halle  1890)  S.  531  ff.;  Bellaccbi,  Inirodvsione  gtoiHea  alla  feoria  deUe  fwnzioni 
eUittiehe  (Plorena  1894)  S.  12  fF. 

5)  Eneydopidie  mimodique  H.  (Paris  und  Lüttioh,  1785)  S.  266. 

6)  8.  die  Abhandlang  Delta  diecesa  de  gram  pei'  la  lemniseata  e  della  dimo- 
sfi-asione  che  gitesta  cv/rva  e  ima  della  famigUa  delV  elissi  Cassiniane  (Mem.  dell' 
Ist.  Ital.  I,  II.  Teil,  Bologna,  1806). 
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früher  von  Pietro  Ferroni  bemerkt  worden  sei"^),  in  dem  nunmehr  ver- 
gessenen Werke  Magnitudo  exponmtdalium  etc.  (1782),  dem  ea  jedenfalls 
nicht  zu  danken  ist,  dafs  diese  Thatsache  heute  allgemein  bekannt  ist. 
94:.  Die  Gleichung  (l)  zeigt,  dafs  der  Anfang  ein  Doppelpunkt 
der  Kurve  ist,  dessen  Tangenten  die  Halbienmgslinien  der  Axenwinkel 
sind;  diese  sind  auch  Iniiexionstangenten;  erinnern  wir  uns  dessen, 
■was  wir  für  die  Caasinischea  Linien  im  allgemeinen  und  über  ihr  Ver- 
balten im  Unendlichen  nachgewiesen  haben  (Nr.  90),  so  können  wir 
die  Behauptung  aufstellen:  Die  Bemoiillische  Lemniskate  ist  eiEe 
Kurve  vierter  Ordnnng  mit  <Irei  Inflexionsknoteii ,  zwei  derselben 
liegen  in  den  cyklisclien  Pnnkten  der  Ebene.  Vermittelst  derselben 
Gleichung  wird  auch  leicht  bewiesen:  Die  Lemniskate  ist  die  Fnfs- 
pnnktknrve  einer  gleichseitigen  Hyperbel  in  Bezng  anf  das  Cenfmm 
(vgl.  Nr.  95);  und  femer  ist  sie  diejenige  Kurve,  die  man  erhält, 
wenn  man  eine  gleichseitige  Hyperbel  einer  Inversiftn  unterzieht, 
deren  Pol  in  das  Centrnm  derselben  ISllt.  —  Eine  Gleichung  von 
der  Form  (1)  erhält  man  ebenfalls,  wenn  man  g  aus  folgenden  beiden 
Gtleichungen  eliminiert: 

■^'  +  */'  =i''  —  2p.s;  »/ä  4-  gS  =  rl 
Demnach  ist  die  Bernonllische  temniskate  die  Orthogonalprojektiftn 
der  Schnittlinie  eines  Cylinders  nnd  eines  geeignet  gelegenen  Rotations- 
paraholoides  ^).  Andere  Arten,  die  Lemniskate  zu  erzeugen  oder  zu 
besehreihen  ergeben  sich,  wenn  man  beachtet,  dafs  sie  sowohl  ein 
Spezialfall  der  Cassinischen  Kurve  (s.  Taf.  VII,  Fig.  51  h)  als  auch 
der  Booth'schen  Lemniskate  (s.  Nr.  66,  besonders  die  Maclanrin'sche 
Konstruktion,  Taf.  m,  Fig.  26  h)  und  der  Watt'schen  Kurve  (Nr.  lO;) 
ist,  und  dafs  man  daher  auf  sie  alle  Erzeugungsmethoden  jener  Kurven 
anwenden  kann. 

Durch  Einführung  von  Polarkoordinateii  p,io,  wird  Gleichung  (1)  zu 

ß3  =  2ffl'cos2ra (2) 

Davon  wollen  wir  sogleich  eine  Anwendung  machen.  Nennen  wir 
den  Winkel  der  Normalen  im  Punkte  {x,y)  zur  Kurve  (1)  mit  der 
x-A-xe  V,  so  haben  wir 

te.  _  _  ■'^i  _  _  °' +("'  +  »''  i! 

&  dy  a^^(x^  +  y^)    y' 

oder  auch  wegen  (2) 

'S" co.»(l-2co.2»)  -  4C0.-.-3C0.,.  "  "iiis^  -  tgöo. , 


1)  S.  P.  Ferroni,  Prodiomo  d'os^ervaetoni  sopra  il  tiattafo  (h  ealcolo  inte- 
grale pubbUcafo  in  Fariqt  dal  stg  Maichese  de  Coiidoicet  (Memoria  delle  Societa, 
ital.  delle  Soienze  V,  1790) 

3)  G.  Stiner,  Die  Bentoulltsehe  Lemmscate  d>()ge':td!t  ah  Urthogminl 
pfojection  von  Baumkurien  (Progr  Frauenfeld,  1887) 
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woraus  eich  erciebt: 

v^'äüy, (3) 

eine  sehr  bemerkena werte  Beziehung,  die  von  Vechtmann^)  ent- 
deckt ist,  und  die  nicht  nur  eine  leichte  Konstruktionamethode  für 
die  Normale  in  einem  beliebigen  Punkte  der  Lemniskate  liefert  (und 
daher  auch  für  die  Tai^ente),  sondern  auch  beweist,  dala  das  Problem 
der  Dreiteilung  des  Winkels  der  Hauptsache  nach  identisch  mit  dem 
ist,  an  eine  Lemniskate  eine  Normale  bezw.  Tangente  von  gegebener 
Richtung  zu  ziehen.  So  z.  B.  sind  die  Punkte,  in  denen  die  Normale 
parallel  zu  der  Halbierungslinie  des  Winkels  der  positiven  Axen  ist, 
diejenigen,  für  welche  ro  die  Werte  hat  —  ,  — ^,  -^g-,  so  sind  die 
Punkte,  für  welche  (o  =  +  g"  ^^^   Kulminationspunkte  u.  s.  w. 

Dieselbe  Gleiehimg  (2)  kann  auch  zum  Beweise  eines  Satzes  von 
Steiner  dienen^):  Zeichnen  wir  zu  dem  Zwecke  (der  Leser  möge  eich 
die  Figur  selbst  herstellen)  aufeer  den  Brennpunkten  2^\,  F^  und  den 
Endpunkten  A^,  A^  der  Lemniskatenaxe  noch  die  zu  F^,  F^  konjugiert 
harmonischen  Punkte  in  Bezug  aiif  das  Pimktpaar  J.j ,  A^  nämlich 
FlFi     Da  nun 

OF^  =  OF^  =  a,         0A,  =  OA^  =  a]/2', 
OF,  ■  OFi  =  OA^^,       OF^  ■  OF;  =  OA/, 

so  ist  OFi  =  OFi  =  2a.  Man  ziehe  nun  durch  0  einen  beliebigen 
Strahl  r,  der  mit  der  Axe  den  Winkel  ra  bildet,  und  die  Kurve  in 
M^  und  M^  schneidet,  projiziere  auf  diesen  die  Punkte  Fi,  Fi  in  U^ 
und  TTj,  bestimme  ebenfalle  die  Schnitte  von  r  mit  dem  Kreise,  dessen 
Durchmeeser  FiFi  ist;  dann  hat  man 

H^M^  ■  S^M^  =  ÖH^  —  ÖM^  =  (2a  cos  mf  —■  p^ 
=  4ö^  COSTCO  —  2a^  cos 2«  ==  2a*. 

Demnach  ist  das  Rechf^ck  HiMi  ■  JfaJfa  konstant,  und  zwar,  wie 
wir  sogleich  darthun  werden,  gleich  der  Gesamtfiäclie  der  Kurve. 

Bezeichnen  wir  mit  A^,  die  vom  Radius  vector  beschriebene  Fläche 
der  Kurve,  wenn  der  Polarwinkel  von  0  bis  ra  geht,  so  haben  wir 
wegen  Gleichung  (2) 

A^^-  I  Q^dd)  ^  a*  j  cos  2fi»  ■  dm  =  "-  sin  2ia ; 
im  speziellen  ist  „s 


1)  I>»ss.  inauff.  jMl.  de  cm  ms  lenmtscalaf  (Oöttingen  1343). 
3)  Äwfgabm  imd  L^säUe  (Cieliea  Joura  XIV,  1835). 
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da  nun  die  ganze  Fläche   =4  Ä„ ,  so  ergiebt  sich,  dafs  sie  gleich 

2a^  ist,  wie  schon  oben  angegeben  wurde  und  wie  Pagnano  zuerBt 
bewiesen  hat"-). 

Den  für  Äo,  gefundenen  Ausdruck  kann  man  auch  schreiben 

^,  =  ^„8in2w (i) 

Diese  Beziehimg  führt  zur  Lösung  folgender  Aufgabe:  „Auf  der 
Lemniskate  einen  Radius  vector  7,vt  finden,  der  den  ersten  Qnadranten 
in  zwei  Flächenstüoke  teilt,  die  in  einem  gegebenen  Verhältnisse  - 
stehen  ^)."    Indem  nämlich 


)  liat  man  wegen  (4) 


wodurch  dann  ro  bestimmt  ist.     Wenn  z.  B.  i.  ^  [i,  so  ist 

sm  2  C3  ^     ,      daher     ß*  =  jj  ? 
der  "Radius  vectoi    hat  dähei   als  Endpunkt  einen  solchen  (s.  oben), 
dafs   die    entsprechende   Tangente    dei    zweiten    11  ilbierungslinie    des 
Äxenwinkels  parallel  lauft 

Aus  der  GfleiLhiJig  1^21  findet  nnn  ttmci 

ds  =  -'£^-') (5) 

Aufserdem    liefert    Gleichung  (6)    von    Nr.  89    folgenden    Wert   des 
Krümmungsradius:  »„a 

^  11^^, (6) 

woraus  sich  die  Koustnüition  des  Krümmungsmittelpunktes  leicht  er- 

1)  Pnodi  101  natemaliihe  II  (Feiaiu  IToOi  =.  343  u  344  —  Die-^es  E« 
aultat,  das  man  heute  mit  solchei  Leichtigkeit  erhalt  dafs  es  von  genngei 
Wichtigkeit  zu  sein  scheint  wai  von  giofser  Bedeutimg  alh  e&  Enet^it  eihalten 
wurde,  da  M  zum  Nachweise  diente  dafs  die  4ji&icht  T'Ji.hirttliaiiBeii''  eine  uiige 
war  (Acta  eiadit  1691  &  437  u  1696  S  490)  lafs  e?  untnöghch  sei  die  Qua- 
dratur einei  Kur  e  die  lua  mehreren  BlSittei-n  bestehe  zu  erhalten  lagaano 
war  so  durch Irungen  von  dem  Werte  &einei  Erfinluift  daf  ei  iif  di3  Titel 
b5att  seines  „roruen  W  erkea  die  Figur  der  Lemniitite  setzte     iit  lei  Inschrift 

Multifatiam  divisa  atque  dirnrnsi 
Deo  iPtitaha  gloin 

2)  Bieiens  de  Hian    die  oben  angeführte  Dtiseitatw 

3)  Die  Gl  (6)  beweist  dafs  man  die  Itektifikation  der  LemniHkate  duich 
spezielie  elliptische  Integrile  au^tuhren  kann  'ichiJne  Folgerungen  h  eiaus  ent 
hält  dei  Altsatz  \on  Oh  St  um  V  oj  "1  il  t  l  le\  v  ilie  leiia  dt.  j  v)  tne 
(Ann.  de  I  eigonne    \III    lt*i  > — u^j 
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giebt^).     Eliminieren  wir  p  aus  (5)  und  (6)  und  setzen  ^ 


•  Mol 


/'       dB 


ala  natürliche  Gleichung  der  Lerauiskate *). 

95.  Da  die  Lemniskate  eine  Kuive  vierter  Ordnung  mit  drei 
Knotenpunkten  ist,  so  ist  sie  eme  lationale  Kurve,  und  man  kann 
daher  die  Koordinaten  ihrer  Punkte  als  rationale  Funktionen  eines 
Parameters  ausdrücken.  In  dei  That  laftt  =iich  die  Gleichung  (I)  durch 
folgende  heiden  ersetzen: 

i_oy'2A±i",,  j,=.«-|/2i^.')  ...  (8) 
Aus  diDser  Darstellung  ergiebt  sich  vor  aliera  Folgendes*):  Wenn 
man  A  in  -j-  verwandelt,  so  bleibt  der  Wert  von  x  unverändert; 
der  von  ij  wechselt  nur  sein  Vorzeichen;  daher  gehören  diese  Werte 
des  Parameters  zwei  Punkten  der  Kurve  an,  die  symmetrisch  in  Be- 
zug auf  Ox  liegen.  Hingegen  entsprechen  zweien  Kurvenpunkten,  die 
symmetrisch  in  Bezug  auf  das  Centruni  liegen,  zwei  gleiche,  aber 
entgegengesetzte  Werte  von  X.  Geboten  diese  einem  Diametor  an,  der 
mit  der  Äxe  den  Winkel  d  bildet,  so  genu5,Lii  diese  der  Gleichung 

oder  auch  ,a  __  i-  —  igS  z^-, 

'.  +  tgö' ^  ' 

Aus  (8)  ergiebt  sich  folgende  Gleichung  für  die  Verbindungslinie  der 
Punkte  (a),((5): 

(1  +  «/3)[(«  +  ß'f-  (1  +  kT)]^  +  (1  -  «^)[(«  +  ßf 

+  (l  +  Kr)]y~2y'2.aß^(«  +  ^)=0;   .     .     .    (10) 
im  Besonderen  ist 
(l+i^{4il^  —  l-^*):c  —  (l—i^)(4A^+l  +  ;i-)  — 41/2- «,1^  =  0  (11) 

die  Gleichung  der  Tangente  an  die  Lemniskate  im  Punkte  {X).  Da  (11) 
vom  6"''  Grade  in  X  ist,  so  ergiebt  sich  —  übereinstimmend  mit  dem 
was  die  Plöcker'schen  Formeln  angeben  —\  Die  LemHiskate  ist  von 

1)  Die  Gleiüliiing  der  Evolute  der  Lemniskate  wurde  vonBierens  de  Haan 
(a.  &,  0.  S,  30)  berechnet. 

2)  Cesäro,  Leeioni  di  geometiia  intrinseea  (Neapel,  1896)  S.  43. 

3)  Zuerst  von  J.  Ä.  Serret  angegeben  (Liouvilles  Journ.  X,  1845,  S.  258). 

4)  Weitere  Folgerungen,  aufser  den  im  Teste  gegebenen,  siehe  in  der  schönen 
Abhandlung  von  Em.  Weyr,  Die  Lanmäcate  m  rationaler  Beka/nAhiMg  {Prager 
Abh.  VI,  1874),  und  in  einer  neueren  (böhmisch  geschriebenen)  Arbeit  von  K. 
Zahradnik,  Beiträge  mr  Theorie  der  Lemniskate  (Cäaopis,  38,  1899). 


y  Google 


Viei'zelmtes  Kapitel;  Kurven  4.  Ordn.  mit  drei  Inflesionaknotaa,         205 

der  secliaten  Klasse.  Die  zu  einer  gegebenen  Richtung  parallelen 
Tangenten  haben  Berti hningsp unkte,  die  sich  aus  dei-  Lösung  folgen- 
der Gleichung  ergeben 

Diese  kann  man  nun  infolge  der  Gleichui^  (9)  schreiben 

iä^e  =  ^'"^'■'    ^-  ^-   *s^^  ^  ^'^^■' 

bezeichnet  man  nun  eine  der  Wurzeln  dieser  Gleichung  mit  ö^,,  so  sind 
die  beiden  anderen  tf^  +  "T'  ^o '^  ~«~i  daraus  folgt:  Die  Lemiliskate 
hat  sechs  Tangenten  parallel  zu  einer  gegebenen  Riehtnng;  die  Be- 
rfibrungspnnkte  derselben  liegen  auf  drei  Diaiaetei'u,  die  miteinander 
einen  Winkel  -^  bilden. 

Wiederum  aus  (8)  folgt  als  Kollinearitätsbedinguug  t'ilr  drei  Punkte 

*!■••  + 172; +  '>*i  +  p;  + ■*'*'  + 5^""'  ■   ■  '^'^^ 

und  als  Bedingung  der  Koneyklität  füi  die  vier  Punkte  (A,),  (ij),  (ig),  (A^) 

1,  •  A,  ■  1,  ■  1,  =.  1 (13) 

Machen  wir  in  (12)  J,  —  1,    A,  —  J,  =.  i,  so  wird  diele 

i  +  21  +  A|>(|' +  2«)  =.  0 (W) 

Ist  (i)  gegeben,  so  dient  diese  zur  Bestimmung  der  Berührungspunkte 
der  von  diesem  Punkte  an  die  Lemniskate  gezogenen  Tangenten;  wenn 
Si,läi  53,^4  die  Parameter  der  Berührungspunkte  sind,  so  wird  man 

demnach,  durch  Elimination  Ton  §^ 

Diese  zeigt,  mit  Hilf e  derGleichung(12),  dafs  die  drei  Punkte  (|j),(l3)j(l5) 
in  gerader  Linie  liegen;  dasselbe  kann  man  wiederholen  für  die  Punkte 
(^i)j  (^a)i  (^4)  ^^^  kann  also  schliefsen:  Die  Bcrühmngspunkte  der  vier 
an  eine  Lemniskate  von  einem  beliebigen  ihrer  eigenen  Punkte  ge- 
zogenen Tangenten  liegen  auf  einer  geraden  Linie.  Da  die  qua- 
dratische Invariante  der  linken  Seite  der  Gleichung  (i2')  gleich  Null 
ist,  so  bilden  jene  vier  Tangenten  (als  auch  ihre  Bei-ühnmgspunkte) 
eine  äquianharmonische  Gruppe.  Die  Gleichung  der  Geraden,  welche 
jene  vier  Berührungspunkte  enthält,  lautet  (wenn  (X)  der  beliebig  auf 
der  Kurve  gewählte  Punkt  ist): 

(l  +  A>)j  +  Cl-A>)»  +  «/21-0.       .     .     .     (14) 
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Die  so  dargestellte  Gerade  ist  in  Bezug  auf  das  Centrum  der  Kurve 
symmetrisch  zu  der  anderen 

(l  +  X')x  +  (l-l'),-aV2l  =  0; 
nun  halbiert  diese  unter  rechtem  Winkel  die  Verbindungslinie  des 
Punktes  (A)  mit  dem  Kurvencentrnm ;  demnach:  tlin  (lic  Tangenten  an 
die  Ijemniskat«  von  einem  ilii'er  Punkte  zu  koastmieren,  verbinde 
man  diesen  Pnnkt  mit  dem  Centram,  errichte  auf  dieser  Strecke 
die  Mittelsenkrechte,  die  zn  dieser  in  Bezng  auf  den  Mittelpunkt 
symmetrische  Oerade  schneidet  die  Knrve  in  den  Bepührungspniikten 
der  gesuchten  Tangenten. 

Wir  können  noch  hinzufügen,  dafs  alle  Geraden,  die  durch  eine 
analoge    Gleichung   wie   (14)    dargestellt   werden,    eine    gleichseitige 

Hyperbel  umhüllen,  deren  Gleichung  x^  —  2'^  "^  "5"  '^*' 

Der  Oskulationski'eis  an  die  Lemniskate  im  Punkte  {X)  schneidet 
diese  noch  in  einem  weiteren  Punltte  (fi),  welchen  mau  den  Satellit- 
oder Begleitpunkt  von  X  uennt;  zwischen  den  Parametern  l  und  ji 
besteht  dann  (infolge  Gl.  (13))  folgende  Beziehung: 

iV  =  i; ('5) 

diese  beweist  also,  dafs  die  Satellitpunkte  von  vier  koneyklischeu 
Punkten  ebenfalls  wieder  koncyklisch  sind.  Nun  hat  die  Gerade 
(l)  (ff-)  die  Gleichung 

(;i«+l)a:  +  (X''— l)y  — 2«:(]/¥a=  =  0,  .  .  .  (16) 
jedoch  diese  Gleichung  gehört  dem  Lote  an,  das  vom  Punkte  (fi)  mit 
dem  Parameter  -rj  auf  den  zugehörigen  Radius  vector  gefällt  wird, 
demnach  ist  der  Winkel  (X)(fi)0  ein  rechter.  Damit  ist  gezeigt: 
Die  Lemniskate  ist  die  Fufspunktkurve  der  von  der  Geraden  (16) 
eingehüllten  Kurve  in  Bezug  auf  den  Punkt  0,  d.  i.  von  der  gleich- 
seitigen Hyperbel  x^  —  y^  =  2a^;  hierdurch  ist  die  in  Nr.  94  aufge- 
stellte Behauptung  bewiesen.  —  Aus  (15)  ergiebt  sich  auch,  dafs  durch 
jeden  Punkt  (ft)  der  Lemniskate  drei  Kreise  gehen,  die  sie  anderswo 
oskulieren;  sind  (X-^)  (X^)  (f-s)  die  0 skulations punkte ,  so  hat  man 

^1  +  ilä  +  ^3  =  0,       )^X^  +  k^l^  +  X^X^  =  0,       X^X^X^  =  - ; 
Daraus  leitet  man  ab,  dafs  sie  der  Geraden 

(1  +  f?)x  +  (1  -  ^'),  -  iV'iii  =.  0 
angehöret!.  Beachtet  man,  dafs  diese  Gleichung  die  im  Punkte  (fi) 
auf  dem  zugehörigen  Radius  vector  errichtete  Senkrechte  darstellt, 
so  kann  man  den  Schlufs  ziehen:  Durch  jeden  Punkt  einer  Lemnis- 
kate gehen  drei  Kreise,  die  sie  anderswo  oskulieren,  die  Schmiegungs- 
(Osknlations-)pnnkte  liegen  auf  der  in  diesem  Punkte  zum  Eadius 
vectflr  errichteten  Senkrechten. 
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96.  Die  Entwickelungen  in  der  vorigen  Nr.  haben  hinlänglich 
gezeigt,  wie  nützlich  hei  der  Lemniskate  die  Darstellung  der  Koordi- 
naten vermittelst  rationaler  Funktionen  eines  Parameters  iat.  Aher 
es  giebt  noch  einen  weiteren  analytischen  Kunstgriff,  den  man  in 
anderen  Fällen  herbeiziehen  kann.  Nehmen  wir  ■  nämlich  F^  und  F^ 
als  Fundamentalpunkte  eines  bipolaren  Koordinatensystems,  p^  und  p^, 

80    ist  p^  .  pg  =  fflS 

die  Gleichung  der  Lemniskate;  man  kann  setzen 

p^  =  ae",       pa  =  ae"", 
wo   M    einen   Parameter   bedeutet;    oder   auch   wenn   wir   die    hypei'- 
bolischen  Funktionen  einführen: 

p^  =  a  (goä  M  -f-  ©in  m)  ,      pa  ==  « (tSo§  u  —  ©in  u) .    .    (17) 

Um  hier  von  diesen  Formeln  eine  Anwendung  zu  machen,  zeichnen 

wir  uns  die  Halbierungslinie  MB  des  Winkels  Fj^MF^.  Dann  haben  wir 

und  wegen  Gleichung  (17) 

F,D  =  ffl(l  +  %^u),       F.,J)  =  a[l  —  %a,u),       OD  =  a%^u. 
Aufserdem  ist  nach   einem  bekannten   elementai^  geometrischen  Satze 

F^M-F^M=  MJ)^  +  F^B  ■  F^B, 
und  wenn  wir  also  die  gefundenen  Wei-te  einsetzen 

MT>  =  a%o,u. 
Daraus  folgt,  dafs  31B  =  OB,  welche  Beziehung  durch  folgenden 
Satz  ausgedrückt  wird:  Die  beiden  Radien  vectoreii  eines  beliebigen 
LemElskatenpnukt«s  bilden  mit  der  Verbindnngslinie  der  beiden 
Brennpunkte  ein  Dreieck,  welches  die  Eigentümlichkeit  hat,  dafs  die 
Halbierungslinie  des  Winkels  der  beiden  Vectoren  an  Länge  gleich 
ist  der  Entfernung  ihres  Endpunktes  vom  Centrum  der  Kurve  ^). 

Noch  in  anderer  Weise  können  die  hyperbolischen  Funktionen 
bei  der  Lemniskate  in  Anwendung  gebracht  werden:  Man  setze 

und  benutze  die  Gleichung  (2);  dann  findet  man  als  Ausdruck  A  für 
einen  Lemniskatensector: 

*         1  r  9    j  «V  /"    "^w  C  du  \  o  Sin« 

wenn   man  aufserdem   noch  vom    Punkte  F^   das   Lot  F^K  auf  den 


1)  W.  Hefa,  Myensehaften  der  Lemniscate  (Zeitschv.  f.  Mali.  XXVI,  1883). 
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Radius  vector  OM  fällt,  so  erhält  man  ein  Dreieck  OF,K,  dessen 
Flächeninhalt  ist 

r=  l  OK-F,K^  -  "" " •  "^^  =  f  ®1^ " ; 

folglich  ist  r=  ^  A.  Dies  besagt:  Das  voii  einem  Brennpunkte  der 
Lemniskate  auf  einen  heliebigen  Radius  veetor  des  Centruras  geiUUte 
Lot  halbiert  die  zwischen  Axe,  Radius  veetor  und  Kurve  gelegene 
Fläche^). 

Bevor  vrir  die  Kurve,  mit  der  wir  uns  bis  jetzt  beschäftigt  haben, 
verlassen,  können  wir  nicht  umhin,  noch  auf  folgende  schöne  mecha^ 
nieehe  Eigenschaft,  die  sie  besitzt,  hinzuweisen:  Die  Kurve  von  der 
BeschafEenheit,  dafs  ihre  Bogen  von  einem  festen  Punkte  an  ge- 
rechnet, in  derselben  Zeit  von  einem  schweren  Punkte,  der  anfänglich 
in  Ruhe  ist,  dui-chlaufen  werden  wie  ihre  Sehnen,  ist  eine  Lemniskate, 
deren  Centnim  in  die  Anfangslage  des  bewegten  Punktes  fällt,  und 
dessen  Axe  mit  der  Vertikalen  einen  Winkel  von  45"  bildet.  Diese 
Eigenschaft  wurde  zuerst  von  Mascheroni  bewiesen^),  dann  von 
Saladini^),  N.  Pufs*)  und  endlich  von  J.  Ä.Serret^);  Ossian  Bonnet 
bemerkte  sodann^),  dafs  man  in  ähnlicher  Weise  eine  Lemniskate  er- 
halte, wenn  man  amiimmt,  dafs  der  bewegte  Punkt,  statt  zu  gi-avi- 
tiereu,  von  einem  festen  Centrum  mit  einer  Kraft  proportional  der 
Entfernung  angezogen  werde. 

97.  Der  Umstand,  dafs  die  Lemniskate,  wir  wir  (Nr.  94)  ge- 
sehen haben,  eine  Kurve  vierter  Ordnung  mit  drei  Inflexionsknoten 
ist,  hat  zur  Betrachtung  aller  derjenigen  Kui-ven  geführt,  die  mit 
dieser  besonderen  Eigenschaft  versehen  aind').  Die  einfachste  Art 
solche  zu  erhalten  ist  die,  dafs  man  sich  der  quadratischen  Trans- 
formation &X!=—  bedient,  vermittelst  derer  (s.  Nr.  54)  aus  einem 
Kegelschnitte  ^^  „  ^^  ^  q 

1)  S   die  Tonge  Note 

2)  DeXla  emna  lassiana  e  di  an«  nuova  ptopiieta  meicamca  della  quäle  tau 
i  dotata  Pavia  (ohne  Datum,  daa  Toiwoit  abei  let  dabeit  Ferraia,  3  Apnla 
1781),  Nach  Aaarelli  {Moto  dt  un  punto  mafenale  Inngo  m»  meo  della  lertmis 
cata  bei  noulhana,  Annali  di  Mat.  VII,  1865)  kommt  die  Entdeckung  dieser  Eigen- 
schaft Bonati  EU,  welchei  dieselbe  im  Tuli  1780  veröffentlichte  in  einem  Werk- 
chen,  welches  den  Titel  Nuova  cwiva  isoaona  tragt 

3)  M    s    die  m  Ni   93  citierte  Abhandlung  dieses  Mathematikers 

4)  De  descensu  giamitm  supei  aiai  leinwscafcte  (Möm  dell  Ac  de  St  Peteib 
bürg  IS,  1824) 

6)  Sm  tme  pfopniU  mfcani^e  de  la  (imutscafi,  dccouiate  pui  2\  1  uia 
(LiouTiUeE  Joum   IX,  1844) 

.  6)  Note  suT  mte  piopii4ti  de  1a  lemmseate  (Daselbstj 

7)  Schonte,  übet  KKJve^l  iieite}  0i3n  mit  drei,  InfleUM^lmten  ^Archiv 
der  Math  2  aerie,  II,  IH,  IV  und  VI,  1B»6— 87),  sowie  Les  gttnifiawes  a  tjoit 
points  douhles  d'iiiftexum  i^Jonmal  von  Teixeira  XIII,  1897). 
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eine  Kurve  vierter  Ordnung  mit  drei  Knotenpunkten  entstellt 

-\-  2aj2XiXj,x^^  ==  0 . 

Wenn  der  ursprüngliche   Kegelschnitt  dem  Fundamentaldreieck  um- 
besehrieten  ist,  so  ze  f  Ut  d     ti      f  t    K      e  in  vier  Greraden; 

ist  er  einbesohrieben,  dh      tmlln        n        =  Y^ü^kki   ^°   ^^^ 
die  transformierte  Ku  t    di     Sp  t    n   w    1   Ib  on  projektiv! schein 

Standpunkte  aus  nicht       -s  h    d  n  1  Kap.  7  dieses  Abschn. 

betrachteten  ist;   wemi    ndl   1     n  B    ug       t    1      das  Fundamental- 
dreieek  selbst  konjug     t  i       =       =       =(J   und  die  Gleichung 

der  transformierten  JC  nimn  t  f  lg  nd      Au      hen  an: 

a,x^        -\-  +  =0 (18) 

Die  Kurve  selbst  hat   1  11       D  j^  Ij     kt     m  den  Euken  des 

Fundamental-Dreieck     d         g  h         1      T     sf    t      weiden  dait,es{ellt 
durch  die  drei  Paare  (.1     h 

und  daher  sind  diese  au  jo  zweien  harmonisch  mit  denjenigen  Seiten 
des  Fundamentaldreiecks,  welche  demselben  Büschel  augehoien,  sie 
sind  alle  Wendetangenten.  Gtleichnng  (1 8)  kann  daher  ah  kanomsche 
Gleichung  der  Kurven  vierter  Ordnung  mit  drei  Inflexionskiioten  an 
gesehen  werden;  diese  Kui-ven  besitzen  alle  deskiiptiven  Eigenschaften, 
die  wir  früher  für  die  Lemniskate  bewiesen  haben,  so  z.  B.  führt  ein 
in  Nr.  92  bewiesener  Satz  zu  folgendem  Satze  von  Laguerre:  Wenn 
eine  Kurv«  vierter  Opdnnng  drei  Inflexions-Doppelpunkte  hat,  so 
haben  die  vier  Tangenten,  die  man  von  einem  beliehigen  Punkte  der 
Knrve  selbst  an  diese  ziehen  kann,  ihre  Berührungspunkte  auf  einer 
Geraden  liegen '^)  und  liefern  ein  äquianharmonisches  Doppelverhältnia  ^). 
Nehmen  wir  das  Fundamentaldreieck  als  vollständig  reell  an,  so 
mufs,  damit  die  Kurve  (18)  unendlich  viele  reelle  Punkte  enthalte, 
eine  der  Konstanten  a  das  entgegengesetzte  Vorzeichen  wie  die  beiden 
anderen  haben;  nehmen  wir  die  Bezeichnungen  in  geeigneter  Weise, 
so  können  wir  «j  als  negativ  annehmen;  in  diesem  Falle  ist  A^  ein 
isoliei-ter  Punkt  der  Kurve,  während  Ä^  und  Ä^  Knotenpunkte  sind. 
Projizieren  wir  die  Kurve  derart,  dafs  eine  der  Seiten  des  Fundamental- 
dreieeks  ins  Unendliche  geht,  so  erhalt  man  verschiedene  Formen  der 
Kurve,  jenachdem  diese  Seite  den  Punkt  A^  enthält  oder  nicht. 

1)  Siw  les  cowbes  du  gttati'&me  äegri  gvi   mit  trois  ^mU  äoulUs  «  in- 
fiexiim  et  en  partiiMlier  sw  la  leiimiscate  (Noav.  Ann.  2.  Ser.  SVH,  1878). 
3)  Ygl.  G.  Kohn,  Wiener  Bw.  1887,  S.  832—83. 
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Im  ersten  Falle  eAält  man  eine  Kui-ve  (Taf.  VII,  Fig.  Ii3), 
die  in  karteaiaclien  Koordinaten  durch  eine  Gleichung  von  folgen- 
dem Typus  dargestellt  wird: 

^^_-^  =  l (19) 

Sie  hat  als  reelle  Wendelmoten  den  Anfangspunkt  und  den  unendlich 
fernen  Punkt  der  y-Axe,  während  der  unendlich  ferne  der  j-Äxe  em  iso- 
lierter Punkt  ist.  Die  reellen  Punkte  der  Kurve  liegen  innerhalb  des 
von  den  Geraden  a^  ^  +  «  begrenzten  Streifens  der  Ebene,  m  ihrer 
Gestalt  ennnert  die  Kurve  an  die  Art  der  Anoidnung  dei  beiden 
Kohlen  in  einer  elektrischen  Bogenlampe,  daher  der  Name  Kohlen- 
spitzenkurve,  mit  dem  Scheute  sie  bezeichnet  hat,  und  dei  auch 
allgemein  angenommen  ist.  Die  Beiwörter  gerade  und  schiefe, 
können  angewandt  werden,  um  darauf  aufmerksam  7u  machen,  ob  das 
Axensystem,  anf  welches  die  Kurve  (19)  bezogen  wii-d,  ein  recht- 
winkliges ist  oder  nicht,  während  man  die  Bezeichnung  gleichseitige 
in  dem  Spezialfälle  a  ^b  benutzen  kann.  Die  Gleichung  (19)  kann 
durch  folgende  beiden  ersetzt  werden,  nämlich 

a:  =  ß  cos  9 ,       y  =  h  e.tgq>, (20) 

wo  tp  einen  Parameter  bedeutet. 

Im  zweiten  Falle  gelangt  man  zu  einer  Kui-ve  (Taf.  VII,  Fig.  54), 
die  in  kartesiaehen  Koordinaten  durch  folgende  Gleichung  dargestellt 
wird  a^         6= 

Sie  hat  im  Anfange  einen  isoUerten  Punkt,  und  die  beiden,  unendlich 
fernen  Punkte  der  Axen  sind  Inflexionsknoten;  ihre  reellen  Punkte 
liegen  aufserhalb  der  beiden  von  a;  =  +  a,  «/=  +  ^  begrenzten  Streifen. 
Diese  Kurve  findet  sich  seit  1847  in  einer  von  Terijuem^)  vorge- 
legten Frage;  sie  findet  sich  weiter  in  einigen  Untersuchungen  von 
La  Gouruerie  unter  dem  Namen  Trinodale  harmoniqne^);  häufiger 
wird  sie  jedoch  heute,  wie  es  Schoute  gethan  hat,  Kreuzkurve  ge- 
nannt mit  Rücksicht  auf  ihre  Gestalt;  auch  auf  sie  kann  man  die 
Beiwörter  gerade  und  schiefe  anwenden,  jenachdem  die  Axen  recht- 
winklig oder  schief  zueinander  stehen');  diejenige,  bei  welcher  a  =  h, 
nennt  man  aber  die  cirkulare.  Die  gerade  cirkulare  Kreuzkurve  er- 
freut sich  der  Eigentümlichkeit,   dals  ihre  Fufs punktkurve  in  Bezug 

1)  Nouv.  Ann.  6,  Queatio»  165. 

2)  Becherehes  sw  les  sarfaces  regUes Utra^ärales sy^Mü-tcptes  (Pd,fis  1B61)  S.93. 

3)  Ton  G.  de  Longcbampa  jedoch  wurde  der  Name  Kreuzkurve  ob- 
lii^ue  einer  Kurve  gegeben,  die  in  einem  schiefwinkligen  Äxeiiaystem  (mit  dem 
Asenwiakel  0)  die  Gleichung  hat;  ia:^y^sm' &=  ](,^(a:^ -\-y^  —  23;;/ cos  0),  S. 
Cours  de  probUmes  de  giwnibrie  analytigue.    II.    (Paris  189S)  S.  291, 
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auf  das  Centrum  und  ihre  Evolute  denselben  Flächeninhalt  haben  ^); 
es  giebt  tmendlieh  viele  Kurven  mit  derselben  Eigentümlichkeit  näm- 
lich alle,  die  folgende  Polai^leiehung  haben: 

Q  sin fio  =  Const.,     p ■  @tit  fio)  =  Comt,     p ■  Go§ ,11  w  =  Const  ^). 
Es  möge   noch  bemerkt  werden,  dafs  die   Gleichung  (^21j   durch  fol- 
gende beiden  ersetzt  werden  kann: 

wenn  <p,  wie  gewöhnlich,  einen  Parameter  bedeutet.  —  Beachten  wij- 
schliefshch,  daia  die  Kurven  (19)  und  (21)  in  folgender  sehr  einfachen 
Weise  von  den  Kegelschnitten  --^  +  y,  =  1  abgeleitet  werden  können: 
„Maji  ziehe  in  einem  beliebigen  Punkte  M  des  Kegelschnittes  die 
Tangente,  und  bestimme  die  Schnitte  derselben  mit  den  Koordinat- 
axen;  durch  diesen  Punkt  ziehe  man  die  Parallelen  zu  den  Axen 
selbst,  deren  Schnitt  ist  ein  Punkt  der  fraglichen  Kurve." 

Die  Kui-ve  (18)  kann  selbst  dann  noch  reell  sein,  wenn  zwei 
Ecken  des  Fundamentaldreiecks  konjugiert  imaginär  sind;  sind  es 
z.  B.  .^5  und  Ä^,  so  setze  man 

dann  wird  öleichui^  (18)  zu 

{x'+yy+2«(a:'^i,')  +  4,ßx9^<).     .     .     .     (23) 

Die  so  in  kartesischen  Koordinaten  dai^estellte  Kurve  hat  im  An- 
fange einen  Inflexionsdoppelpunkt,  und  heifst  wegen  ihi-er  Gestalt 
projektive  Lemniakate;  sie  kann  auch  angesehen  werden  als  aus 
der  Bemoulli' sehen  hervoi^ehend,  wenn  man  auf  diese  eine  reeUe 
homographische  Transformation  anwendet. 

Endlich  heifst  die  Kurve  mit  der  Gleichimg 

(x^  -\- y^ -\- 2 xy  cos«)^  =  ia^xy,       ....     (24) 
wo  a  der  Winkel  der  Axen  ist,  die  schiefe  Lemniskate^). 


1}  Int&rmMiaire  III.  1897,  S.  347. 

3)  Welsch  in  IntermMiaire  JV.  1898,  S.  115—16. 

3)  G.  de  LongchampB,  Caurs  de  probUmes  etc.  II.  S.  374 
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I'ünfzelintes  Kapitel. 
Die  Musclielliiiie  und  die  Triseliaiite. 

98.  In  diesem  Kapitel  werden  wir  uns  mit  zwei  bemerkeiiB- 
werten  cirkularen  Kurven  rierter  Ordnung  beschäftigen,  die  beide 
rational  sind;  das  Uraprungsland  der  älteren  ist  Deutschland,  das  der 
anderen  Italien. 

Der  berühmte  Maler  Älbrecht  Dürer  hat  in  seiner  vielgeprie- 
senen Vnä&'scheidwng  der  Messung  mit  dem  Zirkd  und  Ricktsckeyt 
(Nürnberg  1525)  einen  Apparat  beschrieben^),  um  eine  Linie  zu 
zeichnen,  die  von  ihm  Mnscliellinie  genannt  wird,  „die  in  mancherley 
Sachen  zu  gebrauchen  ist"^.  .Es  ist  eine  Kui-ve,  die  geometrisch  in 
folgender  Weise  definiert  werden  kann:  „Gegeben  zwei  zueinander 
senkrechte  Gferaden  Ox,  Oy  (Taf.  YIII,  Fig.  55,  a,  &,  c) ;  auf  der  ersteren 
ist  ein  fester  Punkt  A  bezeichnet,  eine  Strecke  M^  von  konstanter 
Länge  bewegt  sieh  so,  dafs  der  eine  Endpunkt  M  die  Gerade  Ox 
durchläuft  und  dafa,  wenn  N  ihr  Sehnittpunkt  mit  Oy  ist,  immer 
ON  =  ÄM\  der  Ort  des  anderen  Endpunktes  P  ist  dann  die  Dürer'- 
sehe  MuscheUinie."  —  Um  ihre  analytische  Darstellung  zu  finden,  setzen 
wir  OA  =  a  und  OM^is,  dann  wird  ON^a—ß  sein,  und  die 
Gleichung  der  Geraden  MN 

f  +  i-i (1) 

Ist  nun  MF  ^  b,  so  ist 

(^-,y  +  ,j'  =  V (2) 

Aus  diesen  beiden  entsteht  die  Gleichung  der  MuscheUinie  durcli 
Elimination  von  s,  sie  ist  demnach 

(!cs  +  V-s'f-(x  +  y-d)'{a'~!i').  ...  (3) 
Die  Muschellinie  von  Düi-er  ist  also  eine  Kui-ve  vierter  Ordnung: 
Doppelpunkte  derselben  sind  ersichtlich  die  Schnittpunkte  B',  D"  der 
Geraden  ^  +  j,  =  ß 

mit  dem  Kegelschnitte     a;j/  +  6^  —  »/^  =  0; 

diese  beiden  Punkte  sind  immer  reell  und  begi'enzen  ein  Segment, 
welches  den  Punkt  D  mit  den  Koordinaten  «:  =  --,  ?/  =  -j  zum 
Centrum  hat.    Schnitte  der  Kui-ve  mit  der  «-Ase  sind  der  zugehörige 


1)  Vgl.  Brauniniilil,  Sistorisäie  Studie  ilber  die  orga/nisclie  Eeaeitgung 
ebener  Cwven  etc.  (Katalog  mathem.  u.  maihem.-physikaliscliev  Modelle  etc. 
Mfincheii  1893)  S.  62. 

2)  Vgl.  S.  Günther,  Albretht  Burer  einer  dei'  Begründer-  der  modernen 
Ourvetüehre  (Bibliotlieca  mathematioa  1886,  S.  139). 
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unendlich  ferne  Punkt  zweimal  gezählt  nnd  die  heiden  Punkto  B  und  C 
mit  den  Abseiasen  «  +  ^i  Schnitte  mit  der  i/-Axe  sind  die  vier  Punkte 

mit   den   Ordinalen    +?>,    — ~ Schlierslieh    Sclinitte    der 

Muschellinie  mit  der  unendlich  fernen  Geraden  sind  die  cyMisehen 
Punkte  der  Ebene  und  der  unendlich  ferne  der  a^-Äxe  zweimal  gezählt. 
Dieser  letzte  Punkt  ist  also  auch  ein  Doppelpunkt  der  Kurve;  die 
zugehörigen  Tangenten  sind  die  Geraden  r,  r"  parallel  zu  Ox  mit 
der  Gleichung    »/  ^  +  -^  •      Fassen    wir    dies    zusammen,    so    ergiebt 

sich:  Die  Dürer'sclie  Wnsehelliiiie  ist  eine  rationale,  cirkulare  Kurve 
vierter  Ordnung.  Die  parametrische  Darstellung  durch  rationale 
Punktionen  ist  leicht  zu  erhalten;  Gleichung  (2)  läfst  sich  nämlich 
ersetzen  durch  die  heiden 

X  =^  S  -\-h  cos  rp,  y  =  6  sin  qo ; 

setzen  wir  diese  Werte  in  (1)  eia,  so  finden  wir 


und  demnach  werden  die  beiden  vorigen  ku 

x=  —    — -■ 1-  ^  C'OS  (p ,         «  ^  &  ■  sin  ffl ;  .     .     .     (4) 

cos  qj  —  smip'  ^ '         ■'  ^  •  ' 

setzen  wir  schliefslich  tg  1 9  =  A,  so  gelangen  wir  zii  der  gesuchten 
Darstellung. 

Es  giebt  eine  Parabel,  die  mit  der  Muschellinie  in  engem  Zu- 
sammenhange steht,  nämhch  die  Enveloppe  der  Geraden  MN;  man 
erhält  ihre  Gleichung,  wenn  man  aus  (1)  sowie  aus  ihrer  nach  s  Ab- 
geleiteten s  eliminiert;  demnach  lautet  sie 

(x^y?-^2a{x  +  y)  +  a'^0; (5) 

daraus  ergiebt  sich,  dals  diese  Parabel  die  erste^)  Halbierungslinie 
des  Äsenwinkels  als  Ase,  die  zweite  als  Direktrix  hat,  den  Punkt 
V(y,  t)  ^"^^  Scheitel,  und  F{-^,  0)  ^'uiö  Brennpimkte;  es  ist  be- 
merkenswert, dals  dieser  auch  dei  aufserordentliche  Brennpunkt  ist, 
mit  welchem  die  Muschelhnie  versehen  ist. 

Die  Düiei'sehe  Kurve  kann  je  nach  dem  relativen  Werte  der 
Konstanten  u,h  verschiedene  Gestalten  annehmen.  Vor  allem  geht 
aiis  dem  früher  gesagten  hervoi,  dafs   sie  die  «/-Äxe  in  zwei  reellen 


1)  Wir  bezeichnen  äei  Knrze  wpgcii  mit  erster  Halbierungslin 
welche  den  Winkel  zwischen  den  beiden  positiven  {und  negal 
richtungea  hall  111 1   mit  zweiti-i  dip  indere. 
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verschiedenen,  znaammenfaUendea  oder  imaginärea  Punkten  trifft,  je- 
nachdem  a  =  !t')/2.  —  WicMiger  ist  eine  Einteilung,  die  ans  der 
Betrachtung  der  Doppelpunkte  hervorgeht.  Sind  ^  und  ij  die  Koordi- 
naten eines  solchen,  so  wird  sein 

l^  +  ß^  — ^^  =  0,  1  +  ^  — «  =  0; 

daher  ist,  wenn  man  zur  Abkürzung  «^  -[-  8  6^  =  c^  setzt. 

Man  betraehte  nun  eine  beliebige  von  einem  dieser  Punkte  aus- 
gehende Gerade  r;  sind  x,y  die  Koordinaten  eines  ihrer  Punkte,  so  ist 

a:  =  I  +  p  ■  cos  cj ,  ?/  =  tj  +  p  -  sin  ra  ; 

setzt  man  diese  Werte  in  (3)  ein,  so  erhält  man  eine  Gfleiehung,  die 
durch  q"  teilbar  ist.     Nach  ausgeführter  Division  bleibt  die  Gleichung 
[I  sin  05  -j-  i;  cos  CO  -j-  p  sin  ro  ■  cos  to  ^  2ij  sin  o  ■ —  p  sin  oj^ 
=  (cosra  -\-  ammy(b^  —  j;^  —  2pi;  sinra  —  p^sin^i»). 
Damit  mm  die  Gerade  r  sich   als  Tangente   der  Muschellinie  ergebe, 
mufs  auch  diese  Gleichung  durch  ^  =  0  befriedigt  werden;    schreibt 
man  so,  dafs  dieser  Umstand  eintritt,  so  findet  man  die  Gleichung: 
(Sa^-J-  lGh^  —  Eac)shi^a>  —  16?>*ainoj-eos(a  +  (a^  +  £ac)  eos^w^O, 
die  vom  zweiten  Grade  in  tgo  ist;  ihre  Diskriminante  ist 

J  =  8(g*  +  86^)(46^  —  ßS  _„  Eay^ri-~S}?). 
Diese  Gleichung  wird  demnach  reelle  verschiedene,  zuaanimenfallende 
oder  imaginäre  Wurzeln  haben,  jenachdem 

nun  ist  für  j=  ^  —  1  die  linke  Seite  sicher  positiv,  (leraiiacli  ist  der 
Doppelpunkt  der  Mnsclielliiiie,  der  eine  negative  Ordinate  hat,  immer 
ein  Knoten.  Was  den  anderen  betrilTt,  so  ist  dieser  Knoten  eine 
Spitze  oder  ein  isolierter  Punkt,  jenachdem 

d.  h.  jenachdem  h  =  a. 

In  dem  Falle,  dal's  der  Doppelpunkt  mit  positiver  Ordinate  eine 
Spitze  ist,  ist  seine  Ordinate  =  a,  während  seine  Abacisse  =  0  ist, 
die  zugehörige  Tangente  bildet  mit  Ox  einen  Winkel,  dessen  trigono- 
metrische Tangente  =  |-;  die  Kurve  geht  durch  den  Anfang  und  wird 
dort  von  der  zweiten  Halbierungslinie  der  Axenwinkel  berührt.  Der 
Kurve  gehören  femer  die  Punkte  (2a,  0)  und  (0,  —a)  an;  der  Punkt 
\T '  ""  2")  '^*^  ^^^  Knoten,  den  die  Kurve  in  endlicher  Entfernung  hat. 
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In  jedem  Falle  besteht  die  Kurve  aus  einem  Zweige,  der  die  Form 
der  Konciioide  hat,  i^oraus  sich  die  Bereohtigung  ihres  Namens  er- 
giebt,  und  einem  zweiten,  der  verschieden  geformt  ist. 

99.  Die  andere  cirkulare  Kurve,  mit  der  wir  uns  in  diesem 
Kapitel  beschäftigen  müssen,  ist  gegen  Ende  des  18.  Jahrhunderts 
erfanden,  um  einen  beliebigen  Winkel  in  drei  gleiche  Teile  zu  teilen, 
weshalb  sie  den  Namen  Trisekante  führt^).  Ihre  Entstehung  ist 
folgende;  „Gegeben  ein  Kreis  mit  dem  Centrum  0  imd  dem  Radius  a 
(Taf.  Vin,  Fig.  56)  imd  ein  fester  Radius  desselben  OÄ-,  man  ziehe 
einen  beliebigen  anderen  Radiiis  OM  und  konstruiere  übeT  ihm  als 
B^is  ein  gleichschenkliges  Dreieck  OMP  derart,  dafs 
^OMP=POM^^AOM; 

der  Ort  des  Punktes  P  ist  eine  Trisekante."  Man  iiehmo  0  als  Pol, 
OA  als  Polaraxe,  dann  ist 

0P=(,,   ^MOA^a,    ^MOP  =  ^,    -■- OJlf  =  OP-cosüf  OP, 

und  daher:  ö"  =  P  ■  ''ob  --  ■ (1) 

Dies  ist  die  Polargleichung  der  Trisekante;  die  kartosische  Gleichung 
lautet  infolge  dessen 

Die  Trisekante  ist  demnach  eme  cirkulare  Kurve  vierter  Ordnung, 
symmetrisch  sow  hl  m  Bezug  auf  den  Durchmesser  AOA'  als  auch 
in  Bezug  auf  den  dwu  'senkiethten  liOB'-^  sie  hat  als  Doppelpunkte 
die  beiden  Punkte  D,  I)  dieses  zweiten  Durchmeesers,  die  von  0  den 
Abstand  --=  haben,  und  als  einfache  Punkte  die  Mittelpunkte  C,  C 

der  beiden  Radien  OA,  0A'\  auch  der  unendlich  ferne  Punkt  von 
AA'  ist  ein  Doppelpunkt,  (somit  ist  die  Kui-ve  rational)  die  ent- 
sprechenden Tangenten  berühren  den  gegebenen  Kreis  in  B,  P'  und 
begrenzen  einen  Streifen  der  Ebene,  innerhalb  dessen  alle  reellen 
Pimkte  der  Trisekante  liegen.     Aus  Gleichung  (2)  folgert  man 


daher,  wenn  man  j/^sin«  setzt,  erhält  man 

j  xäy  =  j  ( «^  sm^ujdu  =  t"  /  cos 2m (^m  =  ^  sin2M  +  Cunst. 

Integrieren  wir  zwischen  m  =  -7-  und   m  =  0,   so   ergiebt  sich,   dafs 

1)  P.  Dslanges,  La  trisegante  ntiova  cuna;  e  pensieri  salla  formola  car- 
dmica  (Verona  1783). 
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die  Fläclie  des  gemisehtlinigen  Dreiecks  OCPD  durch  --  ausgedrückt 
wird,  daher  ist  dio  Fläche  des  krummlinigen  Vierecks  CDC'D' 
gleich  a^,  (1.  h.  gleich  dem  Quadrate  Über  dem  Radiiis  des  gegebenen 
lireises. 

Kehren  wir  zur  Polargleicbimg  (1)  zurück,  um  ku  bemerken,  dal's 
wenn  man  in  ihr  setzt 

9i  =  9.       «i=y' ('"*) 

wir  damit  eine  geometrische  Transformation  bestimmt  haben,  durch 
welche  die  Trisekante  in  die  Linie 

2"  ^  $1  cos  Ml ,     das  ist  3;  =  g- , 

verwandelt  wird,  also  in  die  Gerade  r,  die  durch  C  parallel  zu  HB' 
gezogen  ist.  Wenn  wir  nun  imigekehrt  die  entgegengesetzte  Trane- 
formation p  =  p^,  ii)  =  2w^  anwenden,  so  entsteht  aus  der  Geraden  )■ 
die  Trisekante.  Beschreiben  wir  also  (s.  Taf.  VIII,  Fig.  56)  einen  Kreis 
um  0  mit  emem  Radius  '>-^)  welcher  OÄ  m.  K  und  die  Gerade  r 
in  E  schneidet  und  nehmen  auf  dessen  Peripherie  einen  Punkt  Q  so, 
dafs  der  Bogen  KEQ  =  2-Bogeu  KE,  so  ist  Q  offenbar  ein  Punkt 
dei  Trisekante  vaiiiert  man  nun  den  Kreis,  so  erhält  man  beliebig 
■viele  Punkte  deistlhen  Da  die  Kurre  zweifach  symmetrisch  ist,  so 
liefert  jedei  Punkt  Q  sogleich  noch  drei  andere;  demnach  wird  die 
Kuive  Sfzusagen  duTLh  Punktquadrupel  erzeugt,  in  einer  für  die 
praktis  be  Zeichnung  aufserordentlich  bequemen  Weise. 

Bemerkenswert  ist  die  Thatsache,  dafa  die  Trisekajite  hundert 
Jahie  nach  ibier  Entdeckung  neuerdinge  zu  ähnlichen  Zwecken  von 
einem  ameiikanisüben  Geometer  wieder  aufgefunden  wurde,  W,  Hil- 
louae^)  dei  um  ihie  Anwendung  für  die  Dreiteilung  eines  Winkel 
noch  bequemei  zu  gestalten,  ein  Instrument  erdachte,  um  sie  mecha- 
nisch zu  zeichnen 


Sechzehntes  Kapitel. 
Von  einem  Kegelselinitt«  abgeleitete  Kurven  vierter  Ordiittiig. 

100.  Unsere  laji^e  und  mühevolle  Heerschau  über  die  speziellen 
KiHTen  vierter  Ordnung  geht  ihrem  Ende  zu;  bevor  wir  jedoch  damit 
zunächst  vorläufig  abschliefaen  —  vorläufig  sagen  wir,  weil  wir 
später  noch  auf  weitere  Kurven  vierter  Ordnung  als  Spezialfälle  von 


1)  S.  dec  Artikel:    On  a  naxv  cwve  for   Ute  trisection  of  an  angie    (Analyst 
IX,  1882). 
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allgemeiiieren  Kurven  treffen  werden  —  wollen  wir  noch  auf  einige 
Karren  hinweisen,  zu  denen  die  Theorie  der  Kegelschnitte  fühi't. 

Zunächst  bietet  sich  ans  dar  der  Ort  der  Mittelpunkte  der  Sehnen 
eines  centriachen  Kegelschnittes 

^a;^  +  %^=  1, 
die  eine  gegebene  Länge  c  haben;  durch  eine  nicht  schwierige  Rocli- 
nung  fanden  M.  Steiner^)  und  später  0.  Terquem*)   die  Gleichung 

Diese  Sehnen  umhüUen  eine  Kurve  viei-ter  Klasse,  und  ihre  Pole  in 
Bezug  auf  den  gegebenen  Kegelschnitt  hahen  als  geometrkehen  Ort 
eine  Kurve,  die  durch  folgende  von  Schlömilch^)  gefundene  Glei- 
chung dargestellt  wird. 

Gehen  wir  zu  einem  anderen  Orte  Aber.     Gegeben  sei  die  Ellipse 


mit  dem  Centrum  0.  Wir  betrachten  ein  Paar  konjugierter  Durch- 
messer MM',  NN'  von  der  Länge  m,  n  und  tragen  auf  dem  ersteren 
dieStrecta  ()  P  _  0  P' _  V^^ÄHr^ 

ab;  der  Ort  der  Endpunkte  Bl^'  heifst  dann  die  Paranieter-Kiirve*). 
Ihre  Gleichung  ist  leicht  zu  finden;  sind  uäinlich  x,y  die  Koordinaten 
von  M  und  X,  Y  die  von  P,  so  bestehen  die  Gleichungen 


If 

+  ■ 

fi-l,      X'+J' 

- 

m^  —  #, 

x'  +  J/'-> 

^*% 

«■  +  6"  _  „,' 

+ 

n  ,       ^-  = 

aus  den 

■■  letzteren  ergiebt  sich 

enn 

X'. 

1 
"  2 

X'+Y' 

a        1  Y' 

'+6') 

durch  E 

itaen  in  die  erste  gel 

lanp 

;t  man  dam] 

i  zu 

(Xä+  Y'')(a!'Y^  +  b^X')  =  {a^-~1/){i'X^  —  a,^Y')     .     (3) 
als  Gleichung  der  Parameter-Kurve. 

1)  De  Joco  geometrico  lineae  rectae  defimtae  cujusdam  longitudinis  ciyiss  ter- 
miiti  in  linea  secivndi  ordinü  moventur  (Diss.  Breslau,  1841). 
3)  Nouv.  Ann.  IV.  1845,  S,  590. 

3)  iJöef  eimge  dws  Kegelschnitten  abgeleitete  Cwven  (Zeitschr.  f.  M.  XIV. 
1860). 

4)  Jacob  in  Notiv.  Ann.  11,  1843,  S.  138,  und  Tortolini,  Äpplicmioni  dei 
ffoscendenti  elUttici  alla  gaadratwa  di  aleiMe  ciirve  sferiche  (Meia.  rtella  Soc. 
Ital.  deUe  Scienae,  XXIV.  1850). 
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In  einer  Ebene  aei  ein  Kegelachnitt  F  gegeben.  Jeder  Punkt  P 
der  Ebene  ist  Centrum  einer  Involution  von  in  Bezug  auf  die  Kurve  F 
konjugierten  Geraden.  Ferner  kann  man  einen  unendlich  kleinen  Kegel- 
schnitt betrachten,  die  sogenannte  Indikatrix  von  P,^)  der  P  zum 
Centrum  und  diese  Geraden  als  konjugierte  Durchmesser  hat;  ein  solcher 
Kegelschnitt  kann  angesehen  werden  als  bestimmt  durch  den  Winkel  A, 
den  eine  seiner  Axen  mit  einer  festen  Geraden  bildet  und  durch  das 
Verhältnis  r  der  Längen  seiner  Äxen.  Somit  gehören  zu  jedem  Punkte 
der  Ebene  zwei  Grofsen  l  und  r.  Man  kann  nun  den  Ort  derjenigen 
Punkte  betrachten,  für  welche  eine  dieser  beiden  Gröfsen  konstant  ist; 
ist  die  erste  konstant,  so  heilst  die  Kurve  isogone  Linie,  ist  die 
zweite  konstant,  so  heifst  sie  Niveau-Linie.  Alle  diese  Kurven  sind 
von  der  vierten  Ordnung,  wie  der  Leser  verifizieren  kann. 

Wir  schliefsen  dieses  Kapitel  mit  der  Anführung  folgender  Satze, 
die  man  zum  Teil  Steiner  verdankt^: 

Der  Ort  der  Mittelpunkte  der  einem  gegebenen  Dreiecke  ein- 
bescbriebenen  Kegelschnitte,  .die  einem  gegebenen  Kegelschnitte  ähn- 
lich sind,  ist  eine  Kurve  vierter  Ordnung,  die  die  unendlich  ferne 
Gerade  in  den  Kreispunkten,  und  die  Geraden,  die  je  zwei  Mittel- 
punkte der  Seiten  verbinden,  in  den  Pimkten  berührt,  in  welchen  sie 
den  Kreis  schneiden,  in  Bezug  auf  welchen  jenes  Dreieck  zu  sich 
selbst  konjugiert  ist. 

Der  Ort  der  Kegelschnitte,  die  einem  gegebenen  Dreiecke  um- 
beschrieben sind,  und  von  denen  man  das  Äxenverhältnis  kennt,  ist 
eine  Kurve  vierter  Ordnung,  die  die  Seitenmittelpunkte  zu  Doppel- 
punkten hat,  und  die  unendlich  ferne  Gerade  in  den  Kreispunkten 
berührt. 

Der  Ort  der  Mittelpunkte  der  Kegelschnitte,  die  einem  gegebenen 
ähnlich  sind,  und  in  Bezug  auf  welche  ein  gegebenes  Dreieck  zu  sich 
selbst  konjugiert  ist,  ist  eine  Kni-ve  vierter  Ordnung,  welche  die 
Ecken  des  Dreiecks  zu  Doppelpunkten  hat  und  die  unendlich  ferne 
Gerade  in  den  Kreispunkten  berührt. 


1)  A.  Haas,  Über  die  Indicafi'ic^  der  Kegelschnitte  (Zeitschr.  XXXIV,  1889). 

2)  Für  den  Beweis  siehe:    G.  Loria,   StudH  suUa  teoria  delte  coordinate 
triangolari  (Griomale  di  Matern.  XXIV.  S.  206,  210  u.  313). 
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IV.  Abschnitt. 

Spezielle  algebraische  Kurven  von  höherer  als  der 
vierten  Ordnung. 

Erstes  Kapitel 
Kurven  von  einem  Regelselmitt  abgeleitet. 

101.  Die  Theorie  der  KuiTen  dritter  Ordnimg  ist  glcioliaam  schon 
eine  Provinz  des  ReieheB  der  Mathematik  geworden,  die  Theorie  der 
Kurven  vierter  Ordnimg  ein  Gebiet,  das  mir  znm  Teil  diesem  Reiche 
unterworfen  ist;  jedoch  die  Theorie  der  Kurven  einer  bestimmten 
höheren  Ordnung  verhält  sieh  unabhängig  und  auflehnend  gegen  jedes 
Gesetz.  Wenn  man  von  den  von  Cramer  gemachten  Versuchen'^)  die 
Kuryen  fünfter  Ordnimg  einer  methodischen  IClassifikation  zu  unter- 
werfen —  indem  er  elf  Klassen  aufstellte,  die  sich  auf  die  Betrachtung 
ihres  Verhaltens  im  Unendlichen  gründen  —  absieht,  und  von  den 
algebraischen  Untersuchungen  G.  Maisano's  über  ihre  Doppeltangen- 
ten^)  sowie  von  einzelnen  wichtigen  Unters uchui^en  über  die  ratio- 
nalen^) und  die  elliptischen*)  Kurven  fünfter  Ordnung,  so  kann 
man  sagen,  dafe  bis  jetzt  noch  nichts  geschehen  sei,  um  die  dichte 
Finsternis  zu  durchleuchten,  die  uns  die  Eigenschaften  der  Kurven 
verhüllt,  die  unmittelbar  auf  diejenigen  folgen,  denen  der  vorige  Ah- 
sebnitt  dieses   Werkes  gewidmet  war.     Nicht   nur  dies:   auch   keine 


1)  Intiodacfum  a  l'analyie  des  Ugties  courbes  algebriques  (Genf  1750)  S.  397. 

2)  O-letckitng  de>  Cwve,  welche  die  Betühningspitnkte  der  doppelten  Tangenten 
der  ällgemein&i  Citrve  d&  fünften  Grades  attsschnetdet  (Math.  Ann.,  XSIX,  1887). 

3)  Wii  meinen  die  AbhancUungen  von  Eolm  {Eine  einfache  Kot^truktion 
dei  ebenen  rationalm  Kmom  fünfter  Oi-ifoi,,  Math.  Ann.  XXT,  1886),  von 
de  Jonquifeies  (Consiracfw»  geometrigue  de  cowbes  uni^yarsaks,  notamment  de 
Celle  d»  angutem''  otdie  dotmee  de  ciwg  points  doubles,  Palermo  Rend.,  11,  18S7), 
und  die  Untersuchungen  von  J  F.  Eberle,  Über  rationale  Gu/i-Wn  fünftem-  (hd- 
nung  tnsbesmideie  diejenigen  m^ter  und  filmfiei-  Klasse  (München  1802),  wo 
die  Erzeugung  einei  lationalen  Kurve  fünfter  Ordn.  vermittelst  einer  Kurve 
dritter  hlasse  und  eme  zvieitei,  die  zueinander  projektiv  aind,  dargelegt  und 


i]  J   De  Vnes     (  hr,    Curven  fünfter    Ordnung  mit   vier  DoppelpunJelen 
(ffienei  Bei.  CIV,  1893j. 
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spezielle  Kurve  fünfter  Ordnung  hat  einen  besonderen  Namen  erhalten, 
obwohl  ein  gelehi-ter  Mathematiker  (H.  Brocard)  neuerdings  Öffentlich 
die  Frage  der  Aufzählung  der  speziellen  schon  bekannten  Kurven 
fünfter  Ordnimg  aufgeworfen  hat^);  die  Antworten,  die  er  erhielt, 
zeigen,  dafs  diese  weder  sehr  zahlreich  noch  auch  wichtig  sind^. 
Die  interessantesten  unter  ihnen  sind  vielleicht  diejenigen,  die  mit  der 
Theorie  der  Kegelschnitte  zusammenhängen.  Folgende  Beispiele  mögen 
dieses  zeigen: 

1.  Der  Ort  dei  Mittelpunkte  der  einem  gegebenen  Dreiecke 
umbesehriebenen  Kegelschnitte,  von  welchen  man  die  Summe  der 
Quadrate  der  Halbaxen  kennt,  ist  eine  Kurve  fünfter  Ordnung,  die 
durch  die  KreispimLte  der  Ebene  geht,  die  Mittelpimkte  der  Dreiecks- 
soiten  zu  Doppelpunkten  und  die  Seiten  selbst  zu  Wendeasjmp- 
toten  hat'). 

2.  Gegeben  eine  Paiabel,  man  betrachte  einen  Punkt  P  der- 
selben, die  zugehonge  Tangente  t  und  einen  Kreis  mit  dem  Centrum 
0,  der  durch  den  Scheitel  der  Parabel  geht;  dieser  schneidet  die 
Gerade  t  in  zwei  Punkten,  deren  Ort  eine  cirkulare  Kurve  fünfter 
Ordnung  ist,  die  den  Scheitel  der  gegebenen  Parabel  als  dreifachen 
Punkt  hat*). 

3.  Gegeben  ein  Kegelschnitt  und  ein  Punkt  0  seiner  Ebene; 
mau  ziehe  durch  0  einen  beliebigen  Strahl,  der  die  Kurve  in  den 
Punkten  A,  B  schneidet;  die  Normalen  des  Kegelschnittes  in  A  und  B 
schneiden  sich  in  einem  Punkte  1^,  dessen  Orthogonalprojektion  auf 
den  Strahl  P  sein  möge.  Der  Ort  des  Punktes  P  ist  eine  Kurve 
fünfter  Ordnung^). 

4.  Der  Ort  der  Brennpunkte  der  einem  Dreiecke  umbeschrie- 
benen Parabeln  ist  eine  rationale  und  cirkulare  Kurve  fünfter  Ord- 
nung*). 

103.  Die  Theorie  der  Kegelschnitte,  die  zu  so  vielen  bemerkens- 
werten Kurven  vierter  und  fiinfter  Ordnung  führt  (s.  Nr.  100  u.  101), 
liefert  uns  auch  sehr  viele  Kurven  höherer  Ordnung''): 

1.  Der  Ort  der  Brennpunkte  der  Kegelschnitte,  die  durch  vier 
feste  Punkte  gehen,   ist  eine  Kurve  sechster  Ordnimg,  welche  die 

1)  Inknnidiake  V.  1898,  S.  3. 

2)  Intermedtaire  V,  1898,  S.  136,  201  u.  278;  fovncr  VI,  IBM,  S.  181  u.  275; 
VII,  1900,  S.  66  u.  276;  VUl,  1901,  S.  62  u,  88. 

3)  Q.  Loria,  Studii  müa  teoria  MU  coordinate  tnangolari  (Giorn.  di  Mat. 
XXIV.  1880,  S.  209). 

4)  G.  Cardoso  Laynea  im  InUrmediaire  VI.  1899,  S.  181. 

5)  Barisien  im  Interm^diaire  VI.  1899,  S.  375. 

6)  Cajtey,  Bduo.  Times  Vit,  1867  (auetCoRecSedmaÄPapereVn,  563—71). 

7)  Es  möge  noch  die  Kurve  6,  Ordn.  hinaugefügt  werden,  auf  welche  wir 
am  SohluBse  von  Nr.  17  hingewiesea  haben. 
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Aufmerksamkeit  von  Sylveatei'^)  und  Cayley^)  auf  sicli  gezogen  hat. 
Diese  machten  die  Bemerkung,  dafs  Doppelpunkte  dei-aelben  sind:  die 
Kreispunkte  der  Ebene,  die  Diagonalpunkte  des  Vierecks  der  4  festen 
Punkte  sowie  die  HöhenfuTspunkte  des  zugehörigen  Dii^onaldreiecks. 
Sie  hat  als  Doppeltangenten  die  8  Geraden,  die  diese  4  festen  Punkte 
mit  den  Kreispunkten  verbinden;  ihre  Klasse  ist  14,  ihr  Geschlecht  2. 
2.     Der  Ort  der  Punkte  m  der  Ebene  der  Ellipse 

von  denen  zueinander  senkrechte  Nonnalen  ausgehen,  ivurde  von 
Gergonne  betrachtet;  seine  Gleichung  wurde  von  Vidal  in  folgender 
Form  gefunden 

(«■  +  S')(i'  +  y')(a'f  +  h'x'y  -  (»■  -  e-fia'f  -  S-il". ') 
Betrachtet  man  dagegen  Tripel  und  Quadrupel,  statt  Paare  von  Nor- 
malen derselben  EUipse,    so    kann   man  eine  andere   Kurve   sechster 
Ordnung  erhalten.     So  stellt  die  Gleichung 

den  Ort  der  Mittelpunkte  eines  Kreises  dar,  der  dem  Dreiecke  um- 
beschrieben ist,  das  gebildet  wird  von  den  Fufspunkten  der  drei 
Normalen  einer  Ellipse,  die  von  einem  Punkte  ihrer  Evolute  aus- 
gehen*); hingegen  stellt 

[«a^a  ^  mj2  _  |-^a  _  ^y^  ^  bia^h^{a^  —  b^x^f  =  0 
den  Ort  der  Punkte  dar,  von  denen  allemal  vier  Noi'malen  ausgehen, 
die  ein  harmonisches  Büschel  bilden*). 

3.  Man  bezeichnet  mit  Radiale  einer  Kurve  den  Ort  der 
Endpunkte  der  von  einem  festen  Punkte  ausgehenden  und  mit  den 
Krümmungsradien  der  Kurve  äquipoUenten  (gleich  und  gleich  ge- 
richteten) Strecken").  Man  betrachte  z.  B.  die  durch  die  beiden 
Gleichungen  x^a-costp,         y^b-sinq) 

dargestellte  Elhpse.  Ist  p  der  Kriimmui^sradius  im  Punkte  {<p)  der 
Ellipse  und  (u  der  Winkel,  den  er  mit  der  x-A-xa  bildet,  so  hat  man 

0-- TT ^'       tg„_-^tg9. 

1)  Supplementttl  note  on  Üie  analogues  in  Space  to  the  caüesians  avah  in 
jilane  (PhU.  Magaz.  XXXII,  1860), 

2)  O»  tft«  locus  on  the  foci  of  Üie  conies  ivith  pass  fhroitg  four  given  pinnts 
(Daselbst;  oder  Coli.  mafh.  Pap.  VIT,  1—4);  vgl.  auch  Boheck,  Die  Bremtpunkf- 
iwve  des  KegelschniftbitseheU  (Monatshefte  3,  1892). 

3)  Nouv.  Ann.  H.  1843,  S.  365. 

i)  Eine.  Times,  Quest.  6375;  gelöst  in  XXXVI  (188a)  S.  77—78. 
6)  Das.  Qnest.  6431 ;  gelöst  das.  8.  75—76. 

6)  R.  Tucker,  On  raäial  evmes  (Proe.  of  the  Loud,  matb.  Soe.  I,  18ßä); 
Hoiiel,  Gours  de  calml  inßniUsimal  n.  (Paris  1878)  S  269,  Ex.  37. 
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Die  Polargleichung   der  Radiale  gellt  aus   diesen  beiden  Gleichungen 
hervor,  wenn  man  ta  daraus  eliminiert;  die  zweite  liefert  uns 


ism»  «cos«  i/ftT- 

denmach  wird  diu  erste  zu 


aha 


i<^i'y 


oder  t)^  (a^  cos^  m  -\-i^  sin*  la)^  =  a*V . 

Dies  ist  die  gesuchte  Gleichung');  gehen  wir  zu  kartesisehen  Koordi- 
naten über,  so  wird  sie 

{a'x'  +  hYf  =  a'n^' + y'r- 

Die  Radiale  der  Ellipse  ist  demnach  Yon  der  sechsten  Ordnung,  hat 
den  Anfang  als  vierfachen  Punkt,  und  die  Tangenten  in  diesem  iitllen 
paarweise  mit  den  bezüglichen  iaotropischen  Geraden  zusammen.  — 
Ähnliches  findet  statt  für  die  Hyperbel. 

Trägt  man  aber  den  Krümmungsradius  vom  Centrum  aus  auf 
den  zugehörigen  Durchmesser  ab,  so  erhält  man  die  durch  folgende 
beiden  Gleichungen  bezw.  ausgedrückte  Kurve 

ahij  ^  (a^  sin^o  -f~  ^^  eos^w)^, 

aVlf'  +  ff  -  (a'f  +  Vx'f  -  0  . 

Sie   ist   eine   Kurve  von  der   achten   Ordnung,    deren   Rektifikation 

hyper elliptische  Funktionen  vei-langt,  deren  Quadratur  jedoch  durch 

elementare  Funktionen  ausgeführt  werden  kann^). 

4  EbenfaUs  von  der  Ellipse  ^^  +  p  —  1  =  0  hat  Wolsten- 
holme  eine  andere  Kurve  sechster  Ordnung  abgeleitet,  die  be- 
merkenswert ist,  zumal  da  sie  zu  sich  selbst  reziprok  ist^)  Er  be- 
trachtete einen  beliebigen  Punkt  0  der  Ellipse  E  und  beschrieb  um 
0  als  Mittelpunkt  einen  Kreis  K,  so  beschaifen,  dafs  es  fX)'  Dreiecke 
giebt,  die  in  E  einbeachrieben  und  K  umbeschiieben  sind  Die  En- 
veloppe  aller  dieser  Kreise  wird  gebildet  von  dei  Ellipse  mit  der 
Gleichung  ^'  _i    l!  __  /»"  +  h^y 

P  +  P  -  KUF^-b-^j 
und  der  Kurve  JT,  die  durch  folgende  Gleichungen  dargestellt  wird 

ä-'  =  ~i^^  !  a^  +  6*  +  4&^  ^^"-s-s-TTv^^^  1  , 

«' —  0*   l         '  '  <[*Bm^^-i- o'coa'fl'J  ' 

1)  E,  Tucker,  The  radtal  of  an  elUpse  (Quart.  Jotuh.  XVIU,  1832). 
S)  Tortolini,  Sulla  cwToa  luogo  geometrieo  dei  raggi  d«  cu/rvaiwra  d\tna 
ellisse  data  (Annali  äi  Matern   VI,  1864). 

3)  On  a  certam  envelope  (Proe,  of  the  Lond.  Math.  Soc.  XV,  1884). 
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Sie  iat  von  der  6.  Ordiiuiig  rnid  der  G.  Klasse,  hat  6  Doppelpunkte 
mxä  4  Spitzen,  6  Doppeltangenten  und  4  Wendepunkte;  Wolstenholme 
hat  auch  ihre  Geatalt  bestimmt. 

5.  Eine  Kurve  sechster  Ordnung  entsteht  auch,  wenn  man  das 
Centrum  einer  Ellipse  auf  die  Sehnen,  die  sie  mit  Lhren  Oskulations- 
kreisen  gemeinsam  hat,  projiziert');  ihre  Gleichung  lautet 

(x'  +  9')'(,a'x'  +  Vy')  =.  {aV  -  fff, 
somit  ist  das   Centi'um  der  Ellipse    ein   vierfacher  Punkt   deTselben. 
Lassen  wir  h  in  a  übergehen,  so  erhält  man  die  Kurve  sechster  Ordnung 

welche  Plücker^)  zugleich  mit  den  beiden  Kui-ven  von  folgender 
Gleichung  betrachtet  hat: 

(x^  +  y^y  =  a^x^    und     {x^  -\-  y^f  =  ah/; 
wir  werden  in  folgender  Nr.  sehen,  dafs  sie  der  Ort  der  Scheitel  der 
einer  regulären  Astroide  umbeschriehen  rechten  Winkel  ist^). 

6.  Schliefslich:  der  Ort  der  Seheitel  der  Parabehi,  die  einen 
festen  Kreis  —  mit  dem  Centrum  0  und  dem  Radius  R  —  berühren 
und  alle  einen  Punkt  der  Peripherie  desselben  zum  Brennpmikte  haben, 
bat  folgende  Gleichung 

2{2x'  +  2f  -  Bxf  =  2m'(x'  +  !/')' . 
Sie  wurde  von  Barisien*)   erdacht,  und   dann  von  einigen  anderen 
untersucht^);  unter  diesen  möge  Eetali  hervorgehoben  werden''),  der 
bemerkte,    dafs  diese  Kurve   die  Fufspunktkurve    einer  Kardioide  in 
Bezug  auf  ihre  Spitze  ist. 

Füi-  andere  Kurven  ähnlichen  Ursprunges  findet  der  Leser  Hin- 
weise in  den  Sammlangen  von  Übungsbeispielen  der  analytischen 
Geometrie;  wir  können  uns  hier  bei  diesen  nicht  aufhalten,  da  uns 
andere  Linien  fesseln,  die  wegen  ihrer  Wichtigkeit  besondere  Namen 
erhalten  haben'). 


1)  Progreso,  Cueat.  93. 

2)  Neue  ßemnetrk  des  Baumes,  L  Abt.  (Leipzig  1868)  S,  105—106. 

3)  E.  N.  Bariaien,  Iraermediaire  111,  1896,  8.  198. 

4)  Intermidiaü-e,  II,  S.  21.        5)  Das.  S.  S76. 

6)  Note  mr  mk«  eourbe  (iw  sixi^me  ordre  (Journ,  de  maÜi.  apöc.  4.  Scr,  VY, 
1897). 

7)  Unter  ihnen  findet  sich  nicht  die  Knrve  mit  der  Gleichung 

von  der  Hudde  in  einem  Briefe   an  Fr.  van  Schooten  spricht,   v,  1.  Dez,  1657, 
(OßMwes  de  Huygens  II,  S.  97),  die  dann  aber  nicht  untersucht  wird. 
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Zweites  Kapitel. 
Ästroiden  und  Searaliäen  (Stern-  nnd  Käferknrven). 

103.  Die  Bewegung  einer  Ebene  in  sich  selbst  kann  dadurch 
definiert  werden,  dafs  man  zwei  feste  Kurven,  die  Direktricen  oder 
Leitturven  aiigiebt,  welche  von  zwei  festen  Punkten  der  beweglichen 
Ebene  durchlaufen  werden  sollen;  jeder  andere  Punkt  der  Ebene  be- 
schreibt dann  eine  Kurve,  welche  die  Engländer  und  Franzosen  Gli- 
setfce  nennen  und  die  wir  mit  dem  Namen  Olistoide  (von  diiO^dvia, 
gleite)  oder  Gleitkurvo  bezeichnen^).  Jede  beliebige  Kurve,  ins- 
besondere jede  beliebige  Gerade  der  beweglichen  Ebene  hingegen  um- 
hüllt eine  Kurve,  die  Eaveloppe-Glisette  oder  oliatoidale  Hiill- 
kurve  genannt  wird^). 

Wenn  die  Direktricen  algebraische  Kurven  sind,  und  man  be- 
zeichnet ihre  Ordnung  mit  n  und  n,  ihre  Klasae  mit  v  und  v',  mit 
d,d'  die  Zahl  ihi-er  Doppelpunkte,  mit  k,h'  die  Zahl  der  Spitzen,  so 
Imt  man  für  die  Olistoide  im  allgemeinen:  Ordnung  2n-n',  Klasse 
2(nv' -\- n'v-\- nn'),  Zahl  der  Doppelpunkte  nn'(2nn' — n  —  n)-\- 
2{nd'  —  n'd)  und  Zahl  der  Spitzen  2{nk' -{- n'k);  wenn  aber  die 
Leitkurven  zusammenfallen  oder  durch  die  imt^inären  Kreispunkte 
gehen,  so  erfahren  diese  Zahlen  beträchtliche  Modifikationen"). 

Der  einfachste  Fall  ist  der,  dafs  die  beiden  Leitkurven  gerade 
Linien  sind,  und  dafa  mau  den  Ort  eines  Punlttes,  der  auf  der  Ver- 
bindungslinie der  beiden  gegebenen  Punkte  liegt,  betrachtet  oder  auch 
die  Enveloppe  dieser  Verbindungslinie.  Jener  Ort  ist  bekanntermafsen 
eine  Ellipse,  diese  Enveloppe  dagegen  eine  neue  Kuiwe,  die  wegen 
ihrer  Form  Aatroide  odei  "^teinkurTe  geninnt  wurde*)  Um  ihie 
analytiaehe  Darstellui^  zu  finden,  nehmen  wn  die  beiden  festen  Ue 
raden  als  Koordinataxen  und  bezeichnen  den  Winkel  deiaelbcn  mit  « 
(Taf.  VIII,  Fig.  57(1)  die  Lange  dei  Veibmdungahnie  dei  beiden  be 
wegten  Punkte  A  und  B  mit  l  unl  mit  q5  und  ij.   die  Winkel,  wehhc 


1)  Beispiele  von  Gieitkutven  viertel  Ordnung  enthalt  die  Arbeit  von 
Dewall,  Zwei  geometif'iM  Aufgabe»  au  äei  Kurienhhe  (Aichn  dei  Math 
XUI,  1864). 

3)  Zn  dieser  Klasse  von  liiu-ven  geliuien  z  B  diejenigen  welche  J  B 
Pomej  in  dem  AufaatBe  Eiweloppea  des  cotia  ditn  came  üont  deux  sommets 
descTtvent  deux  droites  lecfangvhtJies  (Nonv   Ann   3  Sei   V,  1888)  betrachtete 

a)  S.  Eoberta,  On  ihe  motson  of  a  plane  imäa  cettam  tvnditiom  (Pioc 
of  the  Lond.  math.  Soc  lir   1871) 

4)  Zuerst  von  J.  J  Littrow  {Kwze  Anhiimtg  iwi  gerammten  Mathematik 
Wien  1838,  S.  299)  voi geschlagener  Name  M  Simon  sehreiht  Astioide  oder 
Stemlinie"  (Analytische  Genmtti  le  Leipzig  l^Oo  S  5ü7  Pur  he  Bibligraph? 
nehme  man  die  Aufsätze  von  Ildton  de  1  i  Unpillieie  in  den  Noui  ^n  i 
1874,  1880  und  1886. 
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die  Gerade  AB  m  einer  beliebigen  Lage  mib  den  beiden  Äsen  bildet; 
das  Dreieeli   OAB  ergiebt  dann: 

+  *  =  3E  —  ß  -^  =  — -  =  — (!) 

Folglich  ist  die  Gleichung  der  Geraden  AB 

.J'^  +  ^X J-- (2) 

Differenzieren  wir  diese  nach  <p  und  berücksichtigen  (1),  so  erhalteu 


welche  kombiniert  mit  (2)  ergieht 

5c  =^-^— eoay  sin^i/",       j/ = -1-5— cosi/»  sin^^.    ,     .     (3) 

Eliminieren  wir  aus  (3)  ^  oder  -p  vermittelst  Gleichung  (2),  so 
erhalten  wir  die  Koordinaten  eines  beliebigen  Pvuittes  der  Astroide 
in  trigonometrischen  Funktionen  von  tp  oder  jjj,  sagen  wir,  um  einen 
bestimmten  Anhalt  au  haben,  von  9;  setzen  wir  alsdann  tg-|9  ^  k, 
so  geben  die  Gleichungen  (3)  x  und  y  als  rationale  Funktionen  sechster 
Ordnung  von  X.  Daraus  schliefsen  wir:  Die  Astroide  ist  eine  ratio- 
nale Knrve  sechster  Ordunng.  Beachten  wir  nun,  dafs  (2)  eine  be- 
liebige Tangente  der  Astroide  darstellt,  \ind  dafs,  wenn  mau  in  ihr 
]/f  =  jt  — a  ^  <p  setzt  und  ferner  ig^ip  ^  X  eine  Gleichung  vierten 
Grades  in  f.  entsteht,  so  schliefsen  wir:  Die  Astroide  ist  von  der 
vierten  Klasse.  Die  Kurve  hat  infolgedessen  sechs  Spitzen  und  vier 
Doppelpunkte;  sie  entbehrt  der  Wendepunkte,  hat  aber  drei  Doppel- 


Eliminieren  wir  gj  und  tj>  aus  den  Gleichungen  (1)  und  (3),  so 
erhält  man  die  Gleichung  der  Astroide  in  folgender  Form: 

l(as  +  y3  _j_  2xy  cos«  —  l^^  -|-  27(^^1;^^^  gj^a^j  ^j^s^ 

—  l^  cos  aUx^  -\-y^  -\-  2xy  COS  a  —  l^^  cos  a 

—  2«2/ [9(a:^-}-)/^+ 2^j/cosK  — a^)  sin^K  — Sa^cos^a]}  =0.^).  (4) 

Auch  diese  beweist,  dafs  die  Kurve  sechster  Ordnui^  ist,  i;nd  7eigt 
aufserdem,  dafs  die  Koordinataxen  Doppeltangenten  sind  mit  den 
Punkten  ic  ==  + i,  ^^0;  a;  =  0,  y^^l  als  Benihrungspunkten 
Die  cyklischen  Punkte  der  Ebene  sind  Spitzen  mit  dei  unendlich 
fernen  Geraden  als  gemeinsamer  Tangente.  Aufserdem  liat  die  Kurve 
vier  reelle  Spitaen,  die  innerhalb   des   stumpfen  Winkel':   dei   beiden 


1)  H.  F.  Jentsch,   Them'ie  der  Astroidmx,  einm'  neuen  Ä/oi.«     ou  Kun 
(DiB3.  Greifawald,  1860). 
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Leitgeraden  liegen  und  die  Ecken  eines  Rechtecks  bilden.  —  Im  Falle 
der  Winkel  a  ein  beliebiger  iat,  wollen  wir  die  Kurve  als  schiefe 
Astroide  bez  ei  ebnen. 

Der  tbataäcblicb  am  häufigsten  Torkommende  Fall  ist  der,  daTa  die 
beiden  Leitgeraden  zueinander  senkrecht  sind  (a.  Tat  VIII,  Fig.  57?*); 
die  Kurve  heifst  dann  allgemein  reguläre  Astroide  oder' die  regel- 
mäfsige  Vierspitzenkurve,  während  Montucci  sie  mit  dem  Na- 
men Cnbocycloide^)  und  Matthiesen  mit  Paracykel^)  bezeich- 
nete. Die  reguläre  Astroide  hat  drei  Spitzendoppeltangenten,  sie  ist 
daher  reziprok  zu  den  Kurven  vierter  Ordnung  mit  drei  Inflexions- 
knoten,  und  deshalb  wurde  der  Name  projektive  Astroide^)  für 
alle  rationalen  Kurven  sechster  Ordnung  vorgeschlagen,  die  mit  drei 
Spitzendoppeltangenten  versehen  sind.  Da  nur  vier  von  den  Spitzen 
der  Astroide  reell  sind,  so  wandte  Bellavitis  den  Namen  Tetra- 
cuspide  zu  ibi-er  Bezeichnung  an*),  der  jedoch  nicht  angenommen 
wurde,  vieUeicht  weU  die  untersuchte  Kurve  nicht  vier,  sondern 
sechs  Spitzen  hat. 

Da  die  reguläre  Astroide  zu  einer  Kurve  vierter  Ordnung  mit 
drei  Inflexionsknoten  dual  ist,  so  besteht  für  sie  der  zum  Laguerre'- 
schen  Satze  (Nr.  97)  duale,  nämlich  folgender  Satz:  Jede  Tangeate  t 
einer  Astroide  schneidet  die  Kurve  in  vier  weiteren  Punkten,  deren 
zngelifirige  Tangenten  durch  ein  und  denselben  Punkt  F  gehen. 
Wir  fügen  noch  hinzu,  ohne  es  zu  beweisen:  Von  diesen  vier  Tan- 
genten (und  den  zugehörigen  Berühmögspuiikteu)  sind  nur  zwei 
reell,  und  der  Ort,  den  der  Punkt  F  beschreibt,  wenn  die  Tangente  * 
sieh  bewegt,  ist  der  der  Astroide  urabeschriebene  Kreis  (mit  dem 
Centrum  O,  dem  Radius  l)^). 

Machen  wir  in  den  Gleichungen  (3)  und  (4)   a --=■•- ,  so  werden 

diese  zu  ^  _  ;  ^osV,         j/ =  I  am> , (.T) 

(^s  +  yS_/ä)3  +  27P:cY^0 {4') 

Statt  dieser  Gleichungen  pflegt  man  häufiger  eine  andere,  bequemere 


1)  Gomptes  rendus  LS5,  186S,  S,  441 ;  daaelbst  ist  die  Anwendbarkeit  der 
Astroide  auf  die  Lösung  der  Gleichungen  5.  Grades  gezeigt. 

2)  Über  die  tnechamisch^  CoTistiitction  einiger  CiMte«,  welche  sich  mr  Auf- 
lösung des  Problems  von  der  DupUccddon  de»  W'urfela  nennenden  lassen  (Arohiv 
SLVni,  1868). 

3)  S.  Eetali,  Intermediaire  V,  1898,  S.  68, 

4)  Sposieiom  del  metodo  delle  egipoUeme  (Mem.  della  Soc,  Ital.  delle  Scienze 
XXV,  2.  Teil,  1850)  Nr.  191;  ferner  Eg^osüion  de  la  metJiode  des  iguipolhnees, 
abera.  v.  Laisant  (Paris  1874)  S.  239. 

5)  Übet  diesen  Sata,  den  man  einer  Aufgabe  von  A.  Boutiu  {Intermediaire 
IV,  1897,  S.  170)  verdankt,  siebe  man  die  vielen  Mitteilungen  im  Intemiediaire 
rV,  1897,  S,  239;  V,  1898,  S.  68;  VI.  1899,  S.  31  und  281. 
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anzawendeD^),  obwohl  sie  irrational  ist,  die  man  durcli  direkte  Eli- 
mination YOn  (p  aus  (3')  erhält,  nämlich  folgende 

s'  +  ä,=  _i' (B) 

Schreibt  man  Gleichung  (3')  in  folgender  Weise: 

!e  =  -(3co8  9)  +  cos39),  y  =  j{dsmq>~  smd<p), 
80  erkennt  man,  dafa  die  reguläre  Astroide  zur  Klasse  der  Epicykloiden 
(vgl.  Abschn.  VI,  Kap.  9)  gehört.  Jedoch  auch  in  der  Form  (3') 
eignen  sieh  die  Gleiehui^en  recht  gut  aur  Lösung  der  hauptsäch- 
lichsten metrischen  Probleme,  die  die  reguläre  Astroide  betreffen. 
Nennt  man  die  Fläche  der  Kurve  S,  ao  hat  man 

-T-S  =  j  y-dx=^f  l  äin^fp-  (—  3^)  ttos^(p-  ain^ <p-d(p 
==  3?^  /  sin* 9)  -co&^fp  -afp  =  ^^^  (  /  sin*q;i  -dtp  —  /  ain^ <p-dip) 


Also  ist  S  =  firP,  welches  Resultat  leicht  in  Worte  zu  kleiden  ist, 
indem  itP  gleich  der  Fläche  des  der  Astroide  umbeschriebenen 
Kreises  ist. 

Die  allgemeine  G-Ieichung  der  Tangente  ist  —  infolge  von  01.  (2)  — 

cos<p    '    am<p  ' 

demnach  stellt  die  Gleichung 

die  zu  der  vorigen  senlcreehte  Tangente  dai-;  durch  Ehmination  von 
(p  erhält  man  die  Gleichung: 

demnach  ist  der  Ort  der  Scheitel  der  einer  regulären  Astroide  um- 
besehriebenen  rechten  Winkel  eine  der  von  Plucker  betrachteten 
Kurven  sechster  Ordnung  {a.  die  vor.  Nr.), 

Braeichnen  wir  mit  s  den  Ästroidenbogen,  so  finden  wir  alsbald 
ds  =  dl  sin  tp  ■  cos (p  ■  d(p , 
und  daher  s  =  -^  sin^  (p  -f-  Corrnt. 

1)  Dieselbe  findet  sieb  in  einora  Briefe  von  Hermann  an  Leümiz  Tom 
22.  Nov.  1715  {Leibmz  lierausg.  v.  Gerhardt  IV,  1859,  S.  406);  vgl.  auch  den 
Brief  deaselben  v.  6.  Jan.  1716  (a.  0.  S.  410). 
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Die  Gesamtlänge  der  regulären  Astroide  ist  das  Vierfache  des  erlialtoaen 
Resultates,  wenn  wir  s  nehmen  zwischen  q)  =  -„-  und   ip  ^=0,   also 

gleich  6i,  und  wenn  wir  den  Bogen  von  dem  Punkte  qs  =  —  zählel^, 

haben  wir                       3!  /  .    n            l\              31         „  ,„, 

xiauvM.  vv±±  s  =  — Ism-'cp  —  ^)  =  —  -^cosäqs (b) 

Der  Krümmungradius  p  wird  gegeben  durch 

l,-"'in2v (7) 

Eliminieren  wir  nun  y  aus  (6)  und  (7),  so  finden  wir 

(■'  +  ''»'-(¥)'. (8) 

welches  also  die  natürliche  Gleichung  der  Kurve  ist;  hieraus  läfst 
sich  von  neuem  ableiten,  dafs  die  Astroide  eine  Hypocykloide  ist. 

Bezeichnen  wir  sehlieislich  mit  A  die  Oberfläche  und  mit  V  das 
Volumen,  welches  durch  vollstäadige  Rotation  der  Äatroide  um  die 
eiue  der  Zweispitzentangenten  entsteht,  so  erhalten  wir 

jl  =  43t  (  x-ds  =  —  i^t  j  l  coa^cp  ■  3^  sinqj   cos-  dcp 

=  —  12 ^P  f  coü* (p  ■  am  tp  dip  =  -^ —  =  -^-  -  4-7iP . 
■p"=  231  /  x^ ■  äy=Q:!rl^l  cos^g)  -sin^qo  ■  dip 

=  6ji!ä{y*co8>.(;q)— /cos>(^9>)  =  ^^-  =  -^^  ■  -g-5I^^ 

Beachtet  mau  nun,  dais  -inl^  und  |mP  die  Oberflache  und  das 
Volumen  der  Kugel  sjnd,  die  den  der  Astioide  umb ?>? eh 1 1 ebenen  Kreis 
als  gröfsten  Kieiy  hat,  ho  lassen  sn  h  diese  Re-iultute  leicht  aus- 
drücken ^). 

1)  Die  geometiiBclieDaiBtellaiig  dei  kompipxpn  Zahlen  und  ihrer  Punktionen 
führt  in  einem  Falle  au  noch  allgememereii  Kurren  als  die  Astroide  (Amstein, 
Un  exemple  de  ippre^tentatinit  eonforme.  Bull  de  la  Soc  vaudoise  des  Sc.  Nat. 
XV,  1878).     Betiaihtet  man  nambch  die  Funktion 

Setzt  miin  w  =^ 'a -\- iv ,    Z'^^qc'"',   bo  ergiebt  sich 
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104.  Eine  bemerkenswerte  Verallgemeinerung  des  Begriffes  der 
Astroide,  bei  welchem  wir  hier  verweilen  miiseen,  verdankb  man 
Ameseder^). 

Gegeben  ein  centriseher  Kegelechnitt  F  und  zwei  feste  Geraden. 
Die  EnTeloppe  aller  der  Geraden,  die  so  beschaffen  sind,  dafa  das 
zwischen  den  beiden  festen  Geraden  gelegene  Stück  gleich  dem  parallel- 
laufenden Durchmesser  des  Kegelschnittes  F  wird,  ist  eine  Kurve,  die 
man  allgemeine  Astroide  nennen  kann,  weil,  wenn  F  ein  Kreis 
ist,  sie  sich  auf  eine  gewöhnliche  schiefe  Astroide  reduziert.  Um  die 
Gleichimg  derselben  zu  finden,  nehmen  wir  die  beiden  festen  Geraden 
zu  Koordinataxen,  und  nehmen 

ax^-ir2hxy  ^hf  =  1 (8) 

als  Gleichung  von  F,  imd  als  Gleichung  der  einhüllenden  Geraden  in 
einer  beliebigen  Lage 

-:+f-i (9) 

Die  Bedingungen  des  Problems  liefern  dann  die  Gleichung 

Vi?  +  v^  —  2uvcoBcc  =  2  l/"'t"'^'^^"^Tr 
'  '  f    aM*-- 2fiti»-|-6«' 

oder  auch  au^  —  2huv  -f-  &«^  =^  4 (10) 

TJm  nun  die  Gleichung  der  allgemeinen  Astroide  zu  erhalten,  mufa 
man  die  Enveloppe  der  Geraden  (9)  unter  der  Bedingung  (10)  suchen; 
durch  Anwendung  bekannter  Regeln  findet  man,  dafs  es  genügt  ti, 
und  V  aus  (9),  (10)  und  der  folgenden  Gleichung  fortzuschafi^en 

\W  —  U         ^»  — ÄW|  ^ ,jj^ 

Die  Elimination  vollzieht  sich  in  sehr  einfacher  Weise,  wenn  der 
Kegelschnitt  F  die  beiden  Koordinataxen  als  konjugierte  Durchmesser 
hat.     In  diesem  Falle,  h  =  0,  wird  die  Gleichung  (11)  za 

au{x  —  w)  =  6ü  (?/  —  I)) ; (11') 

Setzt  man  nua  q  =;  Const.,  so  lat  man  die  parametrisclie  Darstellung  der  (ratio- 
nalen) Kurve,  um  die  es  sich  hier  handelt.  Im  Speziellen  für  p^l  bat  man 
die  Gleichungen 

■welche  der  regulären  Astroide  angehören  x  -^  y  =  1 ;  für  p  ^  -j —  würde  man 
hingegen  die  Kodonee  (vgl.  Absohn.  V,  Kap,  8)  mit  der  Polargleichnng  taben 

1)  S.  d.  Artikel  Astroiden  (Aichiv.  LXIV,  1870). 
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setzt  maji  in  diese  den  aus  (9)  sieh  ergebenden  Wert  v  =  -^  -     ein 

so  ergiebt  sich 

u=-x -^ry-a^tf,      und  ähnlicb      -o  ^  y -\- y^x^y . 
Setat  man  diese  Werte  in  (10)  ein,  uüehdem  man  daselbst  h  ^  0  ge- 
macht, so  findet  man  nach  einigen  Reduktionen 

V^  4- 1/%^  =  ^4       (12) 

als  GleiehuE^  der  a\lgemeinen  Ästroide.  Wollen  wir  die  beiden  Falle 
nnterscheiden,  dafs  die  gegebene  Kurve  F  eine  Ellipse  oder  Hyperbel 
sei,  so  kann  man  (12)  folgendermafsen  sehreiben 

0'±  (ff-  2' (12') 

Die  so  dargestellten  Kurven  wurden  von  La  Gournerie,  da  sie 
reziprok  zu  den  harmonischen  Trinodalen  (Nr.  97)  sind,  trilaterales 
harmoniques  genannt^). 

Nehmen  wir  nun  die  Äsen  zu  einander  rechtwinklig,  so  findet 
sich  obige  Gleichung  bei  der  Theorie  der  Kegelschnitte;  betrachten 
wir  nämlich  die  Ellipse 

so  zeigt  man  leicht,  dal's,  wenn  man  der  Kürze  wegen 


setzt,  dann  die  Gleichung 

die  Evolute  derselben  darstellt;  nehmen  wir  also  in  (12)  das  +Zeiehen, 
so  ist  die  entsprechende  Kurve  die  Evolute  derjenigen  Ellipse,  deren 
Halbaxen  bezw.  —rzTh' '  t_f.i  ^^^-  Ähnliches  ergiebt  sich,  wenn 
man  in  (12)  dai  —Zeichen  nimmt  Von  dem  besagten  Gesichtspunkte 
aus  betrachtet  finden  sich  die  alh;ememen  Astroiden  in  Abhandlungen 
über  die  Noimalen   dei  Kegelsckttitte*);   diese  Betrachtur^weise  er- 


1)  Eftherchei  swj  lei  svifaec  nglefs  tetraeäraks  syttieUiques  (Paria  1867) 
8.  116. 

2)  G  Baiiei,  übet  St/sfeme  com  Cuiien  sechste  Oi-dnung,  auf  ivelche  das 
Normalpivbkm  hei  Chaven  ^u.ette>  Ordrnmg  führt  (Ber.  der  Akad.  d.  Wissensch. 
xn  MüBchen,  1878)     S   Roberts,  0»  the  setctic  ewrves  represented  by 

(#+(r+ {*)*=»■ 

(Quart,  Journ.  XV,  187Ö), 
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klärt   auch   den    der  Kurve  (IS")  für    den   Fall  a^b  Ton  Breton 
(de  CHamp)  gegebenen  Namen  Developpee  equilat^re^). 

105.  Die  reguläre  Ästroide  liefert  den  Ursprung  für  eine  neue 
besondere  Kurve,  indem  man  ihre  Fufspunttturve  in  Bezug  auf  einen 
Punkt  der  Halbierui^slinie  des  von  den  beiden  ZweispitKentangenten 
gebildeten  Winkels  betrachtet.  Ohne  von  der  Ästroide  auszugehen, 
kann  mau  diese  Kurve  offenbar  auch  definieren:  „Eine  Strecke  PQ 
von  der  Lange  2  a  bewegt  sich  mit  ihren  Endpunkteü  auf  zwei  recht- 
winkligen Geraden  Ox  und  Oy;  von  einem  festen  Punkte  F  (Taf.  IX, 
Fig.  58)  der  Halbierungshnie  des  Winkels  xOy  werden  die  Lote  FM 
auf  die  verschiedenen  L^en  der  Geraden  PQ  gefällt;  der  Ort  der 
Punkte  M  ist  dann  eine  Kiirve,  die  wegen  der  Gestalt,  die  sie  in 
gewissen  Fällen  hat,  Skarabäe  oder  Käferkurve  heifst."  Um  sie 
bequem  darzustellen,  nehmen  wir  F  als  Pol,  OF  als  Polaraxe,  und 
bezeichnen  mit  c  die  Länge  von  OF.  Wir  ziehen  dann  OH  und 
FM  senkrecht  zu  P^  und  verbinden  0  mit  dem  Mittelpunkte  jR 
von  PQ.  Bezeichnen  wir  nun  wie  gewöhnlieh  mit  p  und  <o  die  Polar- 
koordinaten von  M,  50  sehen  wir  leicht,  dafs  Winkel  ItOH  =2t»]] 
und  da  0-B  =  — ^  =  «,  so  ist  0S"=  «■cos2ct.     Anderseits  ist 

0H"=  OF-coso  -\-  FM=c-tima  +  p 
'i^^  ^'^<>  p  =  ((Cos2c  — ccoso (13) 

die  Polar  gl  eichung  der  Käferkurve;   sie  ist  demnach  rational.     Gehen 
wir  zu  kartesisehen  Koordinaten  ubei,  so  erhalten  wir 

(i'+,')(a->  +  <,'  +  «)'=«'(»'-!,7-  ■  ■  ■  (M) 
Sie  ist  demnach  von  der  sechsten  Ordnung.  F  ist  ein  vierfacher 
Punkt  der  Kurve;  Doppelpunkte  derselben  sind  die  Projektionen  des- 
selben auf  Ox  und  Ot);  die  unendlich  fernen  Kreispunkte  der  Ebene 
sind  Spitzen  der  Kurve,  wobei  die  unendlich  ferne  gerade  Tangente 
in  beiden  ist. 

Im  Spezialfälle  c  =  0  wird  (13)  zu  p  =  a  cos  2üj  und  stellt  dann 
eine  spezielle  Ilodonee ,  dar  (vgl.  Äbschn.  V,  Kap.  8)  und  zwar  die 
vierblätterige  Bosenkurve,  auch  Oorolla  genannt').  Setzt  man 
^"^  (»,=  ffl-cos2(o,         pa^c-coso, 

so  stellt  erstere  Gleichung  also  eine  GoroUa,  letztere  einen  Kreis  dar, 


1)  Demonstration  d'im  theweme  mr  les  developpees  de  l'dlipse  et  de  l'hyper- 
Me  (Nouv.  Ann.  H,  1843,  S.  227}. 

2)  Catalan,  Manuel  des  candidats  ä  l'Ecole  polytechnique  I.  (Paris  1857) 

3)  Cf.  W,  J.  C-  Miller,  Solution  of  the  Question  364S  (Educ.  Times  XIX, 
1874,  8.  59—62);  M.  Simon  {Analytische  Geometrie,  Leipzig  1300,  S,  316)  nennt 
sie  vierblätteriges  Kleeblatt. 
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der  durch  den  Anfangspunkt  geht  und  den  Durchmesser  c  hat,  und 
da  Gleichui^  (13)  dann  giebt  ß  =  ft  +  Ps,  so  ist  es  klar,  dafs  die 
Käferkurve  als  konchoidale  Kurre  (vgl,  Nr.  69)  einer  Corolla  und 
eines  Kreises  angesehen  werden  kann. 

Zum  Schlüsse  bemerken  wir,  dafs  die  Käferkurve  zur  Fufspunkt^ 
kurve  des  Anfangspunktes,  in  Bezug  auf  die  allgemeine  Aetroide  mit 
der  Gleiehune  ?,  3. 

(-:)■+ (f)'^i 

analog  ist.  Beachten  wir  dal's,  wenn  X,  Y  die  laufenden  Koordinaten 
sind,  die  allgemeine  Gleichung  der  Tangente  an  diese  Kurve  lautet, 


«(ff  Kir 

so  erkennt  man,  dafs  die  Gleichung  jener  Fufspunktkurve  durch  Eli- 
mination von  X  und  y  aus  den  beiden  vorhergehenden  und  aus 
folgender  Gleichung  erhalten  wird 

^aH^X^Y'.    .     .     .     (15) 
Die  80   dargestellte  Kurve  —  deren   Diskussion  wir  dem  Leser 
iiherls^sen   —    wurde    von  Tortolini*)    betrachtet,    der    auch   ihre 
Rektifikation  mittelst  Ellipsenbögen  ausftthi-te. 


Drittes  Kapitel. 
Die  Watt' sehe  Kurve  0. 

106.  Der  Leser  möge  sich  der  zu  Anfang  von  Nr.  103  ge- 
gebenen Definition  der  olistoidalen  Örter  und  Hüllkurven  erinnern; 
dem  einfachsten  dort  betrachteten  Falle,  dafs  die  Leitkurven  gerad- 
linig seien,  folgt  naturgemäfs  der,  dafs  die  eioe  eine  Gerade,  die  andere 
ein  Kreis  ist;  auch  dieser  Fall  wurde  schon  von  uns  betrachtet  in 
Nr.  84,  indem  dann  eine  symmetrische  Polyzomalkurve  vierter  Ord- 
nung entsteht.  Es  bietet  sieh  nun,  dem  Grade  der  Schwierigkeit 
folgend,  der  Fall  dar,  dafs  beide  Leitlinien  Kreise  sind.     Dieser  FaU 

1)  ÄppUcazioni  dei  traeeendenU  elUttici  alla  quaAi'abiwa  äi  ■  aleime  atree 
sferiehe  (Mem.  de  la  Soc.  Ital.  delle  Science  XXIV,  1860), 

2)  Viele  bibliographisclie  Notizen  ober  diese  Kurve  fiaden  sich  im  Inter- 
mediaire  IV,  1897,  8.  184. 
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hat  eine  grofse  praktiaehe  Bedeuhuig,  indem  er  bei  der  Untersuehung 
joner  Ijekannten,  1784  von  Jaoob  Watt  erdachten  Vorrichtung  auftritt, 
die  man  nach  ihm  das  Watt'eche  Parallelogramm  genannt  hat. 
Bei  dieser  Untersuehniig  ist  insbesondere  die  Lösung  des  folgenden 
Ortprobleme  erforderlich:  „Ein  Vierseit  ABCD,  dessen  Grundlinie  AD 
festliegt,  ist  in  allen  Ecken  gelenkig  gegliedert;  es  gilt,  den  Ort 
aller  Lagen,  die  ein  bestimmter  Punkt  M  der  gegenüberliegenden 
Seite  BG  annimmt,  zu  finden."  Wir  werden  diesen  Ort  die  Watt'- 
sehe  Kurve^}  nennen;  andere,  iim  ihre  Gestalt  anzudeuten,  nennen 
sie  Lemniskoide  (lemniscoide)  oder  Inflexionskurve  (courbe 
ä  longue  inflexion)^). 

Um  die  Watt'sche  Kurve  zu  zeichnen,  beschreibt  man  die  Kreise 
um  liie  beiden  festen  Punkte  A  und  J)  als  Centren  mit  den  Radien 
Yon  der  Länge  der  Seiten  AB  und  CD  (vgl.  Taf.  IX,  Fig.  59).  Man 
nehme  alsdann  den  Punkt  B  auf  dem  ersten  Kreise  beliebig  an  und 
beschreibe  mit  dem  Radius  an  Läi^e  gleich  der  Seite  BC  des  Geleuk- 
vierecks  einen  Kreis;  dieser  schneidet  den  zweiten  (Direktrix-)  Ki-eie 
in  zwei  Punkten  C  und  C";  auf  jeder  der  beiden  Geraden  BC  und 
BG"  giebt  es  einen  Punkt  M  der  Watt'schen  Kurve.  Durch  Vaiiation 
von  B  erhält  man  unendlich  viele  derselben.  Es  ist  klar,  dafs  nicht 
immer  alle  Punkte  des  ersten  Kreises  zu  reellen  Punkten  der  Kurve 
führen;  um  das  brauchbare  Stück  desselben  zu  finden,  beschreibe  man 
um  den  Mittelpunkt  des  zweiten  Kreises  B  mit  den  Radien  BC+  CB 
zwei  Kreise;  diese  begi'enzen  auf  dem  ersten  Kreise  zwei  Bogen,  welche 
den  besagten  Bezirk  ausmachen.  Dieselbe  Konstruktion  kann  man 
eventuell  in  Bezug  auf  den  zweiten  Kreis  wiederholen. 

Nichts  ist  leichter,  als  die  Normale,  und  demnach  auch  die  Tangente, 
in  einem  beliebigen  Punkte  M  der  Watt'sehen  Kurve  anzugeben.  Ist 
nämlich  ABCD  die  zugehörige  Lage  des  Gelenkvierecks,  so  ist  der 
Punkt  I,  in  welchem  sich  die  Geraden  AB  und  CD  schneiden,  dae 
zugehörige  Centrum  der  augenblicklichen  Rotation;  IM  ist  daher  die 
Normale  zu  dem  Orte  des  erzeugenden  Punktes  M. 

Um  die  Gleichung  der  Watt'sehen  Kurve  zu  finden,  nehmen  wir 
die  Gerade  AD  als  ä:-Äxe,  0  als  Anfangspunkt,  bezeichnen  mit  a^ 
imd  «a  die  Abscissen  von  A  und  D,  mit  I\,  B^  die  Radien  der 
beiden  Leitkreise,  ferner  mit  i,  und  l^  die  Langen  BM  und  MC,  und 
schliefslich  mit  w^,  a^,  co  die  Winkel,  welche  die  Geraden  AB,  GD,  BC 


1)  Ihre  Gleichung  Bcheint  zum  erfitenmal  von  Prony  aufgestellt  zu  seiu; 
a.  Koenigs  Legons  de  cinemaUgue  (Paris  1897)  S.  262,  wOBelbst  als  Quelle  eine 
Arbeit  von  Eäton  de  la  Gloupillifere  zitiert  wird. 

2)  A.  J.  H.  Vincent,  Essai  d'une  iMorie  am  Parallelogramme  de  Watt 
(Mem.  de  la  Soc.  de  Lille  1836—37)  und  Note  mr  la  IMorie  äu  paraUdogramme 
de  Watt  (NouY.  Ann.  VII,  1848). 
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mit  der  positiven  Ricbtung  der  x-Ase  bilden.     Ausserdem  setzen  wir 
der  Kürze  halber 

und  daher 

(»^»,)(»-".) +  g'--'-^"'l'°' '•■''■  ^  ^  ■  (1) 

Sind  nun  X  und  y  die  Koordinaten  von  M,  so  erhält  man  leicht  die 
vier  Beziehungen 

B,  cos  (Dj  +  !i  cos  G)  =  a:  —  a^  ;       ü^  sui  m^  --(-  f^  sin  co  ^  ?/ ; 

J?ä  cos  «a  —  ^  coa  o  :=  iC  —  «ä ;       J?^  sin  m^  —  ^^  sin  oj  =  y  . 

Durch  Elimination  von  a^  aus  den  beiden  ersten  und  aij  aus  den 
beiden  letzten  erhält  man 

2(x  —  O'ijh  C08G)  -j-  "^yl^  sino  =  F-,  —  -Ri^-]-  ^i^i 
—  2(a:  —  a^)li,  cos  <o  —  2j/is  sin  to  =  Tg  —  Jfj,'  +  ?/■ 
Durch  Elimination  von  to  aus  diesen  beiden  erhält  man  die  Kurven- 
gleichung.     Wenn  man  um  der  Kürze  wegen  setzt 

P  =  2(a;  — a,)*j  Q-^^vh  R  ^  F,  ^  B,^  ^  l,' 

P' 2(x~a^V,      Q'^~2yl^      Ji' =  T^  —  J?/ + //, 

so  kann  das  Eesultat  der  Elimination  in  einer  der  beiden  folgenden 
Formen  geschrieben  werden 

{PQ'  —  P'Qy  =  {FB-  -  P'Ef  +  (QR'  -  Q'Kf.  .    .    (2) 
(pj  +  gs  _  jt2^ .  ^p'2_[.  Q'2_  jä'!)  _  (pp'+  QQ'_  jtjty,  (3) 

Aus  "(2)  geht  hervor,  dafs  die  folgender  Gleichung  genügenden  Punkte 
Doppelpunkte  der  Watt'echen  Kurve  sind: 

ll-p   e  Ja  II 

il.  h.  gemäfs  den  aufgestellten  Bezeichnungen 

Demnach  hat  die  Watt'sche  Kurve  drei  Doppelpunkte  auf  der  festen 
Seite  des  Gelenkvierseits.  Setzen  wir  in  (2)  für  die  P, — ,  P'  die 
Werte  ein,  so  findet  man: 

—  [a3kr^-\-aJirs~2lils(aJ^  +  a.,l^)  —  ai\R/ —  a^l^^R^^Y 

-\-y'{{hn  +  kr^  +  k'  +  i,''-iji^-kR^Y.  .  (5) 

Da  diese  Gleichung  vom  6.  Grade,  so  folgt:  Die  Watt'sehe  Kurve  ist 
von    der    seehsteil  Ordnung.     Jeder    Kreis    schneidet    die  Kurve    nur 
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in  6  Punkten  von  unendliclier  Entfernung;  folglieh  hat  die  Watt'sche 
Kurve  die  beiden  cyklischeii  Punkte  der  Ebene  als  dreifache  Punkte, 
ist  also  eine  tricirkalare  Kurve  sechster  Ordnung. 

Betrachten  wir  inshesoudere  einen  heliebigen  der  durch  die  Glei- 

«^ii^g  i,r,-\-i,r,  =  Const. 

dargestellten  Kreise,  so  schneidet  jeder  die  Kurve  in  nur  vier,  im 
Endlichen  gelegenen  Punkten,  ist  daher  doppeltberührend  an  die 
Kurve  in  den  cykhsehen  Punkten  der  Ebene;  wenn  man  im  beson- 
deren die  Konstante  gleich  —  / -ü^°  nimmt,  so  erhält  man  den 
Kreis  mit  dem  Radius  Null 

sein  Mittelpunkt  F  ist  daher  ein  aufserordentlichcr  Brennpunkt  der 
Kurve;  beachten  wir,  dafs 

OA^a,,       OD  =  o, ,       OF  =  ^A+J^A  , 

so  haben  wir  -^^ ^^ 

FB         MO  ■ 
F  ist  daher   derjenige  Punkt  der  Strecke  AD,   welcher  sie  im  Ver- 
hältnisse von  BM:MC  teilt.    Setzen  wir  hingegen  in  (3)  für  P, ...,  B' 
ihre  Werte  ein,  so  erhält  man  für  die  Watt'sche  Kurve  folgende  sehr 
elegante  Gleichung. 

Diese  iefc  scheinbar  vom  8*'"  Grade,  in  Wirklichkeit  aber  vom  ö**",  da 
in  beiden  Gliedern  der  Ausdruck  Tj^Ta^  auftritt.  Sie  zeigt,  dafs  ftUe 
Kreise  mit  der  Gleichung  F^  =  Const.  die  Watt'sche  Kurve  doppelt 
berühren;  insbesondere  stellt  die  Gleichung  T^  =  0  einen  doppelt- 
berührenden Nullkreis  dar;  sein  Mittelpunkt  ist  also  ein  anfaerordent- 
licher  Brennpunkt.  Dasselbe  gilt  von  Tg  =  0;  daraus  ergiebt  sieh: 
Auch  die  festen  Punkt«  A  und  D  sind  aufserordentliehe  Brenn- 
punkte der  Watt'schea  Kurve. 

107,  Da  die  Watt'sche  Kurve  von  der  sechsten  Ordnung  ist 
und  zwei  dreifache  und  drei  Doppelpunkte  hat,  so  ist  sie  vom  Ge- 
schlechte eins;  die  Koordinaten  ihrer  Punkte  lassen  sich  daher  ver- 
mittelst elliptischer  Funktionen  eines  Parameters  ausdrücken.  Eine 
sehr  geniale  Weise  zu  einer  derartigen  Darstellung  zu  gelangen  ist 
die  folgende  von  Darboux  erdachte  und  völlig  entwickelte^):  Man 


J.)  Be  Veinploi  des  foncUom  dliptiguen  (lang  la  theorie  dit  quadrüatere  plo/i 
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bezeichne  mit  a,  b,  c  die  Länge  der  Seiten  AB,  BC,  CD  des  Vier- 
seits;  mit  (t,ß,'}'  die  Winkel,  die  sie  mit  der  festen  Geraden  AD 
bilden  wnd  mit  d  die  Länge  dieser  letzteren.  Projiziert  man  nun  den 
Liiiienzng  ABCD  auf  die  Gerade  AD  und  dann  auf  die  Senkrechte 
dazu,  so  bekommt  man  folgende  beiden  Gleichungen: 

d-\-a  cos  a-\-b  cos  ß-{'C  cos  ^  =  0 ,      aama-\-b  einß  -{-  c  eiii-y  ^  0, 

oder  auch  d  -\-  ae''"  -\-  be-'^  -Y  ce-'''  ==  0. 

Man  setze  nun  x  =  e'" ,    y  =  e'^ ,     s  =  e'' , 

dann  erhält  man  die  beiden  Gleichungen 

ax  +  %  +  c^  +  t;  =  o,      ^  +  ^  +  -^  +  rf  =  o. 

Deuten  wir  nun  die  x,y,z  als  kartesieche  Koordinaten  eines  Punktes 
im  Räume,  so  Btellen  diese  Gleichungen  die  Kurve  dritter  Ordnung 
dar,  in  welcher  die  Ebene  ax  -\-  hy  -\-  es  -\-  d  ='  0  die  Häehe  dritter 

Ordnung 1 — -  -\ \-  d  =^0    schneidet.     Jedem    Punkte    dieser 

Kurve  entspricht  eine  Lage  des  Gelenksyatems ,  d.  h.  ein  Punkt  der 
Watt'schen  Kurve.  Wenn  man  also  die  Koordinaten  jener  durch 
elliptische  Punktionen  ausdrückt,  erlüilt  man  dasselbe  für  die  hier 
betrachtete  Kurve. 

In  dem  bemerkenswerten  Spezialfälle,  in  welchem  AB  =  CD 
und  M  der  Mittelpunkt  der  Strecke  BC,  kann  man  die  Gleichung 
der  Watt'echen  Kurve  schneller  durch  folgendes  von  Catalan^)  an- 
gegebene Verfahren  erhalten.  Die  Mitte  von  AD  nennen  wir  0  und 
setzen  ^D  =  2«,  AB=CD^b,  BC^2c; 
für  die  Existenz  eines  Viereckes  mit  diesen  Seiten  ist  notwendig  und 
hinreichend,  dafs  i    h'  <:  c<  a  -\-b 

und  wir  wollen  voraussetzen,  dafs  die  Konstanten  a,  b,  c  dieser  Be- 
dingung genügen.  Ziehen  wir  dann  (Taf  IX,  Fig.  59  ß)  die  Gerade 
MO,  femer  durch  B  und  C  zu  ihr  die  Pai-allelen  und  durch  0  die 
Parallele  EF  zu  BC,  so  ist  das  Vierseit  BCFE  ein  Parallelogramm, 
und  wir  haben  BE=CF,  OE=OF^MB^MC  Die  Diei 
ecke  OAE  und  ODF  &ind  demnach  kongruent,  dabei  ergeben  sich 
AF  und  DF  als  einander  gleich  und  die  Geiaden,  denen  diese  beiden 
Seiten  angehören,  als  zu  einander  parallel  Da  nun  in  den  Dieiecken 
ABE   und    CDF   die   entsprechenden    Seiten    emandei    gleich   sind. 


(Comptes  reudus,  LSXXVIII,  187*1  oder  Bullet    des  bciences  math   n   '^er  III, 
1879).    Tgl.  Picciati,  La  fimzione  är  Wei^strass  nella  cinniatica  del  'iuadti 
latero  m-ticolaio  (Atti  del'  Ist  Teneto,  40   1900— 1901i 
1)  Sw  la  cowcbe  de  WaU  (MathÖBia  V,  1885). 
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Bo  sind  diese  Dreiecke  kongruent;  im  speziellen  ist  -^  AHB  =  CFD; 
aber  diese  Winkel  sind  gleichzeitig  supplementär,  daher  sind  sie 
rechte  Winkel;  wenn  man  dann  DF  verlängei-t,  bis  es  OM  m  G 
schneidet,  so  wird  auch  der  Winkel  ÖGD  ein  rechter  sein.  —  Nach- 
dem dies  vorausgeschickt,  bezeichnen  wir  mit  p,  a  die  Polarkoordi- 
naten von  M  in  Bezug  auf  0  als  Pol  und  AD  als  Axe.     Dann  ist 

q'  =^ÖM^  =  CF^ ^  CB''  —  I)F^=  b^  ~  FB^; 
anderseits  ist      FD  =  GD  —  GF  =  ts  einro  —  CrF; 

FG^=  ÖF^—  ÖG'^=MC^—  OG'  =  <;ä— ra^cos^w. 
Demnach  ist     pS  _  ^s  „  |a  sinra  —  "[/c^— «^  cos^rä}^ 
oder  auch   ^^,  _  ^a  _  ^.  ^  ^^y.  _|_  4^.(-^3  -  t^)  ein^ «  =  0      .     .     (7) 

die  Polar- Gleichung  dieser  Watt'schen  Kurve.  Die  entsprechende  kar- 
tesische  Gleichung  Sautet: 

(:^  +  j/^)(a^^  +  jy^  — a^  — ö^  +  c7+4a^S/n'«'  +  ?/'-ö')-0.  (8) 
Diese  Kurve  ist  demnach  symmetrisch  sowohl  in  Bezug  auf  die 
Gerade  AJB  als  auch  in  Bezug  auf  deren  Mittelsenki-echte.  Die 
Gleichui^  (8)  läfst  auch  deutlich  erkennen,  dafs  die  cykliscben  Pimkte 
dreifache  Punkte  sind;  die  zugehörigen  Tangenten  sind  x-\-  iy  =  0, 
a: -f- ij/ ^ -j- ß;  daher  sind  0,A,D  aufeerordentliche  Brennpunkte 
der  Kurve.  Sie  bat  aufserdem  als  Doppelpunkte  den  Anfangepunkt 
und  die  Punkte  ( +  ]/a^  -|-  ^^  —  '^^ ■  0)i  sind  diese  reeU,  so  sind  sie 
isolierte  Punkte,  während  der  Anfangspunkt  ein  Knoten  oder  ein 
isolierter  Punkt  ist,  jenachdem  a-\~c^J}.  Im  ersten  Falle  besteht 
die  Watt'scbe  Kurve  aus  zwei  Blättern,  die  durch  diesen  Punkt,  der 
ein  InileKionsknoteü  ist,  zu  einem  Zuge  verbunden  sind;  alsdann  ist 
der  Name  Lemniskoide  berechtigt.  Im  andern  Falle  haben  wir  zwei 
auseinander  liegende  Züge  von  birnförmiger  Gestalt,  die  um  so  mehr 
abgeplattet  erscheint,  je  kleiner  c  ist,  dagegen  zugespitzt,  je  mehr  c 
sieh  dem  Werte  a- — h  nähert  (s.  Fig.  590). 

Bemerkenswert   ist   der  Fall   c  =  ö;   die   Gleichung  (2)    zerfällt 
dann  in  die  beiden  folgenden 

x^-{-f=-  1)\  {x^  +  y^  {x"  +  )/'  —  6')  +  Aa^'f  =  0 , 
die  erste  von  diesen  stellt  den  Kreis  mit  dem  Mittelpunkte  0  und 
dem  Radius  i  dar,  während  die  zweite  eine  Booth'ache  Lemniskate 
darstellt  (vgl.  Nr.  65);  wenn  man  überdies  noch  h  =  tt]/2  annimmt, 
so  reduziert  sich  letztere  auf  eine  Eernoulli'sehe  Lemniskate  (Nr.  93). 
108.  Über  die  Theorie  der  Watt'schen  Kurve  wurde  helles  Licht 
verbreitet,  als  man  eine  Verallgemeinerung  derselben  betrachtete,  die 
entsteht  —  im  übrigen  unter  denselben  Bedingungen,  wie  sie  zu  An- 
fang dieses  Kapitel  angegeben  sind  —  wenn  man  den  Ort  eines  Punktes 
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M  untersucht,  tfer  unYei^derlich  mit  der  Seite  BG  des  Gelenk- 
viereeks  verbunden  ist,  alter  nicht  auf  dieser  Seite  Hegt.  Nun  hat 
S.  Roberts  bewiesen*),  dafs  dieser  Ort  —  der  von  den  Engländern 
the  tbree-bar  curve  genannt  wurde  —  ebenfalls  eine  ti-icirkulare 
Kurve  sechster  Ordnung  ist,  die  zu  aufeerordentlichen  Brennpunkten 
die  Punkte  Ä  und  S  hat,  sowie  einen  dintten  Punkt  F,  derartig,  dafs 
die  beiden  Dreiecke  ADF  und  BOM  ähnlich  sind;  in  Bezug  auf 
diese  drei  Punkte  verhält  sieh  die  Kurve  in  ganz  gleicher  Weise; 
daher  ist  sie  im  ganzen  dreier  Erzeugungsweisen  vermittelst  eines 
Geleukviereeks  fähig.  Sie  hat  drei  Doppelpunkte  auf  dem  dem  Dreiecke 
ADF  umbeschriehenen  Kreise,  ist  daher,  wie  die  Watt'sche  Kurve, 
eine  tricirkulai-e  sechster  Ordnung  vom  Gesehleehte  eins,  hängt  jedoch 
von  einer  Konstanten  mehr  ab.  Je  nach  den  Werten  der  Konstanten 
nimmt  sie  verschiedene  Gestalten  an^). 

Die  Watt'sche  Kurve  und  ihre  Verallgemeinei'ung,  die  Koppel- 
kurve —  so  könnte  man  sie  deutsch  nennen  — ,  haben  für  einige 
Zweige  der  angewandten  Mathematik  eine  grofse  Wichtigkeit;  daher 
finden  sich  gründliche  Untersuchungen  derselben  in  moderneren  Be- 
arbeitungen der  Kinematik');  daselbst  wird  der  Leser  genauere  De- 
tails über  diesen  Gegenstand  finden*). 


Viortes  Kapitel. 

Die  Nepliroide  und  die  Alriplitaloide. 
Andere  Kurven  seclister  und  acliter  Ordnung. 

109.  Gegeben  ein  Kreis  mit  dem  Centrum  0  und  dem  Radius  a 
sowie  ein  Pimkt  A  seiner  Peripherie  (Taf.  IX,  Fig.  60);  man  ziehe 
durch  A  eine  beliebige  Sehne  AB  und  verbinde  deren  Endpunkt  mit 
dem  Mittelpunkte  0,  dann  trage  man  auf  dieser  Verbindungslinie  (nach 
beiden  Seiten)  das  Stück  BP=  BÄ  ab;  der  Oi-t  des  Punktes  P  ist 
die  Nephroide  oder  Nierenkurve  von  Freeth^). 

1)  S.  die  wichtige  Äbbandluiig  On  three-bar  motion  in  plane  Space  (Proc. 
of  the  Lond.  matb.  8oc.  TU,  1S76)  und  als  Kommentar  die  beiden  von  Cajley, 
On  fhree-iar  motion  and  On  the  btoursal  seietic  (Daselbtst,  oder  Coli.  math.  Papei'S, 
TS,  S.  B51  u.  681). 

3)  8.  die  Figuren  158  und  159  in  Carr,  Synopsis  of  elemenlwy  resutts  in 
pure  amA  applied  mafMmatics  Bd.  I,  Teil  II  (London  1396). 

8)  Anfser  Koenigs  a.  a.  0.  S.  216—62  a.  auch  Burmester,  LehrhwJi  der 
Einematii:  I.  (Leipzig  1888)  S.  394. 

4)  Eine  andere  Kurve  aechster  Ordn.  von  äbnliober  Definition  ist  der  Ort  der 
Ecke  G  eines  Vierseits  ABOD,  von  welchem  die  Ecke  A  and  die  Halbierungs- 
linie des  Winkels  SAD  fest  ist,     S.  Joum.  de  math.  sp^c.  4.  Ser.  V,  1896,  S.  61. 

6)  S.  die  Abhandlung  FreeWs  Nephroid  in  den  Proc,  of  the  Lond.  math. 
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Nimmt  man  OA  als  Polaraxe  und  0  als  Pol,   so  ist  ersiehÜicli 
A£  ^  2^  ^^"^T'  ^^^ß^  ^^^  ^i^  Polargleichimg  der  fraglichen  Kurve 

p  =  a  -f-  2  tt  sin  Y  ■ (1) 

Gehen  wir  zu  kaitesi sehen  Koordinaten  Über,  so  wird  diese 

(^«+/)(^«-f  ;/^-«y-4«V+J''-2«^)'-0.  .  (2) 
Die  Nephroide  ist  demnach  eine  Kurve  sechster  Ordnung  mit  A  als 
dreifachem  und  0  als  Doppelpunkt;  Doppelpunkte  sind  femer  die 
Kreispuukte  der  Ebene,  und  die  unendlich  ferne  Gerade  ist  Tangente 
an  die  Knne  sowohl  in  dem  einen,  wie  in  dem  andern;  ehenao  sind 
die  Verbindungslinien  von  0  mit  den  beiden  Kreispunkten  Doppel- 
taugenten.  — -  Die  vom  Radius  veetor  eines  Punktes  der  Kurve  während 
einer  vollständigen  Drehung  beschriebene  Fläche  wird  gemessen  durch 

/  -ö-ß^-rfto^-g  /  (3a^ — 2a^cosß>  +  4a'sinYWro^  3-jt(i^4"2(2ft)^; 

ist  also  gleich   dem  Dreifachen  des  gegebenen  Kreises  vermehrt  um 
das  Doppelte  des  Quadrates  über  dem  Durchmesser  dieses  Kreises. 

Das  Interesse,  welches  die  Nephroide  bietet,  scheint  sich  ans- 
schliefslich  auf  ihre  Anwendung  für  die  Konstruktion  der  regelmäfs%en 
Vielecke  mit  der  Seitenzahl  7 -(2*^+1)  zu  konzentrieren,  vorans- 
gesetzt,  dafs  2  /^eine  Primzahl  ist.  Um  ihi-e  derai-tige  Anwendung 
klar  zu  legen,  bezeichnen  wir  den  Mittelpunkt  des  Radius  OÄ  mit  F, 
errichten  in  diesem  Punkte  die  Senkrechte,  und  nennen  P'  den  Schnitt 
derselben  mit  dem  äufseren  Bogen  der  Nephroide;  B'  sei  der  Schnitt 
von  OP'  mit  dem  gegebenen  Kreise.  Wird  nun  die  Sehne  AB'  ge- 
zogen, so  entstehen  die  beiden  gleichschenkligen  Dreiecke  OAB'  und 
AS'P'.  Mit  tp  bezeichnen  wir  den  Winkel  £'0^1  und  die  gemeinsame 
Gröfse  der  Winkel  OAB'  und  OB'A  mit  ^.  Dann  ist  qo-f- 2^  =  31. 
Da  nun  auch  Dreieck  P'OÄ  gleichschenklig  ist,  so  hat  man 

-^  P'AB'  =  B'P'A  =  ^  —  ^. 
Beachten  wir  schliefslich,  dafs  OB'A  Aufsenwinkel  des  Dreiecks  B'AP', 
so  finden  wir  i/j  =  2(g)- — i^-).     Aus  den  beiden  zwischen  <p  und  ^  be- 
stehenden Beziehungen  ergiebt  sieh 

tp  =  -^-X,         ^  =  --  JT  ,         y  —  ,/,=  "  . 

Dies  beweist,  dafs  wenn  die  Nephroide  gezeichnet  vorÜegt,  man  mit 
Zirkel  und  Line<tl   le     „anzen  Un  f  ng  des  Kreises  in  sieben  gleiche 


Soc.  X,  1879.  —  Fr  her  w  le  Tsame  ,nepiiroid"  von  K.  Proctor  zui 
Zeichnung  der  zwe  p  iz  gen  Ex  jklo  le  angewendet  worden  {A.  treatise  c 
cydüid  and  all  f  of    j  lo  lal  London  1878,  S.  79). 
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Teile  teilen  kann;  ähnlich  läfat  sich  auch  die  Teilung  derselben  in 
21  und  35  Teile  ausführen,  ivenn  man  bei-ücksichtigt,  dafs 

31   =   4  U"  ^  7)  '  35"  ""  "ä  ("5  ~  fj  ■ 

Noch  allgemeiner;  Bekanntlich  kann  man  mit  Zirkel  und  Liiieat  einen 
lü-eis  in  2^  +1  gleiche  Teile  teilen,  wenn  diese  Zahl  eine  Primzahl 
ist,  und  wenn  man.  beachtet,  dafs  es  immer  zwei  ganze  Zahlen  «,  ß 
gieht,  derart  dafs 

^_      _  «    „       ß__ 

SO  ergieht  sich  daraus  —  wie  oben  angegeben  ■ —  dafa  die  Nephroide 
zur  Teilung  des  Kreises  in  7(2^  -|-  l)  gleiche  Teile  führt. 

110.  Auf  eine  andere  Gmppe  von  Kurven  sechster  Ordnung  traf 
Dr.  Haughton  im  Verlaufe  seiner  TTntersuchungen  über  die  Gestalt 
der  Oberfläche  des  Meeres;  er  gab  ihnen  den  Namen  atriphtotha- 
lassic  curves  (von  ärptit-rog,  ohne  Reibung,  und  d-aladGa,  Meer  ab- 
geleitet). Unter  diesen  tritt  besonders  jene  hervor,  die  in  Polar- 
koordinaten durch  die  Gfleichung 

S>'(s-*)+;„|J^-0 (3) 

wiedergegeben  wird,  nämlich  die  Atriphtaloide,  die  von  Townsend 
untersucht  wurde*)  und  für  welche  G.  de  Longchamps  die  Tangente 
konstruiert  hat^).  Indem  die  Ätiiphtaloide  in  kartesischen  Koordinaten 
durch  die  Gleichung 

{x^-^-yyx^'^Qix^  —  ky (4) 

dargestellt  wird,  so  ist  sie  symmetrisch  zu  den  beiden  Koordinataaen.  — 
Die  Gleichung  (3)  ist  dritten  Grades  in  p  und  hat  1  oder  3  reeUe 
Wurzeln,  jenachdem 

.   g     ->  4A"  — 27i= 
sm"  CO  ^  — ■  ■  ■. , , 

Wenn  4k^  —  27k''  >  0  angenommen  wird,  so  kann  man  durch  0  zwei 
Gerade  ziehen,  die  mit  Ox  einen  Winkel  bilden,  dessen  Sinus  gleich 


±y^ 


innerhalb  des  von  jenen  beiden  gebildeten  Winkels  die  Kurve  in  sechs 
Punkten,  jede  Gerade  aufsej-haib  desselben  in  zweien.  In  diesem 
Falle    besteht   die    Kurve    aus    zwei   unendlichen   Zweigen   und   zwei 


1)  On  tke  atriphtaloid  awi  atriphtalid  of  Dr.  Hanghtmi  (Ed.  Times  XXXVIl, 
1882)  und  On  the  gemnetrical  pfopaües  of  the  atriphtaloid  (Proc.  of  the  li,  Iriah 
Academy  1882). 

2)  Comtruction  de  la  Umgente  «  l'atriphfaloMe  (Joum.  de  math.  spec.  4.  Ser. 
XVn,  18B3), 
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Ovalen  (s.  Taf.  IX,  Fig.  61).  Wenn  hingegen  4fe^  — 27P=0,  so 
werden  die  beiden  Ovale  unendlicli  klein,  d.  h.  sie  werden  darch  zwei 
isolierte  Punkte  vertreten.  Wenn  endlicli  4Ä' — 27ft^<0,  so  besteht 
die  Kui-ve  nur  aus  zwei  Sei-pentinen. 

Welches  auch  die  relative  Gröfse  der  Konstanten  h  und  h  sein 
möge,  die  Kurve  hat  die  cyklischen  Punkte  der  Ebene  als  Doppel- 
punkte; da  die  zugehörenden  Tangenten  die  Gleichung  haben 

so  sieht  min  lal',  I  e  beiden  Punl  te  J  =  +  „  ,  ?/  ^  0  aufs  er  ordent- 
liche Biennj  unkte  dei  Tunve  sind  und  dafa  demnach,  wenn  man  /,: 
vaiiieit  lie  (jleiciiimg  (4)  cvj^  Atiiphtdlt  iden  darstellt,  welche  diese 
Brennpunkte  gemeinsam  haben  —  Die  Kulminationspunkte  haben 
als  Abarissen  die  Wuizeln  dei  Glpn,huiig 

2t  ±1  ^"±1^  =  ^, 
wo  d  p  bpien  md  ebenso  die  unteren  "Vorzeichen  zusammengehören. 
Da  jede  dieifei  Gleichungen  eine  leelle  Wurzel  hat,  so  giebt  es  auch 
zwei  leelle  D  ppeltangeuten  paiallel  zni  3:-Axe.  Aufser  den  Kreis- 
punkten hat  die  Atriphtaloi le  im  Unenllichen  noch  einen  Doppel- 
punkt; es  lat  der  unendlich  lerne  Punkt  der  y-Axe;  diese  Äxe  ist  die 
zugehörige  Tangente,  und  da  sie  die  Kurve  anderswo  nicht  trifft,  so 
bietet  diese  im  Unendlichen  eine  höhere  Singularität  dar. 

111.  Während  die  Atriphtaloide  ihre  Entstehung  einer  Frage  aus 
der  mathematischen  Physik  verdankt,  entstand  aus  astronomischen 
Fragen  eine  andere  Kuito  sechster  Ordnung,  die  wir  nunmehr  er- 
wähnen müssen. 

Die  Formel,  welche  die  Zeit^leichui^  E  in  Funktionen  der  wahren 
Länge  ip  angiebt,  hat  man  in  folgender  Form  aufgestellt: 

E- 462sin(9:i  — ß)  — 593ain29)  — 3sin2(Q)  — a)  +  13sin4«p, 

wo  a  die  Läi^e  des  Äphels  ist.  Indem  man  die  beiden  Glieder  ver- 
nachlässigt und 

iE  231     .  931  , 

setzt,  wird  diese 

p  =  ß.eosg)  —  h-sinip  —  singp'cosqo,  ...  (5) 
Interpretieren  wir  p  und  rp  ala  Polarkoordinateu,  so  stellt  diese  Glei- 
chung eine  rationale  Kurve  dar,  die  von  E.  de  Jonquieres  unter- 
sucht wurde  ^);  sie  ist  die  erste  der  oben  erwähnten  Kurven  seehater 
Ordnung.  In  kartesischen  Koordinaten  hat  sie  die  Gleichung 
{x^ -\- f){x^ -{- y^  ~  ax -\- hyf  =  x^y^ .       ...     (6) 

1)  Note  relafwe  ä  wne  courbe  du  sixikne  ordre  qid  se  präsente  en  astronomie 
(Ann.  di  Matern.  I,  1SÖ8). 

Iioiia,  Bbane  Knrren,  16 
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Demnach  ist  der  Anfang  ein  vierfacher  Punkt  mit  paarweise  zusammen- 
fallenden Tangenten;  Doppelpunkte  derselben  sind  die  Punkte  Ä{a,  0) 
und  B  (0,  —  h) ;  Spitzen  die  beiden  Kreispunkte  der  Ebene,  indem  die 
unendlich  ferne  Gerade  gemeinsame  Tangente  derselben  ist.  Von  pro- 
jektivisebem  Standpunkte  aus  unterscheidet  sieh  daher  diese  Kurve  nicht 
von  der  Käferkurve;  de  Jonquiferes  zeigte,  wie  man  sie  vermittelst 
projektiver  Büschel  von  Kurven  niederer  Ordnung  erzeugen  könne. 

Ähnlichen  Ursprung  hat  eine  Kurve  achter  Ordnung  jüngeren 
Datums^).  Die  Aufgabe,  die  Bahn  eines  Kometen  aus  drei  Beobach- 
tungen zu  bestimmen,  führt  zur  Untersuchung  folgender  Gleichung 

«'-"- = — -|, (') 

wo  m  und  ij>  aus  der  Beobachtung  hei-v ergehende  Konstanten  sind, 
und  0  die  Unbekannte.     Setzt  man  nun  x  =  s  —  cos  ip  und 

mp  =  m  —  cos  ij!  —  X, (8) 

so  wird  Gleichung  H)  , 

y^~^ ^; (9) 

infolgedessen  ist  die  Aufgabe,  s  zu  finden,  zuräckgeführt  auf  die,  die 
Schnittpunkte  der  Geraden  (8)  mit  der  Kurve  (9)  zu  finden.  Gl.  (9) 
kann  geschrieben  werden  als 

^^(a:^  -|"  sin^^)^  =  1. 
Die  Hilfskurve  ist  von  der  achten  Ordnung  und  symmetrisch  zu  den 
beiden  Koordinataxen.  Als  Kulminationspunkte  hat  sie  die  Punkte 
(0,  -f-  sin"'-^)  und  als  Wendepunkte  die  vier  reellen  Punkte  mit  der 
Abscisse  +  -|sin^.  Der  unendlich  ferne  Punkt  von  Oy  ist  ein  sechs,- 
facher,  und  der  unendlich  ferne  von  Ox  ein  Doppelpunkt.  -—  Setzen 
wir  im  speziellen    ifi  =  — ,  so  wird  (9)  zu 

y== ^; 

die  eine  Kurve  darstellt,  die  vor  längerer  Zeit  von  Binet^)  zu  ähn- 
lichen Zwecken  verwendet  worden  ist. 

112,     Zu  einer  anderen  Kurve  sechster  Ordnung  gelangte  L.  Bur- 
mester  bei  der  Untersuchung  über  die  Schatten  der  Schraubenüachen^); 


1)  Mrs.  W.  H.  Yonng  (MissGi-ace  ChiBholm),  Ow tAe  et 


and  ifs  connecHon  wifh  an  asfronomicul  prollem  (Monthly  Sotäces  of  the  B.  Aatr. 
See,  Marek  1897). 

2)  Mimowe  siw  la  determmaUon  des  m'bites  des  planUea  et  des  comHes  (Joum. 
de  rßo.  polyt.  20.  Hefl,  1831). 

3)  L.  Burmester,  Kinetnatk(3i-geometrisiAe  Cöwsfc-MfcfjoKm  der  Paj-aüel- 
projection  der  Sehraitbenflächen  und  insbesondere  des  Schattens  derselben  {Zeit- 
schrift i.  Math.  SVUI,  1873)  S.  198. 


y  Google 


Viertes  Kapitel:  Dio  Nephroide  und  die  Ätriphtaloide.  243 

sie  wird  in  der  Ebene  auf  folgende  "Weise  konstruiert:  „Es  seien  zwei 
Kreise  F  und  ^  gegeben,  die  0  zum  gemeinsamen  Mittelpunkt  und 
c  und  d  als  Radien  haben  (s.  Taf.  X,  Fig.  63«);  in  ilirer  Ebene  sei 
ferner  ein  fester  Punkt  G  gegeben;  man  ziehe  durch  0  eine  beliebige 
Gerade,  welche  die  Peripherie  der  gegebenen  Kreiae  bezw.  in  C  und  D 
schneidet;  man  verbinde  C  mit  G  und  bestimme  auf  der  Verbindungs- 
linie die  beiden  Punkte  P,  die  von  D  einen  gegebenen  Abstand  haben; 
der  Ort  der  Punkte  P  ist  eine  Kurve,  die  aus  zwei  Ovalen  besteht, 
von  denen  das  eine  innerhalb  des  anderen  liegt,  und  die  wegen  ihrer 
Gestalt  Kranioide  (von  «pcJvtov,  Schädel)  heifst^).  Um  ihre  Glei- 
chung zu  finden,  nehmen  wir  0  als  Anfang  und  0(?  als  )/-Axe.  Die 
Strecke  OG  nennen  wir  g;  die  konstante  Länge  von  DP  l  und  <p  den 
Winkel,  den  der  bewegliche  Eadius  OCJ)  mit  der  3:-Axe  bildet;  die 
Koordinaten  von  C  werden  dann  sein  (ccos(p,  csiatp),  die  von  D 
(dcoB<p,  d  sin^).  Die  Gleichungen  der  Geraden  CG  und  des  Kreises 
mit  dem  Centrnm  D  und  dem  Radius  /  werden  also  sein: 

x(g  —  e  sin  tp)  -\-  aj  cos  <fi  =  cij .  cos  (p , 
bezw.  x^  -\-  iß  —  2  (7a;  cos  tp  —  2  (^i/  sin  g?  -j-  ii^  ==  P; 

wii'  schreiben  diese  folgendermafsen; 

(.9  —  y)  coB  9  +  a:  sin  95  =  -^, 

x"  +  y^ -\- d"  —  (^ 
X ■  cos ip  -f-  y  sm^  =^ ^j , 

daraus  können  wir  ableiten 


-  ic'  -I-  f) 


cos  91  = 


~  V  +       Z — "  (9—yy-, 

durch  Quadrieren  und  Addieren  ergiebt  eich; 

r  /Ol         5^^o  5     5  Ix'  -)-»/'  iC^  +  Jj'  +  (i*  ^  l\ 

las  —  («■  +  !/')]■  - «'«'  [-~r-  ^ — ^i ) 

+  "' + "'tV  ~  '"''(»■+ g'  -  üg»  +  g')    .   (10) 

als  Gleichung  der  Kranioide;  sie  zeigt,  dais  die  Kurve  in  der  That 
von  der  sechsten  Ordnung  ist,  wie  oben  angedeutet:  Buvmester  hat 
nicht  nur  zwei  mechanische  Konstruktionen  derselben  angegeben, 
sondern  auch  zwöi  verschiedene  Weisen,  in  jedem  Punkte  die  Normale 
und  demnach  auch  die  Tangente  anzugeben^). 

Ohne  uns  mit  der  Wiedergabe  derselben  aufzuhalten,  wollen  wir 
lieber  einen  bemerkenswerten  Spezialfall  der  Kranioide  anführen,  auf 
welchen  zu  Anfang  des  19.  Jahi'hunderts  Poncelet  stiefs,  als  er  sich 

1)  L,  Bnrmester,  Lehrbuch  dir  Kinematik,  Bd.  I  (Leipzig  1888)  S.  78. 
3)  Daselbst  S.  79  ff. 
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mit  ganz  analogen  Fragen  beschäftigte,  wie  diejenigen,  denen  obige 
Kurve  ihren  Ursprung  verdankt^).  Dieser  Fall  entspricht  der  Voraus- 
,  daTs  d  und  demnach  auch  l  unendlich  grofs  seien.  Die  oben 
ibene  Konstruktion  wird  dann  zu  folgender:  „Öegeben  ein  Kreis 
mit  dem  Mittelpunkte  0  und  dem  Radius  c  und  ein  Punkt  G  seiner 
Ebene;  mau  ziehe  in  diesem  Kreise  einen  beliebigen  Radius  OC  (Taf.  S, 
Fig.  636)  dann  die  Gerade  GC  und  en-ichte  in  0  die  Senkrechte  zu  OC, 
diese  beiden  Geraden  schneiden  sieh  in  einem  Punkte  P  der  ft'ag- 
licbeu  Kurve."  TJm  deren  Gileichung  zu  finden,  konnte  man  auf  einen 
Grenzübergang  Kurückgreifen,  der  auf  die  Gleichung  der  Kranioide 
angewendet  wird,  aber  es  ist  viel  leichter,  aie  direkt  zu  begründen. 
Behalten  wir  nämlich  die  vorigen  Beaeichnungeu  sämtlich  bei,  so  er- 
kennt man,  dafs  die  Gleichungen  der  Geraden  GC  und  OP  sind: 

X  -\~  y-tg(f  ^0,      x{g  —  6  sin  ip)  -\-  cy  cos  fp  =  gccosfp.  .  (II) 
Durch  Elimination  von  <p  ergiebt  sich 

g^x%x^  4-  f)  =  c'igy  —  x^  ~  y^ (12) 

ala  Gleichung  der  gesuchten  Kurve;  diese  ist  demnach  eine  Kui've 
vierter  Ordnui^,  die  im  Anfangspunkt  einen  Berüliruugsknoten  und 
G  als  Doppelpunkt  hat.  Wir  bemerken  ferner,  dafs  aus  der  Glei- 
chung (11)  sich  ergiebt 

gc  sin  ep  cos  ep  gc  cos'  <p  ,,g, 

gsuif  —  c     '         ^  ysiD<p  —  c'  '-     '' 

womit  es  sieh  bestätigt,  dafs  die  Kurve  rational  ist.  In  dem  Falle,  dals 
G  der  Peripherie  des  gegebenen  Kreises  angehört  (g  =  c),  fallt  die  er- 
haltene Kurve  mit  einer  Sti-ophoide  zusammen.  Im  allgemeinen  bemerkte 
Poncelet*):  „cette  courbe  du  quatrieme  degre  que  nous  avions  baptisöe 
dans  la  salle  no.  6  du  nom  de  caprieorne;  courbe  remarquable  ä 
plus  d'im  titre  par  sa  forme  sym^trique  elegante  mSme,  et  doaee  de 
nombreuses  propri^tös  geomeüiquea  jusqu'ici  encore  peu  etudiöe;  etc." 
Indem  man  sich  diesem  vernünftigen  Vorschl^e  des  gi-ofsen  französi- 
schen Geometers  angeschlossen  hat,  ist  die  fragliche  Kurve  vierter 
Ordnung  Capricornoide  genannt  worden^;  sie  kaim  mechanisch 
erzeugt,  und  ihre  Tangenten  können  nach  der  Roberval'schen  Methode 
bestimmt  werden. 


1)  Applieation  de  la  miihoäe  de  Rohet-val  aa  traci  ües  tangmtes  awc  eourbes 
de  coMfour  opptwewf  et  de  siparaUon  d'ojnftre  et  de  hiwiire  dans  l'espace  de  la 
vis  ä  filets  triangulaires.  {Application  d'analyse  et  de  geomitrie  etc.  I,  Pai-is 
1864,  8.  447  ff.) 

2)  A.  a.  0.  S.  460. 

3)  Butmester,  Kinematih  I.  S.  81, 
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Fünftes  Kapitel. 
Das  Trifolitim  pratense  rnid  die  Cornoide. 

113.  Die  Frage  Nr.  539  der  NouveUes  Annales  de  Math  matiqiies 
lautet:  „trouver  une  courbe  qui  reprösente  les  trois  foholes  du  tii- 
folium pratense."  Gelöst  wurde  diese  von  H.  Brocard^)  in  folgen- 
der Weise:  Wir  denken  uns  eine  geschlossene  Kurve  r,  konvex  und 
symmetrisch  in  Bezus;  auf  eine  Axe,  die  auf  dieser  Axe  eine  Spitze 
hat  und  diese  Axe  senkrecht  in  0  durchschneidet.  0  nehmen  wir 
nun  ala  Pol  und  dii'se  Symmetrieaxe  als  Polarase  und,  ohne  die 
Radienvectoren  der  emitlnön  Punkte  au  verändern,  verdieilaihon  wir 
die  Argumente  dersell  en.  Dann  verwandelt  sich  F  in  eine  aus  diei 
gleichen  und  in  Bezug  auf  eine  Ase  symmetri sehen  Blattern  be- 
stehende Kurve,  jedes  mit  einer  Spitze.  Jede  Kurve  F  von  der  an- 
gegebenen Art  fuhrt  demnach  zu  einer  Lösung  der  gestellten  Aufgabe. 

Als  Kurve  V  kann  z,  B,  die  Kardioide  dienen,  die  in  Polar- 
koordinaten r  und  M  die  Gleichung  hat: 

r  =  a  (1  —  cos  li) ; 
da  diese  ihre  Spitze  im  Pole  hat  und  die  Polaraxe  senkrecht  im 
Punkte  ti  =  jt,  r  =  2«  schneidet,  so  ist  es  nötig  eine  Koordinaten- 
verschiebung  vorzunehmen,  derart,  dafs  dieser  Punkt  der  neue  Pol 
wird.  Sind  nun  p  und  ra  die  neuen  Koordinaten  des  Punktes  (r,  m), 
so  bestehen  die  Beziehungen 


In  den  Koordinaten  p  und  a  wird  daher  die  Kardioide  folgender- 
mafsen  wiedergegeben 

a\p^  —  Aia^aosa  -\-4,a^)  =  (p^ — ^3aßCOS(a-)-2(i^)^. 
Verwandeln  wir  nun  w  in  3(o,  so  erhalten  wir 

o?{^^  —  4a4)cos3ra  +  4ffl^)  =  (?^  —  3fflpcos3oj  +  2ß^)* 
als  Polargleichung  unseres  Trifolium  pratense.     Seine  kai-tesisehe 
Gleichung  ist  infolgedessen 

«< [x'  +  y'-iax 5^  +  4»>)  -  {f  +  y'-iax ^^=ff  +  2a')'- 
Aus  derselben  kann  man  entnehmen,  dafs  die  zugehörige  Kurve  drei 
Symmetrieaxen  hat,  die  miteinander  die  Winkel  -g-  bilden  und  drei 
Spitzen,  die  von  dem  „Blattstiele"  den  Abstand  2a  haben, 

1)  NouT.  Ann.  3.  Sex.  IV,  1894,  8.  öS'. 
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Eine  andere  Kurve  seuhster  Ordming,  die  betrachtet  und  schon 
benajint  wurde,  wenn  auch  nicht  von  Gnmd  aua  untersucht,  ist  von 
folgender  Enfcstehmigsweise:  „Gegeben  ein  Kreis  mit  dem  Radius  r 
und  dem  Centrum  0  (Taf.  IX,  Fig.  62)  und  darin  zwei  zueinander 
senkrechte  Durchmesser  AA'  und  BS'.  Es  sei  MM'  eine  beliebige 
zum  Durchmesser  AA'  parallele  Sehne;  YOn  M'  aus  fälle  man  das 
Lot  n  auf  die  Gerade  m,  welche  in  M  den  gegebenen  Kreis  berührt; 
der  Ort  der  FuTepunkte  N  dieses  Lotes  ist  die  fragliche  Kurve,"  Um 
die  analytische  Darstellung  dieses  Ortes  zu  finden,  nehmen  wir  AA' 
und  SB'  als  Koordinataxen;  die  Koordinaten  von  M  werden  dann 
sein  r-cosqs,  r-wD.(p  und  die  yoü  M'  — r-COB^),  rsin^  (wo  tp  den 
Winkel  MOA  bedentet).  Die  Tangente  m  wird  demnach  dargestellt 
^^""^^  xcosip-\-ymntp~r^O, 

und  die  Senkrechte  n  durch 

3:  sin  9)  -j-  ;/  cos  9)  +  »■  sin  2q)  =  0; 
lösen  wir  diese  nach  x  und  y  auf,  so  erhalten  wir 

X  =  r  cos  9!)  —  »■  sin  9)  ■  sin  2  9) ,     »/  =  r  sin  g>  -}-  r  cos  ga  ■  sin  2  91 ; 
oder,  wenn  man  will; 

a;  ^=  r  eos  ip(l  —  2  sin^  ^),  ?/  =  r  sin  90  (1  -|-  2  cos^  <p)  ■  ■  ■    (1) 

Dies  ist  die  bequemste  Art,  die  Kurve  darzustellen;  fährt  man 
hingegen  an  Stelle  des  Parameter  g>  die  GrÖfse  ( ^  tg  j  9  ein,  so 
erhält  man  x  und  y  als  rationale  gebrochene  Funktion  vom  &™  Grade 
dargestellt;  daraus  folgt  wie  schon  ai^egeben,  dafs  die  Kurve  von 
der  sechsten  Ordnung  und  rational  ist.  Man  ersieht  ferner,  dafs  sie 
symmetrisch  sowohl  in  Bezug  auf  AA'  als  auch  SS'  ist.  Auf  der 
ersten  dieser  beiden  Geraden  hat  sie  zwei  Berühi-ungsknoten  C  und  6", 
aufserdem  geht  die  Kurve  durch  die  Punkte  S  und  S'.  Da  aus  den 
6-leichungen  (1)  folgt,  dafs 

x^  -\-  y"  ^=  1  -f-  sin^25i, 
so  liegen  alle  reellen  Punkte  der  Kurve  in  dem  Kreisringe,  dessen 
Mittelpunkt  0  und  dessen  Radien  r  und  rl/S  sind;  u.  s.  w.  —  Die 
Km've  kann  auch  geometrisch  erforscht  werden,  indem  man  sie  als 
besonderen  Fall  derjenigen  Kurven  betrachtet,  die  durch  einen  Kegel- 
schnitt und  eine  rationale  Kurve  vierter  Klasse  erzeugt  werden,  deren 
Tangenten  sich  projektivisch  entsprechen. 

Ä.  Sanchez,  der  es  für  angebracht  hielt,  dieser  Kurve  eiu  be- 
sonderes Werkehen  zu  widmen^),  sah  ihre  Gestalt  als  einem  Hörne 
ähnlich  an,  indem  er  nur  den  vierten  Teil  derselben,  uämlich  den 
Bogen,  der  in  A  beginnt  und  über  0  und  I)  gehend  in  B  endigt, 
betrachtete,  und  belegte  sie  daher  mit  dem  Namen  Cornoide.     Aus 

1)  La  cornoide  (San  Salvador,  Central  America,  1895). 
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dem  Gesagten  geht  jedocli  hervor,  daTa,  wenn  dieser  in  der  Geometrie 
festen  Fufe  fassen  soll,  es  ratsam  wäre,  der  Kurve  einen  Namen  zu 
geben,  welcher  ihrer  wirtlichen  Form  besser  entspricht. 

Eine  grofse  Reihe  anderer  spezieller  Kurven  höherer  als  vierter 
Ordnung  werden  wir  im  folgenden  Abschnitte  besprechen,  weil  wir  sie 
dort  nicht  vom  Gesichtspunkte  ihrer  Ordnung,  sondern  von  anderen 
allgemeinen  Gesichtspunkten  betrachten.  So  gehört  z.  B.  die  Kurve 
sechster  Ordnung,  welche  in  tripolaren  Koordinaten  die  Gleichung 
Pi  ■  e2  ■  Pa  =  c 

hat,  zu  den  allgemeinen  Cassinoiden  (Nr.  162);  die  Kurve  achter 
Ordnung  mit  der  tripolaren  Gleichung 

Pi  +  e2  +  Pa  =  c 
zu  den  Polyzomalkurven  (Nr.  128)  u.  s.  w.     Bemerkenswert  ist  noch 
der  Umstand,  dafs  Kurven  siebenter  Ordnung  in  diesem  Abschnitte 
gar  nicht,  sowie  im  folgenden  kaum  auftreten. 


Sechstes  Kapitel. 
Eine  Kurve  neunter  mii  eine  funfundzwanzigster  Ordnung. 

114.  Die  Theorie  der  Funktionen  einer  komplexen  Variabelen, 
die,  wie  wir  gesehen  haben,  bei  der  Untersuchung  der  spirischen 
Linien  (Nr.  64),  der  Paacal'aehen  Schnecke  (Nr.  71)  und  der  regu- 
lären Asti-oiden  (Nr  104)  auftritt,  und  die  uns  noch  zu  vielen  be- 
merkenswerten speziellen  Kuiven  geleiten  wird  (Abschn,  V,  Kap.  15), 
fühlt  auch  zur  Betiachtung  einer  Kurvenfamilie,  deren  erster  Spröfs- 
1mg  eme  mteiessante  Kurve  neunter  Ordnung  ist;  es  ist  die  letzte 
Kurvenfamilie,  die  in  diesem  Abschnitte  ihren  Platz  findet. 

Man  erinnere  sich,  dafs  man  den  Namen  „lemniskatische  Funk- 
tionen" den  elliptischen  Funktionen,  welche  den  Modulus  i  haben, 
gegeben  hat      Stt^t  man  ilaher 

H'wh <" 

so  wird  X  =  SMu  die  erste  der  lemniskatischeii  Funktionen  sein,  und 
Cnu  =yi  —  x^,  dnu^'^1  -{-  x^  die  beiden  anderen.  Aus  (1)  er- 
giebt  sich:  x 

"  .    __  ;■   Ul_ 

"     .Jyi-5'' 
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oder  auch,  wenn  i|  ^  ^  gesetzt  wird 


-J\ 


"aus  folgt  ix  =  SU  (ni) , 

1  heiTst  sn(iu)  =  i^Mw  I 

(:?^(^m)  =  dnu\ (2) 

dniiu)  =  dnu] 

Die  erstere  zeigt,  dafs  wenn  man  setzt 

x^iy  =  snim-\-m)u, (5) 

sein  wird  y  -\-  ix  =  Sf?  {mi  -\-  n)u; (4) 

daher  werden  die  Kurven,  die  aus  der  geometrischen  Darstpllnng  der 
Funttion  Stt  (ttt  -\-  ni}ti  sich  nicht  unterscheiden  —  es  sei  denn  durch 
ihre  Lage  in  Bezug  auf  die  Axen  — ■  von  denjenigen,  die  aus  der 
Funktion  SJi{mi~^n)u  in  analoger  Weise  hci-rorgehen.  Die  durch 
Gleichung  (3)  dargestellten  Kurven  sind  es  nun,  die,  vorausgesetzt, 
dafs  n  und  m  ganze,  relativ  prime  Zahlen  sind,  die  oben  genannte 
Kurvenfamüie  hilden"^). 

Wenn  man  in  Gleichung  (3)  u  in  ■ — it  verwandelt,  so  wechseln 
X  und  y  nur  ihr  Vorzeichen,  und  demnach  sind  diese  Kurven  sym- 
metrisch in  Bezug  auf  den  Anfangspunkt  der  Koordinaten;  dieser  ist 
für  alle  ein  Wendepunkt. 

Im  einfachsten  Falle,  m  =  n  ^  1  erhält  man,  wenn  der  Küi-ze 
wegen  SUU  ^  X  gesetzt  wird, 


.i+ü 


daher  ist   x  - 


die  entsprechende  Kurve  ist  eine  Gerade. 

Um  den  nächstliegenden  Fall,  m  =1,  n  ^^^  2,  zu  behandeln,  be- 
achten wir  zunächst,  dafs 

«((l  +  i)..)_i4^,       (n((l+i)u)-^, 
A((l  +  0«)-ij±§; 

wenden  wir  nun  das  Additionstheorem  an,  so  finden  wir 

X  +  ij  _  M  ((1  +  2.>)  -  ^^^,, 

welche  Gleichung  sich  in  die  beiden  anderen  trennt 

—  Ai:_l^!+_^  _     ä^  — 2^°  jr.\ 
*  ~  1  —  2X^+51"       '^  ~  i_2A'+61^'     ■          ■     ■     t'^J 

1)  W.  Erimphoff,   Uher  eine  »wue  KurvengaUung,  welche  aus  ifoc  lemniS' 
katischm  FmMion  entspt-mgt  (Diaeertatio»,  Münster  1890). 
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Diese  stellen  eine  rationale  Kurve  Tg  Yon  der  nennten  Ordnung  dar; 
dnrch  Elimination  von  l.  findet  man  die  Gleicliimg  von  V^  als 

(2i  +  s)(3;>+!,>)'  +  2!,(6j^+10«'j,-3!,')-2»;  +  !,-0.  .  (6) 
Sie  beweist,  dafs  die  fragliche  Kurve  die  cyklischen  Punkte  der  Ebene 
als  vierfache  Punkte,  dagegen  den  unendlich  fernen  der  Greradeu 
%x  -\-  y  =  ^  als  einfachen  Punkt  hat;  der  Parameter  dieses  Punktes 

ist  X  =  oo,  der  jener  Punkte  y  ,  .,  (es  sind  diese  die  Wurzeln 
der  Gleichung  1  —  2i*  +  h7^  =  0),  Da  die  Kurve  V^  rational  ist, 
so  hat  sie  aul'ser  jenen  beiden  vierfachen  Punkten  noch  16  Doppel- 
punkte oder  Spitzen.  TJm  die  zugehörigen  Parameter  zu  finden,  be- 
achte man,  dafs  einem  Doppelpunkte  oder  einer  Spitze  zvrei  ver- 
schiedene Werte  desselben  zukommen;  nennen  wir  diese  A^  und  X^,  so 
mufs  also  sein         lj{i -|-2i)  — 1/ lj(i-|-2!)  — Ij' 

Diese  Gleichung  ist  teilbar  durch  X^  —  A^;  der  Quotient  zerfällt  in 
die  beiden  folgenden  reellen  Gleichungen 

(A,%^  -  1)^  -  (;.,^  -f  \^y^  -  ^i^hXK^  +  A,ä)  =  0, 
[l^H^^  +  \f  +  ^i^x^^  +  A/)  =  0. 

Diese  Gleichungen  sind  algebraisch  lösbar  imd  ergeben  4  reelle  und 
12  imaginäi'e  Lösungen;  T^  hat  daher  4  reelle  Doppelpunkte  (s.  Taf.  X, 
Fig.  64).  Zu  demselben  Resultate  gelangt  man  auf  transcendentem 
Wege;  man  erkennt  so,  dafs  die  Bestimmung  der  Doppelpunkte  von 
r'g  mit  dem  Probleme  der  Fünfteilnng  der  Lemniskate  äquivalent  ist. 

Nehmen  wir  nun  den  Fall  m  =  l,  w=3,  so  erhalten  wir  eine 
Kurve,  die  nicht  rational  ist;  setzt  man  aber  m==2,  w  =  3,  so  erhält  man 
auf  ähnliche  Weise  vrie  oben  eine  rationale  Kurve  von  der  Ordnung  25^). 
Die  eyklischen  Punkte  sind  vielfache  Punkte  derselben  von  der  Ord- 
nung 1 2 ;  im  Unendlichen  hat  die  Kurve  auch  einen  reellen  Punkt,  aufser- 
dem  sind  von  den  144  Doppelpunkten  12  reell  (s.  Taf.  X,  Fig.  65)^). 

Diese  Hinweise  genügen,  um  zu  zeigen,  dafs  die  Theorie,  der 
lemniskatischen  Funktionen  eine  reiche  Quelle  höchst  bemerkenswerter 
rationaler  Kurven  ist. 

1)  W,  Krimphoft',  Jfai«  geometrische  DarstelVu/ng  der  lemnishatisiAeii 
Fm^tion  (Grelles  Journ.  CX,  1892). 

2)  Durch  Induktion  schlieret  man,  dafs  wenn  m  und  m  relative  Primzahlen  sind, 
die  eine  gerade,  die  andere  ungerade,  man  au  einer  Kurve  voa  der  Ordnung  (m-|-n)' 
gelangt,  die  im  Unendlichen  einen  einfachen  reellen  Punkt  hat,  und  fiir  welche 


die   Kreispunkte    vielfache   Punkte    von    der    Ordnung 


(...  +  . -l)(m  +  .  +  l) 


sind ;  die  Kurve  hat  aufserdem  j  ^^ —       ■■ -^ — — —       '  }    Doppelpunkte ,  ' 

denen  nur   '"  ^ÜLIzDi'^  +."  +  ^X  reell  sind. 
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V.  Abschnitt. 

Spezielle  algebraisclie  Kuryon  beliebiger  Ordnung. 

Erstes  Kapitel. 
Einleitung. 

115.  Die  heutige  Geometrie  besitzt  aulser  der  groi'sen  Zahl 
algebraischer  Kurven  von  bestimmter  Ordnimg  noch  einen  gi-ofseu 
Reichtum  an  Kurven  beliebiger  Ordnung,  die  jedoch  spezielle  Eigen- 
schaften besitzen,  zn  denen  man  gelangt,  indem  man  von  den  Ter- 
scbiedensten  Begriffen  ausgeht.  Zu  einigen  gelangt  man  durch  Ver- 
allgemeinerung der  Konstruktion  schon  bekannter  Kurven:  die  cisaoi- 
dalen  Kurven  und  die  allgemeinen  Cissoiden  (N"r.  29),  die  strophoi- 
dalen  Linien  und  allgemeinen  Sfcrophoiden  {Nr.  41),  die  konehoidalen 
Kurven  und  die  Konchoiden  mit  beliebiger  Basis  (Nr.  69)  können  als 
Beispiele  trefflicher  Ergebnisse  dienen,  zu  denen  ein  solcher  Ver- 
allgemeiner ungaprozefs  führen  kann,  wenn  er  geschickt  angewendet 
wird.  Zu  anderen  kommt  man  durch  Verallgemeinerung  der  Glei- 
chung einer  Kurve^):  so  erhalt  man  durch  Verallgemeinerung  der 
Gleichung  des  kartesisohen  Foliums  unzählig  viele  Kurven  verschie- 
dener Ordnung  (Nr.  34);  in  ähnlicher  Weise  gelangt  man  zu  den 
Stemkardioiden  (Nr.  73)  und  den  Knoten  (Nr.  85);  wir  werden  in  den 
Kap.  2  bis  6  dieses  Abschnittes  sehen,  wie  derselbe  Weg  zu  den 
Parabeln  und  Hyperbeln  beliebiger  Ordnung  fühi-t,  zu  den  Perlkurven, 
den  triangulären  von  Lame,  und  den  Polyzomalkurven,  alles  Kurven, 
die  als  analytische  Verallgemeinervmgen  der  Kegelschnitte  angesehen 
werden  können.  Jedoch  hat  diese  Methode,  eine  der  Gleichungen, 
durch  welche  die  Kurve  dargestellt  wird,  zu  verallgemeinern,  den  Übel- 
stand,  dafs  sie  unendlich  vieldeutig  ist,  da  die  Zahl  der  Arten,  auf 
welche  man  eine  Kurve  analytisch  darstellen  kann,  eine  unbegrenzte 
ist.  Daher  haben  einige  es  vorgezogen  die  Definition  der  Kurve 
zu  verallgemeinern,  indem  sie  sich  auf  einige  bemerkenswerte  geo- 
metrische Eigenschaften,  die  die  Kurve  besitzt,  beschränkten.    So  ent- 

1)  Zahlreiche   Anwendungen    dieser  Brzeiigungs weise   finden   sich   in  J.  B. 
Caraocioli,  De  Imeis  cwvis  Über  (Pisifi,  MDCCXL). 
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standen  die  Kurven  von  Darbonx  und  die  Equilateren  von  P.  Serret, 
die  wir  in  kurzem  (Kap.  7  dieses  Äbachnittes)  als  thatsächlielie  geo- 
metrische Verallgemeinerungen  der  Kegelschnitte  kennen  lernen  werden. 
Ändere  neue  Kurven  erhält  man,  wenn  man  die  Linien  aufsucht,  die 
vorher  aufgestellte  Eigenschaften  der  Gestalt  haben;  es  ist  dies  ein 
Begriff,  dem  namentlich  Auguste  Comte  eine  grofse  Bedeutung  ver- 
lieh, und  den  wir  schon  bei  der  Untersuchung  des  Trifolium  pratense 
(Nr.  113)  augewendet  gesehen  haben  und  der  uns  in  diesem  Abschnitte 
(Kap.  8—10)  als  Ausgangspunkt  der  Theorie  der  Rodoneen  begegnen 
wird,  sowie  der  geometrischen  Blätter,  der  orbiformen,  der  triangulären 
Kurven  von  Euler  und  der  Ovale.  Aufserordentlieh  fruchtbar  für 
neue  und  wichtige  Kurven  waren  auch  das  verallgemeinerte  Delische 
Problem,  sowie  das  der  Teilung  eines  Winkels  in  eine  bestimmte 
Anzahl  gleicher  Teile:  diese  führten  zu  den  Multiplikatrix-  und 
Mediatrix-Kurven  und  au  der  ausgedehnten  Kl^se  der  Sektrix-Kurven, 
deren  Untersuchung  dem  Kap.  11  und  12  dieses  Absclmittes  zufällt. 
Eine  andere  reiche  Quelle  neuer  Kurven  entspringt  aus  der  Lehre 
der  geometrischen  Transformationen;  wir  werden  uns  un  allgemeinen 
hier  nicht  mit  den  Kurven  aufhalten,  die  aus  der  Anwendung  be- 
kannter Transformationen  auf  schon  bekannte  Linien  entstehen,  da 
deren  Studium  im  grofsen  und  ganzen  weder  Schwierigkeiten  noch 
Interesse  bietet;  die  wichtigeren  von  ihnen  werden  wir  im  Ab- 
schnitt VII  behandeln;  wohl  aber  werden  wir  in  diesen  Abschnitt  die 
Betrachtung  derjenigen  Kurven  einschliefsen,  die  die  Eigentümlichkeit 
haben,  bei  gewissen  geometrischen  Transformationen  sich  selber  zu 
entsprochen.  Solche  Kurven  sind  die,  welche  ein  Centrum  oder  auch 
mehrere  Durchmesser  haben,  die  autopolaren  und  die  anallagmatischen 
Kurven,  von  denen  im  Kap.  13  und  14  die  Bede  sein  wird.  Die  geo- 
metrische Darstellung  komplexer  Gröfsen,  aus  der  wir  schon  in  Nr.  64, 
Jl,  103  und  114  Nutzen  gezogen  haben,  wird  uns  hier  au  wich- 
tigen Klassen  von  Kurven  führen  (Kap.  15)  und  zu  anderen  (Kap. 
16 — 18)  die  Untersuchung  solcher  Kurven  —  einen  Spezialfall  der- 
selben sahen  wir  schon  in  Nr.  20  von  Raffy  ausgeführt  - —  deren 
Bogen  vermittelst  Trans cendenten  von  vorher  bestimmter  Natur  aus- 
gedrückt werden  kann.  Schliefslich  sind  bei  der  Behandlung  physi- 
kalischer Prägen  Kurven  erdacht  worden  (Kap.  19),  mit  denen  wir 
zu  der  grofsen  Schar  der  physikalisch-mathematischen  Kurven  über- 
gehen (s.  Nr.  17). 

Bevor  wir  an  die  Entivickelong  des  in  den  vorigen  Zeilen  skizzierten 
Programms  herantreten,  bemerken  wir,  dafs  man  auch  zu  vielen  spe- 
ziellen Kurven  gelangt,  wenn  man  die  auf  gewisse  spezielle  Theorieen 
bezüglichen  Formeln  geometrisch  darstellt.  Zwei  Beispiele  einer  der- 
artigen Entstehung  bieten  uns  die  in  Nr.  111  definierten  Kurven. 
Eine  andere  Gruppe  von  viel  gröfserem  Werte  entspringt  der  Theorie 
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der  elliptieehen  Funktionen.  Es  ist  bekannt,  dafs,  wenn  man  anf  eine 
derartige  Funktion  eine  Transformation  von  bestimmter  Ordnung  an- 
wendetj  zwischen  dem  Modulus  p  der  ursprünglichen  Funktion  und  dem 
Modulus  q  der  transformierten  eine  algebraische  Beziehung  stattfindet; 
diese  stellt  nun,  wenn  man  p  und  q  als  kartesische  Koordinaten  eines 
Punktes  auslegt,  eine  Kurve  dar.  Eben  diese  Modular-Kurven 
wurden  in  den  einfacheren  Fällen  von  Caylpy^)  betiachtet  und  in 
ihrer  ganzen  Allgemeinheit  von  H.  J.  S.  Smith")  dem  e=i  gelajig,  alle 
Plücker'schen  Charakteristiken  derselben  zu  bestimmen  Weifceres  als 
diesen  Hinweis  auf  eia  Thema,  das  den  Analytikei  mehi  luteressiei-t 
als  den  Geometer,  können  wii'  hier  nicht  bieten 

Erinnern  wir  uns  achliefslich,  dafs  unter  den  Kurven  gegebener 
Ordnung  die  vom  Geschlechte  Null  oder  die  rationalen  eine  besonders 
wichtige  Stelle  einnehmen;  die  Koordinaten  der  Punkte  einer  solchen 
Kurve  lassen  sich  immer  als  rationale  Funktionen  eines  Parameters  aus- 
drücken und  zwar  durch  ein  allgemeinGS  Verfahren,  welches  Clebsch 
in  seiner  herühmten  Abhandlung')  gelehrt  hat.  Aber,  auch  ohne 
gerade  auf  diese  zurückzugehen,  kann  man  in  gewissen  besonderen 
Fällen  denselben  Zweck  erreichen:  folgende  Beispiele  mögen  dieses 
zeigen*). 

Man  betrachte  die  Kurve  «'^'^  Ordnung  V,  die  durch  folgende 
Gleichung  dargestellt  wird 


2'«»=.!')-». 


wo  f^  eine  binäre  Form  vom  Grade  r  ia  x  und  y  ist.     Setzt  man 
so  wird  die  vorige  Gleichur^ 


23^2;  =  0; 


lösen  wir  diese  nach  x  auf  und   setzen  den  so    gefundenen  Wert  in 
y^=tx  ein,  so  bekommen  wir  x  und  y  in  Funktionen  des  Parameters  (; 

1)  A  menioir  on  IM  tranafwmation  of  ellvptic  fimcHons  (Phil.  Trane.  CLXIV, 
1874).  S.  auoli  die  neuere  Abhandlung  Ow  fhe  transformaUon  of  elUptic  fimctions 
(Amer,  Joura.  IX,  1887),  woselbst  auch  die  multiplier-modular  curvea  oder 
JfJtf-curves  betrachtet  werden, 

2)  On  the  smgulariUes  of  modular-e^ations  and  curves  (Proc.  of  the  Load. 
rnath.  Soc.  IX,  1878).  Vgl.  auch  die  früliere  Memoire  sm  les  4guaiions  moäu- 
laires  (Linoei  Mem.  3.  Ser.  I,  1877)  nnd  die  spätere  Memow  on  fke  iheta-  and 
omegafmetiom  (CoIIected  math.  Papers,  IL  Osford  1894,  8.  415  ff.). 

3)  Uehef  di^enigm  Cwven,  deren,  Cooräinaten  raUonah  Fwiktionen  eines 
Farameters  sind  (Grelles  Jonm.  LXIV,  1865). 

4)  Hahn,  Eulers  Methode  der  Taramettrdarstelhmg  algebraisdier  Kwrven 
(Progr.  Berlin,  1889). 
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die  so  erhaltenen  Ausdrücke  eind  im  allgemeinen  transsendent;  aber 

wenn  man  es  durch  eine  geeignete  Änderung  des  Parameters  dahin 

bringen  kann,  dafs  sie  rational  werden,  so  ist  dann  auch  T  rational. 

Wenden  wir  dieses  ß-echnungsverfahren  an  auf  die  Kurve^) 

so  erhalten  wir  die  Gleichungen 

dagegen  hei  Anwendung  auf  die  Kurve 

bekommen  wir 

1      _  t       

Nehmen  wir  femer  die  Kurve^) 

so  erhalten  wir  die  folgenden  Fonneln: 

"-^^y^"     y-t'^yr,; 

bekanntlich  kann  man  nun  au  Stelle  Ton  (  einen  anderen  Parameter  r 
einführen  derart,  dafs  sowohl  t  wie  auch  YT^  rationale  Funktionen 
von  T  werden;  infolgedessen  werden  auch  x  und «/  rationale  Punktionen 
von  T.     In  Uhnlicher  Weise  erhalt  man  bei  den  Grleichungen 

ß-2A/;.f..-,  +  /;/:;-,-o 

die  Formeln 

die  durch  andere  rationale  ersetzt  werden  können,  wenn  man  den 
Parameter  geeignet  wählt. 

1)  Cramer,  Infrod'uefion  etc.  S.  GSS. 

S)  Hermite,  Cowrs  d'analyse  (I  Pavtie,  Paris  1873)  S.  242. 
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Zweites  Kapitel. 
Die  Paralieln  beliebiger  Onlnimg. 

116.  Aus  der  tileiclmiig  y^=^px,  welche  in  kai'tesischeii  Ko- 
ordinaten eine  Pai-abel  darstellt,  ergeben  sieb  durcb  Verallgemeinerung 
Kurven,  die  durch  die  Gleichung 

y^^p-^-L-x (1) 

dargestellt  werden,  wo  n  eine  beliebige  ganze  Zahl  bedeutet:  es  sind 
die  Paraboioiden  oder  die  Parabeln  höherer  Ordnung,  recht- 
winklig oder  schiefwinklig  genannt,  jenachdem  die  Äxeu  recht- 
oder  aehief winklig  sind.  Erdacht  und  untersucht  wurden  sie  von 
mehreren  berühmten  Geometern  iu  der  zweiten  Hälfte  des  17.  Jahr- 
hunderts. Die  bekannteste  Erwähnung  dereelben  findet  sich  einem  Briefe, 
den  Deseartes  tun  IB.  Juh  1638  schrieb'),  in  welchem  schon  Sätze 
über  den  Schwerpunkt  und  die  Volumin»,  die  sie  durch  Rotation  er- 
zeugen, ausgesprochen  sind.  Wenig  späteren  Datums  ist  ein  vor  dem 
Jahre  1644  von  Fermat^)  an  Cavalieri,  durch  Vermittelung  von 
P.  Mersenne,  gerichtetes  Schreiben,  worin  ein  Alpdruck  für  die  FK^he 
eines  Parabel  Segmentes  angegeben  ist,  sowie  für  das  von  ihr  durch 
Rotation  um  die  Axe  erzeugte  Volumen,  ebenso  die  Schwerpunkte 
jener  F^che  und  dieses  Körpers.  Verbreitet  wui^den  diese  wichtigen 
Resultate  von  P.'  Mersenne  durch  ihre  Wiedergabe  in  der  Prae- 
fatio  ad  mechanicam  seiner  Cogitata  physico-maOieinatica  (1644). 
Bemerkenswert  ist,  daCs  diese  Untersuchungen  Permats  aus  einer  Zeit 
stammen,  die  beträchtlich  vor  1644  liegt.  In  einem  Briefe,  nämlich 
den  er  am  22.  September  1636  an  Roherval  richtete'),  wii-d  auf  die 
von  ihm  ausgeführte  Quadratur  hingewiesen,  im  speeiellen  auf  che 
Parabel  —  =  Const.  „que  M.  Beaugrand  ....  appelle  parabolc  so- 
lide"; in  der  Antwort  —  datiert  vom  11.  Oktober  1636  —  sagt 
Roberval,  dafs  er  den  Beweis  der  von  seinem  bci-übmten  Korrespon- 
denten entdeckten  Sätze  gefunden  habe*).  Darauf  kündet  Fermat  — 
Brief  vom  4.  November  1636  —  die  Entdeckung  von  Sätzen  an,  die 
„le  centre  de  gi-avite  de  toutes  ces  nouvelles  figurea"  betreffen*). 
Und  auf  dieses  selbe  Thema  kommt  er  zurück  in  den  Briefen  an 
denselben  Roberval  vom  16.  Dezember  1636^  und  an  Mersenne  vom 
10.  August  1638')    und   dann   mit    aller   nur  wünsch enswerien  Aus- 

1)  Oeuvres  de  Vescaites;  eil.  Cousin,  VIII,  S.  429—30;  td.  Adam  et  Taniiery, 
n.  (Paria  1898)  8.  246. 

3)  Zuerst  veröffentlicht  in  den  Oewvres  de  Fermat  [ed.  Tünnerj  u.  Henry) 
I,  S.  195—198. 

3)  Oemres  de  Fermat,  n,  S.  73.         4)  Das,  S.  81.  5)  Das.  B.  85, 

6)Daa.  S.  95.        7)  Dm  S.  186. 
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ftthrliclikeit  in  der  berälimteii  Arbeit,  die  handelt  De  aeguaMonum 
locaHum  transmufatione  et  emendaUone,  die  erst  1679  erscliienen  iaf-). 
Berüeksiclitigen  wir  das  Datum  der  Veröffentlichuag,  so  würde  die 
Priorität  einiger  dieser  Kesultste  in  erster  Linie  dem  BonaTentnra 
Cavalieri  zukommen,  der  sie  iu  der  vierten  seiner  ExerdtaUones 
mafhemaiicap,  (Bononiae  1647)  bekannt  gab;  in  zweiter  Linie  dem 
Stefano  degli  Angeli,  dem  Verfasser  einer  wichtigen  Arbeit  De 
mßnitis  parabolis,  de  inßmtisque  solidis  ex  varüs  rotationibus  ipsamm  etc. 
(Venetiae  1654);  endlich  dem  WalliSj  der  sich  in  seiner  Arith- 
meUca  infinitorum  {Oxford,  1655)  und  dann  ia  seinem  Lehrhuche 
Über  die  Kegelschnitte  (1665)  eingehend  mit  den  höheren  Parabeln 
beschäftigt  hat.  Diese  Übereinstimmung  der  Resultate  verursachte 
bittere  Klagen  seitens  Cavalieri^)  und  einen  Briefwechsel  »wischen 
Wallis  und  Fermat^);  das  richtige  scheint  uns  zu  sein,  auf  keiner 
von  beiden  Seiten  eine  „mala  fidea"  vorauszusetzen,  indem  man  sich 
nicht  zu  wundem  braucht,  wenn,  wie  wir  glauben,  weil  eben  jene 
Zeiten  sozusagen  reif  für  die  tJnterauchung  der  höheren  Paa-abeln 
gewesen  sind,  sich  mehrere  an  die  Ausführung  derselben  gemacht 
haben. 

Es  möge  vermerkt  werden,  dafs  die  ersten,  die  sieh  mit  den 
höheren  Parabeln  beschäftigten,  die  Gestalt  derselben  nicht  unter- 
suchten; sie  überliefaen  somit  Maclaurin*)  die  Bemerkung,  dafs  sie 
yeraehiedene  Gestalt  darbieten,  jenaehdem  n  gerade  oder  ungerade 
ist;  im  ersten  Falle  ist  die  Kurve  symmetrisch  in  Bezug  auf  die 
a;-Ax6  und  hat  im  Anfange  mit  der  anderen  Axe  eine  Berührung  von 
der  Ordnung  »  ^  1 ;  im  zweiten  Falle  ist  sie  symmetrisch  in  Bezug 
auf  den  Anfang  und  hat  daselbst  einen  Wendepunkt,  Es  soll  auch 
bemerkt  werden,  dafs  sich  die  ursprüngliche  Definition  der  Parabel 
leicht  noch  mehr  verallgemeinern  läfst,  indem  man  zuläfst,  dafs  der 
Exponent  «,  statt  ganzzahlig  und  positiv  zu  sein,  auch  einfach  rational 


1)  In  den  Varia  opera;  s.  auch  Oeuvres  de  Fermat,  I,  S,  256—286,  und  III, 
S.  216— a7. 

2)  In  einem  Briefe  den  ei  untei  dpm  17  Okt  164b  an  Roc-ca,  achneb 
steht  oämlioli  U  signor  Toincelli  ha  flimostiata  anch  egh  Ia  (xuadra 
tnia,  delle  inlmite  parabole  (come  le  hanno  chiamate  m  Francia)  per  \w, 
diveraiBsuna  il  quale  teoiema  PÜa  sa  chio  lo  proptsi  in  Fnncia  sebbene  oia 
si  fanno  Ia  invcaton  de!  medesimo  ma  lO  cito  pei  tebtimonia  il  P  Mersennio 
al  q^uale  lo  mandai  ed  il  P  Hiceioni  che  vedendo  1  ultimo  pioblemt  della  tan 
centuna  dove  lo  lo  iccenno  disse  di  volerlo  proporre  coIa  Biccome  lo  propose 
aX  Beaugrand  In  somma  si  vecle  in  loro  anche  m  questa  parte  una  eranlizione 
giandp  u)gli  Italiam  ij  Piola  JSfogto  di  JSotiauentoa  Coiialteii  i^Milamo  1844j 
S   55—56 

3)  S.  das  Ccmmerciiim  ej)iä£oiiciMn  de  quaesbiomim  qmhmäwm  vnier  J.  Tf  atlts 
et  alias  was  (Oson.  1658)  und  den  EI.  Bd.  der  Oeuvres  de  Fermat. 

i)  A  treatise  of  algebra  (174S)  S.  317—18. 
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und  positiv  sei;  mit  anderem  Ausdruck:  es  läfst  sich  statt  der  Glei- 
chung (3)  auch  folgende  betrachten: 

r+"-i>--«-, (2) 

wo  in  relativ  pviiu  zu  n  ist.  Die  entsprechenden  Kurven  werden  in 
einer  Ahhandlui^  von  Kuntzen^),  dem  bekannten  Lehrer  Kants, 
mit  dem  Namen  paraholae  parametrales  bezeichnet.  Der  Anfang 
ist  ein  w-facher  Punkt,  und  der  unendlich  ferne  von  Ox  ein  m-faeher; 
das  Geschlecht  der  Kurve  ist  immer  gleich  Null,  denn  aus  (2)  ergiebt 
sich  folgende  parametrische  Darstellung  deraelben; 

i5=f)Ä"'+'',       y^pX" (3) 

117.  Die  metrischen  Sätze  über  die  Parabeln  höherer  Ordnung 
sind  grö&tenteile  nur  Erweiterungen  von  Sätzen,  die  schon  seit  den 
Zeiten  des  Archimedes  fiber  die  Parabel  zweiter  Ordnung  bekannt 
sind,  und  können  mit  wenigen  Zeilen  Rechnung  aufgestellt  werden. 
Wir  werden  nun  diese  auf  Grund  der  Gleichung  (1)  beweisen,  ohne 
jedoch  vorauszusetzen,  dafs  n  —  was  wir  von  nun  an  den  Index  der 
Kurve  nennen  wollen  —  ganzzahlig  sei,  noch  auch,  dafs  der  Winkel 
der  Koordinataxen  «  ein  rechter  sei. 

Bezeichnen  wir  mit  Si  die  Subtangente,  so   ergiebt  sich  aus  (1) 

„                     dx                   nti"  ,         ,  \ 

jS,  =  a;  —  w^—  =  3: „—.-  =  3;  —  nx  ^  —  {n  —  \)x\ 

demnach  genügt  es,  um  die  Tangente  in  einem  feeliefeigen  Punkte  P 
der  Parabel  mit  dem  Index  n  zu  konstruieren,  auf  der  Abscissenaxe 
eine  Strecke  gleich  — («  —  l)mal  der  Abseisse  abzutragen;  die  Yer- 
bindnngslinie   ihres   Endpunktes    mit  P  liefert   die   Tangente^). 

Ist  i'  die  FUiche  des  gemisehtlinigen  Dreiecks,  das  zu  Seiten 
einen  vom  Anfang  gerechneten  Kurvenbogen  und  die  Koordinaten 
seines  Endpunktes  hat,  so  ist 


n«  /  y-dx^^sinaf  p  "  x" 


dr  —  — —  ^— 

«4-1      n— 1 


Ist  nun   anderseits  T  die  Fläche   des  geradlinigen  Dreiecks,  welches 
dieselben  Ecken  wie  das  vorbin  beschriebene  gemischtlinige  hat,  so  ist 


T        «  +  1' 

1)  rfteorewai«  mod«  de  jwwa&oZis  mfinit^  eodem  parametro  et  circa  eanäem 
axim  descriptis  (Acta  eraöitomm  lipB,  1737). 

2)  WalliB,  Opera  omma  I.  (Oson.  1696)  8.  351—353.  Vgl.  aucb  den  l.  Ab- 
Bobnitt  der  Abbandlimg  von  J,  Sobotka,  Z'wr  ■mfimtenmalen  Geometiie  eimgm' 
FUmcumen  (Präger  Ber,,  1S98),  wo  auct  die  Konstruktion  des  Krümmungsmittel- 
pimktea  gegeben  wird. 
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eine  elegante  Beziehung'),  die  für  n^l   mit  einer  Entdeckung  des 
Archimedee  identisch  ist  {Qua^aim  der  Farabel  prop.  24"). 

Nehmen  wir  jetzt  k  =  -g-  und  nennen  V  das  durch  Dotation  des 
vorgenannten  krummlinigen  Dreiecks  um  Ox  erKOugte  YolumeUj  so 
haben  wir 


7  =  jc  J  y^-dx  =  jtj  i 


Nun  wird  das  Volumen  Ü,  das  durch  Rotation  des  Rechtecks  mit 
den  Seiten  x  und  y  um  Ox  erzeugt  wird,  dargestellt  durch 

V ^  x-3iy^  '=  3t-p    "     a;  "    ; 

infolgedessen  ist  Y  ,     " 

ü-n  +  2 

eine  Beziehung,  die  einen  leicht  in  Worte  zu  kleidenden  Satz  aus- 
drüekt*).  Nennen  wir  g  die  Abseisse  des  Schwerpunktes  eines  Seg- 
mentes, das  von  dem  Parabelbogen  und  einer  Parallelen  zur  7/-Ase 
begrenzt  wird,  so  haben  wir 

fxy-dx         Jxip^    ^x)"  -dx         J'x  "    ■  dx 

Cy  ■  diE  Hp""^*)"  ■  ^"^  J  ^"  ■  ^"^ 

welches  Resultat  auch  für  schiefe  Äxen  gültig  ist  und  für  m  =  2 
schon  dem  Arehimedea  bekannt  war  (s,  a.  a.  0.). 

Bezeichnen  wir  sehliefslich  mit  s  den  Kurvenbogen,  so  haben  wir 
^s  =  — -j  dx^/p^"—^  +  M^a^Sn-a  . 

ds  ist  also  durch  ein  binomisches  Differenziai  ausgedrückt,  das  durch 
einen  endlichen  Ausdruck  integrierbar  ist,  wenn  eine  der  Zahlen  ■  ■■  ■■_--■ , 
■  --  -|-  ■—  eine  ganze  ist;   bezeichnet  man  daher  mit  v  eine   ganze 
Zahl,  so  hat  man 

schreibt  man  dieses  so: 

«-i  +  i,     «-i  +  ^ib- 

so  sieht  man,  dafs,  Wenn  n  =  \-] ,  wo  fi  ftine  belieMge  ganze 

ZaM  ist,   die  Parabel  mit  dem  Index  n  rektifizierhar  ist;  Tariiert 
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man  [i,  80  erhält  man  unzählig  viele  KuTveii,  die  mit  dieser  Eigen- 
schaft  versehen  sind. 

118.  Betrachten  wir  die  parametralo  Parabel,  welche  folgender 
paranietrischen  Darstellung  (vgl.  Nr.  116)  fähig  ist: 

X  =  p^^+^j       y  =  pk"; (*}) 

als   allgemeine   Gleichung   der   Tangente    kann   man    dann    folgende 

nehmen:  ^^  _  ^^^  _|_ ^-^^,.^  ^  mp;."^+'-  =  0 ; 

die  Plüekerschen  Koordinaten  einer  beliebigen  Tangente  sind  also 

daher  ist  die  Taogeiitialgleiehung  der  Kurve  von  folgender  Fonn: 

,,t._p..g. (4) 

Da  diese  von  derselben  Gestalt  ist  wie  (2),  so  schliefsen  wir:  Jede 
Parabel  erweist  sich  als  gleich  ihrer  eigenen  Polarreziproken  iu 
Bezog  auf  einen  passend  gewählten  Kreis  ^).  —  Eine  Parabel  mit 
ganzzahligem  Index  n  hat  als  Evolute  eine  i-ationale  Kurve  von  der 
Ordnung  3(w^ — 1),  während  die  Ordnung  der  Evolute  der  allge- 
meineren Km-ve  (2)  durch  die  gröfaere  der  Zahlen  3m  and  2m-\-n 
ausgedrückt  wird. 

Betrachten  wir  jetzt  noch  eine  Parabel  mit  gebrochenem  Index, 
z.  B.  die  durch  Gfleichung  (2)  dargestellte,  so  hat  die  Normale  im 
Punkte  {x,y)  die  Gleichung: 

(m  +  n)(X  —  x)y^+''~'  +np'"(Y^y)x''-'  =  0,  .  (5) 
wo  Xj  Y  die  laufenden  Koordinaten  sind.  Ist  nun  umgekehrt  der 
Punkt  (X,  Y)  gegeben,  so  mufs  man,  um  die  von  ihm  an  die  Kurve 
gezogenen  Normalen  zu  finden,  diejenigen  Wei-te  von  x,  y  bestimmen, 
welche  dieser  Gleichung  und  der  öl.  (2)  genügen;  multiplizieren  wir 
nun  (5)  mit  y  und  berücksichtigen  (2),  so  wird  diese 

{m  +  n){X^X)x  +  n(Y-y)y^O,  .  .  .  (5') 
welche  (5)  ersetzen  kann.  Da  nun  diese  einen  Kegelschnitt  darstellt, 
der  durch  den  Anfang  geht,  und  da  der  Anfang  ein  n-facher  Punkt 
der  betrachteten  Parabel  ist,  so  hat  man  die  Grundlagen  für  folgen- 
den Satz:  Dnrch  jeden  Punkt  P  der  Ebene  einer  Parabel  mit  dem 
Index  ^^"  gehen  2»w. -1- «.  Normalen  der  Knrvc;  ihre  Fufspunkte 
liegen  anf  einem  Kegelschnitte,  der  durch  deu  Anfang  und  den 
Punkt  P  selbst  gebt^). 

Jede  Parabel  mit  ganzzahligem  oder  gebrochenem  Index  —  die  also 

1)  Genocchi  in  den  Nowv.  Ann.  Xm,  1854,  S.  132—36. 

2)  8.  N(m).  Ann.,  Question  1131,  Torgele}>t  von  Painvin  und  gelöst  in 
Sm.  (2.  Ser.)  1874. 
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durch  eine  dei  Glpichunf^eu  (1],  (2)  dargestellt  werden  kann,  —  iab  be- 
stimint,  wenn  lufser  den  Äsen  der  Parameter  bekannt  ist.  Statt 
diese  Konstante  zu  geben,  kann  die  Eurve  auch  dadurch  bestimmt 
werden,  dafe  man  einen  Punkt  deiselben  giebt;  sind  Xg,y^  die  Ko- 
oidinaten  desselben  so  lieten  an  Stelle  tou  (1.)  und  (2)  folgende 
Grltithungen 

o-i   "'-   (f.r=©"  -  ■  (^T 

Aus  der  eisteien  kann  man  eine  punktweise  Konstruktion  für  alle 
Paiaheln  mit  ganzzahligtm  Index  ableiten^).  Ist  nämlich  A  der  Punkt 
{toy^o)  "iöd  sei  OS  =  y^,  BA^Xg  [b  Taf.  X,  Fig.  66),  so  nehme 
man  die  Ordmate  OM  =  y  beliebig  an  und  ziehe  durch  M  die  Gerade 
m  parallel  zu  Ox;  man  projiziere  A  von  0  aus  auf  m  in  -Pi(i^i,^); 
da  nun  0,  A,  Fi  collinear  sind,  so  ist 


Man  projiziere  nun  P^  rechtwinklig  in  A^  auf  die  duich  B  zu  Ox 
gezogene  Parallele  b  und  dann  A^  von  0  aus  auf  m  m  ^^(arj,?/); 
da  nun  auch  die  Punkte  0,  Xj,  Pj  eoUineai  sind,  hat  man  ebenso 


Operiert  man  in  ähnlicher  Weise  mit  Pg,  so  entstehen  die  Punkte 
j4j,  Pj  (xg,  y)  u.  s.  w.  sehliefshch  A-i ,  B^{x„,  y)  und  es  bestehen  die 


Beziehungen 

'^=,1        ^  ^=  1.     "'«-1  ^  i 

Multipliziert  man  alle  diese  Gleichungen  mit  t 


welches  beweist,  daTs  der  Punkt  P„  der  durch  Gleichung  (1')  dar- 
gestellten Parabel  mit  dem  Index  n  angehört.  Variiert  man  die 
Ordinate  OM  =  y,  so  erhält  man  beliebig  viele  Punkte  der  frag- 
lichen Kurve.  Wir  können  noch  hinzufügen:  Wenn  man  A  recht- 
winklig auf  m  projiziert  in  P^,  dann  P^  von  0  aus  auf  h  in  A_^^, 
dann  A_-^  rechtwinklig  auf  m  in  F_^  n.  s.  w.,  so  erhält  man  die  Reihe 
der  Punkte 

AK,  3/).       ^-l(*-l>?'o),       ^-1(^-1,2/) ^-n{^-.,y>,),       P-J^^nV) 

und  die  Reihe  der  Gleichheiten 

^'-i         Vo '         -e-a        Ä  '  ^  «  Vo ' 

1)  Vgl.  Peano,  App}%casi<y»i  geometiiche  del  calcolo  inpmitesvmaU  (Turm 
1887)  S.  74.  —  Die  im  Tcite  angegebene  Konatrnktion  setrt  leobtwinkhge  Ko 
ordin&ten  voraus;  mit  leicht  eiaichtlalion  Moliiikaticnen  kinn  ■sie  jedoch  dem 
Falle  der  Eehiefen  Asea  angepdJ'it  werden 
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woraus  folgt 


=  ©" 


oder  auch 


infolgedessen  gehört  der  Punkt  P_^  der  Parabel  mit  dem  Index  — n 
an,  die  durch  die  Gleiehung  —  =  i—\      dargestellt  wird. 

Die  oben  angeführte  Methode,  alle  Parabeln  mit  ganzzahligem 
Index  zu  konatruieren,  führt  uns  zur  Punktkonatruktion  aller  para- 
bolischen Kurven'),  d.  h.  aller  derjenigen  Kurven,  die  durch  eine 
CrleichuiQg  von  folgendem  Typus  dai'gestellt  werden  können 


Konstruieren  wir  nämlich  alle  die  r  Parabeln,  die  durch  die  Glei- 
clmgen  x-^p^'g, 

dai^Bstellt  sind,  so  hat  mau 

'"■!'''■ 

Derartige  Kurven  haben  eine  gewisse  Bedeutung  für  die  Analysis; 
In  erster  Linie,  weil  das  Problem  der  Auflösung  einer  algebraischen 
Gleichung  äquivalent  ist  mit  dem  der  Auffindung  der  Schnitte  einer 
paraboliachea/ KiuTö  mit  der  zugehörigen  Abscissenase;  man  hat  zu. 
dem  Zwecke  auch  Instrumente  erfimden,  mittelst  derer  man  sie  in 
kontinuierlichem  Zuge  zeichnen  kann^).  In  zweiter  Linie,  weil  sie 
bei  der  näherungsweisen  Berechnung  der  ebenen  Flächen  auftreten; 
infolgedessen  hat  die  Flächenbestimmung  der  parabolischen  Kurven 
die  Veranlassung  auch  zu  neueren  wichtigen  TJutersuehm^en  gegeben*). 
Hervorragende  geometrische  Eigenschaften  treten  bei  diesen  Kurven 
nicht  auf,  wir  erachten  es  daher  für  nicht  angebracht,  uns  weiter  mit 
diesen  zu  befassen,  und  wollen  vielmehr  dieses  Kapitel  mit  der  Auf- 
zählung der  bemerkenswertesten  speziellen  Parabeln  schliefsen. 

119.  I.  Die  berühmteste  ist  unzweifelhaft  die  erste  der  rekti- 
fizierbaren Parabeln,  auf  welche  wir  am  Schlüsse  von  Nr.  117  stiefsen; 

1)  Neutonis  Opuscula  maffietnatica  phüosophiea  et  phüologiea  I.  (Lausaiwe 
et  Qenevae  1744)  S.  271^282,  woselbst  das  Problem  gelöst  ■wird:  .jnvenire 
lineam  curvam.  generis  paraboUoi,  quae  per  data  quotcimque  puucta  transibit." 
Vgl.  auch  MagDus,  Sam/mhmg  von,  AufgcAen  imd  Lehrsäfeen  aus  de^'  ima- 
iyidschen  Geometrie  (Berlin  1833)  S.  260. 

2)  Segner,  MeSioibie  simplea:  et  iviwoersaMs  omnes  ommwm  aegwitiowum  ra- 
dices  detegendi  (Nov.  Commeikt.  Petrop.  VII,  1761).  Eowning,  A  inachme  for 
finding  ift«  roots  of  egmttions  (Phil.  Trans.  1770). 

3)  Schoute,  L'awe  des  paraboles  d'ordiie  supiriew  (C.  B.  CXSIl,  1896); 
Kortweg,  Bm-  le  tMorhne  enonei  par  M.  P.  H.  Schmtte  (Das.);  Mauoury, 
Sw  la  note  de  M.  Schoute  (Das.), 
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sie  liat  als  Index  «  =  f  und  als  Gleichung  j/*  =  px^.  Gewöhnlich 
wird  sie  eemikubische  Parabel  genannt  nach  einem  Vorschlt^e  von 
Wallis;  sie  ist  die  älteste  rektifizierbare  algebraische  Kurre'^).  Dafs 
sie  rektiflzierbar  sei,  wurde  schon  von  dem  PraMzosen  Fermat  be- 
merkt'), von  dem  Engländer  NeiP)  vind  von  dem  Holländer  Heuraet*); 
daher  rühren  auch  die  verschiedenen  Namen,  mit  welchen  diese  Kurve 
bezeichnet  wird*). 

Die  aeraikuhische  Pai-abel  erfreut  sich  auch  deswegen  grofser 
Berühmtheit,  weil  sie  folgendes  mechanische  Problem  löst,  welches 
Leibniz  im  Verlaufe  seines  bsruhmteu  Streites  mit  den  Cartesianern 
aufstellte:  „Eine  Linie  zu  finden,  so  beschaffen,  dafs  ein  sie  durch- 
laufender Punkt  sieh  gleichförmig  bewegt,  indem  er  in  gleichen  Zeiten 
sich  um  gleiche  Strecken  dem  Horizonte  nähert."  Dieses  Problem 
wurde  alsbald  von  Huygei^  gelöst^),  dessen  Lösung  von  Leibniz') 
kommentiert  wurde;  später  haben  sich  sowohl  Jakob^)  als  auch 
Johann  Bernoulli^)  mit  demselben  beschäftigt,  wahrend  Mau- 
pertuis^")  es  in  bemerkenswerter  Weise  verallgemeinerte.  Die  semi- 
kubisehe  Parabel  führt  auch,  als  lösende  des  ai^eführten  Problems 
der  Mechanik  betrachtet,  den  Namen  isochrone  Kurve  oder  auch 
Curva  decensus  aequabilis.  —  Auch  bei  der  Theorie  der  Evoluten 
findet  sich  diese  Kurve;  wenn  man  nämlich  den  Ort  der  KrÜmmungs- 
mittelpunkte  der  Parabel  y^  =  2^x  sucht,  so  erhält  man  die  Kurve 

(x  —  ff  =  -^py^,  die  ofi'enbar  eine  semikubische  Parabel  ist;  dieser 
Umstand  wurde  von  Huygens  benutzt,  um  die  ßektifizierbarkeit  dieser 


1)  S.  A.  Chrietenseii,  The  first  deterMmation  of  tlie  lengik  of  a  curve  (Bihl. 
mafh.  1887). 

2)  S.  d.  Abb.  Be  Imearum  cwnwm*m  cum  Uneis  reetis  comparatione  (Oeuvres 
de  Fermat,  I,  8.  211—263,  und  HI,  8.  181— 21Ö). 

3)  Die  Entdeckung  Neils  wurde  1659  von  Wallis  veröffentlicht.  (Vgl  Wallis, 
Opera  matk.  I,  S.  550 — 54;  aufserdem  einen  Brief  von  ihm  an  Huygens  unter  dem 
9.  Jani  1673  geschrieben  und  veröffentlicht  im  VII.  Bd.  der  Oeitmes  de  HiMjgens 
8.  305—309). 

4)  S.  die  von  8chooten  im  J,  1659   besorgt«  Ausgabe  der  OeomeMa  von 


6)  „Sie  Bectiflcata  Curva  Nelii,  et  Curva  Heuratii,  et  Curva  demum  Fermatii 
eadem  est  cum  mea  Paraboloide  Semi-cubicah"  schrieb  Wallis  au.  Leibnia  unterm 
6.  April  1697  {LiibnU  ed   Gerhardt,  IV,  S  18) 

6)  NouveUes  de  la,  Ii^puttliqm  dis  Letircs,  Oktober  16S7  (Leibma  ed  Gei- 
hardt  Bd.  IV,  S  237) 

7)  Leibme  ed   Gerhardt,  V,  S  234—243 

8)  De  vmentione  Ivneae  descensus  a  eoipore  gram  peiBU3)endae  unifonintm 
(Acta  eruditomm  1690,  Jacvbi  BemouUt  opera,  I,  &  421 — 426j 

9)  8.  die  SXXm  und  SSSIV  dei  Lectionef  iiiatheHiahcae  {Joh  BernmlU 
Opera  onmia  III,  S  482 — 486) 

10)  Xtf  cottihe  dt  (JcscetisMs  neiiuibün  daiis  mi  miheu  itsiit/mt  cumme  iiiif 
puiissance  gudcotique  (Mem   de  Paris  I7iin) 
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Kurve  au  beweisen^).  Man  kennt  auch  eine  Vorrichtung,  sie  auf 
mechaniscliem  Wege  zu  aeiclineii^). 

II.  In  einem  Manuskripte  von  Leibniz,  datiert  vom  11.  Nov.  1675, 
betitelt  Meikodi  tangentiwn  inversae  exemph,  steht  folgende  Aufgabe: 
„Die  Kurve  zu  finden,  bei  welcher  der  Axenabschnitt  zwischen  der  Nor- 
male und  Ordinate  umgekehrt  proportional  der  Ordinate  selbst  ist"^); 
diese  führt  auf  folgende  Differenzialgleichung;  y--^^—-  schreibt 
man  diese  nun  als  y^-dy  =  m^-dx,  so  integriert  man  diese  leicht 
und  bekommt:  y^=^Bm^(x^x^;  demnach  ist  die  Kurve  nichts  anderes 
als  die  kubische  Parabel.  Sie  ist  nicht  rektiflzierbar  (vgl.  den 
Schlufs  von  Nr.  117),  jedoch  hat  Johann  Bernoulli  entdeckt,  dafs 
es  auf  ihr  Paare  von  Bogen  giebt,  deren  Differenz  rektifizierbar  ist*); 
wir  werden  dies  in  kurzem  als  die  Folge  eines  allgemeineren  Satzes 
nachweisen.  Die  Brennpunkte  der  kubischen  (sowie  der  semikubischen) 
Parabel  sind  von  A  Fuchs'^)  bestimmt  woiden  Die  Kurve  kann 
auch  raeckaniscli  gezeichnet  werden")  Schlielslich  ist  zu  bemerken 
dafs  Monge  die  fragliche  Kurve  benutzte,  um  lede  GHeichunu  dritten 
Grades  aufzulösen') 

ni.  In  einem  Briefe  an  Huygens  vom  2'^  Okt  1(37")  knkt 
F.  Schooten  dit  Aufmerksamkeit  des  groften  holländischen  freometeis 
auf  eine  Kurve    li«  duich  die  Gleichun;; 

7  ~[~  y  =  ya t^  [h 

dargestellt  wird  und  Huygens  seinerseits  teilte  sie  ui  einem  tollen 
den  Briefe  vom  2  Novembei^)  R  de  Sluse  mit  Kemei  der  ange 
führten  Geometei  erkannte  dafi  die  mEede  stehende  Kune  eme  P'vrahel 
mit  dem  Index  ^  sei    bezogen  auf  zwei  Axen,  die  mit  emander  den 


1)  Opera  varm  (Leiden  1724    S  lOO 

2)  Ma,tthie><en  Uler  die  wchani  ein.  ComtiULhoii  nnigei  Cunen  wiche 
sieh  zw  Auflösung  des  Prohlemes  von  di  BwpheaUon  des  Wm-feh  vemendeii 
lassm  {Aich.  XLVIU    1868j 

3)  Gerhardt  fresehtckte  der  Mathemattk  tw  Deutschland  (München  I877j 
S.  147. 

4)  S.  die  wichtige  AbhandluDg  Theotema  univeis  le  recttficaütmi  hnearuttt 
euruarui»  mservien^  (Acta  erudit  Octoher  16J8  Joh  Bemoulh  opeia  I  S  241 
— 353).  Daselbst  wird  die  iabioche  Parabel  p^raboia  cubioa  pnmaiia  und 
die  semikubische    paiabola  cubicahs  secunda    genannt 

5)  Untermckangen  det  Brennpunktgeigensehaften  dei  köhetm  algfh  m  h-en 
Km-veiij  imbesimdere  dei  drittel  und  wertet  Otdnung  (Diss    Marburg  1887} 

6)  roucaut  Con^ructton  micanigm  de  la  parabole  eubque  (Nouv  Ann 
XVII,  1858). 

7)  Solution  guijihtqae  ?e  legu^twn  1  t  uisitne  deoie  Con  ;>  i.  1 E  le 
poljt,  ni,  1814—16) 

8)  Oemres  de  ÄiM/Oen;.   n   S  76 

9)  Das.  S,  80  ^,,1  a  (h  Pintn  Biiet  \un  Huile  in  S  ho  ten  ycm  1  Dez 
lfiS2  (Das.  II,  S,    7) 
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Winkel  -r-  bilden;  auch  die  Gestalt  der  Kurve  blieb  ihnen  unbekannt: 
Huygens  betrachtete  nämlich  nicht  nur  den  KurTenhogen  OFG,  der 
innerhalb  des  Winkels  der  positiven  Äxenrielitungen  liegt,  sondern 
fügte  vrillkürlich  einen  Bogen  OF'G  hinzu,  der  zum  ersten  sym- 
metriaeh  in  Bezug  auf  die  a;-Äxe  liegt,  und  erhielt  infolgedeseeo,  dafs 
der  Scbvrerpunkt  des  von  der  Kurve  begrenzten  ebenen  Teiles  auf 
dieser  Äxe  liegen  niürate'^).  Der  genannte  Bogen  OFG  geht  durch 
den  Punkt  G  der  x-A:se,  der  vom  Anfangspunkte  den  Abstand  a 
hat  und  durch  den  Punkt  F,  dessen  Koordinaten  x  =^  ^^  a  und 
y  =  — -  a  sind,  und  der  ein  Kulminationspunkt  der  Kurve  ist.    Diese 

erstreckt  sich  dann  jenseits  von  0  und  G  ins  Unendliche  vermittelst 
zweier  Züge,  die  innerhalb  des  Winkels  gelegen  sind,  der  von  der 
positiven  3:-Axe  und  der  negativen  y-Aie  gebildet  wird.  Die  durch 
den  Bogen  OFG  und  die  a:-Axe  begrenzte  Fläche  wird  gegeben  durch 

I  p-dx^  j  ( —  X  -\-  yax^) äx  ^  —  ! 

infolgedessen,  und  weil  er  nun  den  Bogen  OF'G  hinzugefügt  hatte, 
glaubte  Huygens  sich  zu  der  Annahme  berechtigt,  dafs  die  Fläche 
der  Kurve  durch  —  ausgedrückt  würde.  —  Die  irrige  Ansicht  über 
die  Gestalt  der  biqiiadratisch-knbischen  Parabel  von  Schooten 
hatte  also  einen  unglücklichen  Einflufs  auf  die  Lösung  einiger  me- 
trischen Fragen,  welche  diese  Kurve  betreffen,  jedoch  keinen  Einflufs 
auf  die  Bestimmung  der  Tangente;  Huygens  entdeckte  immlich  eine 
Konstruktion  derselben,  die  nicht  nur  bemerkenswert  ist  wegen  ihrer 
Eleganz  und  Einfachheit,  sondern  auch,  weil  sie  aus  der  Untersuchung 
des  Punktes  hervorgeht,  in  welchem  die  Tangente  nicht  die  Koordinat- 
axen,  sondern  eine  besonders  gewählte  Gerade  schneidet^).  Betrachten 
wir  nämlich  die  Tangente  an  die  Kurve  (6)  im  Punkte  (x,  y),  so  ist, 
wenn  X,  Y  die  laufenden  Koordinaten  derselben  sind,  ihre  Gleichung 


Y+x 


-■--  =  -  1  + 


Wh 


setzen  wir  nun  X  =  —  - ,  so  findet  man   Y==  -\-  -- ;  dies  :ieigt,  dafs 
die  Tangente  au  die  l)ic[uadratiseli-kulbisclie  Parabel  (ö)  im  Pmikte  mit 

der  Abscissc  x  durch  den  Punkt  mit  den  Koordinaten  i ö-  ,  -g-l 

gellt;    es  ist  demnach  nichts  leichter,  als   diese  zu  konstruieren.  — 

1)  Brief  an  Sluae  Tom  7,  Dez.  1657  (Oem.  de  Evygem,  H,  S,  92), 

2)  Oemires  de  Hv/ygens,  Bd.  II,  S.  90  u,  93, 
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Wir  tönmen  noch  bemerken,  dafs  die  Kurre  folgender  parametrischer 
Darstellimg  fähig  ist: 

al*  __      aX" 

aus  welcher  sich  folgende  KoUiuearitätshedingung  für  die  drei  Pnnkte 
(«),(^),(r)  ergieht: 
ßY  +  /«^  +  a'^ß'  +  ic<ßy(ßY  -H  r«  +  <^ß)  +  «^K«  +  i^  +  !■) 
■4-6K*(3y  =  0; 

machen  wir  darin  ß  =  f,  so  erkennt  man,  dafa  durch  jeden  Punkt 
der  Kurve  yier  Tangenten  gezogen  werden  können;  daher  ist  die 
Kurre  seibat  von  der  sechsten  Klasse;  sie  besitzt  keine  andere  Singu- 
larität als  den  im  Anfang  gelegenen  dreifachen  Punkt. 

IV.  Unzählige  weitere  bemerkenswerte  Parabeln  wurden  vom 
Grafen  von  Fagnano  entdeckt.  VeranlaTst  durch  einen  auf  die  kubi- 
sche Parabel  bezüglichen  und  von  Joh.  Bernoulli  (s.  oben)  entdeckten 
Satz,  stellte  er  im  Jahre  1114  {Giomale  de'  leUeraÜ  d'Italia,  XIX,  S.  438) 
folgende  Aufgabe:  „Gegeben  sei  eine  biquadratische  Parabel  erster  Art 
(primaria),  welche  die  Gleichung  a;*  =  j/  bat,  und  ferner  sei  ein  Teil 
derselben  gegeben;  verlangt  wird,  einen  anderen  Teil  derselben  Kurve 
anangeben,  so  dafs  die  Differenz  der  angegebenen  Teile  rektiflzierbar 
ist."  Da  niemand  auf  die  gestellte  Frage  antwortete,  so  veröffent- 
lichte Fagnano  seihst  die  Lösung  in  der  wichtigen  Schrift:  Nuovo 
tmtodo  per  rettificare  la  differema  di  arcki  (imo  dei  quali  e  dato)  in 
infinite  specie  di  paräböle  irreU^ahiW-),  aus  welcher  wir  hier  wenig- 
stens die  Grundzüge  wiedergeben  müssen. 

Man  betrachte  die  Parabel  mit  der  Gleichung: 


(') 


wo  m  eine  rationale  Zahl,  und  a  eine  gegebene  Konstante  ist.  Be- 
zeichnen wir  mit  t  die  Länge  der  Tangente  im  Punkte  {x,y)  vom 
Berührungspunkte  bis  zum  Schnitt  mit  der  a;-Axe,  und  mit  s  die 
Länge  des  Kurvenbogens,  so  ist 


i^TTlT'  -  fy^  (I)'"'  iJ» ; 


1)  Giomale  de'  ktierati  d'ItaUa.,  XXII,  1715;  oder  ai.ii:h  Prodtnio' 
matiche,  U.  (Pesaro  1750)  S.  317—330. 
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durch  teilweise  Integration  ergiebt  sieh  daraus 


oder  auch 


fv^ 


-{s- 


-"Vf%' 


(8) 


Nehmen  wir  das  Integral  auf  der  rechten  Seite  zwischen  zwei 
bestimmten  Grenzen,  so  ist  seine  Bedeutimg  folgende:  Abgesehen  von 
dem  konstanten  Faktor  ----  ist  dieses  gleich  einem  Bogen  der 
Parabel  (7),  vermindei-t  um  die  Difi'erenK  zwischen  den  Längen  der 
Tangenten  in  seinen  Endpunkten,  wenn  man,  wie  gewöhnlich,  unter 
„Länge  der  Tangente"  die  Strecke  zwischen  dem  Berührungspunkte 
und  dem  Schnitte  mit  der  a:-Ase  verstellt.  Nehmen  wir  daher  auf  der 
Pararabel  vier  Punkte  P^,  P^,  6^,  Q^,  welche  den  Abscissen  p^,Pi,  2oj  ffi 
entsprechen  und  ziehen  die  Tangenten  Po^oj  J^i-^i  Qh^qi  Qi^i>  ^'^ 
können  wir  aus  (8)  die  beiden  folgenden  Gleichungen  ableiten: 


Bogt 


P^F^  —  (p^ü^  -_  p^b;)  =  - 


■  QoQi-iQiSi~QoS,)-- 


Kann  man  nun  zwischen  den  p  und  q  eine  Beziehung  aufstellen, 
derart,  dafs  das  Integral  in  der  ersten  dieser  Uleiehungen  identisch 
wird  mit  dem  in  der  zweiten,  so  hat  man 

Bogen  P„P,  —  {^F^B^  —  F^R^)  =  Bogen   Q^Q^  —  (Q,S^  —  Q^So), 
und  die  Bogen  P„P^  rmd  Qf,Qi  haben  dann  eine  rektifizierbare  Diffe- 
renz.   Die  Frage  ist  demnach  auf  die  Integration  folgender  Differenzial- 
gleichung  zurückgeführt: 


d'L 


V' +(!)■■   V'+af 


(9) 


worin  die  Wm-zeln  beliebige  Vorzeichen  haben.  Fagnano  hat  die 
Integration  in  den  Fällen  m  =  4,  3,6  ausgeführt,  indem  er  bezw. 
die  Parabeln  erhielt 
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Das  Auftreten  der  ersteren  beweist  den  angeführten  Satz  von  Joli. 
Bernoulli,  ■während  die  dritte  den  ScUüssel  znr  Lösung  des  von 
Fagoano  gestellten  Prohlema  liefert;  die  zweite  ist  eine  Kurve  fünfter 
Ordnung,  die  Bogen  mit  rektifizierbareu  Differenzen  enthält.  Alle 
entsprechenden  Kurven  wird  man  erst  dann  kennen,  wenn  man  alle  die 
Fälle  weifs,  in  welchen  die  Differenzialgleicliung  (9)  integrierbar  iat^). 


Drittes   Kapitel. 

Die  Hyperbeln  beliebiger  OrAiinns- 

120.  Wie  man  dm-eli  Verallgemeinerung  der  kanonischen  Glei- 
chung y^  =  •gx  der  Parabel  zum  Begriffe  der  Parabeln  höherer  Ord- 
nung kommt,  so  gelangt  man  durch  Betrachtung  der  Gleichung 
xy  =  (i^  einer  auf  die  Asymptoten  bezogenen  Hyperbel  zu  den 
Kurven,   die  durch  eine   Gleichung  von  folgendem  Typus  dargestellt 

werden:  ^^  ^  fgi^r  ^ (1) 

wo  n,p  positive  ganze  Zahlen  sind,  Sie  heifsen  Hyperboloiden 
oder  Hyperbeln  höherer  Ordnung*),  rechtwinklige  oder  schief- 
winklige, jenacMem  die  Axen  senkrecht  oder  schief  zueinander  siud^), 
mouoainguläre,  wennj:i^=l,  bisinguläre,  wenn  p^2  ist*).  — 
Schreiben  wir  die  Gleichung  in  der  Form 
_P.         — ^  — i 

y    "  =  «   "     ■^, 

so  zeigt  sich  deuthch  die  Analogie  mit  der  Gleichung  (l)  in  Nr.  116, 


1)  Den  obigen  Ausführungen  fügen  wir  noch  hinau,  dafs  in  einigen  n 
-Werken(Reuschle,Pr(m8(ier^Mi'üeMdtscM«8!o«l,  Stnttgart  1886;  Eaaa,  Kleyer's 
Zehrhtch  der  Diffm-entialrechfumg,  Stutigart  18S4)  für  einige  Parabeln  epezielle  Na- 
men eingeführt  sind,  die  mit  Eflckaicht  auf  ihre  Gestalt  gewählt  wurden;  es  sind 
folgende:Wencleparabel(2>'j/=a;'),Pl»chparabel(y=y=3;'),  Spitzparabel 
(p)/ä=a;'),  Wende  spitaparabel  (1/^=2»' ii;')u.'WendeflachparabeI(p*y=ii;^), 

2)  Leibnia  nannte  sie  gelegentlich  Hjperboloeides  (Leibniz  ed.  Gerhardt, 
V,  Halle  1859,  S.  90).  Andere,  wie  der  Marquis  de  l'Höpital  (Analyse  des 
mfiniment  petits,  2,  Aufl.,  Paria  1705,  8.  14),  Caraooioli  (He  Imeis  cwrms  liber, 
Pisis  1740,  S.  37)  und  Maclaurin  (TmiU  d'Algebre,  Paria  1753,  S.  183)  nannten 
Hyperbeln  die  Kurven  A'y'"''^''=-B{a'\-xf^ir",  von  denen  das  folgende  Kapitel 
handlnwird(  a  )xEieilpd  fhdqt  H,  Paris  1885,  S.33;  Montferrier, 
Dctomna  de  Sctence  maihi  iq  II  S.  102,  und  Hoffmann,  Jftttftemo- 
tscl      Tfort    &U£ft  HI,  B    linisei    %  276)  __^ 

3)  Z  d  Hyi  blngh  na  hdi  Kitven.  y=  af~^'*\  y  =^x  ^ ,  denen 
m.  d  m  th  m  t  h  Phj  k  tu  t  dem  Naanen  der  adiabatischen 
D  mmk  b  m  t  (H  1  möll  Bie  Ingenieur- Matkematii:,  I.  Teil, 
Lpgß  6  b  dNwtn  che  Gravitationskurve  mit  der 
Cl     hun        =jv        D      11   t    II    r    I    I     p  lg  1S98,  S,  15  ff.). 

4P  hl       d  W    1,  4—  5, 
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«ad  demnach  kaun   man  eine  Hyperbel   von  der  OrdnuDg  n  -{-  -p  als 

Parabel  mit  dem  Index betrachten.     Aber  auch,   wenn  wir  die 

Gfleichimg  (1)  dieser  Nr  in  ihrer  ursprüagUrhea  Form  beibehalten, 
erkennt  man  die  AnalogiP  m  t  Gleichui^  (2)  m  Nr,  116,  eine  Analogie, 
die  August  Comte  veraolaTste  aua  den  Paiabeln  nnd  Hyperbeln  eine 
einzige  Klasip  ai  bilden  deren  Elemente  ei  binomische  Kurven 
(couibes  bmomea")  namite^) 

Aus  filejchung  (1)  geht  hervoi  dafs  die  entsprechende  Kurve  im 
Unendlichpn  \  on  0-t  einen  p  fachen  und  im  Unendlichen  von  Oy 
einen  n  lachen  Punkt  hat  sie  kann  dahei  durch  zwei  Büschel  paralleler 
Strahlen,  zwischen  denen  emp  Koiiespondenz  [njp)  besteht,  erzeugt 
werden  Im  Endlichen  besitzt  --le  keinen  vielfachen  Punkt;  sie  ist 
immei  rational  und  folgendei  pai  imetristhen  Darstellung  fähig; 

r_aJ»,       ,j~^  (2) 

Als  Tangentialgleichung  der  Kurve  findet  man  folgende 

infolgedessen  ist  die  Hyperbel  zu  sich  selbst  reziprok,  und  kann 
dahin  gebracht  werden,  mit  ihrer  eigenen  Polarreziproken  in  Bezug 
auf  einen  passend  gewählten  Kreis  zusammenzufallen  *).  Es  ist  leicht 
zu  beweisen,  dafs  die  Evolute  dei  Kurve  (1)  von  der  Ordnuug 
3(w+jP)  ist,  und  dafs  durch  jeden  Punkt  P  dei  Ebene  2(w+jp)  Nor- 
malen gehen,  deren  Pufspunkte  auf  einem  Kegelschnitte  liegen,  welcher 
durch  P  und  den  Anfang  geht. 

Die  zu  Anfang  von  Nr.  117  gemachte  Rechnung  beweist,  dafs 
bei  der  dtiFCh  Gleiehimg  (1)  dargesteliten  Hyperbel  das  Verhältnis 
der  Subtaiigcnte  zur  Äbscisse  durch  '^  ausgedrückt  wird.  Daraus 
ergiebt  sich  eine  sehr  einfache  Art  die  Tangente  zu  konstruieren^).  Wir 
überlassen  es  dem  Leser,  die  in  Nr.  117  ausgeführte  Elächenberech- 
nung  der  Parabeln  auf  die  der  Hyperbeln  anzuwenden  und  bemerken 
nur  noch,  dafs  die  Quadratur  der  Hyperbeln  höherer  Ordnung  sich 
in  einem  Briefe  von  Fermat  an  Digby  vom  20.  April  1657  findet, 
der  auch  den  Hauptinhalt  anderer  Briefe,  von  Pennat  an  Torricelli 
gegen  Ende  des  Jahres  1646  gerichtet,  wiedergiebt*);  die  Methode, 
mittelst  derer  der  grofse  französische  öeometer  jenes  wichtige  Resultat 

1)  TraiU  elementawe  de  geometrie  amüytiqae  (Paria  1843)  S.  239. 

2)  Genocchi  in  Nouv.  Ana.  SUI,  1854,  S,  132—36. 

3)  Vgl.  auch  die  in  Hr.  117  citierte  Abh.  von  Sobotka. 

4)  Oeuvres  de  Fennat,  11,  S.  33S.  Vgl.  auch  einen  Brief  von  Ferraat  an 
Digby  (Das.  S.  377),  wo  auch  die  von  Wallis  aufgeätcllten  Priorit'atsrcoMo  auf 
Grund  seiner  AnÜimetica  mfimtorwin  bezeugt  werden. 
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erhielt,  erfaliri  man  aus  der  echon  erwdliiiten  Arbeit  De  aeguaUonum 
hcalmm  hansnmtatione  et  emenäaiwne^)  Mit  derselben  Sache  be- 
schäftigte sich  auch  Wallis,  wobei  er  auf  offenbare  Widersprüche 
stieft,  die  zu  beseitigen  Vaiignon^}  sowie  der  Graf  von  Fagnano^) 
mit  Erfolg  «ich  bemuht  hiben 

Setzen  wii  die  Äxen  als  rechtwinklig  voraus,  so  ist  d^  durch 
Rotation  um  die  i  Axe  des  \on  einem  Hyperhelbogen,  seiner  Pro- 
jektion auf  diese  Axe  und  die  iugphoiigen  Ordinaien  begrenzten  Vier- 
seits  erzengte  Volumen  gegeben  duich 

a\'f-dx  =  7t,\  d'  «   X    ?■  ■  dx  =  ^~zr^-  \X~^~ —  x^    f    )  ■ 

Im  speziellen  Falle  der  apollonischen  Hyperbel  ist  ^  =  w  =  1,  daher 

wird  jener  Wert  3ta*( v)  i   setzen  wir  S.  =  oo,   so   finden  wir 

einen  endlichen  Wert,  welches  auch  die  i 


Es  ist  dies  eine  bemerkenswerte  Thatsache,  die  E.  Torrieelli  ent- 
deckt hat*).  Sie  ist  einbegriffen  in  einem  anderen  allgemeinen  Satz, 
der  für  alle  Hyperbeln  gilt,  und  der  von  Koberval  entdeckt  ist^). 
Setzt  man  nämlich  p  —  2w<0  voraus,  so  erhält  man  aus  dem  vorigen 
a%emeinen  Ausdruck  für  X  =  co 


einen  raidlichen  Wert  für  alle  endlichen  Werte  von  x^.  Wäre  hin- 
gegen n  —  2p  <0,  so  würde  das  durch  Rotation  der  entsprechenden 
Hyperbel  entstehende  Volumen  unendlich  sein.  Im  Grenzfalle  ^  =  2» 
ist  das  durch  Rotation  der  Hyperbel  Xiß  =  a°  um  Oj/  erzeugte  Volumen 
endlich,  während  die  Parabel  x^y  =  a^  nur  dann  ein  endliches  Volumen 
erzeugt,  wenn  sie  um  Ox  rotiert*), 

1)  Oewm-es  de  Fennat,  I,  S.  255  fF.;  Ul,  S.  216  ff. 

2)  S^flexims  mr  hs  espaces  plm  qii  tnfina,  de  M  Wu.lh'-  (ileiii  de  Paris, 
Aimöe  MDCCVI). 

3)  Bifiessioni  in  occasione  della  guadiatnaa  degh  ipa"!  ipethohet  (Pioduzioni 
matematiche  II,  Pesaro  1750). 

i)  Torrieelli  teilte  sie  im  J.  1643  dem  P  Niteion  mit  und  im  folgenden 
Jahre  dem  Publikum  in  seinen  Opera  geomelttca 

5)  Epistöla  Aegidii  Personeni  de  Eobetial  ad  Eiangeh'itam  Torrieellmm 
(Möm.  de  Paria,  VI,  1666—1699). 

6)  Die  Notwendigkeit  verschiBclene  Falle  deraelLen  zu  unterscheiden,  auf 
die  man  gemäTa  der  Gröfse  der  Zahlen  n  und  p  tnfft,  scheint  zuerst  von  Gregorio 
Fontana  bemerkt  zu  sein  im  Art.  lU  der  Stcerdhe  anahtiehe  sopia  Amersi  mggetti 
betitelten  Abhandlung  (Mem.  della  Soc.  Ital.  delle  Scienze,  HI,  1786);  daselbst 
■werden  die  fraglichen  Kurven  iperboloidi  genannt. 


y  Google 


Drittes  Kapitel:  Die  Hyperbeln  beliebiger  Ordumig. 
Das  Bogendiffereazial  der  Hyperbel  (1)  wird  gegeben 


j  -I   /  SC+P)  3  ("+3') 

ds '^  -dxY  p^  ~\-n^a    ^     x        ^     ; 
wird  also  ausgedräckt  durch  ein  binomisches  Differential;  da  nun  die 
drei  Zahlen  — ,  ^, — r^;.  — ^-7-^—^  alle  immer  gebrochene  Zahlen  sind, 
so   ist  die  Integration  nicht  und  niemals  in  geschlossener  Form  aus- 
führbar; es  existiert  daher  keiue  rektiflzierhare  Hyperbel. 

131.  Die  Hyperbel  (1)  ist  vollständig  beatimmt,  wenn  man 
aufser  den  ganzen  Zahlen  n  und  p  die  Konstante  a  kennt;  statt  a  zu 
gehen,  kann  man  auch  einen  Punkt  x^,i/o  angehen,  durch  den  sie  geht; 
alsdann  kann,  man  (1)  echreibeu 


er-©'- 


Wenn  im  besonderen  ??  =  1 ,  so  haben  wir  eine  Kurve,  der  wir  schon 
in  Nr.  118  begegneten  als  Parabel  negativer  Ordnung  und  deren 
Punktkonstruktion  wir  kennen  lernten.  In  dem  noch  spezielleren 
Falle,  dafs  n  ^  1 ,  p  =  2  fc  und  der  Winkel  der  Axen  ein  rechter  ist, 
kann  die  entsprechende  Kurve  punktweise  durch  ein  Verfahren  kon- 
struiert werden,  das  Vincenz  Viviani^)  für  ^  =  1  anwandte,  d.  h. 
zur  Konstruktion  der  Kurve  a:y^=  a?,  die  von  ihm  iperbola  meso- 
labica  genannt  wurde  wegen  der  Anwendung,  die  er  von  ihr  auf  die 
Lösung  des  Delischen  Problems  machte.  Dieses  Verfahren  besteht  in 
Folgendem:  Wir  betrachten  einen  Halbkreis  mit  dem  Durchmesser 
AC  '=  a  (Taf.  X,  Fig.  67)  und  ziehen  durch  A  eine  beliebige  Gerade, 
welche  die  Peripherie  des  Halbkreises  in  S  und  die  ihn  in  G  berüh- 
rende Gerade  in  D  schneidet.  Es  sei  nun  BG  senkrecht  zu  AV,  GB^ 
senkrecht  zu  AD,  B^G^  senkrecht  zu  AC,  G^B^  senkrecht  AI)  und 
so  weiter.  Endlich  tragen  wir  auf  der  letzten  so  erhaltenen  Geraden 
Bk-iGi-i  die  Strecke  GM  =  AI)  ab:  der  Ort  des  Punktes  M  ist  die 
Hyperbel  a;i/^*=  0^*+^.  Aus  der  angeführten  Konstruktion  ergeben 
sich  nämlich,  wenn  wir  den  Winkel  DAG  q>  nennen  und  x,y  die 
Koordinaten  des  Punktes  M,  die  folgenden  Relationen: 

y^AI)  =  -^- 
AB  =  a  cos  fp,        AG  ^=  a  cos^  q> , 
AB^=  a  cos^y,       AGj^=  a  eos^y. 


ABk-i=  a  eo3^'"^q:j,     AG,^_^  =  ai  ^  k  cos^^gj. 

1)   Qy/into   lihro  di  Eudide   0  Scienea  universale  düle  proporsioni  spiegata 
coHa  dottrina  del  GaMleo  l^Plorenz  1647)  S,  378— TS, 
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Naeli  Elimination  von  if  aus  der  ersten  und  der  letzten  Gleichung 
ergiebt  sieh  ^  si  ^  ^st+i 

■womit  die  Beliauptung  bewiesen  ist.  —  Nebenher  erkennt  man  ans 
den  angeführten  Delationen,  dafs  ■wenn  man  eine  Kurve  konstruiert 
derart,  dafs  die  Koordinaten  X,  y  eiiiea  ihrer  erzeugenden  Punkte  F 
gleich  ^J5t_i  und  AD  sind,  man  hat 

woraus  durch  Elimination  von  tp  sich  ergiebt 

demnach  ist   der  Ort  der  Punkte  P  eine  Hyperbel  gerader  Ordnung. 
Wir   beschliersen   dieses  Kapitel   mit   der  Bemerkung,    dafs    die 
Hyperbeln  f ür  p '=  1  Spezialfälle  der  hyperbolischen  Kurven  mit 
der  Gleichung  ^^  „ 

sind,  und  dafs  die  Parabeln  und  diese  Hyperbeln  besondere  Fälle  von 
Kurven  sind,  die  durch  eine  Gleichung  von  folgendem  Typus  dargestellt 
werden  ™  ,       .m—i. 


von  denen  Maelaurin  wichtige  Anwendungen  machte^).  Er  be- 
merkte auch,  dafs,  wenn  n'>m,  sie  die  x-Axe  zur-  Asymptote  haben, 
wovon  man  sich  unschwer  überzeugen  kann;  wenn  dann  n  >  m  -\-  1, 
und  man  schreibt 


_]j„a:"+y,j:''    ^+_ 


-™    p.+^+-+m 


so  sieht  man,  dafs  für  alle  positiven  Werte  von  x  die  Gröfse  «"'""'j/ 
kleiner  ist  als   eine  bestimmte  endliche  Konstante;  infolgedessen  ist 

nach  einem  bekannten  Satze^    /  p-dx  eine  endliche  Gröfse,  daher  ist 

die  awiaehen  einer  Oi-dinate,  der  Kurve,  und  der  Absciseenaxe  belegene 
Pläche  Ton  endlichem  Werte.  Ea  ist  dieses  eine  weitere  Eigen- 
tümlichkeit der  fraglichen  Kurven,  die  Maelaurin  aufgefunden  hat. 

1)  Treatise  an  ftiauom  (Edinburgh,  1742)  §  337. 

2)  S,    z.  B.    Serret-Harnack,    Differential-    und   Integral -Bechnwng  II. 
(2.  Aufl.   Leipzig  1899)  S.  83. 
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Viertes  Kapitel. 

Die  Perlkurven. 

122.     Ein  centraler  Kegelschnitt,  der  durch  die  Gleichung 

gegeben  ist  (wo  £  =  +  1,  wenn  es  sich  um  eine  Ellipse,  £  =  ■ — 1, 
wenn  es  sich  um  eine  Hyperhel  handelt),  kann  auch  durch  folgende 
Gleichung  dargestellt  werden,  wenn  man  als  Anfang  einen  Scheitel 
der  KuiTe  nimmt; 

a:(2«  +  x)  =  +  £p?/^ 

Wenden  wir  auf  diese  den  Verallgemein erungsprozefs  an,  der  uns  zu 
den  höheren  Paraheln  und  Hyperbeln  führte,  so  kommt  man  auf 
Kurven,  die  folgende  allgemeine  Gleichung  haben: 

x'{a±xy  =  -^^f, (I) 

wo  «  und  J)  zwei  gegebene  Strecken  sind  nnd  p,  r,  s  drei  positive 
ganze  Zahlen,  die  alle  keinen  gemeinsamen  Faktor  haben.  Diese 
heifsen  Perlkurven;  die  Parabeln  sind  spezielle  Perlkurven,  wie  man 
sieht,  wenn  man  in  Gleichung  (1)  r  =  0  oder  s  =  0  setzt.  Andere 
speziellere  Kurven  erhält  man,  indem  man  r  =  1 ,  s  =  m,  j)  =  ra,  h  =  a 
setzt;  dann  wird  Gleichung  (1)  zu 

S--fct^ (2) 

und  ist  dann  die  allgemeine  Gleichung  der  sogenannten  Perlkurven 
von  der  (n  -\-  1)'™  Ordnung;  wenn  schliefslich  wieder  h  =  a,  aber 
p  =  r  -\-  s,  und  man  das  —Zeichen  nimmt,  so  erhält  man  die  Kurven 

yr+s  =  [^a  —  xyaf, 
die  man  Kreise  höherer  Ordnung  genannt  hat^). 

Einige  spezielle  Perlkurven  erwähnt  R.  de  Sluse  in  vier  an 
Huygens  gerichteten  Briefen  vom  14.  Aug.  1657,  8.  Jan.,  19.  Febr. 
und  12.  April  1658^);  in  einem  anderen  Briefe  von  ihm  an  denselben 
(15.  Juli  1659)  wird  das  Wort  „elliptoides"  angewandt,  um  die  be- 
treffenden Kurven  zu  bezeichnen  mit  der  Anmerkung  „perlas  vocat 
Detonvillius"");  dies  veranlaXst  uns  auf  den  Briefwechsel  zwischen  Sluse 


1)  Caraecioli,  De  Imm  curvis  Über  (: 
thoäi^e  I.  (Paris  1784)  S.  336;  Moatferriei 
(Bmsellea  1838)  S.  316- 

2)  Oeum-es  de  Hut/gern,  U,  S.  4li,  121,  131  u. 

3)  Das.  S.  458. 
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und  Pascal  hinzuweisen,  deien  Briefe  vom  6.  April  und  29.  Juni  1658 
die  hier  behandelten  Kurven  betreffen.  Es  scheint  daher,  dafs,  wenn 
der  Begriff  derselben  eine  Schöpfung  Sluse's  ist,  der  von  una  an- 
gewendete Name  von  Pascal  herrührt"^). 

Aus  der  Gleichung  (1)  geht  hervor,  dafs  die  durch  sie  dargestellte 
Perlkurve  eine  algebraische  Kurve  von  der  Ordnung  gleich  der  gröfseren 
der  beiden  Zahlen  r-\-s  und  p  ist;  der  Anfang  ist  ein  Prmtt  von 
der  Vielfachheit  gleich  der  kleineren  der  Zahlen  s  und  p,  während 
der  Punkt  x^=  +  a,  y  =  0  eine  Vielfachheit  besitzt,  die  durch  die 
kleinere  der  Zahlen  r  und  p  ausgedrückt  wird.  Wenn  r-\-s<ip,  so 
sind  alle  unendlich  fernen  Punkte  der  Kurve  in  dem  unendlich  fernen 
von  Ox  vereinigt,  wenn  dagegen  r-\-s'>p,  so  vereinigen  sie  sich  im 
unendlich  fernen  von  Oy,  wenn  endlieh  p^r~\~s,  so  hat  die  Kurve 
die  r-\-s  Punkte  auf  der  unendlich  fernen  Geraden  derartig  liegen, 
dafs    —  ^  CO  -i- ,  wo  flj  eine  (r  +  s")**  Wurzel  der  Einheit  bedeutet. 

In  dem  oben  citierten  Briefe  vom  12.  April  1658  behauptet  Sluse, 
dafa  er  im  stände  sei  die  Tangenten  au  alle  Perlkurven  zu  konstruieren; 
aber  welches  die  von  ihm  zu  dem  Zwecke  formulierte  „unica  et  bre- 
via  regula"  gewesen,  ist  uns  nicht  bekannt.  JedenfaUa  ist  es  leicht, 
sich  davon  zu  überzeugen,  dafs  er  sich  wohl  nicht  gerühmt  habe,  etwas 
erreicht  zu  haben,  das  er  nicht  im  stände  gewesen  zu  leisten.  Be- 
achten wir  nämlich,  dafs  aus  (1)  folgt 

daher  wird  die  Subtaugente  gegeben  durch 

^dy  as±{r-\-s)x  ' 

welcher  Ausdruck  sich  mit  Zirbel  und  Lineal  konstruieren  läfsfc,  welches 
auch  die  ganzen  Zahlen  p,r,s  sein  mögen;  die  Regel  von  de  Sluse 
konnte  nichts  anderes  sein,-  als  ein  spezieller  Ausdruck  dieser  Kon- 
struktion. 

In  demselben  Briefe  vom  16.  April  bekannte  Sluse,  dafs  er  nicht 
wüfste  die  Quadratur  und  die  Schwerpunkte  aller  Perlkurven  zu  finden; 
es  ist  leicht  einzusehen,  dafs  er  hier  auf  eine  Schwierigkeit  stiefs,  die 
erst  die  moderne  Analysis  völlig  aufzuldären  im  stände  ist.  Man  be- 
achte nämlich,  dafs  die  Gleichung  (2)  ergiebt: 

f  y-  dx  =  ba      ^  j  x^"  (a-{'X)''-dx-, 
nun  finden   wir  auf   der   rechten  Seite    ein  binomisches  Differenzial, 

1)  C.  Le  Paige,  Oon-espondtmce  de  F.  B.  de  Sktse,  pabliee  pow  la  pre- 
müre  foig  et  pricidie  d'wne  mtroditcUon  (Bullettino  di  Bibl.  e  Storia  eto.  XVll, 
1887)  S.  494—98. 
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welches  nur  dann  in   geschlossener  Form   integrierbar  ist,   wenn  eine 

der  GrÖfsen  — ,  — ,  eine  ganze  Zahl  ist. 

p  '  p  '     p  '' 

Diese   drei  Umstände  treten  gleichzeitig  ein,   wenn  p  =  \.     In 

diesem  Falle  hat  man 

jy-dx  =^q:7  I  x'{a  +  a;)''  dx  =^  ^^^^  j  ai'-  dx  ^{+iy(l\a'~''x'' 


Integriert  man  zwischen  ^  =  0  und  x  =  -{-a,  so  findet  man  für  die 
Fläche  A  folgenden  Wert:  _ 

^-(+l)-'<"2(-l)*öl+i+Ti      ■     ■     ■     (8) 
im  speziellen  für  die  Kurve 

x{a  —  xy  =  Vy (4) 

findet  man  ''^iL 

.i-(f)'«'2(-i)'(I)»i-.' w 

Nun  beachte  man,  dafs  für  x  =  ^  die  GL  (4)  ergiebt  p  = -^-At) 
und  daCs  die  i'läehe  T  des  Rechtecks,  dessen  Seiten  a  und  dieser  Wei-t 
von  y  sind,  gegeben  ist  durch 

infolgedessen  ist  ^^^ 

F-2'+*2(-i)'0,rf-.-. C) 

eine  elegante  Relation,  die  sich  in  einem  Artikel  befindet,  der  einem 
Briefe  an  Huygena  vom  31.  Jan.  1659  beigefügt  ist,  und  betitelt  ist 
La  Quadratwre  des  Perles  de  Monsieur  Sluse  par  Cl.  Mylon.  lEn  Jum 
1658^).  Beispielsweise  liefert  Gleichung  (6):  für  r  =  2,  -f^j;  für 
»•  =  3 ,   -y  =  5    11-  s.  fort. 

Einer  analytischen  Schwierigkeit  von  demselben  Grade,  wie  sie 
die  Quadratur  der  Perlkurven  bietet,  begegnet  man  auch  bei  der  Ku- 
batur der  durch  Rotation  derselben  um  die  a;-Axe  erzeugten  Körper; 
man  bekommt  nämlich 

Y=^^Jy^-dx  =  %l''a       *  J  xp  {a  +  xj^-dx . 

1)  Oew»-es  de  Swygens,  II,  Ö,  337, 
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Die  Berechnung  von  V  hängt  daher  von  einem  binomischen  Diffe- 
rential ab,  welches  in  gesehiossener  Form  nur  dann  integrierbsir  ist, 
wenn  eine  der  Gröfsen  —  ,  — ,  ■  ■  -  ■  eine  ffanze  Zahl  ist;  dies  tritt 
im  speziellen  auch  hier  wieder  ein,  wenn  y  =  1.  —  Ahnliche  Ver- 
hältnisse wiederholen  sich  bei  der  Bestimmnr^  der  Schwei'punkte. 

123.  Die  Perlkurven  erfi'euen  sich  nicht  besonderer  geometrischer 
Eigentümlichkeiten,  sie  besitzen  daher  vom  wissenschaftlichen  Stand- 
punkte nur  geringes  Interesse.  Jedoch  die  Seiten  des  gelehrten  Brief- 
wechsels von  Huygens,  die  dieselben  erwähnen,  haben  eine  ziemliche, 
bis  jetzt  noch  unbeachtete  Bedeutung  fär  den  Historiker,  der  sich  aus 
ihnen  ein  Bild  der  Cartesischen  Geometrie,  wie  sie  in  ihrem  ersten 
Entwiekelungsstadium  gewesen  ist,  rekonstruieren  kann;  es  dürfte 
daher  gerechtfertigt  sein,  wenn  wir  an  dieser  Stelle  dabei  verweilen, 
einiges  über  die  speziellen  Perlkurven,  die  auf  jenen  Briefseiten  be- 
trachtet werden,  anzuführen. 

Es  ist  Sluse's  Brief  vom  14.  Aug.  1657,  in  welchem  sich  die 
erste  Perikurve*),  nämlich  die  mit  der  Gleichung 

a^(ffi  — a:)  =  Ö> (7) 

findet.  Daselbst  wird  die  Bestimmung  der  Tangente  und  des  Schwer- 
punktes vorgelegt,  und  die  Eurve  irrtümlicherweise  als  symmetrisch 
in  Bezug  auf  Ox  bezeichnet,  wie  man  aus  der  Figur  68  ersieht;  diese 
veranlafste  wahrscheinlich  den  Namen  Perlkurve;  eine  leichte  Dis- 
kussion zeigt  dagegen,  dafs  die  Gestalt  der  Kurve  durch  Fig.  69  (Taf.  X) 
wiedergegeben  wird^).  In  der  vom  3.  Sept.  1657  datierten  Antwort  au 
Sluse^)  zeichnet  Huygens  exakt  den  begrenzten  Bogen  OWA  (Fig.  691 
—  in  welchem  auch  der  Wendepunkt  mit  der  Abscisse  -^  mai'kiert  ist  — ■ 
aber  er  unterdrückt  die  unendlichen  Zweige  und  fügt  willkürlich  den 
zu  Oai  symmetrischen  Bogen  hinzu.  —  Mit  der  ersten  Perlkurve  hat 
sich  auch  Fr.  van  Schooten  beschäftigt^),  indem  er  seine  Betrach- 
tungen auf  den  Bogen  OMA  beschränkte.  Er  fand,  wenn  man  die  zum 
Punkte  mit  der  Abscisse  x  gehörende  Subtangente  mit  ä  bezeichnet, 
dafa  dann  d^        _  — ,  was  leicht  zu  verifizieren  ist;  als  Folgesatz 

1)  OeavTiS  äe  Suygens,  II,  S.  47.  Unabhängig  von  Sluse  wurde  die  durch 
die  Gleicbiuig  x'  +  a'x^^b'y  dargestellte  Kurve  für  Zwecke  der  Analjeis  vom 
Abte  Caluao  untersucht  (De  la  resolution  Abb  iquations  ««inrngues  de  tous  les 
degres,  Mto.  de  Turin,  VI,  1792—1800);  er  schlug  vor,  ilu-  den  auf  ihre  Gestalt 
beEöglichen  Namen  Anaoampis  zu  geben. 

2)  Die  Kurve  berührt  die  a:-Axe  im  Anfangspunkte,  sie  hat  den  unendlich 
fernen  von  Oy  als  Spitze  mit  der  unendlich  fernen  Geraden  als  zugehöriger 
Tangente,  sie  ist  demnach  vom  Gteschleclit  0,  von  der  Klasse  3. 

3)  Oeuvres  de  Hm/gens,  II,  S,  49;  ä.  a.  S.  116.  Dieselbe  Pigur  findet  man 
in  der  Iniientio  niethodi  ad  langmfes  Umarum  (rmwirwn,-  einem  Anhange  au 
einem  Briefe  Huygens  an  J.  de  Witt  (das.  IV,  8,  S12  ff.). 

4)  Brief  an  Huygens  vom  29.  Okt.  1657  in  Oeuwes  de  H.  II,  S.  73. 
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leitet  er  die  Bestimmmigsgleichuiig  für  die  (drei)  durch  einen  be- 
liebigen Punkt  der  Ebene  laufenden.  Tangenten  an  die  Perlkurre  ab. 
Der  Wert  für  d  zeigte  Schooten,  dafs  die  Tangente  im  Punkte  mit 
der  Abscisse  -^  durch  den  Anfangspunkt  gehe,  und  dafa  der  Punkt  M 
mit  der  Abscisse  —  ein  Kulminationspunkt  sei.  Ans  demselben 
Werte  für  d  ergiebt  sieb: 

welche  Gleichung,  wenn  d  gegeben  ist,  die  Abacisaen  derjenigen  beiden 
Karvenpunkte  bestimmt,  deren  Tangenten  durch  den  Punkt  (d,  0)  gehen  ^). 
Die  Diskriminante  hat  nun  den  Wert  (a~{-ä)(a-^dd),  ist  also  immer 
positiT,  wenn  d>0  ist;  demnach  gehen  von  Jedem  Pnnkte  der  positive« 
iW-Axe  zwei  reelle  Tangenten  an  diese  Perlkurve.  Schooten  bemerkte 
diese  Eigentümlichkeit  nur  für  das  Stück  OA.  ^  Nicht  weniger  be- 
merkenswert sind  die  von  Schooten  für  die  Quadratui'  aufgestellten  Sätze. 
Vor  allem  hat  er  bemerkt,  dafs  das  Doppelte  der  Fläche  OFMA  0 
gleich  dem  Rechteck  ist,  dessen  Länge  OA  ^  a  und  dessen  Breite 
gleich  I  der  Masimal-Ordinate  ist;  diese  beiden  Flächen  sind  nämlich  an 
Inhalt  gleich  t^ts-  Ferner  bemerkte  er,  dafs,  wenn  man  die  Ge- 
raden OF,  FM  zieht,  diese  mit  den  zugehörigen  Bögen  der  Perlkurve 
zwei  gleich  grofse  Flächen  begrenzen,  wovon  man  sich  durch  eine 
Integration  leicht  überzeugen  kann. 

Am  Schlüsse  des  oben  erwähnten  Briefes  schlägt  Fr.  van  Schooten 
die  Untersuchung  dreier  neuen  Kurven  vor;  die  erste  derselben  hat  fol- 
gende Gleichung  ax^  =  f  +  2a«/*  +  a^y ; 
setzen  wir  in  dieser  x  ^  — ti ,    ^  =  |  —  a,  so  wird  diese  zu 

»',-£•(»-8; (8) 

demnach  ist  die  betreffende  Kurve  ein  Spezialfall  der  durch  Gleichung  (7) 
dargestellten.  Dies  hat  Schooten  nicht  bemerkt  —  er  glaubte,  dafs 
die  Kurve  von  pai-abolischer  Form  sei^),  während  sie  das  in  Taf.  X, 
Fig.  70  gezeichnete  Aussehen  hat  —  auch  Sluse  und  Huygens  er- 
kajmten  dies  nicht^)  und  gaben  zwei  Konstruktionen  für  die  Tangente 
derselben  an,  die  sich  auf  die  Untersuchung  derjenigen  Punkte  gi-ün- 
deten,  in  denen  diese  Gerade  die  Koordinataxen  schneidet,  über  die 
eleganten  Formeln  für  die  Quadratur  dieser  Kurve  zu  berichten  sowie 
diese  darzulegen,  dazu  gebricht  es  uns  hier  an  Raum. 

In  dem  o.  a.  Briefe  vom  8.  Jan.  1658  machte  K.  de  Sluse  die 
Bemerkung,  dafs  die  Perlkurve  (8)  zu  einer  Serie  von  Kurven  gehöre, 
deren  erste  Elemente  folgende  Gleichungen  haben: 

1)  Man  beachte,  dafa,  da  die  le-Axe  Tangente  ist,  durch  jeden  ihrer  Punkte 
Ewei  andere  Tangenten  der  Perlknrye  gehen. 

3)  Oeum-es  de  Httygma  II,  S.  76.        3)  Das.  S.  8Ö,  8U,  90  n.  93, 
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tty —  ^^=  tsa;,    öy—  »/^^  ic*,    ay^- —  y^=  «*^,     ay^ —  y^=  O/x"-, 

und  fügte  hinzu,  dafs  man  auch  die  analoge  Serie  betraehten  könne, 
ay-\-y^^  ax,     ay-\-y^=^  x^ ,     ay^-{-  y^=  a^x,      ay^ -\-  y^  =  ax^; 

nun  ist  klar,  dafs  die  Kurve  ay^-]-  y^=  a^x  eben  nur  dag  Spiegelbild 
in  Bezug  auf  Ox  zu  der  homologen  in  der  ersten  Serie  ist,  die  Ton  (8) 
nicht  veisehieden  ist.  Dies  hat  de  Sluse  nicht  bemerkt,  und  dsiher 
hat  er  sieh  damit  aufgehalten,  direkt  einige  Eigenschaften  derselben 
aufzufinden.  Wir  werden  seinem  Beispiele  nicht  folgen,  sondern  be- 
merken, dafs  weiterhin  in  demselben  Briefe  die  Rede  ist  von  einer 
Perlkurve  vierter  Ordnung,  nämlich  von  der  durch  folgende  filei- 
ehung  dargestellten:  ^^a  _  y*  =  o^a^ä ^-gj 

Sie  ist  eine  in  Bezug  auf  Oy  symmetrische  Kuitg,  welche  Gerade 
Tangente  im  Änfangapuukte  ist,  der  eine  Spitze  ist;  de  Sluse  be- 
trachtete nur  die  im  Winkel  der  positiven  Koordinataxen  gelegene 
Hälfte,  indem  er  bemerkte,  dafs  die  grÖfste  Abscisse  der  Ordinate  — 
entspricht;  die  Punkte  x  =  ^^,  y  =  ^  sind  Wendepunkte  (s.  Fig.  72). 
Über  die  Fläche  der  halben  Perlkurve  bemerkt  de  Sluse  „hoc  spatiujn 
si  fuerit  dimensum,  seias,  te  cireulum  ipsum  facile  metiri  posse";  in 
der  That  beträgt  diese  Fläche 


F=jx-dy-=  ^fyYay  —  y^-dij  = 


ist  demnach  gleich  einem  Kreise  mit  dem  Radius  -j--  In  demselben 
Briefe  legt  Sluse  seinem  berühmten  Korrespondenten  auch  die  Frage 
vor  nach  dem  Verhältnis  zwischen  dem  Volumen  V,  das  durch  Ro- 
tation dieser  Fläche  um  Oy  entsteht  und  dem  Volumen  U  des  Cylin- 
ders,  dessen  Örundfläche  der  Kreis  mit  dem  Radius  gleich  der  zur 
Ordinate  ^a  gehörenden  Abscisse,  und  dessen  Hohe  a  ist.  Huygens 
antwortet  unterm  22.  Jan.  1658,  dafs  dieses  Verhältnis  gleich  64 :  135 
sei,  „nisi  me  calculus  fallit"^).     Da  nämüch 

r=xjx'-dy^^,f{ay^  —  y')äy  — ^,         ^=-^S" 

ist,  so  ergiebt  sieh  in  der  That  -^  =  -—  ■ 

Von  der  vierten  Ordnung  ist  ferner  die  Perlkurve,   die  die  Glei- 
chung hat  af-t  =  a^ (10) 

und  von  der  de  Sluse  in  dem  Briefe  an  Huygens  vom  19.  Febr.  1658') 
spricht.     Von  derselben  sowie  von  der  vorigen  ist  auch  die  Rede  in 


1)  Oeuvres  de  Hwygenn,  11,  8,  131.         2)  Das,  S,  124.         3)  Das.  S.  134. 
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den  Briefen,  die  zwiBcheii.  rlen  beiden  genannten  Geometem  gewechselt 
wurden  am  4.,  12.  und  14.  März  1658^).  Aus  dem  Inhalte  derselben 
ergieht  sich  eine  bemerkenswerte  Konstruktion  der  fraglichen  Kurve. 
Schreibt  man  nämlich  die  Gleichung  (10)  folgendermafeen 

i/{ay  —  )/^  =  £c*, 
und  betrachtet  den  Kreis  mit  der  Gleichung  ay  —  y*  =  X-^,  so  er- 
giebt  sich  x  =^  Y'x^  ■  y;  demnach  ist  x  die  mittlere  Proportionale 
zwischen  x^  und  */.  Man  nehme  daher  auf  der  «/-Axe  die  Strecke 
OÄ  =  a,  beschreibe  Über  OA  als  Durchmesser  einen  Kreis,  greife 
auf  OÄ  einen  beliebigen  Punkt  M  heraus  (Taf.  XI,  Fig.  71)  und 
ziehe  die  Sehne  NN'  parallel  zu  Ox  durch  M.  Dami  trage  man  auf 
Oy  ML^MN  ab  und  beschreibe  über  dem  Durchmesser  OL  einen 
Kreis;  dieser  schneidet  die  Gerade  JVJV'  in  zwei  Punkten  PP'  der 
Perlkurve.  —  Beti'achten  wir  der  Analogie  folgend  denselben  Kreia 
ay  —  y^:^x^^,  so  läfst  sieh  Gleichung  (9)  sehreiben  x^y '=  ax.  Be- 
schreibt man  daher  wie  vorhin  den  Kreis  über  OA  als  Durch- 
messer (Taf  XT,  Fig.  72)  und  zieht  eine  beliebige,  dazu  senkrechte 
Sehne  NMN',  nimmt  auf  Oy  ML  =  a,  so  wird  die  durch  0  zu 
LN  gezogene  Parallele  die  Sehne  NN'  in  einem  Punkte  P  der  Perl- 
kurvG  (9)  schneiden.  - —  Weitere  Details  über  die  speziellen  Perl- 
kurven finden  sich  in  dem  gelehrten  Briefwechsel  von  Huygens. 


Fünftes  Kapitel. 
Die  Kurven  von  Laniö  und  die  triangulär-synimetri  sehen  Kurven. 
124.     Die  Gleichungen 

5+1=1-  -I  +  H'-  ©  +  (f)"=i'  /f+l/f-i. 

die  beaüglich  eine  Gferade,  eine  Hyperbel,  einen  centrischen  Kegel- 
schnitt imd  eine  Parabel  darstellen,  sind  offenbar  Spezialfälle  von. 
folgender  Gleichung  /«)"'  i    (yY^  i  /n 

wo  a  und  b  beliebige  GrÖfsen  und  m  eine  rationale  Zahl  ist,  den  man  den 
Index  oderExponenten  nennen  kann.  Sie  kommen  (wie  die  Perlkur  veu 
{« -}"  1)*™  Ordn.)  in  der  Kategorie  der  trinomischen  Kurven  von 
A.  Comte*)  vor,  und  um  allgemein  betrachtet  zu  werden,  zum  eraten- 

1)  Oemres  de  Siti/gem,  11,  S.  144, 148  u.  150. 

2)  Giom4tit'ie  anaVytique  (Paris  1843)    S.  24a.  —  Diesei-  Name  pafst  auch 

auf  die  allgemeioereii  Kurven  f— j  -f  (y)  =  1t  ^i^  Euaet  in  den  Nouv,  Ann, 
Xm,  1854,  betraclitet  tat. 
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mal  bei  Gf.  Lame^);  sie  werden,  wenn  die  Koordinatasen  rechtwinklig 
sind,  gewöhnlich  Kuryen  von  Lamö  genannt^.  Sie  spielen  eine  wich- 
tige Bolle  in  der  Theorie  der  veraUgem einer ten  Hyperbelfunktionen'); 
augenscheinlich  können  sie  alg  eiae  Verallgemeinerung  nicht  nur  tier 
Kegelschnitte,  sondern  auch  der  Kreuzkurve,  der  Kohlenspitzkurve  und 
der  regulären  Astroiden  gelten.  (Vgl.  Nr.  97  und  104.)  -—  Wenn  m 
eine  gerade  Zahl,  so  ist  die  Kurve  (1)  zu  beiden  Axen  symmetrisch; 
ihre  reellen  Pimkte  liegen  alle  innerhalb  des  von  den  Geraden  x  =  ^a, 
1/  =  -|-  6  begrenzten  Rechtecks,  wenn  m  zugleich  positiv  ist;  die  Kurve 
schmiegt  sich  diesem  Rechtecke  um  so  enger  an,  je  gröfser  M  ist. 
Ist  m  dagegen  ungerade,  so  ist  die  Kurve  nur  in  dem  Falle  &  =  « 
symmetrisch,  aber  zur  Halbierungslinie  des  Winkels  der  positiven  Äxen; 
ihre  reellen  Punkte  liegen,  wenn  m  positiv  ist,  alle  innerhalb  des  von 
den  Geraden  a;  +  y  =  0  und  x-\-'y  = 
zielle  Beispiele  fuhren  wir  die  beiden  Km-ven 

g)*+(f)*=l     und     :^-^f=a^ 
an,  deren  Gestalt  auf  Taf.  XI  die  I'iguren  73  und  74  wiedergeben. 
Setzt  man  übrigens  ^=  4,    f-  =  t^i  so  wird  die  Gl.  (1)  zu 

{.+  ,"_*- (!■) 

Folglich  kann  jede  Lame'eche  Kurve  durch  Projektion  aus  der  ana- 
logen aber  spezielleren  Kurve  (1')  erhalten  werden. 

Was  nun  die  durch  Gleichung  (1)  dargestellten  Kurven  angeht, 
so  hat  Lame  a.  a.  0.  einen  hemerkenswerten  Satz  bewiesen,  der  ferner 
von  Magnus*)  dargethan  und  von  Gilbert^)  von  neuem  aufgefunden 
wurde.  Um  diesen  kennen  zu  lernen,  betrachten  wir  die  oo^  Kurven, 
die  durch  folgende  Gleichung  dargestellt  werden 


1)  Examen  des  differenfes  methodes  employies  pour  risoudre  les  probUmes  de 
geometrie  (Paris  1818)  S.  105  ff.  —  Auf  eine  Bperielle  Lam^'sche  Kurve,  nämlioli 
die  mit  der  Gleichung  3!'-|~  j/'^=c",  wandte  Barrow  seine  Tangentenmethode 
an;  s,  die  Leetiones  geomeMeae,  zuerst  herausgeg.  London  16T0  und  repro- 
duziert in  The  math.  Works  of  Is.  Barrow  ed.  Wheweü  (Cambridge  1860). 

2)  Ausnahme  von  dieser  Begel  macht  der  Abt  Aonat,  der  den  Namen 
Strophoiden  gebraucht  {Analt/se  mfimtesivKde  des  cowbes  planes,  Paris  1873, 
S.  58)  und  der  Lord  Mc.  Laren,  der  sie  Zweifache  Ovale  nannte  (Equation 

of  the  glisetle  of  tke  tivofold  ovcd  —j^  -)-  -^  =  1.    Proc.  of  the  Edinburgh  Eoy. 
Soc,  XVni,  1890).  * 

3)  8.  Kap.  Vin  des  Werkes  von  S.  Günther,  Die  Lehre  von  den  gewökn- 
Kchen  imd  vet-cälgemeinerten  Hy}>e^-belfymkUone!n.  (Halle  1881). 

4)  Sa/mmlung  von  Aufgaben  imd  Lehrsätzen  aus  der  analytischen  Geometrie 
(Berlin  1833)  S.  686. 

5)  Sur  les  courbes  iilanes  ä  eguations  trinomes  (Nouv,  Ann,  2'  Serie,  IX,  1870), 
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(1)'+©"-^. C^) 

und  wo  die  Gröfseii  |,  -rj  durch  die  Relation  verknüpft  sind: 

(l)'+(D'=»= (ä) 

es  wird  behauptet,  dafs  deren  Enveloppe  eine  Lame'sche  Kurve 
von  der  Art  (1)  ist  mit  dem  Indes  ",  ■  In  der  That,  wenden 
wir  die  Methode  der  unbestimmten  Multiplikatoren  an,  so  erkennt 
man,  dafs  die  Grleiehnng  der  fraghchen  Enveloppe  durch  Elimination 
von  i,  ij,  aus  Gleichung  (2)  vermittelst  folgender  Relationen  entsteht 

sie  ist  daher 


+ 


'^^l: 


eee  Gleichung  beweist  durch  ihre  Form  den  ausgesprochenen  Satz. 
Ein  anderer  bemerkenswerter  Satz  bezieht  sich  auf  die  Krümmung 
r  Lame'schen  Kurven'^).    Man  kann  ihn  in  folgender  Weise  erhalten: 
s  der  Gleichung  (1)  ergiebt  sich 


■   äy 


(4) 


'   il.   , 


differenzieren  wir  diese  nach  x,  so  folgt 

-{9"s-('»-i)(fr(i-^-f)- 

welche  Gleichung  mit  (4)  multiphziert  ergiebt 

Dieser  Ausdruck  zeigt,  dafs  der  Krümmur^sradius  K„,  der  Kune  (1) 
im  Pimkte   'I'{x,y)  durch  folgende  Formel  gegeben  ist: 


(5) 


(6) 


1)  G.  Pouret,  OoBfifnictMW  dit  roi/ow  de  cow&ifre  de  nertavfiw  ciosses  At 
cowbes,  notamment  des  cotirhes  äe  Lamd  et  des  paio^oles  et  hypmböles  des  dt 
wers  ordre»  (C.  E.  CX,  1890);  E.  Goüefroy,  S«r  ki,  layotn  de  tombuie  de  wr 
taines  cou/rbes  et  stirfaces,  en  pai-UcifUer  de  couihet  ft  ciiifaebs  de  Lame  fjouin 
de  l'Eo.  polyt,  Heft  LXU,  isea). 
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V.  Abschnitt:  Spezielle  algebraische  Kiiivea  beliehigar  Ordnung. 
Führt  man  noch  den  Bogen  S  als  nnabhängige  Variabele  ein,  S' 


') 


Bieh  daraus  ableiten 

4  dx  dy   I  —,—    -5^  1 

(m  — l)ii„,  "  ds    da  \    ^ 

Betrachten  wir  nun  tten  so  entstandenen  Ausdruck  für  (ni  —  1)-K„j, 
so  sehen  wir,  dafs  dieser  weder  TOn  a  und  h,  noch  auch  Ton  m  ab- 
hängt, sondern  nur  von  den  Koordinaten  x,y  des  beti'achteten  Punktes 
und  Ton  der  Richtung  der  Geraden,  die  daselbst  die  Kurve  beröhrt; 
mit  anderen  Woi-ten  —  benutzen  wir  die  von  S.  Lie  eingeführte 
Nomenklatur^  ■ —  es  ist  (m  —  1)  .R^  eine  Funktion  nur  von  den  Linien- 
elementen der  Kurve,  die  ihren  Sitz  im  Punkte  P  haben.  Daraus 
folgt,  wenn  wir  eine  andere  Lame'sche  Kurve  vom  Typus  (1)  be- 
trachten K.  B,  folgende 

&)"+(f)-i> 

und  wir  nehmen  an,  dafs  sie  die  vorige  im  Punkte  P  berühre,  dafs 
der  Wert  der  Funktion  (m' — 1)^,^,  derselbe  sein  wird,  wie  der  der 
Funfeiion  (m  —  l)^m-     Daraus  folgt 

{m^l)E^={m—l)B^.,  oder  -^■^  =  ^E^>  ■  (?) 
welche  Beziehung  folgender  Säte  ausdrüctl;;  Wenn  zwei  auf  dieselben 
AxeB  bezogene  Lam^'schen  Knrven  mit  äen  Indices  m  nnd  m'  sich 
in  einem  Punkte  herfihren,  so  wird  das  Verhältnis  der  Krümm^rtigeu 
in  diesem  Punkte  durch  i_.  ausgedrückt.  Wenn  man  daher  den 
Krümmungsradius  in  einem  Punkte  der  unendlich  vielen  sich  daselbst 
berührenden  Lame'schen  Kurven  konstruieren  kann',  so  ergeben  eich 
daraus  dieselben  für  alle  die  anderen.  Nehmen  wir  a.  B.  m'^2,  so 
erhält  man  -B^^  -----  B^,  somit  ist  die  Bestimmui^  von  R^  zurück- 
geführt auf  die  Konstruktion  des  Krümmungsradius  in  einem  Punkte  F 
eines  Kegelschnittes,  der  unzweideutig  durch  die  Lage  seiner  Axen,  durch 
den  Punkt  P  und  die  angehörige  Tangente  bestimmt  ist.  Ähnliche 
Reduktionen  ergeben  sich,   wenn  man  m'= — 1  oder  »['  =  —  setzt. 

Mit  Benutzung  Euler'scher  Integrale  gelangt  man  zu  einer  ele- 
ganten Formel  för  die  Quadratur  der  Lame'sehen  Kurven.  BcEtchten 
wir  nämlich,  dafs  die  Kurve  (1)  folgender  parametrischer  Darstellung 
fähig  ist  B  a 

x  =  a  cos™  A,         y  =  h  sin'"A, 

1)  Beaögl.  einer  anderen  Form,  die  man  dieBem  Ausdrucke  gehen  kann, 
B,  E,  Godefroj,  Theoremes  sm-  les  rayons  de  courbure  d'wne  elasse  de  cowbes 
geometi-iqws  (Houv.  Ann.  3.  8er,  V,  18Ö6), 

2)  Man  s.  z.  B.  Lie-Scheffer,  Geometrie  der  Beriihrungstransformationenl. 
(Leipzig  1896)  S.  11, 
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SO  ist,  wenn  wir  mit  Ä  die  Gesamtfläche  der  Kurve  bezeichnen 

-rA  =  \y-dx^~  I  siii''"'""'''A-cos"'""'"^il-(?(l; 


i  allgemeiiien  (ygl.  Nr.  170) 

/  sin"~V. ■  sin' 'l-dl  =  -, 


^G) 


^^ 


und  daher  r(l^  rl—j-A 

1    .  __   ab       \.m}  ^\m^') 

und  weil  2r(s)  =  r(3-f-l),  so  folgt  schliei'slich 


und  dieses  ist  die  angedeutete  Formel'^), 

125.  Man  projiziere  eine  Lame'sche  Kurve  derai-t,  dai's  der  un- 
endlich feraen  Geraden  eine  solche  in  endlicher  Entfernung  entspricht; 
es  entsteht  dann  eine  neue,  trinomisehe  Kurve,  die  in  homogenen 
Koordinaten  durch  eine  Gleichung  von  folgendem  Typus  dargestellt 
wd«..»:  g)-+(|)-+(|y=„ (9) 

Alle  Kurven,  die  einer  solchen  analytischen  Darstellung  fähig  sind, 
heifsen  nach  De  la  Gournerie  triangulär  symmetrische  Kur- 
ven'); m  ist  ihr  Exponent,  und  das  Dreieck,  worauf  sie  hezogen 
sind,  das  Fnndamentaldreieek,  Im  speziellen,  wenn  m^l,  so 
hat  man  eine  Gerade,  wenn  m^  —  1,  einen  dem  Fundamentaldreieck 

an  demselben  Dreiecke 


umbeschriebenen  Kegelschnitt;  wenn  m  = 
einbeschriebenen  Kegelschnitt;  wenn  m  = 


■■  2,  einen  Kegelschnitt,  in  I 


1)  Für  den  Bpeziellen  Tall,  dafs  m  eine  Paarzahl,  siehe  die  Abhandlung  von 
S.  Spitzer,  Bestimmimg  der  FtächminMlte  jener  Kurven,  die  dwrch  die  Glei- 
chung (-~\     -\-  (^1     =  1,  und  des  Km-peritAalts  jener  Flächen,  die  ditrch  die 

(a:\aiji      /Hvam      /a\3in 
—  I     +  ij-\     -|-  (— )     =  1  gegeben  sind,  worin  m  eine  ganse  Zahl 

t  (Archiv  LXI,  1877);  ferner,  für  den  Fall  0  =  6,  Cesttro,  Mementi  di 


caleolo  infimfesimdle  (Neapel,  1899)  8.  3 

3)  J.   de   la   Gournerie,    Mecherehes   1 
symürigues  (Paris  1867)  S.  196  ff. 


wfaces  reglees   tetraedrales 
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28ü       V    Abschnitt:  Spezielle  iilgetraische  Kurven  beliebiger  üidnung. 

aug  auf  den  dieses  Dreieck  ein  zu  yich  selbst  polai-es  (autopolai'cs) 
ist,  u.  8.  w. 

Es  ist  nun  leicht  einzusehen:  Wenn  man  auf  eine  triangulär- 
symmetrische Knrve  eine  beliebige  projektive  Transformation  an- 
wendet, so  erhält  man  eine  andere  triangulär-symmetrische  Kurve 
mit  demselben  Exponenten,  die  zum  Fundamentaldreieck  das  trans- 
formierte des  ursprünglichen  Fundamentaldreiecks  hat.  Etwas  ähn- 
liches ergiebt  sich  hei  gewissen  reziproken  Transformationen,  mit 
denen  wir  nns  nun.  beschäftigen  wollen. 

Betrachten  wir  den  Kegelschnitt 

h^i^  +  h^i^  +  h^i'  =  "^^ (W) 

und  beachten,  dafs  die  Koordinaten  der  Tangente  im  Punkte  (x^,x^,x^') 
an  die  Kurve  (9)  gegeben  werden  durch 

»■i  =  ^^  ■  ■  ■  (i  =  l,2.3), (11) 

wo  r  ein  Proportionalitätsfaktor  ist,  so  hat  der  Pol  dieser  Tangente 
in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  (10)  die  Koordinaten  X^fX^^X^,  die 
durch  folgende  Gleichung  bestimmt  werden 

pi,-f^''^^('-i.2>ä), (12) 

wo  p  wieder  ein  Proportionalitätsfaktor  ist.  Eliminieren  wir  die  x 
aus  (9)  und  (12),  so  erhalten  wir  die  Gleichung  der  Polarreziprokeii 
der  triangnlären  Kurve  (9)  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  (10);  es 
ist  folgende  m  .  m  m 

{\a^X,y=^ -\~  (h^a,X^y^^  +  (k,a,X,f^^  ^  0 .     .     .     (13) 

Sie  gehört  einer  triangulären  Kui-ve  an  mit  dem  Esponenten  p  =  — ^—r 
und  hat  dasselbe  Fundamen  taldreieek  wie  (9);  also:  Die  Polar  reziproke 
einer  triangulär-symmetrischen  Kurve  mit  dem  Exponenten  srt  in 
Bezug  auf  einen  Kegelschnitt,  für  welchen  das  Fnndamentaldreicck 
autopolar  ist,  erweist  sieh  als  eine  ebensolche  Kurve  mit  dem  Ex- 
ponenten fi  =  — ^TT'  ^^''  t)emerken  zweierlei:  Erstens,  dala  die 
Relation  zwischen  m  und  fi  in  folgender  symmetrischer  Form  ge- 
schrieben werden  kann 1 =  1 ,  Zweitens,  dafs  jede  triangulär- 
symmetrische  Kurve  mit  dem  Exponenten  jt,  wie  z.  B.  folgende 

(i)"+{?.r+ ©'•=». (") 

durch  Polarisierung  von  (9)  in  Bezug  auf  einen  passend  gewählten 
Kegelschnitt  erhalten  werden  kann;  in  der  That  koinzidieren  die  Glei- 
chungen (13)  und  (14),  wenn  die  ä;,,^^,/^  folgender  Bedingung  genügen 
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Die  vorigen  Formeln  führen  noch  zu  weiteren  Folgerungen.  Wenn 
man  die  x  aus  den  Gfleichimgen  (9)  und  (11)  eliminiert,  so  findet  man 

(»,|,)^' +  (»,yÄ  +  (0,1.)=^  -  0;     .     ,     .     (15) 

dies  ist  die  Tangentialgleichung  der  Kni-ve  (9)  und  es  ist  bemerkens- 
wert, dafs  sie  dieselbe  Gestalt  hat  wie  Gleichung  (9),  nur  der  Ex- 
ponent m  ist  zu  fj.  geworden;  diese  Zahl  kann  daher  der  Tangential-, 
Indes-  oder  Exponent  der  betrachteten  Eurye  genannt  werden. 

Man  erkennt  alsbald,  dafs  die  Polapknrven  jeder  Ordnung  r  eines 
beliebigen  Punktes  der  Ebene  in  Bezug  auf  eine  trianguläre  Kurve 
mit  dem  Expouenten  ■m.  eine  analoge  Kurve  mit  dem  Exponenten 
{ni  —  r)  ist,  die  dasselbe  Fundamentaldreieck  hat.  Betrachten  wir 
insbesondere  die  beiden  Kurven 

©'+  (?)'+  ©'-  »■   ©'+  ©'+  ©■-  "■'  ■  w 

die  letzte  Polare  eines  Punktes  der  erateren  in  Bezug  auf  die  zweite 
hat  zur  Gleichung 

daher  sind  seine  Koordinaten  x^x^x^  gegeben  durch  die  Formeln 

r|,  =  ^-- •  --  (»=i,a,3); 

eliminiert  man  mit  Hilfe  dieser  Gleichungen  die  x  aus  der  ersten 
Gleichur^  (16),  so  findet  man 

Dies  beweist,  dafs,  wena  zwei  trianguläre  Kurven  mit  den  Exponenten 
p  und  q  gegeien  sind,  bezogen  auf  dasselbe  Dreieck,  so  ist  die 
Enveloppe  der  letzten  Polaren  der  Punkte  der  ersteren  in  Bezug  auf 
die  zweite  eine  Kurve  derselben  Art  mit  dem  Tangentialexponenten 
— ^—r-  Der  andere  Exponent  ist  somit  ■-— -,-t.  Es  möge  bemerkt 
werden,  dafs  dieser  Satz  für  q^2  mit  einem  schon  früher  aufge- 
stellten übereinstimmt;  femer,  dafs  die  Exponenten  der  resultierenden 
Kurven  sich  nicht  ändern,  wenn  man  die  ßoHen  der  Kurven  (16) 
vertauscht,  falls  j)  ^=  §  oder  p  -\-  q  =  1- 
126.     Mau  setze 

QX,  =  xr,      (i  =  1, 3, 3) ; (17) 

man  gelangt  dann  zu  einer  Kon-espondenz  zwischen  den  Punkten 
F{Xi,!»i,Xt)    einer   Ebene   J7  «md   der   Punkten  P'  {x'ijX'^fXs)   einer 
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284       V-  Abechiiitti  Spezielle  algebraisdie  Kurveii  belieliiger  Ordnuug. 
zweiten  Ebene  W.     Nun  wird  infolge  YOn  (17)  die  Gleichnng  (9)  i 


welches  eine  Gerade  darstellt.  Folglicli:  Die  triaHgnlär-syinmetpisclien 
Kurven  sind  solche  Kurven,  die  in  der  Ebene  n  den  Geraden  der 
Ebene  n'  entsprechen  bei  einer  geoinetrisehen  Transformation,  die 
durch  die  ©leiclinngeu  (17)  bestimmt  ist.  Von  diesem  Gesichtspunkte 
ans  wurden  die  triangaUiT- symmetrischen  Kurven  neuerdinge  von 
E.  Timerding  untersucht,  der,  weil  er  sie  für  neue  Kurven  hielt, 
sie  mit  dem  neuen  Namen  courbes-puiseancea  helegte^). 

Die  Untersuchung  der  Krümmung  der  triangu^r-symmetriachen 
Kurven  liefert  einen  wichtigen  neuen  Satz,  den  wir  aus  dem  in  Nr.  134 
bewiesenen  in  folgender  Weise  ableiten  können.  Wir  betrachten  zwei 
Lame'sche  Kurven  f^,  und  F^  in  einer  Ebene  sr  mit  den  Indices  m 
und  n,  die  sich  einander  im  Punkte  P  berühren.  Wir  projizieren 
sie  auf  eine  Ebene  at',  die  nicht  zu  x  parallel  ist.  Dann  erhalten 
wir  zwei  trianguläre  Kurven  Tm  und  F^,,  die  sieh  einander  in  F',  der 
Projektion  von  P,  berühren.  Nennen  wir  nun  die  Krümmungsradien 
von  r„,  und  F^  m  P  bezw.  if,„j  und  i?„,  sowie  die  von  jT«  und  F!,  in 
P'  bezw.  JC  und  S^.  Zufolge  des  früher  ai^eführten  Satzes  haben 
wir  dann  -^  =  ■  ■-_,■  Nun  ist  bekannt^),  dafs,  wenn  zwei  Kurven 
sieh  in  einem  Punkte  berühren,  sich  das  Verhältnis  ihrer  Krüm- 
mungen in  diesem  Punkte  durch  ii^end  welche  projektive  Trans- 
formation nicht  ändert.  Demnach  ist  -^  =  -^  ■  Diese  Beziehung 
mit  der  vorigen  kombiniert  ergiebt 

b;^  _  ^  — 1 

welche  Gleichung  folgenden  Satz  von  Jamet  ausdrückt:  Wenn  zwei 
triangnlär-symmetrische  Kurven  mit  den  Exponenten  m.  und  n  das 
Fnndamentaldreieck  gemeinsam  haben  und  sich  in  einem  Funlite  be- 
rBhren,  so  ist  das  Verhältnis  der  Krümmungen  in  diesem  Punkte 
*""  ^  ■  Setzen  wir  im  speziellen  n  =  —  1:  Der  Krümmungsradius 
einer  triangulär-symmetrischen  Kurve  mit  dem  Exponenten  m  steht 
in  dem  Verhältnis  -r-^- —  zum  Krümmungsradius  in  P  desjenigen 

l)  S.  den  Artikel  Stir  wne  certawie  fiMnille  de  courbes  algebriques  (Nouv. 
Ann,  3,  Sörie,  X¥II,  1898). 

E)  Mehmke,  Über  uteei  die  Ki-ümmimg  von  Gurven  imd  das  Gaufs'sche 
Krä/mmungsmafs  von  Flächen  betreffende  ^Eigenschaften  d«i-  limaren  PmiMti-am- 
fonnaUonm  (Zeitschi.  f.  Math.  XX5VI,  1891);  Wölffiog,  Das  Verhältnis  der 
Krümmungsradien  im  Eerähnmgspunkte  zweier  Kwven  (Das.  XXSVIU,  1893). 
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dem  Fundamentaläreieck  iimbeschriebeueu  Kegelschnittes,  der  die 
Kurve  in  F  berührt  ^).  Demnacli  ist  die  Konstruktion  des  Krümmiuiga- 
radius  in  einem  beliebigen  Punkte  irgend  einer  ti-iangulären  Kurve 
zurückgeführt  auf  die  Konstruktion  des  Krümmungakreises  in  P  des 
Kegelschnitte 8,  der  durch  die  vier  Punkte  F,A^,A^,A^  und  die  Tan- 
gente in  P  bestimmt  ist^). 

127.  Der  in  der  Gleichung  (9)  auftretende  Exponent  m  ist  der 
Annahme  gemäfs  eine  rationale  positive  oder  negative  Zahl;  den  ab- 
soluten Wert  desselben,  soweit  als  möglich  abgekürzt,  wollen  wii- 
mit  -  bezeichnen.  Dann  sehen  wii-,  wenn  wir  die  Gleichung  (9) 
rational  machen,  dafs,  wenn  m  =  -  ist,  die  entsprechende  Kurve  von 
der  Ordnung  pq  ist;  wenn  dagegen  m  =  —  — ,  so  ist  ihre  Ordnung 
tpq.  Im  ersten  Falle  geht  die  Kurve  nicht  durch  die  Ecken  des 
Fundamentaldreiecks;  im  zweiten  Falle  dagegen  hat  sie  in  jeder  Ecke 
des  Fnndamentaldreieeks  die  Vielfachheit  pq;  die  entsprechenden  Tan- 
genten reduzieren  auf  nur  p  verschiedene  Geraden.  In  diesem  Falle 
schneidet  die  Kurve  die  Seiten  des  Fundamentaldreiecks  nur  in  den 
Ecken.  Wenn  aber  in  positiv  ist,  so  bilden  die  p-q  Schnittpunkte 
mit  einer  beliebigen  Seite  des  Fundamentaldreiecks  p  Gruppen  von  je 
g  zusammenfallenden  Punkten. 

Da,  wie  wir  (Nr.  135)  gesehen  haben,  die  Tangentialgleichung 
einer  triangulären  Kurve  von  derselben  Form  wie  die  Punktgleichung 
ist,  so  entsprechen  jenen  Eigenschaften,  zu  denen  uns  obige  Diskussion 
der  Gleichung  (9)  führte,  ebenso  viele  andere  infolge  der  Dualität: 
veiTveilen  wir  einen  Augenblick  bei  der  Besprechung  derjenigen, 
welche  sich  auf  die  Klasse  der  untersuchten  Kurve  beziehen.  Im  all- 
gemeinen wird  der  Tangentialexponent  der  Kurve  (9)  durch  ^l=^----— 
gegeben.  Wenn  nun  m  ^  — ,  so  ist  ^  ^  _^  ;  daher,  wenn  j)  >  §, 
so  ist  die  Klasse  p{p  —  3);  wenn  aber  p<.q,  ist  die  Klasse  2(g— j)); 

ist  hingegen  m  =  - ,  so  ist  u= — 1 — ,  und  die  Klasse   der  Kurve 

ist  immer  =p{p-\-g)-    Dieses  verschiedene  Verhalten  bat  La  Gour- 
nerie  veranlafs^  die  triangulären  Kurven  in  drei  Arten  einzuteilen: 

1)  Jamet,  Sw  les  coinrbes  et  les  swrfaces  tebraedraks  symäriques  (Ann.  de 
l'Ec.  norm.  Bup.  3.  8er.  IV,  1887,  Supplement).  Vgl,  auch  P.  Maohovee,  Übej- 
die  Krüwmwugsmiüelpuiikte  der  Dreieetskureen  (cOMröes  triang^ilawes)  (Prager  Ber. 
1891);  Cesäro,  Le^iofd  di  geometria  inirinseca  (Neapel  1896)  S.  101. 

2)  Diese  Aufgabe,  gelöst  von  Chasles  und  dann  von  Mannheim,  wurde 
neuerdings  von  Ö.  Ponret  untersucM  in  dem  Aufsatze  Constntction  du  yayon  de 
cowbure  des  cowr&es  Mangulaires  sym^trigties,  de  cowbes  •planes  anhetrmonüßies  et 
des  Ugnes  asj/mpfosigws  de  la  swface  de  Steiner  (C.  K.  CX,  1890), 
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in  die  erste  rechnete  er  diejenigen,  bei  denen  der  Exponent  m  gröfaer 
als  Ij  in  die  zweite,  bei  denen  er  zwischen  0  und  1  liegt  und  in  die 
dritte  die  mit  negativem  Exponenten.  Jede  Spezies  wird  wieder  ein- 
geteilt in  drei  Arten,  jenachdem  von  den  Zahlen  p  und  q  nur  die 
eine  oder  beide  Zahlen  ungerade  sind.  Die  speziellen  Eigenschaften 
jeder  der  neun  resultierenden  Arten  sind  TOn  dem  oben  erwähnten 
französischen  Geometer  weitläufig  untersucht  worden,  und  wir  ver- 
weisen den  Leser,  der  weitere  Auskunft  wünscht,  auf  dessen  Arbeit. 
Daselbst  ist  jedoch  nicht  von  dem  Geschlechte  jener  Kurven  die  Rede: 
die  darauf  bezüglichen  Frf^en  sind  aber  in  der  Note  von  Janiet 
untersucht,  Sur  le  gerne  des  courbes  planes  irian^laires  (Bull,  de  la 
Soc.  math.  de  France,  XVI,  1888). 

Wir  beschliefaen  dieses  Kapitel  mit  dem  Hinweise  auf  einen 
Orenafall  der  triangulären  Kurven*),  Schreiben  wir  Gleichung  (9)  in 
folgender  Weise 

fi^a^ -|- Cgic^  +  Cga:^  =  0 (18) 

und  nehmen  an,  dafs  ,         ,  ri  /tA\ 

"a  +  '^s  +  ^8  =  *J (ly) 

Nun  suchen  wir  den  Grenzwert,  den  Gleichung  (18)  eiTeicht,  wenn 
m  sich  dem  Werte  0  nähert.  Beachten  wir  nun,  dafs,  wenn  e  eine 
endliche  Konstante  bedeutet 

lim  {m-c>  =  0, 

so  ist  der  gesuchte,  Grenzwei-t 

Um  (Cii^r  +  'a^a'  "H  ^ä^l')  =  ^^^  ("*'^) 
oder  auch  ^=3 

^,  C/^  lim  ^'' =  c. 

iim  —^ =  lOga^j, 

und  daher  ^^3 

2^Cjloga;,==c, 

oder,  wenn  wir  e'  =  C  setzen. 

Dies  ist  die  gesuchte  Gleichung-,  infolge  von  (19)  kann  sie  geschrieben 
werden  ,^  k.  ,~\c. 

(?)(?)=  ^'^ 
oder,  wenn  wir   —  =  x,   —  =  y  setzen 

'x-'-,'--C (20) 


y  Google 


Sechstes  Kapitel:  Die  PoljzomfiUauTeii.  287 

Wenn  die  Seite  cc^^O  ine  TJuendliche  verlegt  ist,  so  stellt  diese 
Gtleicbuug,  wemi  c^  und  i^  rationale  Zahlen  sind,  eine  Parabel  oder 
Hyperbel  höherer  Ordnttng  dar.  Wenn  aber  c^  und  e^  irrational  sind, 
so  erhält  man  Kurven,  die  nicht  mehr  algebraisch  sind,  die  man 
interscendente  binomische  Kurven  nennen  kann.  Wir  werden 
ihnen  von  einem  andern  Gesichtspunkte  aus  im  folgenden  Abschnitte 
(Kap.  19)  wieder  begegnen,  wollen  jedoch  hier  bemerken,  dafe  der 
Satz  von  Jamet  auf  die  hier  betrachteten  Kurven  angewendet  zu 
folgendem  Schlüsse  führt:  Der  Krümmungsradius  ift  einem  Punkte  JP 
einer  binomischen,  algebraisclien  oder  interscendenten  Knrve  ist 
doppelt  so  grofs,  als  der  Radius  desjenigen  Kreises,  der  den  dem 
Pundamentaldreieck  umbeschriebenen  und  jene  Kurve  i«  F  berüh- 
renden Kegelschnitt  in  P  oskuliert.  Diesen  Satz  teilte  Jamet  schon 
im  Jahre   1875  der  Societe  mathematique  de  France  mit. 


Sechstes  Kapitel. 
Die  Polyzomalkurven. 

128.  Den  Namen  „polyzomal  eurves"  (ahgeleitet  von  rb 
der  Gürtel)  hat  Cayley')  allen  denjenigen  Kurven  gegeben,  die 
eine  Gleichung  von  folgender  Form  dargestellt  werden 


^i^-". (1) 


wo  die  Wurzeln  beliebiges  Vorzeichen  haben  uud  die  U  temäre  Formen 
r*™  Grades  in  projektiven  Koordinaten  eines  Punktes  sind^).  Man 
setzt  immer  voraus,  dals  !■  >  2,  da  in  den  Fällen  v  =  1  und  v  =  2 
die  Gleichung  (1)  zn  (7,  =  0  und  C/j  —  üj  =  0  wh-d,  deren  Unter- 
suchung keine  Verschiedenheit  bietet  von  der  einer  allgemeinen  Kurve 
r"""  Grades;  man  setzt  ferner  voraus,  dafs  zwei  beliebige  der  CT  keinen 
quadratischen  Quotienten  haben.  Unter  den  somit  allgemein  betrach- 
teten Typus  fallen  eine  groS'se  Zahl  schon  bekannter  Kurven;  vor  allen 
die  centrischen  Kegelschnitte,  wenn  man  sie  z.  B.  betrachtet  als  Örter 
der  Punkte,  für  welche  die  Summe  oder  Differenz  der  Entfernungen 
von  zwei  festen  Punkten  konstant  ist;  femer  die  Cartesischen  Ovale 
(Abschn,  III,  Kap.  9)  als  Öi-ter  der  Punkte,  für  welche  die  Summe  der 
Abstände  von  zwei  festen  Punkten,  mit  gegebenen  Zahlen  multipliziert, 

1)  S.  die  Abh.  On polyzomal  öw»es,  othenoise  fhe  cmves  yO"-j-yF-l —  =0 
{Tram,  of  fhe  B.  Soc.  of  Edmhurgh,  XXV,  1868). 

2)  Die  Franzosen  haben  für  die  Kurven   i7i  =  0  den  Namen  ceiatures 
adoptiert. 
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konstant  ist  (Nr.  IT),  und  endlicli  alle  im  Kap.  10  des  HI.  Äbaehn. 
imtersuchten  Kurven.  Wir  können  noch  hinzufügen  die  von  Descartes 
in  dem  Briefe  an  P.  Mersenne  vom  23.  Aug.  1638  betrachtete  Kurve, 
in  welchem  er  Fermat  auffordert,  die  von  ihm  erfundenen  Methoden 
anzuwenden  „a  trouver  la  tangcnte  d'une  ligne  courbe  qui  a  cete  pro- 
priete,  que  l'aggregat  des  4  ligaea  tir^es  de  ehascun  de  ses  poina  vers 
4  autres  poins  donnez,  comme  vera  A,  B,  C,  D,  est  touiours  eagale  ä 
une  ligne  donnee"^).  Endlieh  ist  eine  sülche  Kurve  ein  Spezialfall 
der  Tschimhausen' sehen  Kurve  mit  n  Brennpunkten;  jede  der- 
selben ist  der  Ort  eines  Punktes  M,  der  einer  Beziehimg  von  folgendem 
Typus  genügt  -^ 

wo  Ff  feste  Punkt«  und  die  jU^  gegebenen  Konstanten  sind^) 

Die  aieichung  (1)  enthält  „  .  <*'+^y +  g)_i    wesentliche   Kon- 
stanten; wenn  man  sie  rational  macht,  so  wird  sie  zu 

n'2y^'~^ 0') 

wo  das  Symbol  H  bedeuten  soll,  dafs  man  alle  die  2''^^  Polynome  be- 
trachten soU,  die  man  aus  dem  Polynom  l/CT^-j-yt^"!"  V^^H V'^v 

erhält,  wenn  man  das  Vorzeichen  des  ersten  Summanden  festhält  und 
die  Vorzeichen  der  folgenden  auf  alle  mögliehen  Weisen  variiert.  Das 
erste  GHed  von  (1')  ist  somit  im  allgemeinen  eine  rationale  Funktion 
vom  Grade  2"-^  ■ -r ,  zeigt  also,  dafs  die  dupch  Gleichung  (1)  dar- 
gestellt« Kurve  von  der  Ordnung  n  —  2*-^  ■  v  ist.  Giebt  man  den 
in  Gleichung  (1)  auftretenden  Wurzeln  alle  die  verschiedenen  mögliehen 
Vorzeichen,  so  erhält  man  im  atigemeinen  2""'  Zwe^e  der  Kurve,  die 
za  je  zwei  und  zwei  gemeinsame  Punkte  haben.  Mau  erhält  diese  Punkte, 
wenn  man  die  Schnitte  der  Kurven  von  folgendem  Typus  betrachtet: 

wo  \,  Äj,  Äj  ■  ■  -  Ä-j  eine  Fennutation  der  Zahlengruppe  1,  2,  3  ■  ■  -  v  ist. 
Wenn  k  =  1  oder  =v — 1,  so  heifsen  diese  Kurven  Zoma  und  Anti- 
zoma,  während  sie  im  allgemeinen  Falle  parazomale  komple- 
mentäre Kurven  heifsen.  Man  kann  sich  leicht  davon  üherzeugen, 
dafs  jeder  Schnittpunkt  einer  Zoma  mit  der  entsprechenden  Aiitizoma 
ein  Berührungspunkt  jener  mit  der  gegeheiien  Polyzomalkurve  ist. 
Diese  Schnitte  sind  für  jede  Zoma  an  Zahl  r-2'"'^r,  daher  im  ganzen 

1)  Oeim-es  de  Descaiies;  ed.  Cousin,  VIII.  (Piiiis  i8S4)  S,  10&;  ed.  Adam  et 
Tanoery  IT.  (Paris  1898)  8.  324. 

2)  Medicina  mentig  (AmBterdam.  1686)  S.  91. 
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gr— 3.j,)-3.  ^^  jeder  ein  Benihnmgspunkt  der  Polyzomaltiirve  mit 
ikrer  Zoma  ist,  so  wird  diese  äquivaleiit  mit  2^—^vr^  Schnitten  der 
Kurve  (1)  mit  den  eigenen  Zomen;  somit  erschöpfen  sie  alle  Schnitte 
jener  (die  von  der  Ordnung  2''~^r  ist)  mit  ihren  vZomen  (die  von 
der  Ordnung  r  sind). 

Umgekehrt  die  2*'~^)''2i'"~^r  =  2''~**'^  Schnitte  der  heiden  kom- 
plementären paraaomalen,  durch  die  Gleichung  (2)  dargestellten  Kurven 
sind  Doppelpunkte  der  gegebenen  Kurve.  Sie  sind  auch  die  einzigen 
vielfaelien  Punkte,  die  die  Kurve  im  allgemeinen  besitzt.  Welches  ist 
ihre  Anzahl?  Um  diese  Frage  beantworten  zu  können,  beachten  wir,  dafs, 
wenn  man  für  ce  einen  der  Werte  2,d,  i  ■■  ■  v — 2  wählt,  man  {^\ 
Systeme  vom  Typus  (2)  erhält;  jedes  derselben  entsteht  ebenso  aus 
dem  Werte  te  als  aus  dem  Werte  v  —  k  ;  daher  ist  die  Anzahl  der 
verschiedenen  Systeme  vom  Typus  (2) 

llC)-#(:)-^(«+i)]-lf(:)-(''+i)-^-— '■ 

Daraus  ergiebt  sieh,  dafs  die  Gesamtzahl  der  Doppelpunkte  der  Kurve 
ausgedrückt  wird  durch 

d -^  2'-*  r^2'-~^  —  V  —  i) . 
Da  die  Kurve  im  allgemeinen  keine  Spitzen  besitzt,  so  ist  ihre 

Klasse  =  2^-n-  [r  (v-{-l)  —  2], 

während  ihr         ^^^^^^^^^^^  _  g... ,  ^,.  f„  +  15  _  ßj  +  i 

129.  Diese  Zahlen  erfahren  Veränderungen,  wenn  die  v  Kurven 
Cr^=:  0  eine  gewisse  Zahl  /c  von  Punkten  gemeinsam  haben;  es  zeigt 
sich  im  Besonderen,  dafs  die  Zahl  der  Doppelpunkte  infolgedessen 
wächst  um  2''"*  (v  —  1)  Ä,  uid  dafs  daher  das  Geschlecht  sich  um 
ebenso  viel  und  die  Klasse  der  Kurve  sich  um  das  Doppelte  ver- 
mindert. Im  Speziellen,  wenn  die  TJ  folgende  Gestalt  haben 
ü".  =  7;(®  +  i.®.), 

wo  die  \  Konstanten  sind  und  die  Gröfsen  ®,  L,-,  <&;  ternäre  Formen 
vom  Grade  bezw.  r,s,r  —  s  sind,  so  wird  die  Zahl  der  Doppelpunkte 
ausgedrückt  durch 

hei  der  vorliegenden  Annahme  kann  man  aber  noch  hinzufügen,  dafs 
die  linke  Seite  von  (1')  den  Paktor  0'"  habe,  wo  (o  eine  positive  ganze 
Zahl  ist;  alsdann  erfährt  die  Ordnung  der  Kurve  eine  Verminderung 
um  m(r  —  s)  Einheiten. 
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In  besonderen  Fällen  kann  es  überdies  eintreten,  dafs  die  Poly- 
zomalkurve  in  andere  von  niederer  Ordnung  zerfällt.  Als  Beweis  möge 
folgendes  von  Cayley  angenommene  Beispiel  dienen ; 

Man  betrachte  die  Tetrajiomale,  die  folgende  Gleichung  hat: 

V^i  +  V^2  +  V^a  +  Y^A  =  0     ■■-(*!) 
und  nehme  an,   dafa  die  Funktionen  Xf  durch  die  Identität  verknüpft 

^^'^^  Ai  t7,  -I-  fts  CT,  -I-  /cg  (Jg  +  Ä,  (7^  =  0 (4) 

wi)  die  k  gegebene  Konstanten  sind.  Wenn  man  aus  den  Gl.  (iS)  (4) 
ü^  eliminiert,  so  findet  man: 

KiY^i  +  V^2  +  Vöjis)"  -\-  «4(^1  ü'i  +  h  c^ä  +  ^'3  P3)  =  ^  > 

oder   0  =  (ftj%+  /c^ßj  V'i-^{\a^-\-]c^a^  E^a+  (^'^3+  ^''i)  ^3 

+ 2kj/a'^a^yw^yu^-\-2\y^,yw^yw^-\-2k^Yä^ywyü^ . 

Die  rechte  Seite  kann  als  eine  homogene  quadratische  Funktion  von 
y  U-i^,y  U2,yÜ^  angesehen  werden,  sie  zerfällt  als  Produkt  in  zwei  lineare 
Faktoren,  wenn  die  (Determinante)  Diskriminante 

^1  "d  ~i~  ^4  %     ^4  v^i  %     \  y^^ 

ist,  das  will  si^en,  wenn 

t  +  i  +  K  +  h^" (») 

Es  geht  hieraus  hervor,  wenn  die  Beziehungen  (4)  nnd  (5)  bestehen, 
so  zerfällt  die  Tetrazomale  (3)  in  zwei  Trizomale. 

Die  Darlegungen  dieses  Kapitels  scheinen  uns  hou'eiehend  zur 
Charakterisierung  der  bis  jetzt  angestellten  Untersuchungen  über  eine 
Klasse  von  Kurven,  mit  denen  sich  nach  Cayley  noch  keiner  be- 
schäftigt hat.  Dennoch  sind  die  Fragen  über  die  PolyzomaUmrven, 
die  noch  zu  behandeln  wären,  sehr  zahlreich.  Analytisch  haben  sie 
zwar  eine  eiafachc  und  klare  Definition,  aber  unbekannt  ist,  welches 
ihre  charakteristischen  geometrischen  Eigenschaften  sind,  mit  anderen 
Worten,  welches  ist  die  geometrische  Definition  der  Polyzomal- 
kurven?  Aufserdem,  mit  Bezug  darauf,  dafs  es  Kurven  giebt,  die  in  mehr- 
facher Weise  polyzomal  suid^),  welches  sind  die  Kurven,  die  mehrerer 
analytischer  Darstellungen  vom  Typus  (1)  fähig  sind?  Anderseits,  mit 
Rücksicht  darauf,  dafs  es  zerfallende  Polyzomalkurven  giebt,  weiche 

1)  Jeder  Kegelschnitt  ist  es  in  00'  Weisen,  entsprechend  den  00°  ihm  um- 
beschriebenen  Dreiecken,  nnd  jede  Kurve  vierter  Ordnung  in  einer  begrenzten 
Zahl  von  Weisen  (vgl.  Salmon-Piedler,  Analyt.  Geom.  derhokenn  ebenen  Kurven, 
S.  295)  als  PülyBOmalkurve  darstellliar. 
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Relationen  müssen  zwischen  den  U  statthaben,  damit  die  Kurve  (1) 
in  Polyzomalkurven  niederer  Ordnung  zerfalle?  Diese  Prohleme  sind 
schwierig  und  genügend  interessant,  um  die  Aufmerksamkeit  der  Ma- 
thematiker auf  sich  zu  ziehen.  Erst  wenn  diese  gelöst  sind,  dürfte 
es  an  der  Zeit  sein,  zur  Untersuchung  der  Kurven 


2w,-o 


überzugehen,    die   eine   natürliche  Ei-weiterung   der   Polyzomalkurven 


Siebentes  Kapitel. 
Die  Kurven  von  Darhoux  und  die  Eqnilateren  von  P.  Sendet. 

130.  Zu  den  in  den  fünf  vorhergehenden  Kapiteln  untersuchten 
Kurven  führte  uns  ein  einziger,  jedoch  in  verachiedener  Weise  gehand- 
habter Begriff,  nämlich  die  Verallgemeinerung  der  Kegelschnitte,  indem 
man  eine  ihrer  kanonischen  Gileichungen  verallgemeinerte. 
Weiterungen,  mit  denen  wir  uns  jetzt  beschäftigen  woUen, 
einen  ähnlichen  Zweck,  stützen  sich  jedoch  auf  besondere  geo- 
metrische Eigenschaften,  deren  sich  die  Kurven  zweiter  Ordnung 
erfreuen. 

Wir  betrachten  eine  Parabel  und  zwei  feste  Tangenten  derselben, 
m  und  n;  M  und  N  seien  ihi-e  Berührungspunkte,  M^  und  N^  ihre 
unendlich  fernen  Punkte  und  0  ihr-  Schnittpunkt.  Wir  bezeichnen 
nun  mit  J"'T'  die  Punkte,  in  denen  eine  beliebige  dritte  Tangente 
der  Kurve  die  Geraden  m  und  n  schneidet.  Da  dann  die  Doppel- 
verhältnisse {ONT'Ncj-j)  und  (MOT'M^)  einander  gleich  sind,  so 
hat  man  qj^        j^q 

Ol"  ^  mW  ' 
weil  aber  WT"  =  OT"  - —  OM,  so  kann  mau  schreiben 

Or    .    OT"  _  . 

ON     '    ~ÖM  ~     ■ 
Demnach  begrenzt  eine  beliebige  Tangente  der  Parabel  auf 
zwei    festen    Tangenten    zwei    variabele,    von    dem    gemein- 


1)  Zu  diesem  Typus  geiiören  die  Kurven  konBtanteii  Potentials,  deren 
karte  siacte  Gloicliung 


ist;  sie  finden  aicli  lieliaiidelt  in  der  Abhandlung  von  G.  Scheffera,  JFuni:tionen 
der  Abstände  von  festen  Punkten  (Wüctemberger  Mitth.,  2*°  Eeihe,  II.  1900). 
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anmen  Schnittpunkt  an  zu  rechnende  Strecken,  die  durüh 
eine  lineare  Relation  mit  konstanten  Koeffizienten  mit 
einander  verknüpft  sind.  Dieser  Satz  führte  Darlious^)  zur 
Betrachtung  der  Enveloppe  A  der  Geraden,  die  n  gegebene  Gerade 
r^  (Ä;  =  1, 2, 3 . . .  m)  in  ebensovielen  Punkten  J.^  schneiden  und  deren  Ab- 
stände von  einer  gleichen  Zahl  Punkten  0^,  die  auf  diesen  Geraden 
liegen,  der  Gleichung  genügen 

2*.o;a  =  « (1) 

wo  die  A  gegebene  Zablenkoefiizienten  sind  und  c  eine  gegebene  Länge 
bedeutet.  Um  eine  derartige  Envoloppe  zu  oharaktei-isieren,  wollen 
wir  annehmen,  dafs  ^_^^  ^  y_y^ 

die  Gleichung  der  Geraden  r^  sei,  während  x^,  y^  die  Koordinaten  des 
Punktes  Oj  seien.  Es  folgt  dai^aus,  wenn  \  der  Abstand  eines  be- 
liebigen Punktes  (3;,  y)  der  Geraden  r^  vom  Punkte  0^  ist,  dafs 

x  =  Xi.-\-l^ cos  a^,  y  =  y^-\-\^\o.a.^  .  .  .  .  (ü) 
sein  wird.  Wir  nehmen  nun  einen  beliebigen  Punkt  F  {x^,y,)  und 
untersuchen,  wie  viele  Geraden  der  Enveloppe  A  durch  ihn  hindui-ch- 

g.hm.    Es  sei  x-x^-x(y^y.) (4) 

eine  derselben;  sie  schneidet  r^  in  einem  Punkte  Af.,  deren  Abstand 
von  Oj,  nichts  anderes  ist  als  der  Wert  von  l^.,  den  man  erhält,  wenn 
man  die  Gleichung  auflöst,  die  aus  der  Elimination  von  x,  y  aus  den 
Gleichungen  (3)  (4)  resultieii.     Dieser  ist  also 

q"£  ^  (^t  —  a^J  —  ^(Hk  —  y,,) . 
"^    *  lsinof(.— oosßt 

Setzen  wir  diesen  Wert  in  Gleichung  (1)  ein,  so  erhalten  wir 

y^i  H  --'i  sin«  _  cosffl ~  ^^ 

Da  diese  Gleichung  vom  Grade  w  in  A  ist,  und  jeder  ihrer  Wurzeln 
eine  Gerade  der  Enveloppe  A  entspricht,  die  durch  den  beliebigen 
Punkt  P  geht,  so  schliefsen  wir:  Die  Eüveloppe  A  ist  von  der 
»l*™  Klasse.  Falls  die  Gleichung  (4)  zwei  einander  gleiche  Wurzeln  X 
enthält,  so  gehört  auch  der  Punkt  P  der  Enveloppe  z/  an,  man  er- 
hält daher  die  Pnnktgleichung  von  z/,  wenn  man  die  Diski-iminante 
der  linken  Seite  von  (5")  als  Funktion  von  X  aufgefafst  gleich  0  setzt; 
diese  Diakriminante  ist  nun  vom  Gi-ade  2(n  —  1)  in  den  Koeffizienten, 
und  diese  sind  linear  in  den  Koordinaten  x^,  «/„  des  Punktes  P;  dem- 

1)  Sur  M«e  dasse  de  courbes  iimcm'saks  (Q.  R.,  XCIV,  1889;  Ann.  de  VEcolc 
«om.  8«p.,  S^  Serie,  VH,  1990). 
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nach  ist  die  Kurve  A  im  allgemeinen  von  der  Ordnung  2(»i  —  1).  — 
Wir  wollen  aiicli  die  Tangenten  aufsuchen,  die  einer  gegebenen  Rich- 
tung parallel  sind;  wir  betrachten  zu  dem  Zwecke  die  Gleichung 

X  coe  a  -f*  1/  sin  «  —  ^  ^  0 (6) 

nehmen  an,   dafs   in  dieser  der  Winkel  «  gegeben  sei,  und  suchen  p 
in   der  Art  zu  bestimmen,  dafs   die   durch  sie  dargestellte  Gleiciiung 
die  EuTve  z/  berührt.     Wir  eliminieren  daher  aus  Gleichung  (6)   die 
X,  y  vermittelst  (3)  und  erhalten  folgenden  Wert  für  (j.  '^  Oj  Äf. 
g-j  _  _».co,.  +  »..in.,-p 

OOE  t«  —  Cl/J 

Betreu,  wir  dies  in  (1)  ein,  so  wird  jene  7.u 


»(«- 


■'  +  c_0      ,     .     .     .     (7) 

Da  dies  eine  lineare  Gleichung  in  l  ist,  so  sieht  man,  dal's  die  Kurve  J 
nnr  eine  einzige  Tangente  parallel  zu  einer  gegebenen  Richtung  hat; 
dies  bedeutet  dann,  dafs  die  unendlich  ferne  Gerade  {n  —  l)faclie 
Tangente  der  Enveloppe  A  ist^).  Die  Kurve  z/  ist  infolgedessen 
rational  und  hat  keine  anderen  vielfachen  oder  Inflexions -Tangenten; 
sie  ist  aber  mit  2(n — 2)  («  —  3)  Doppelpunkten  und  3(k — 2) 
Spitzen  versehen. 

Eliminieren  wir  p  aus  den  Gleichungen  (6)  und  (7),  so  erhalten  wir 

Z^"-  .^.^.-.^ -f*'       -■■■(«) 

Lassen  wir  in  dieser  Gleichnng  a  variieren,  so  stellt  sie  alle  Geraden 
der  fraglichen  Enveloppe  dar.  Setzen  wir  im  Speziellen  a  =  —  +  «^ 
ein,  so  fällt  a  fort,  folglieh  heriUirt  die  Enveloppe  J  die  n  Geraden  r^. 
Setzen  wir  n  ^  2,  so  erhält  man  eine  Kurve  zweiter  Ordnung, 
die  die  beiden  Geraden  und  die  unendlich  ferne  Gerade  berührt:  sie 
ist  also  die  Parabel,  von  der  wir  ausgegangen  sind.  Nehmen  wir 
w  ^  3,  so  erhält  maji  eine  Kurve  3*^  Klasse,  4**^  Ordnung,  ohne 
Doppelpunkte,  aber  mit  3  Spitzen,  welche  die  unendlich  ferne  Gerade 
in  den  Kreispunkten  berührt:  sie  ist  demnach  eine  dreispitzige 
Hypocykloide  (vgl.  Nr.  73).  Setzen  wir  schüefslich  k  ^  4,  so  er- 
halt man  eine  Kurve  4*°'  Klasse  und  6""^  Ordnimg,  die  mit  4  Doppel- 
punkten und  5  Spitzen  versehen  ist  und  die  unendlich  ferne  Gerade 
dreifach  berührt ;  auf  diese  Kurve  stiefs  Laguerre  im  Verlaufe 
seiner  Untersuchungen  über  Transformationen  durch  reziproke  Halb- 

1)  Umgetöhrt:  eine  beliebige  Kurve  von  der  Klaeee  n,  welobe  die  unend- 
lict  ferne  Gerade  »la  (n—  l){ache  Tangente  hat,  kann  in  der  oben  angegebene 
Weise  definiert  werden,  ebenso  aber  auch  in  deijenigen,  die  in  " 
Nummer  auseinander  gesetzt  werden  wird. 
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strahlen;  nacli  einem  Vorsehlage  von  ihm  wird  sie  Hypercykel  ge- 
nannt '■). 

131.  Wir  nehmen  wieder  die  Betrachtung  einer  Parabel  auf; 
a,  h,  c,  d  seien  vier  feste  Tangenten  derselben  und  t  eine  bewegliehe 
Tangente.  Es  seien  A,  B,  C  die  Spnrpunkte  von  a,  h,  c  auf  d;  L,  M,  N 
die  analogen  Schnitte  auf  t.  Die  unendlich  fernen  Geraden  und  die 
Geraden  a,  h,  c  bestimmen  auf  den  Tangenten  d  und  (  projektive  Puukt- 
reihen,  daher  ist 

{ABCD„)~(LMNT„)    odev    -^-|f 
oder,  wenn  man  wiU 

MN-AO—LN-BC=0; 
daher  existiert  bei  einer  Parabel  eine  homogene  Beziehung 
mit  konstanten  Koeffizienten  zwischen  den  Strecken,  die 
drei  feste  Tangenten  auf  einer  beweglichen  abschneiden.  Um 
zu  zeigen,  dafs  die  Bnveloppen  A  sich  einer  ähnlichen  Eigenschaft  er- 
freuen, betrachten  wir  ii-j- 1  beliebige  Geraden  r^  (/c==  0,l,a  ,..»1) 
nnd  suchen  die  Enveloppe  der  Geraden  r,  die  sie  in  (n  -j-  1) 
Punkten  schneiden  derart,  dafs 

^VAATT-o, isi 

wo  die  ?.  wiederum  gegebene  Zahlenkoeffizienten  sind.     Es  seien  nun 
l.«  +  i?*3/  +  l  =  0...(fc-0,l,ä...«)-     .     .     .     (10) 
die   Gleichungen   der   Geraden  r^;  nehmen   wir  nun  einen   beliebigen 
Punkt  P  (xa,  1/n),  so  wird  durch  die  beiden  Gleichungen 

X  ^  xo  -^  Icosa,  ^  ^  yo  -\-  laiaa;  .  .  .  .  (11) 
eine  beliebige  von  ihm  ausgehende  Gerade  dargestellt.  Alsdann  wird 
die  Strecke  PJ.^  durch  den  Wert  (  gemessen,  den  man  durch  Auf- 
lösung der  Gleichung  erhält,  die  aus  der  Elimination  von  x,  y  aus 
den  Gleichungen  (9)  (10)  sich  ergiebt.     Daher  ist 

*  4cOSß  +  %Eillß 

-,+%'J,  +  l    _   It+i'^o  +  yt+iy.  +  l 
OS  ß  -f  »,(  sin  «        |j_|_^  008  ß  +  ,j^j^^  sin  « 

Setzen  wir  diese  in  (8)  ein,  so  erhält  man  eine  Gleichung  n*™  Grades 
in  tg«,  was  beweist,  dafs  die  Enveloppe  der  Geraden  r  von  der 
n*'"  Klasse  ist.  Wenn  wir  nun  die  Geraden  r  suchen,  die  parallel 
zu  einer  gegebenen  Richtung  sind,  so  erkennt  man  ■ —  wenn  man  in 
analoger  Weise,  wie  oben  geschehen,  verfährt  — -  dafs  es  deren  nur  eine 


1)  Lftguerre,  Sur  les  hypercydes  (C,  E.,  XCIV,  1 
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einzige  giebt;  demnacli  ist  die  unemUich  ferne  Gerade  für  die  frag- 
liche Enveloppe  eine  {n  —  l)-facTie  Gerade.  Somit  hat  man  die  Gnmd- 
iagen,  nun  auf  die  vorhin  ausgesprochenen  Sätze  zu  sehliefsen.  Die 
Enveloppen  z/  können  daher  in  doppelter  Hinsicht  als  Veral^meine- 
rungen  der  gewöhnlichen  Parabeln  angesehen  werden.  Wir  werden  sie 
Kurven  von  Darboux  I'"  Art  nennen.  Die  Bezeichnung  Kurven 
von  Darboüx  n*"  Art  werden  wir  für  die  Enveloppeu  reservieren, 
mit  denen  wir  uns  beschäftigen  wollen. 

133.  Bekanntlieh  ist  das  von  zwei  festen  Tangenten  eines  Kreises 
und  einer  beweglichen  Tangente  gebildete  Dreieck  von  konstantem 
Umfange,  sofern  nur  der  Umfang  des  Dreiecks  in  passender  Weise 
durchlaufen  wird.  Diese  Bemerkung  führte  Darboux  äu  der  Frage^): 
Welches  ist  die  Enveloppe  der  Geraden,  die  mit  n  Geradenpaaren 
ebenso  viele  Dreiecke  mit  einer  konstanten  Summe  der  Umfange 
bildet?  Wir  wollen  diese  Enveloppe  mit  ß^  bezeichnen,  ihre  Klasse 
mit  v  und  die  gegebenen  Geraden  ferner  mit  rit,ri'(S:  =  i,2,3  ■■-«),  mit 
s  die  gegebene  Summe  der  Umfange  und  mit  0  einen  beliebigen  Punkt 
ihrer  Ebene  bezeichnen.  Eine  durch  0  gezogene  Gerade  a  hestimmt 
mit  den  Geradenpaaren  r[ri,  nr'^  ■  ■  ■  r'„^ir'^—i  n — ^1  Dreiecke;  sei  ö 
die  Summe  ihrer  Umfange;  dann  giebt  es  noch  oo^  Geraden,  die  mit 
r'^rä  ein  Dreieck  mit  dem  Umfange  s  —  e  bilden;  ihre  Enveloppe  ist 
ein  Kreis  ßj,  an  den  man  von  0  aus  zwei  Tangenten  ä  ziehen  kann. 
Wenn  eine  derselben  mit  a  zusammenfällt,  so  bekommt  man  eine 
durch  0  gehende  Gerade  der  Enveloppe  ß„.  Wir  ziehen  durch  0 
aber  eine  beliebige  Gerade  ä  und  nennen  den  Umfang  des  Dreiecks, 
das  sie  mit  r'^r'^  bildet,  p;  alle  die  Geraden,  die  mit  den  Paaren 
r'irt,  r'sr'i, . . . ., K_-ir^'_i  Dreiecke  bilden,  deren  Umfangssumme  s — p 
ist,  umhüllen  eine  Kurve  ßn_i,  an  die  man  von  0  aus  Vn~i  Tan- 
genten a  ziehen  kann.  Dies  ist  ein  Beweis,  dafs  zwischen  den  Geraden 
a  und  ä  eine  algebraische  Korrespondenz  (2,  v^-i)  besteht.  Da  die- 
selbe v„  Coincidenzen  besitzt,  so  folgt  daraus,  dafs  v^^  v„—-\_-\-  2 
ist;  ersetzen  wir  hierin  n  successive  durch  n  —  1,  «  —  2, .  ,  .,  2  und 
addieren  die  resultierenden  Gleichungen,  indem  wir  beachten,  dafs 
1-1=2,  so  erschhefsen  wir:  v^=2m;  demnach  ist  die  Enveloppe  ß,, 
von  der  Klasse  2«,,  ■ —  Wir  bezeichnen  jetzt  mit  v'n  die  Anzahl  der 
Tangenten  von  ß,„  die  zu  einer  beliebigen  Richtung  parallel  sind. 
Verfahren  wir  in  ähnlicher  Weise  wie  vorhin,  so  erhalten  wir  in  den 
entsprechenden  uneigentlichen  Strahlenbüschen  v'^—t  +  2  Koinzidenzen, 
da  nun  diese  durch  die  unendlich  ferne  Gerade  doppelt  gezählt  und 
die  zu  jener  Richtung  parallelen  Tangenten  von  ß^  dargestellt  werden, 
so  erkennt  man,  dafs  v'„_i  -|-  2  =  »J,  -|-  2 ;    daher  ist 


1)  Smt  wne  propriiti  du  cerde  (C.  E.,  XCIV,  1883;  Ann.  de  I'Eo.  i 
Ser.  8,  Vn,  1890). 
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nun  ist  ßj  ein  Kreis,  also  v'i=  2,  und  folglich  ist  im  allgemeinen 
v'n  =  2.  Daraus  geht  hervor,  dafs  die  uneinUicli  ferne  Gerade  Tut  die 
Enveloppe  ß„  eine  2(rt — l)-faclie  Gerade  ist. 

Zu  denselben  Schlüssen  kann  man  auch  auf  dem  Wege  der  Rech- 
nung gelai^en.  Mau  stelle  die  n  gegebenen  Geradenpaaie  dai-  durch 
die  Gleichungen 

Wir  nehmen  dann  einen  beliebigen  Pimkt  F  (Xfj,y,^,  ziehen  dnrch  ihn 
die  beliebige  Gerade  x  —  x        y  —  y 

und  suchen  die  Bedingung  auf  dafür,  dafs  sie  der  gegebenen  Enve- 
loppe ifJ„  angehöre.     Wir  werden  dann  die  Gleichung  finden 


■y  [(^,  -  a;„)  eoa  ..  +  (y^  -  y,)  sin  «]  cos 

■~  K  —  Kfc  4-  ^t      ■       0!  —  «t  —  ^t 


(12) 


die  als  Gi'undlagen  der  analytischen  Untersuchung  der  fraglichen  Enve- 
loppe dienen  kann,  insbesondere  zur  Behandlung  der  algebraischen  und 
geometrischen  Fn^en,  von  denen  Darbonx  in  seiner  Abhandlung 
spricht  und  auf  denen  das  erhebliche  Interesse  beiniht,  das  die  be- 
trachteten Kurven  beanspruchen  dürfen.  Wir  können  uns  hier  in  das 
Studium  derselben  nicht  vertiefen;  bevor  wir  jedoch  die  Kurven  von 
Darboux  II'*''  Spezies  verlassen,  wollen  wir  noch  bemerken,  dafs  sie 
durch  die  Kreispunkte  der  Ebene  gehen,  rational  sind  und  in  spe- 
ziellen Fällen  sich  auf  Darboux'sehe  Kurven  I*^  Spezies  reduzieren, 
Aufserdem  können  sie  als  die  Polarreziproken  in  Bezug  auf  einen 
Kreis  angesehen  werden  von  solchen  Kurven,  die  eine  Gleichung  von 
der  Form  p  _/(„„„,  ,k ») 

haben,  wo  f  eine  rationale,  ganze  oder  gebrochene  Funktion  von 
cos  Cd  und  sin  ra  bedeutet. 

ISS.  Eine  gleichseitige  Hyperbel  ist  eine  Kui-ve  zweiter  Ord- 
nung, deren  Asymptoten  rechtwinklig  aufeinander  stehen.  Giebt  es 
nun  Kurven  nter  Ordnung,  bei  denen  n  Asymptoten  in  einen  Punkt 
zusammenlaufend  den  umliegenden  Winkelraum  in  n  gleiche  Teile 
teilen,  also  ein  „reguläres  Büschel"  bilden?  Diese  Frage  hat  sich 
F.  Serret  vorgelegt,  der  den  mit  dieser  Eigenschaft  ausgestatteten 
Kurven  den  Namen  Bquilateren  gab^). 

I)  S,  die  Äbliaiicllungeji  Sur  lea  hyperholea  eqailatires  d'ordi'e  quetconqwe; 
Sur  les  faiacewax  reguUers  et  les  iquilaüres  d'ordre  n  und  Sur  Jes  equilateres 


CXI,  1895).  ^  ^ 
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Um  die  allgemeine  Gleiclrnng  derselben  zu  finden,  nehmen  wir 
den  Sehnittpunkb  der  Asymptoten  als  Anfang  und  eine  derselben  als 
a;-Axe.     Die  Gleichungen  der  Asymptoten  selbst  werden  dann  sein: 

x  cos y  sin =  0.        (/;  =  0,1,2  — ,  n—  i) 

Daher  ist  die  gesuchte  Gleichung 


!7( 


«^-i/rin^-    -,f._,(,,,S)_0.      .     (13) 


■WO   q^n^a    eine   behebige   Funktion   vom    Grade    (m — 2)   in   x,'^   ist. 

Diese  Gleichung  hängt  von  ^ Konstauten  ab.     Läfst  man  den 

Schnittpunkt  und  die  Orientierung  der  Asymptoten  beliebig  sein,  so 
wächst  diese  Zahl  irm  3,  daher  hängt  eine  Equilaterc  iiter  Opd- 
mmg  von  ^i"„~..^  -|-  3  Konstanten  ali,  d.  li.  von  2n  —  3  Konstanten 
weniger,  als  eine  allgemeine  Kurve  «ter  Ordnung.  P.  Serret  hat 
einige  hübsche  Eigenschaften  der  Equilateren  entdeckt,  die  man  als 
Erweiterungen  bekannter  Eigenschaften  der  gleichseitigen  Hyperbel 
auffassen  kann,  z,  B.  hat  er  bemerkt,  dafs  in  ähnlicher  Weise,  wie 
bei  dieser,  so  auch  bei  jenen  folgendes  zutrifft:  zwei  heliebige  Eqni- 
lateren  bestimmen  ein  Büschel  von  Equilateren,  deren  Centren  auf 
einem  Kreise  liegen,  und  ihre  Asymptoten  umhüllen  eine  Hypocykloide. 
Bezüglich  des  Beweises  verweisen  wir  der  Kürze  wegen  den  Leser 
auf  die  vorher  erwähnten  Artikel  nnd  bemerken,  dafs  binnen  Kurzem 
(Nr.  161  —  164)  wir  auf  eine  besondere  Kategorie  von  Equilateren 
stofsen  werden,  die  uns  die  geometrische  Darstellung  der  komplexen 
Zahlen  liefern  wird. 


Äehtcs  Kapitel. 
Die  Rhodoneen  (Rosenkurven)  von  G.  ftrandi. 

134.  Zu  den  Kurven,  denen  das  gegenwärtige  Kapitel  haupt- 
sächlich gewidmet  ist,  gelangte  Gruido  Grandi,  als  er  nach  einer 
geometrischen  Definition  von  Kurven  suchte,  welche  die  Gestalt  von 
Blumen  hätten,  also  Rosetten  mit  mehreren  BlBttern.  Er  nannte 
Rhodoneen  die  in  der  Ebene  liegenden,  Clelien  die  sphärischen. 
Hier  werden  wir  uns  aus  schlief  stich  mit  den  ersteren  —  die  von 
den  Franzosen  Rosaees,  von  den  Deutschon  Rosenkurven  genannt 
werden  —  beschäftigen.  In  Polarkoordinaten  werden  sie  durch  Glei- 
chungen von  folgendem  Typus  dargestellt: 

p  =  B»mp», (1) 
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wo  H  eine  gegebene  Lauge,  und  fi  ein  Zahlenko effizient  ist,  den  man 
ersichtlich  immer  als  positiv  annehmen  kann.  Die  wimdersehönen 
Eigenschaften  dieser  Kiu-ven  wurden  von  Grandi  dem  Leibniz  in  zwei 
Briefen  mitgeteilt,  die  auf  den  Dezember  1713  zurückgehen^),  witrden 
aber  Al^emeingut  erst  zehn  Jahre  später,  infolge  einer  der  Gesell- 
schaft der  Wissenschaften  zu  London  eingereichten  Abhandlung^);  ihre 
vollständige  Theorie  wurde  dann  von  Grandi  selbst  im  Jahi-e  1728  in 
einem  besonderen  Werkchen  dargelegt^).  "Vor  nicht  gar  langer  Zeit, 
jedoch  unabMngig  von  Grandi,  wurden  die  Rosenkurven  im  allge- 
meinen untersucht  von  E.W.  Hyde*)  —  imd  zwar  unter  dem  Namen 
foliate  curves  —  und  femer  von  Himstedt^). 

Setzen  wir  m^ m,  so  wird  die  Gleichung  (I)  zu 

p  ^  JJ  cos  fira (2) 

und  kann  dann  Gleichung  (1)  vollständig  ersetzen.  In  der  Gestalt  (2) 
erhält  man  die  Gleichung  der  Ehodoneen,  wenn  man  folgende  Ent- 
stehungsweise derselben  in  Formeln  kleidef^;  „Seien  OÄ  und  AM 
zwei  einander  gleiche  Strecken,  die  in  0  und  in  A  drehbar  sind;  die 
erstere  rotiert  um  0  mit  einer  gewissen  Geschwindigkeit,  die  zweite 
um  Ä  mit  der  m-fachen  Geschwindigkeit;  der  Oi-t  des  Punkt  M  ist 
dann  eine  Hhodonee."  Nehmen  wir  nämlich  die  Anfangslage  der  Ge- 
raden als  Polaraxe  und  nehmen  an,  dafs  dann  AM  in  die  Verlänge- 
rung AB  von  OÄ  falle  und  OA  =  a,  so  haben  wir,  nachdem  OA  sich 
um  den  Winkel  a  gedreht  hat, 

^A03:==€C,      ^  MAS  =  m« ;       OM -=  (. ,       -^  MOx  ==  <o , 
femer  c  =  r.  +  ""f ,         p  =  2«  cos  ^  ; 

demnach  ist  die  Gleichung  des  Ortes  von  M 
p  '=  2«  cos  f — j—s  'A  , 

beweist  also  durch  ihre  Gestalt  die  Behauptung.  —  Es  ist  leicht,  ans 
dem  eben  bewiesenen  Satze  eine  Methode  herzuleiten,  alle  Ithodonecn 
mechanisch  zu  zeichnen''). 

1)  LeiJmis  ed.  Gerhardt  IV,  S.  221—24. 

2)  Fhrunn  geomeiriearam  mampiUm  (Phil.  Trans,  1723). 

3)  Flores  geontetrici  em  rhoäonea/rmn  et  cladia^-imi  descripüone  resuüantes 
(Plorentiae  1728). 

4)  S.  die  Abb.  Foliate  curves  in  Tbe  Analyst  II,  1875. 

5)  üb&-  diejemgen  elwMe«  Kmvm,  vxlehe  der  Folar(ßeich/ung  r~asuil@ 
entsprechen  (Progr.  Löban,  1388). 

6)  Pirondini,  Sur  wne  famiüe  remarguable  de  coM-bes  (Mathesis  2.  Ser., 
IV,  1894). 

7)  Betr.  anderer  Metboden  b.  Aubry,   De  V'osage  des   figm'es  de  l'espace 
pour  la  definiUon  et  Ja  tnmsformation  de  certaines  cowhea  (Jonm.  de  math.  sp^. 
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Aus  (1)  geht  hervor,  wean  l;  eine  behehige  ganze  Zahl  hedeutet, 
dafs,  weim  fto  = /cjt  ist,  p  =  0,  und  wenn  (tro  =  (27i; -|- 1)  y  ist, 
Q  =  R  wird;  der  Radius  vector  variiert  also  zwischen  den  Grenzen 
0  und  Rj  und  daher  liegt  die  Kurve  ganz  innerhalb  des  Kreises, 
dessen  Mittelpunkt  der  Pol  0  und  dessen  Kradius  B,  ist^);  wir  wollen 
diesen  Ki-eie  den  Pundamentalkreis  der  Rhodonee  nennen.  Be- 
rücksichtigen wir  auch  imaginäre  Winkel,  so  sehen  wir,  wenn 
;i,co^  +  arctgi,  dafs  dann  p  =  co  wird;  dies  zeigt,  dafs  die  Schnitte 

der  Kurve  mit  der  unendlich  fernen  Geraden  sämtlich  mit  den  Rpeis- 
pnukteu  der  Ebene  zusammenfallen. 

Wie  wir  oben  erkannt  haben,  mufs,  damit  p^O  werde,  {i6)  =  kx 
sein;  wenn  nun  (i  irrational  ist,  so  sind  zwei  Werte  von  (a,  die  dieser 
Bedingung    genügen,   notwendigerweise   inkongruent   mod27t;    in   der 
That:  wäre  ^„   ^  /^  jj        ttro   =  Ä"  jt        o   —  cj  =  2/e;c 
wo  k,  Ä\,  /Cg  ganze  Zahlen,  so  würde  sich  ergeben 


welche  Beziehung  absurd  ist,  da  die  linke  Seite  irrational,  die  rechte 
Seite  rational  ist.  Demnach:  Wenn  [r  irrational  ist,  80  geht  die 
Rosenkurve  unendlich  oft  durch  den  Pol,  umfafst  daher  unendlich 
viele  Blätter^);  in  diesem  Falle  kann  die  Kurve  nicht  algebraisch  sein. 
Wenn  dagegen  ^^ 

wo  a  und  b  ganze,   relative  Primzahlen   sind,   so   zeigt   eine   leichte 
Diskussion:  Die  durch  die  Gleichung 


dargestellte  Rosenkurve  l)esteht  aus  a  BlSttem,  wenn  die  heiden 
Zahlen  «  und  b  beide  ungerade  sind,  dagegen  aus  2a  Blättern,  wenn 
eine  derselben  gerade,  die  andere  nngerade  ist.  Wenn  b>l,  so 
überdecken  sich  die  Blätter  der  ßosenkurve,  jedes  folgende  die  ersteren, 
Bo  dafa  man  sagen  könnte,  die  Kurve  habe  h  Sclrichten;  ist  6  =  1, 
so  besteht  sie  nur  aus  einer  einzigen  Schicht,  sie  besteht  aus  unend- 
lich vielen  Schichten,  wenn  ^  irrational  ist. 

Betrachten   wir    zwei    aufeinander   folgende  Werte    von    o,    für 
welche  3  =  0  wird,  z.  B. 

,,  _  ''^  „  __  *+_!)_«  . 


4  Sei  ,  IV,  1S96,  S.  202—4).  Auf  eine  besonders  bemerkenswerte  werden  wir 
im  tolfjanden  Abschnitt  hiuweisea,  indem,  wir  zeigen,  dafs  die  Rtodoneen  epe- 
Bielle  EpicyMoiden  sind. 

1)  lirandi,  Flores  geometrici  etc.  S.  4,  3)  Das,  S.  12. 
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,                 0),  +0),         (2k-\~l)   n  .   ,    ,  ,,,     ,      (0,  -|-(o,        .... 

da  min   -'—^ — -  =  ^^ ■ — -  -^-,  so  ist  der  zum  Werte  —— — ^  gehörige 

Radius  vector  gleich  dem  Maximum  JJ;  und  weil 

B  sin  ji  (-  ■  ■■■    -  ■  Y  +  k)  =  (—  1)*  JS  cos  (icc , 

so  ist  klar,  dafs  zwei  zu  einem  Maximal-Vector  symmetrisclie  Radien- 
veetoren  einander  gleich  sind,  mit  anderen  Worten:  Die  Blätter  der 
Rosenkurve  sind  symmetrisch   in  Bezng  auf  die  Maximal-Radien^). 

Demnach  besitzt  die  Kurve  oü"-  Symmetrieasen,  wenn  ji  irrational  ist; 
wenn  fi==-5-,  besitzt  sie  deren  2a,  wenn  eine  der  Zahlen  a,b  un- 
gerade ist,  a,  wenn  beide  ungerade  sind. 

Die  Quadratur  der  Eosenturven  bat  zu  zwei  erwähnungswertea, 
von  Grandi  entdeckten  Sätzen  Veranlassung  gegeben,  die  wir  nun  mit 
Hilfe  der  modernen  Methoden  beweisen  wollen. 

Sei  A  die  Fläche  eines  Blattes  der  durch  Gleichung  (1)  dar- 
i  ßosenkurve.     Dann  haben  wir 


'-i/o' 


=f/.i 


'  jim-dixi  ■ 


«TJä 


nun  hat   ein  Qiiadrant  des  l''undamentalkreises  den  Inhalt  Q  - 

also  ist  A  =  —  0 

welche   Gleichung    den   ersten  Satz   von  Grandi   ausdrückt^).     Wenn 

insbesondere  ß  ^ -r ,   so  ist   J.  =  — ; — ;   wenn  daher  a  und  b  beide 
'^        b'  ta    ' 

ungerade  sind,  so  besteht  die  Kurve  aus  a  Blättern,  deren  Fläche 
6— j—  b-Q  ist,  wenn  jedoch  nur  eine  dieser  Zahlen  ungerade  ist,  so 
ist  die  Gesamtfläche  2b-Q;  somit  ist,  wenn  fc  =  l,  die  Fläche  gleich 
dem  vierten  Teile  oder  gleich  der  Hälfte  des  Fundamentalkreises, 
jenachdem  a  ungerade  oder  gerade. 

Bezeichnen  wir  mit  B  die  Fläche,  die  von  den  beiden  zu  den 
Winkeln  —  und  —  gehörenden  Badienveetoren  und  zwischenliegen- 
den Kurrenbogen  umschlossen  wird,  so  haben  wir  (s.  oben) 

Nun  haben  jene  beiden  Vectoren  die  gemeinsame  Länge 


R  sin  ~r  =  —p^ , 

i  1/2' 


1)  Grandi,  Flores  g 


!,  4.        3)  Da«.  S.  15. 
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und  begrenzen  zusammen  mit  einem  Kreisbogen,  dessen  Mittelpunkt 
0,  einen  Kreissektor,  dessen  Fläche 

deinnai;h  hat  die  zwischen  diesem  Kreisbogen  und  dem  angrenzenden 
Bogen  der  Rosenkurve  gelegene  Lünette  den  Piacheninhalt 

und  daker  2_  ^  J_ 

und  diese  Formel  drückt  den  zweiten  der  Sätze  ¥on  Grandi  aus^). 

Wir   bemerken  noch,    dafs  das  Bogendiffereuzial  der  Hosenkurve 
gegeben  ist  durch: 


ds  =  i^|/l  —     — »"■-  sin^jna  ■  dfica 


die  Rektifikation  der  ßoseiikurve  hängt  also  von  elliptisclien  Inte- 
gralen ab^). 

135.  In  dem  Falle,  dafs  ji  rational,  also  =  j  ist,  kann  man 
leicht  die  kartesische  Gleicliui^  der  Eosenkurve  erhalten*).  Wendet 
man  nämlich  auf  die  beiden  Seiten  der  identischen  Gleiebuiig 

sin  aa  =  sin  (h  -■-  to\ 
die  bekannte  Formel  an 

sinwet  =  [    )  cos™^*!»  ■  sin  co  —  (    )  cos"""^i»-  sin^ra 

+  (geos™-*(o-sin5a. , 

wo  m  eine  beliebige,  positive  ganze  Zahl  ist,  so  erhält  man 
(")  cos""^K)  'sinia  —  ("j  cos""*  ■  sin*  w  +  (t )  cos''~^sin^(a ■  ■  ■ 

-  (i)  «"'"'  (1 ")  ~  (s)  «»'*"'  (I  °)  ■"'"  +  •  ■  ■  ■ 
Nun  ist  wegen  allgemeiner  Beziehungen  und  wegen  Gleichung  (1) 
n  =  Va;^  -\-  y' ,      cos  M  =  -        sin  ca  ^  -  ,       sin  f  y  a)  =  ~  , 


cosU-ia    =-'-^ — 


R 


1)  Qrandi,  Fiwes  geometriei  etc.  S.  20.  2)  Das.  S.  31. 

3)  Der  erste,  der  die  kartesisoliea  Gleichungen  der  algebraischen  Ehodoneen 
aufstellte,  war  Luigi  dei  marchesi  Bidolfi;  man  Bete  tlie  heute  Tergeasene, 
aher  wertvolle  Arbeit:  Di  alcwii  itsi  delle  epicicloidi  e  dt  wno  st)'nmento  pei-  la 
loro  deserizione  e  specialmenfe  per  ^ella  delV  ellisse  (Florenz  1844)  S.  24,  Note. 
Vgl.  auch  Himstedt  a.  0.  S.  i. 
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Setzen  wir  dies  in  die  vorige  Gleichung  ein,  so  bekommen  wir: 

»[(;)^-'»  -  (s)^— •/■  +  (tj'-'y" ] 

-(lY^'  +  y')' (ii'-^+V)'+---   .    .   .  (3) 

Sind  o  und  fe  beide  ungerade,  so  ist  diese  Gleichnng  rational  und 
vom  Grade  a-\-h\  in  allen  anderen  Fallen  mufs  man,  um  die  Glei- 
chung  rational  zn  macben,  beide  Seiten  ine  Quadrat  erheben,  und  sie 
wird  alsdann  vom  Grade  2{a-\-b).  Demnach:  Wenn  ft  eine  rationale 
Zahl  -T-  ist,  so  stellt  die  Gleichnng  (1)  immer  eine  algebraische 
Kurve  dar,  deren  Ordnung  a-\-b  ist,  wenn  beide  Zahlen  a,  b  un- 
gerade sind,  jedoch  2(a  +  6)  ist,  wenn  eine  derselben  gerade.  Die 
Kurve  ist  also  immer  von  einer  geraden  Ordnung,  und  einer  ist 
eine  symmetrische  Funktion  der  Zahlen  «,  h.  Wir  fügen  noch  hinzu, 
dafs,  wenn  &  =  1,  sie  auch  rational  ist;  in  diesem  Falle  liefert 
nämlich  (1) 

a:  =  ü  sin  am  ■  cos  a ,        «/  =  if  sin  ato  ■  sin  m ; 

die  rechten  Seiten  dieser  Gleichungen  lassen  sieh  aber  als  rationale 
Funktionen  von   tg  —  ausdrücken. 

Unsere  Gleichung  (3)  beweist  femer,  dal's  der  Anfang  ein  viel- 
facher Punkt  von  der  Ordnung  a.  oder  2«  ist,  icnachdem  von  den 
Zahlen  a,  b  beide  oder  nur  eine  ungerade  ist.  —  Die  Bestimmung 
derjenigen  Doppelpunkte,  welche  die  Kurve  im  Endlichen  aufser  dem 
Mittelpunkte  hat,  lülat  sich  hingegen  leichter  durch  Gleichung  (1)  aus- 
führen; man  erhält  nämlich  einen  solchen  Doppelpunkt,  indem  man 
die  beiden  Werte  o^,  Og  aufsucht,  für  welche  (g  ganzzaUig  voraus- 
gesetzt) j  .  A'  \  ■  /"  \ 
(Oj — Oj  =  iJgjT              und     sin  ly  ro^J  =  sin  I  -   Ogl , 

oder         ö,  — Mg  =  (2$  — l)ji   und     sin(-^co,)  =  —  sin^^o^); 
man  kann  nun  die  beiden  ersten  ersetzen  durch 

^1 —  ö»2  =  2y^j  öj  -|-  cjg  =  -  (2r —  l)jt, 

die  beiden  letzten  durch 

Cj  — tOa  =  (2(/— l)?r,        Wj  +  o)a=  -2rji. 

In  diesen  Gleichungen  hat  man  den  ganzen  Zahlen  q  und  r  derartige 
Werte  zu  erteilen,  dafs  die  augehörigen  Werte  Oj  und  »^  inkongruent 
mod.  2x  sind.     Eine  leichte  Diskussion   führt  uns  zu  dem   Schlüsse, 
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dafa  die  Zahl  der  Lösungen  -^«(6—1),  und  daher  haben  wir  folgen- 
den Satz^):  Die  durch  die  Gleichung  e  =  Bsin(^toj  dargestellt« 
Rosenkurve  besitzt  i)i  einer  Entferiiuiig  vom  Mittelpunkte,  die  weder 
0  noch  unendlich  grofs  ist,  Doppelpunkte,  deren  Zahl  ^a{b  —  l)  oder 
2«(&  —  1)  ist,  jenachdem  von  den  Zahlen  a,b  keine  oder  eine 
einzige  ungerade  ist. 

136.  Der  vorhin  bewiesene  Satz  über  die  Ordnung  einer  algebrai- 
schen Boaenkurve  eignet  sich  auch  zur  Beantwortung  folgeurler  I^-age: 
„Welches  ist  die  Zahl  der  verschiedenen  Arten  von  Rhodo- 
neen  von  gegebener  Ordnung  «?"  Nafcörlich  müssen  wir  n  als 
gerade  annehmen.  Wenn  nvin  f{n)  die  gesuchte  Zahl  ist,  so  wird 
diese  offenbar  die  Summe  der  Zahlen  /"i(«)  und  f^in)  sein,  von  denen 
die  erste  die  Anzahl  derjenigen  verschiedenen  Paare  ungerader,  relativ 
primer  Zahlen  bodeutetj  welche  der  Relation 
(«)         a  -\-  b  ^  n, 

genügen^),  während  die  zweite  die  Anzahl  deijenigen  Zahlenpaare,  von 
denen  die  eine  gerade,  die  andere  ungerade  ist,  bedeutet,  die  der 
Relation  genügen 

(«        2(«  +  *)-«. 

Beschäftigen  wir  uns  vorerst  mit  der  Gleichung  (k).  Da  a  und  b 
relativ  prim  aein  sollen,  so  ist  auch  jede  derselben  relativ  prim  zu  n. 
Nehmen  wir  umgekehrt  für  a  einen  beliebigen  zu  n  relativ  primen 
Wert  an,  kleiner  als  n,  so  darf  man  für  b  den  Wert  n  —  a  nehmen; 
demnach  ist  die  Anzahl  der  Zahlenpaare,  die  der  Gleichung  (a)  ge- 
nügen, gleich  der  Anzahl  der  Primzahlen,  die  kleiner  als  n  sind. 
Bedienen  wir  uns  daher  eines  von  Gaufs*)  eingeführten  Symbols,  so 
können  wir  schreiben 

Wir  gehen  über  zu  (^);  da  n  eine  gerade  Zahl,  so  kann  man 
diese  schreiben  «  -]-  6  =  —  ;  da  hier  eine  der  Zahlen  a,  b  gerade,  die 
andere  ungerade  sein  mufs,  so  iat  diese  Relation  unmögüeh,  wenn  -^ 
gerade  iat;  also  ist 

/'2(ra)  =  0,     wenn   —  gerade; 
wenn   hingegen  —   ungerade   ist,    so    entspricht  jeder   zu   --   relativ- 

1)  Himafcedt,  a.  a,  0.   S,  5—7, 

2)  Als  Tereciiiedene  Paare  sind  auch  KU  betrachten  aolche,  die  durth  Ver- 
taiischung  der  Elemente  auseioander  entstehen,  da  sie  verschiedene  Kurven  liefern, 

3)  Disquisitümes  arifhmeticae,  Art,  38. 
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primen  Zahl,  die  kleiner  als  -^  ist,   eine  Losung  der  Gleichung  (ß). 

f^(n)  =  (p(^^Y    wenn  |  ungerade. 

Und  so  scUierseii  wir:  Die  Zahl  der  verscliiedeneii  Arten  von  Rlio- 
doaeeu  von  der  Ordnung  n  wird  gegeben  durch  f{n),  wenn  n  ein 
Vielfaches  von  4  ist,  dagegen  dui'ch  g){n) -\- <p  {~\ ,  wenn  n  eine 
einfache  Paarzahl  ist.  Somit  giebt  es  nur  eine  einzige  Ithodonee 
zweiter  Ordnung,  zwei  der  vierten  Oidnung  (entsprechend  den  Werten 
ft  =  3  und  (i  =  i),  vier  von  dei  sechsten  Ordnung  (entsprechend  den 
Werten  ii  =  2,^,Öfj),  ebei^o  ■\iei  von  der  achten  Ordnung  u.  s.  w. 
Gehen  wir  nimmohr  zur  Untersuchung  der  einfachsten  Fälle  über: 

I,  (1  =  1,  n  =  2;  p  =  Ifsin(tt  Gehen  wir  zu  kai-tesisehen 
Koordinaten  über,  so  erhalten  wii  Aa  Gleichung  a;^-|- j/^  =  Bj/,  die 
einem  Kreise  mit  dem  Mittelpunkte  (0,  — j  angehört,  dessen  Radius 
=  — ■  Grandi  glaubte  irrtümlicherweise,  dafs  zu  dieser  Rhodonee 
auch  der  symmetrisch  in  Bezug  auf  die  a!-Axe  gelegene  Kreis  gehöre. 

II.  (i  ^  3 ,  n  =  4 ;  Q  =  R  sia  3tu.  Diese  Riiodonee  hat  nur 
eine  Schicht;  sie  besteht  ans  drei  gleichen  Blättern,  deren  Sym- 
metrieaxen  die  Radien  des  Fundamentalkreises  sind,  die  mit  Ox  die 
Winkel  hezügl.  -^ ,  3t,  -^-  bilden.  Wegen  ihrer  Form  ist  die  Kurve 
gleichseitiges  Kleeblatt  (reguläres  Trifolium)  genannt  worden, 
und  wir  sind  ihr  schon  in  Nr.  76  1 


III.  f^  =  ■^,  n^4;'9  =  JS  sin  -^  ■  Als  kartesische  Gleichung 
hat  die  Kurve  E^y  =  (x^ -\~p^){9It^  —  4:(x^ -\-y^));  sie  berührt  die 
a:-Axe  im  Anfangspunkte  und  schneidet  sie  in  den  Punkten  mit  der 

Ahscisae  H — ^  ■ ,  hat  den  Punkt  fO,  y)  ^Is  Doppelpimkt  und  den 
Punkt  (0,— JR)  als  einfachen  Punkt,  Die  Kreispunkte  der  Ebene 
sind  Doppelpunkte  derselben.  Sie  ist  eine  rationale  Kui-ve  vierter 
Ordnung,  von  Gestalt  ähnlich  der  Paacal'schen  Schnecke  (Nr.  70),  mit 
einem  Knotenpunkt. 

IV.  (t  =  2,  n^6;  ^  =  I£sin2a>,  Sie  ist  eine  Rhodonee 
Ton  einer  Schicht,  bestehend  aus  vier  gleichen  Blättern  (s.  Taf  XI, 
Fig.  75),  sie  ist  von  der  sechsten  Ordnung  und  hat  folgende  karte- 
»ische  Hleichmg  (^,  _j,  ^y  _  4,^,^^. 

Man  kann  sie  als  eine  Grenzform  der  Skarabäen  (s.  Nr.  105)  an- 
sehen, d.  h.  als  Fufspunktkurve  einer  regulären  Aatroide  in  Bezug  auf 
ihren  Mittelpunkt,  oder  auch  als  Ort  der  Fufspunkte  der  Yom  Scheitel 
eines  rechten  Winkels  auf   die   sämtlichen  Lagen  einer   Strecke  von 
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konstanter  Länge,  deren  Etidpuakte  die  Schenkel  dieses  Winkels 
dui'ehlaiifen,  gefällten  Lote^).  Die  franzöaiseheii  Geometer  nennen  sie 
Rosace  ä  quatre  branclies^;  Ridolfi  bemerkte  (o.  a.  0.)  ihre 
Aaweadbarkeit  auf  das  Problem  der  Würfel  Verdoppelung. 

V.  (x  =  -g-,  n=^&;  Q  ^  R  ain-ä  •  Diese  Rhodonee  (Taf.  XI, 
Fig.  76)  ist  von  der  sechsten  Ordnung  und  wird  in  kaiiesiaehen  Ko- 
ordinaten durch  die  Gleichung  dai-gestellt: 

4(x-  +  ff  +  »,<  -  4B'{x'  +  y'f  -  0 . 
Sie   ist  symmetrisch  in  Bezug  auf  beide  Koordinataxen,  hat  im  An- 
fangspunkt einen  Beriihrungsknoten   mit   der  x-Äx.e    als  ungehöriger 
Tangente;  die  Endpunkte  des  auf  der  3;-Axe  gelegenen  Durehmessers 
des  Fundamentalkreises  sind  einfache  Punkte,  während  die  Punkte  D,  D, 

(Oj  i — w~)  Doppelpunkte  derselben  sind.  Sie  hat  aufaerdem  zwei 
Doppeltangenten  parallel  zu  Ox  und  zwei  parallel  zu  Oy.  Indem 
Grandi  nur  eine  Hälfte  der  fraglichen  Kurve  betrachtete,  mmlich 
nur  den  Bogen  OBDA'Dj^B^O^),  war  er  nicht  imstande  die  hervor- 
stechendsten Eigenschaften  ihrer  Gestalt  zu  bemerken,  wie  die  Existenz 
des  Berühmngeknotens  und  der  Doppeltangenten. 

137.  Wir  Überlassen  dem  Leser  die  Diakussion  der  übrigen 
R^1aenkurven  sechster  Ordnung  und  empfehlen  ihm  das  Werkehen  von 
Ridolfi  für  dag  Studium  derjenigen  von  ihnen,  die  zur  Teilung  eines 
Winkels  in  beliebige  gleiche  Teile  dienen  können^).  Wir  aber  haben 
hier  noch  zwei  Umstände  zu  erwähnen.  Erstens:  Wenn  man  auf 
die  Kuiwe  (1)  die  Transformation  durch  reziproke  Radien vectoren 
anwendet,  bezw.  in  der  Gleichung  (o=^fi>j,  Q-^j^=^k^  setzt,  so  erhält 
man  die  Kmwe  mit  der  Gleichung 

p,  =^-sec^o,, 

läi'st  mau  hierin  /i  variieren,  ao  erhält  man  unendlich  viele  Kurven, 
die  G.  Saechi^)  Cötes'sche  Spiralen  nannte,  die  jedoch  heute  den 
Namen  Ährenkurven  tragen');  im  besonderen  erhält  man  für  (t^3 
eine  Trisektrix  von  Longchamps  (s.  Nr.  49), 

1)  S.  (lie  InsHtVftiones  anaiyticae  a  V.  Biccafo  et  H.  Saladmo  cdüeetae  (Bo- 
noniae  1756)  I.  Lib.  HI,  Cap.  VH,  Probl.  VI;  Nouveüe  eorresp.  tnath.  Questioa  311 
(IV,  1878,  S,  165  u.  200)- 

3)  8.  z,  B.  Briot  und  Bonqnet,  Geometrie  analytique  (Paris  1878)  S.  22. 

S)  EJdolfi,  a.  a.  0.  S,  35—37. 

i)  klares  geometriei  etc.,  Pig.  8", 

5)  Eidolfi,  a,  a.  0.,  S.  17—18. 

6)  Sulla  geometi'ia  anaUMca  detle  eu/rve  piane  (Paviii  18&4-)  S.  11.  Vgl.  auch 
HouY.  Ann,  de  math.   1860,  S.  38. 

7)  Aubry,  a.  a.  0.  8.  201  und  251. 

Loria,  Ebene  Kuiven.  20 


y  Google 


306      V.  AliBolmitt;  Spezielle  algebraisciie  Kurren  beliebiger  Ordnung 

Unsere  zweite  Bemerkiing  isi  die,  dafs  man,  ohne  die  Arbeiten 
von  Qrandi  zu  kennen,  anch  zu  den  RhodoHeeü  gelangt  ist,  als  man 
an  die  Lösung  folgenden  kinematisehen  Problems  herangingt):  „Die 
Bahn  eines  Punktes  zu  finden,  der  in  einer  geraden  Linie  schwingt, 
während  diese  um  einen  festen  Punkt  rotiert."  Zum  Beweise,  dals 
die  gesuchte  Kurve  eine  ßhodonee  ist,  nehmen  wir  den  festen  Punkt 
als  Koordinatenanfang  und  nennen  seinen  veränderlichen  Abstand  vom 
bewegten  Punkte  s;  bezeichnen  wir  nun  mit  t  die  Zeit,  mit  m  die  An- 
zahl der  in  der  Zeiteinheit  ausgeführten  Schwingungen,  sowie  mit  ■& 
eine  Konstante,  so  haben  wir  zuüäehst  eine  Belation  von  folgendem 
Typ««  s  =  «sin2,»^(f  +  #). 

Ist  nun  <p  der  "Winkel,  den  die  sich  drehende  Gerade  mit  der  *-Ase 
nach  Verlauf  der  Zeit  t  bildet,  so  haben  wir 

a:  =  s  ■  cos  g) ,         j/  =  s  ■  sin  <p ; 
wenn  nun  aufserdem  n  die  Anzahl  der  Umdrehungen  der  Geraden  in 
der  Zeiteinheit  ist,  und  t  eine  andere  Konstante,  so  ist  noch 

,p-2«*(i  +  »). 
Eliminieren  wir  s  und  ip  aus  den  vorhergehenden  Gleichungen,  so  er- 
halten wir  die  beiden  folgenden 

x  =  «sin2mjt((  +  *)co3  2w3i((  +  T), 
j/  =  ff  sin  2msr  (t  -\-  ^)  sin  2njt  (^  +  t)  , 
welche  die  paramefci-ische  Darstellung  der  Bahnlinie  liefern.     Sind  Q,m 
die  Polarkoordinaten  des  Punktes  {x,  y),  so  ergiebt  sich  daraus 

p  =  ö  sin  2m7C  (^  -l-  *) ,         to  ^  2n7t;  {t  -\--t), 
und  nach  Elimination  von  t  die  Gleichung 

0  =  ß[  ain  [^  ra  +  2mnr  {&  —  t)]  , 

welche  in  der  That  eine  ßhodonee  darstellt.  —  Die  in  diesem  Kapitel 
nntersuehten  Kurven  als  Lösungen  des  vorhin  zitiei-ten  Prohlems  dei 
Kinematik  betrachtet,  wurden  Schwingungskurven  genannt^);  nach 
unseren  Ausführungen  geht  hervor,  dafs  dieser  Name  im  mathe- 
matischen Wörterbuche,  das  ohnehin  schon  zu  reich  an  Namen  ist, 
als  dal's  man  es  mit  überflüssigen  Synonymen  überladen  sollte,  ge- 
strichen werden  könnte. 

1)  E.  Auth,  Untei'suchungen  über  dkgemgen  Gv,n>en,  uielehe  erzeugt  wm-deii 
durch  SckwvngvAigen  emes  Punktes  auf  evuer  Geraden,  wSh/rend  die  Gerade  m- 
gkidi  rotiei-t  (Dias.  Marburg,  1866). 

2)  Melde,  Die  Lehre  von  den  Schwingmigskurven,  (Leipzig  1864), 
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Neuntes  Kapitel. 
Die  geometrisclien  Blätter/) 

138.  Wenn  alle  die  Kräfte  die  1  pi  dei  Entwickelung  einei 
Pflanze  mitwirken,  matliematisch  erkannt  waien  unl  ebenso  dei  mneie 
Mechanismus  ihrer  Organe,  eo  wude  min  im  tanle  sem  die  ^in7e 
Lebensentwickelnng  durch  Formeln  daraustellpn  mshes  ideie  wurde 
man  die  Gleichungen  derjenigen  Kurven  erhalten  k  onen  i\  eiche  den 
Umrifs  ihrer  Butter  darstellen.  Aber  umgekehrt  wenn  man  auch 
diese  Gleichungen  kennte,  würde  m'vn  dennoch  mcht  dis  Lei  en  jener 
Pflanze  durch  Formeln  darstellen  k  nnen  doch  auch  von  diesem  Z  ele 
ist  man  noch  weit  entfernt,  indem  man  «ich  1  eg  mgen  muft  lie 
Blattumrisse  durch  Gleichungen  darzustellen,  die  nicht  exakt,  sundern 
nur  in  einfacher  Weise  angei^hert  diese  wiedergeben.  Welche  Be- 
deutung demnach  für  den  Fortschritt  der  Botanik  die  Untersuchungen 
haben,  welche  Bodo  Habenicht^  angestellt  hat,  um  eine  ar^enäkerte 
analytische  Darstellung  der  Form  der  Baumblätter  zn  erhalten,  dies 
zu  beurteilen  möge  dem  Leser  überlassen  bleiben;  wir  beschränken 
uns  hier  darauf,  seine  mathematischen  Beti-achtimgen  (mit  erläutern- 
den Zusätzen)  darzulegen^). 

Der  Umrifs  eines  jeden  Blattes  ist  eine  in  Bezug  auf  eine  Axa 
symmetrische  Kurve*),  wenn  wir  von.  einigen  Ausnahmen  absehen. 
Jeder  Punkt  desselben  befindet  sich  in  endlichem  Abstände  von  irgend 
einem  anderen  behebigen  Punkte  des  Blattes,  daher  wii-d  sich  der 
Umrifs  in  Polarkoordinaten  p,  m  durch  eine  Gleichung  von  folgendem 
Typus  darstellen  lassen  ^^  F(io) 

wo  F  im  reellen  Gebiete  eine  monodrome,  kontinuierliche  und  end- 
liche Funktion  von  o  ist.     Jeder  Radius  vector  mufs   die  Kurve  in 

1)  Von  Brocard  angewandter  Name  [Note  de  bibliogi-aphie  des  eoiM'&es  geo- 
märi^es.  Partie  complementaire,  Bar-le-Duc,  1899,  S,  100).  Verf.  tatte  früher 
den  Hainen  botanische  Kurven  vorgeschlagen  {a.  Verhandlungen  des  I.  inter- 
nationalen Mathematüer-Kongresses,  Leipzig  1898,  S.  204), 

2)  Die  a'imlyl,isdie  Form  der  Blätter  (Quedlinburg,  1895). 

3)  Es  dürfte  wohl  Äberflüssig  sein,  auf  die  Analogie  der  vorliegenden  önter- 
suchungem  mit  denen  über  das  Trifolinm  pratenae  (Nr.  111)  und  die  Ehodo- 
neen  (vgl,  das  vor.  Kap.)  hinzuweisen.  Wir  wollen  noch  bemerken,  dai's  diesen 
das  Pfianaenleben  betreffende»  Forschungen  auf  das  Tierreich  bezügliche  ent- 
sprechen; siehe  nämlich  den  Schiufa  von  Kap.  6  des  folgenden  Abschnittes,  aufser- 
dem  J.  r.  Blake,  On  fhe  measweiHent  of  the  cwues  fonned  hy  eephalopodes  and 
offiCT  mölh^t  (Phil.  Magazine,  1878). 

4)  Sieht  man  von  dieser  einsebräjikenden  Bedingung  ab,  eo  wächst  die 
Zahl  der  darstellenden  Kurven  nngemein;  man  erhält  z.  B.  solche,  die  durch  die 
Gleiehnng  g  =(i-|-  6  couna-\-  e  suinoi  dargestellt  werden,  auf  die  anch  Habe- 
nicht  atieffi  (a.  a.  0.  S.  14). 
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einem  einzigen  Punkte  achneiden,  daher  wird  F  ferner  eine  perio- 
dische Funktion  mit  der  Periode  2;t  seia,  also  Ton  der  Form 
9(sinc3,  cosra),  AVählt  man  nun  als  Polaraxe  die  Symmetrielinie  des 
Blattes,  so  müssen  gleichen  und  entgegengesetzten  Werten  von  o  die- 
selben Werte  Ton  p  entsprechen:  dies  erfordert,  dafs  sino  in  der 
Funktion  95  nicht  auftritt.  Es  ergiebt  sich  dann  folgende  Gestalt  der 
aieichnng  j_/-(c08o), 

WO  f  eine  ähnliche  Funktion  ist  wie  die  vorige  F.  Den  einfachsten 
Fall  erhält  man,  indem  man  setzt 

(}  ^  a^-\-  a^  cos  (0  -[-  flg  cos^  w  -(-  %  cos^  o  -f- -\-  ^  <^08"  01 .  .  (1) 

Setzt  man  nun  für  cos'w  (*=  1,  2,  a...n)  den  Ausdruck  in  Funktionen 
von  coara,  cos2to,  . .  .  cosftra,  so  kann  man  (1)  durch  eine  Gleichui^ 
von  folgendem  Typus  ersetzen 

p  =  &u  -|-  6^  Costa  -|-  \  U)s2ro  -|-  ftg  cos  -ioj  -f- ö„  cosnaj.    .    (2) 

Wenn  man  nun  —  dem  Beispiele  von  Habenicht  folgend^)  — 
noch  aufseidem  die  Bedingung  einfuhrt,  dafs  die  Summe  der  Vectoien, 
die  den  Winkeln  ra  und  <a--|-3i  entspiechen,  gleich  einer  Konstanten  c 
(genannt  der  Duithmesser  des  Blattes)  sei,  so  erhält  man 

9D(o)j-f  9j(o)  +  jrJ  =  fi, 
für  aUe  Werte  von  <o;  demnach  mufs  in  der  Gleichung  (1) 

sein  und  in  (2)  i  =  ft   = =  0 

Dieser   Umstand   reduziert   die    vorhin   angeführten   Gleichungen   auf 

folgende  Form 

e  ^  (Tfl  -f-  %  cos  K)  -|~  %  cos'*  CT  -|- d^^^j  cos^^'  +  ^ca  .      .      .      (1') 

p  =  ?)„  +  ö^cosra  +  feg  cos  3(3+ &äp_^,cos(2p  +  l)oj.  .    (2') 

Diese   stellen   dann   Kurven   von    der  Ordnung  4(j)+l)   dar,    deren 

„Durchmesse!'"  bezw.  SCTq  oder  2^^  sind.  —  Setzen  wir 
Pj,  =  6^  cos  /cto ,  (ft  =  0, 1,  S  . . .  3j)  +  1), 

so  erhalten  wir  offenbar  die  Gleichungen  von  p-\-2  Rhodoneen;  und 

da  Gleichung  (2')  info^edesaen  äquivalent  ist  mit  folgender  Gleichung 

P  =  Po  +  4"!  +  P»  H h  Pj,  > 

so  ist  klar,  dafs  mau  die  durch  Gleichung  (2')  dai-gestellte  Kurve 
durch  Addition  der  Radien vectoren  jener  jp  +  2  Rhodoneen  (deren  erste 

1)  Die  neue  Bedingung  ist  jedoch  von  ihm  nicht  immer  beibehalten  worden, 
lind  so  (8.  6—7)  betrachtet  er  an  einer  Stelle  die  Kurren 

din  cn  dann  ausseliliefat,  weil  aie  eine  doppelte  Symmetrii 
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ein  Xreis  ist)  erhalten  kann.  Eine  äJmliche  Konstruktion  erhält  man 
auch  vermittelat  der  Gleichung  (1').     Setzt  man  nämlich 

Q^  =  öjCOS*ra,  (fc  =  0, 1,  3  .  ,.,,  3p  +  l) 

so  erhalten  wir  die  Gleichungen  Ton  p-\-2  Kurven  von  eiuer  Art,  mit 
der  wir  uns  binnen  kinaem  (in  Nr.  139)  beschäftigen  werden,  und  da 
nun  (l")  wird  zn      „       -     i    -     i   -     i 

so  kann  die  durch  (1')  dargestellte  Kurve  leicht  mit  Hilfe  jener  kon- 
struiert werden. 

Der  euifachate  Fall  der  Kurven  (1')  und  (2')  ist  ein  Kreis.  Es 
folgt  dann  jener  mit  der  Gleichung 

e  =  »0  +  «1  cos  6j , 
welche  eine  Pascal'sehe  Schnecke  ist  {s.  Nr.  70);  da  die  geometrischen 
Blätter  ohne  Knoten  sein  aollen,  so  ist  %  >  %  anzunehmen.  —  Lassen 
wir  p  unbestimmt,   so   gehört  dem  Typus  (1')  auch  die  Kui"ve  von 
der  Ordnung  i(p-\- 1)  an,  welche  die  Gleichung  hat: 

p  =  a(l  -f-eos^P+>«o); (lä) 

Sie  heifst  die  (2p  -\-  1)**  Herzkurve.  Ahnlich  dieser  sind  die  Kurven 
mit  der  allgemeinen  Gleichung 

?  =  «(l  +  yco9«), (4) 

die  ebenfalls  von  der  Ordnung  4{p+l)  sind. 

Die  Gleichungen  (1')  und  (2')  schienen  Habenicht  noch  nicht 
hinreichend,  um  die  Gestalt  der  Blätter  irgend  einer  Pflanze  gut  dar- 
zustellen, und  deswegen  hat  er  sie  in  verschiedener  Weise  modifiziert^). 
Es  erscheint  uns  nicht  angebracht,  hier  auf  diese  Modifikationen  ein- 
zugehen, zumal  sie  den  Boden  verlassen,  der  zu  Anfang  durch  die 
Beetimmungen  über  die  Funktionen  I\  tp  und  f  gelegt  wurde.  Wir 
wollen  dagegen  bemerken,  dafs  die  Gleichungen  vom  Typiis  (1')  und  (2') 
dennoch  dazu  dienen  können,  die  Gestalt  eines  beliebigen  Blattes  mit 
grofser  Annäherung  zu  bestimmen.  Man  betrachte  nämlich  auf  dem- 
selben p-\-2  ausgezeichnete  Punkte,  und  wemi  man  p  hinreichend 
grofs  nimmt,  so  bekommt  man  alle  wichtigen  Punkte  des  Blattes 
hinein.  Schreibt  man  nun  die  Gleichungen  (1')  oder  (2'),  so  dafs  sie 
den  Polarkoordinaten  aller  dieser  Punkte  genügen,  so  erhält  man 
p-\~2  lineare  Gleichungen  für  die  Konstanten  cTq,  a^,  .  .  . .,  a^-^i, 
die  zur  Bestimmung  derselben  und  somit  auch  der  Gleichungen  (1'} 
oder  (2')  dienen  können. 

1)  Um  Beispiele  au  geben,  findet  H.  für  das  Blatt  des  Sauerklees  die 
analytische  Darstellung      p  =^  4(1 -)- cos  3io)  +  isin'Sq), 
wälirend  das  des  Kphoua  wiedergegeben  wird  durch 

e  =  3(1  -4-  cos»»)  +  acos«  +  siu^«  -  23in*3rp  oos^  ■"'  ■ 
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Zehntes  Kapitel. 
Die  Ovale,  die  dreieckigen  Kurven  und  die  Orliiformen. 

189.  Man  betrachte  emen  Kreis  mit  dem  Centrum  0  und  dem 
Radius  *-,  sowie  einen  Puükt  0  seiner  Ebene  (Taf.  XI,  Fig.  77);  mau 
ziehe  durch  0  einen  beliebigen  Strahl  t  und  nenne  P  den  einen  Schnitt 
desselben  mit  'der  Peripherie  jenea  Kreises;  darauf  projiziere  man  P 
senkrecht  auf  den  Durehmesser  OC  in  Q,  dann  Q  in  P^  auf  den 
Strahl,  darauf  P^  in  Q^  auf  OC  u.  s.  w.  Man  erhält  dann  achliefs- 
lich  einen  Punkt  P^  auf  t,  der,  wenn  t  um  0  rotiert,  eine  Kurve 
durchläuft,  die  man  nach  einem  Vorschlage  von  F,  Münger  eine 
eiförmige  Kurve  oder  ein  Oval  nennt^).  Um  dessen  Gleichung  zu 
finden,  nehmen  wir  0  als  Pol,  OC  als  Polaraxe  und  bezeichnen  mit  d 
die  Länge   der  Strecke  OG.     Dann   ist  die  Gleichung   dei 

Kreises;  p«  —  2^^  cosw  +  (7^  —  »■=  =  0; 

nennen    wir    dann    die    Radienvectoren    der    Punkte   P.^,  P^,  , 
bezw.  p^,  pg .  . .  Pi,,  so  ist  offenbar 

Pj  =  p  coB^w ,       9j  =  9  cos*(j>,     Qn''^  &  cos^"» ; 

in  (1)  ein    p  = ^— ,  so  erhalten  wir 


(1) 


setzen  i 

p^  — 2(^p„cos^"+i<a-f  ((?ä  — »■^)cos*''w  =  0,  .  .  ,  (2) 
welches  die  Polar gleichung  des  Ovales  ist.  Gehen  wir  zu  kartesischen 
Koordinaten  über,  so  bekommen  wir 

(ic*  +  i/Y"  +  '—2dx^''+\x^  +  y^-^  +  {d^  —  rä)x*"  =  0.  .  (3) 
Das  konstruierte  Oval  ist  also  eine  Kurve  von  der  Ordnung  2(2n-\-  1), 
welche  in  0  einen  4w-fachen  Punkt  hat,  dessen  zugehörige  Tangenten 
mit  der  j/-Axe  zusammenfallen;  im  Anfangspunkte  sind  auch  alle 
Schnitte  der  Kurve  mit  dieser  Axe  konzentriert;  die  Schnitte  mit  der 
x-Axe  hingegen  sind  der  Anfangspunkt  4«mal  gezählt  und  die  Punkte 
mit  den  Äbscissen  d^r,  d.  h.  die  Bndpunkte  Ä,B  des  Durchmessers 
OC.  Alle  unendlich  fernen  Punkte  der  Kurve  fallen  in  die  Kreispunkte 
der  Ebene.  Die  Kurve  ist  symmetrisch  in  Bezug  auf  die  a:-Axe  und 
berührt  die  beiden  von  0  an  den  gegebenen  Kreis  graogenen  Tangenten. 
Nehmen  wir  in  Gleichung  (3)  n  =  0,  so  erhalten  wir  den  Kreis 
wieder,  von  dem  wir  ausgegangen  sind.  Nehmen  wir  dagegen  «^1, 
so  bekommen  wir  eine  Kurve  sechster  Ordnung,  dargestellt  durch  die 


Gleichung 


die  Kreispunkte 


(x'+,'f-idx'(x'  +  s')  +  (d'- 


r')x'; 


(A) 


■  Ebene  sind  Spitzen  der  Kurve  mit  der  nuend- 


1)  Y.  Müngei',  Die  eiförmigen  Km-ven,  InaiiguraJ-Disscrt,  (Bec 
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lieh  fernen  Geraden  als  gemeinsamer  Tangente.  JenacMem  der  feste 
Punkt  0  aufserhalli,  auf  der  Peripherie  oder  innerhalb  des  gegebenen 
Kreises  liegt,  nimmt  sie  verschiedene  Gestalt  an  (Taf.  XI,  Fig.  78«,  ö,  c). 
Bemerkenswert  ist  der  Fall  (?  =  0;  die  entsprechende  Kurve  ist  auch 
zu  Oy  symmetrisch,  besteht  demnach  aus  zwei  gleichen  geschlossenen 
Zügen;  wegen  ihrer  Gestalt  wurde  sie  von  Münger  Doppeleilinie 
genannt;  sie  wird  in  Polar-  bezw.  kartesischen  Koordinaten  durch  die 
Gleichungen  dargestellt: 

p  =  *•  coB^  o ,  {^^  -{-  y^y  —  r^^  =  0 , 
Alle  Ovale  sechster  Ordnung  können  noch  auf  eine  andere  Weise 
konstruiert  werden,  die  verdient  hervorgehoben  an  werden:  Die  ge- 
gebenen Stücke  sind  dieselben,  die  Punkte  mögen  wie  vorhin  mit 
P,  §,  Pj . . .  bezeichnet  werden.  Man  beschreibe  um  den  Mittelpunkt  Q 
mit  dem  Radius  QO  einen  Kreis  und  bestimme  dessen  zweiten  Schnitt 
M^  mit  (;  wir  behaupten,  der  Ort  des  Punktes  M^  ist  ein  Oval  sechster 
Ordnung  (Taf.  XI,  Fig.  77).  Bezeichnen  wir  noch  mit  ta  die  Winkel 
QOF,  QM^F,  so  wird 

<i:eP-M,=  |-  +  (o,     ^P$ilij  =  |--2m, 
daher  ergiebt  sich  aus  dem  Dreiecke  FQM^ 

003  2  a>  C03  m 

Da  aber       QM.         00         ^n  ■  ^     T>m        ^n         o 

-£ — '-  =^  — — ■  ^  OP,       so  ist     P J/|  =  OF ■  cos  2 03 ; 

daraus  folgt      Qjf^^  _  oP(l  +  cosSo)  =  2-  OP-cos^w. 

Setzen   wir  nun,   wie  wir   es    vorhin    gethan,    OP  =  p,   und    ferner 

OJIfj  =  p',  so  ist  „■ 

Setzen  wir  dies  in  (1)  ein,  so  findet  man 

i^  o  +  4:(d^  —  r^)  cos*  0)  =  0 , 
-  if)x'  -\-  4:{d^  ~  r')x'  ^  0; 
da   diese   sieh   von  (4)  nicht   unterscheidet,    als   nur  durch  die  Ver- 
tauschui^  von  d  und  r  in  2d  und  2r,  so  ist  die  obige  1 


140.  Zu  der  Reihe  von  Untersuchungen,  welche  die  Bestimmung 
der  Gleichungen  von  vorher  gestaltlich  bekannten  Kurven  im  Äuge 
haben,  hat  auch  der  berühmte  Euler  einen  wichtigen  Beitrag  geliefert^). 
Während  fast  bei  allen  übrigen  von  ihm  ausgehenden  Forschungen 
ihm  eine  Schar  von  Schülern  oder  Kommentatoren  folgte,  sind  die- 

1)  g,  die  Abb.  De  cwrvis  tricmgularibus  (Acta  Academiae  So.  Tmp.  Petrop. 
pro  anno  MDCCLXXVni,  Pars  posterior,  Petevstinrg  1781). 
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jenigen  Forschungen,  mit  denen  wir  uns  jetzt  beschäftigen  wollen, 
soweit  uns  bekannt,  leider  von  niemandem  fortgesetzt  worden.  Es 
bleibt  ima  also,  wenn  wir  über  sie  in  den  Hanptzftgen  berichten  wollen, 
nichts  anderes  übrig,  ab  getreulich  die  Gedanken  des  grofsen  schwei- 
zerischen Mathematikera  wieder  zu  geben,  und  wir  würden  erfi-eut 
sein,  wenn  dieser  Hinweis  jemanden  veranlassen  sollte,  sich  eifrigst 
mit  diesen  Fragen  wieder  zu  beschäftigen,  tim  Lösungen  zu  erbalten, 
die  den  Anforderungen  in  Bezug  auf  Strenge  und  Vollständigkeit 
besser  genügen. 

Dreieckige  Kurven  nennt  man  solche,  deren  sämtliche 
reellen  Punkte  drei  endliche  Bogen  BC,  CA,  AB  bilden,  die  sich 
zu  zweien  in  den  Pimkten  A,  B,  0  berühren  (Taf  XI,  Fig.  79),  die 
also  Spitzen  der  Kurve  sind.  Ein  Beispiel  einer  derartigen  Kurve 
hietet  die  dreispitzjge  Hypoejkloide  (Nr.  72);  dafs  es  deren  noch  un- 
zählig viele  andere  giebt,  ist  zuerst  von  Euler  bewiesen  worden, 
indem  er  folgendes  Problem  der  geometrischen  Optik  löste:  „Gegeben 
ein  leuchtender  Punkt,  eine  Kurve  zu  finden  derart,  dafs  jeder  von 
jenem  ausgebende  Lichtstrahl  nach  zweifacher  Reflexion  an  ihr  zum 
Ausgangspunkte  zurückkehrt '^)."  Die  Untersuchung  der  dreieckigen 
Kurven  ist  schwerer  als  die  ihrer  Evolventen;  es  ist  daher  nützlicher 
in  der  Untersuchung  mit  diesen  zu  beginnen.  Wir  bezeichnen  mit 
«,  h,  c  die  Länge  der  Bogen  Bö,  CA,  AB  der  dreieckigen  Kurven 
und  nehmen  an,  dafs  der  die  Evolvente  erzeugende  Faden  als  An- 
fangslage AF  eine  Strecke  von  der  Länge  f  habe.  F  ist  dann  der 
Anfang  der  Evolvente.  Stellen  wir  uns  nun  vor,  dafs  der  Faden  sich 
von  dem  Bogen  AB  abwickele,  dann  wird  zu  Ende  dieser  Operation 
der  Faden  die  Tangente  an  die  beiden  Bogen  AB  und  BC  bilden, 
während  der  die  Evolvente  erzeugende  Punkt  F  in  (?,  angelangt  ist,  so 
dafs  BO-i^Bogeu  BA'\-AF=c-\-f.  Man  setze  die  Abwickelung 
auf  dem  Bogen  BC  fort,  und  man  wird  am  Ende  zu  einem  Punkte 
H  gelangen,  derart,  dafs  die  Gerade  CH  Tangente  in  C  an  die  drei- 
eckige Kurve  ist,  und  man  hat  alsdann,  Bogen  BC-\-CS=^BG^,  und 
daher  ist   CH^  f  -\-  c  —  a.     Wickeln  wir  nun  den  Faden  auf  den 


1)  Dieses  Problem  findet  rieb,  formulieit  in  einem  Briefe  von  Buler  an 
Goldbach  vom  16.  I'ebruar  1745  (s.  P.  H.  Fnfa,  Cmresjiondance  maikemutigue 
et  physique  de  quelques  eäUbres  geomitres  du,  XVIll  Siede,  I,  St.  Petersburg, 
1843,  S.  314)  und  lieferte  für  lange  Zeit  StoiF  zu  einem  Ideenaustausob  Ewiscken 
diesen  Qeometem,  nicht  nur  bevor  Bnler  die  Lösung  veröffentlicht  hatte  (So- 
latio  probleinc^  in  Actis  I/ipstensilms  pi-opositi.  Acta  erudit.  1746,  oder  auch 
a.  a.  Ü.  S.  341—854),  sondern  auch  nacUier  (s.  das  oben  ai^fäkrte  Werk  von 
Tufs);  die  gefundene  Linie  wird  daselbst  immer  mit  dem  Namen  „eurva  ca- 
toptriea"  beaeiehnet;  eine  von  der  Buler'Bchen  verschiedene  Methode,  rie  zu 
bestimmen,  wurde  von  Oechlin  erdacht  und  von  Buler  dem  Goldbach  am 
25.  Juni  1748  mitgeteilt  (s.  Cwrespondanee  etc.  T,  S.  408), 


y  Google 


Zelmtes  Kapitel:  Die  Ovale,  die  drcieckifsen  Kurven  u.  dio  Orbiformen.      313 

Bogen  CA  auf,  so  erhält  man  zuletzt  eine  Lage  F^  des  beweglichen 
Punktes,  derart,  dafs  ÄF^^  die  dreieckige  Kurve  berührt,  so  dafs 
AF^^=A^-{- CH  =  f-\-b -{- c  —  a.  Setzen  wir  die  Abwickelung 
des  Fadens  noch  weiter  fort,  so  erhält  man  die  Tangente  BG,  an  die 
Kurve  in  £,  von  der  Länge,  dafs  AB  ^  BG^  =  AF^  und  daher 
BG  =  f-\-l)-{'C  —  a  —  c  =  f-\-h  —  a;  im  weitereu  Verlauf  entsteht 
dann  die  Strecke  CH-^,  die  die  Kurve  wieder  in  G  berührt,  so  dafs 
Cifi=  BC  +  ^G  =  a  +  /'+ft  — «  =  /■+ 6;  lassen  wir  schliefs- 
lich  sieh  den  Faden  wieder  auf  CA  aufwickeln,  so  kommen  wir  zum 
Ausgangspunkte  F  zurück.  Es  geht  daraus  hervor,  dafs  jede  Evol- 
vente einer  dreieckigen  Kurve  eine  geschlossene  Kurve  von  der  Ge- 
stalt eines  Ovals  ist,  FG^MF^GH^,  wie  es  die  Figur  «eigt;  aUe 
Tangenten  der  dreieckigen  Kurve  sind  doppelte  Kor  malen  des  Ovales'). 
Euler  nannte  sie  orhiforme  Kurven,  und  stellte  bei  ihnen  mit 
Hilfe  folgender  Überlegung  eine  interessante  Eigenschaft  fest: 
Aus  dem  Vorigen  ergiebt  sich 

H^H=2f+a'\-h  —  c. 
Ist  nun  XX,  eine  beliebige  Tangente  der  Kuiwe  und  S  ihr  Berührungs- 
punkt, so  ist,  wenn  wir  z.  B.  annehmen,  dafs  sie  dem  Bogen  AG  an- 
gehöre ,—.  -—^ 
^                  8X=  Bogen  SC  +  Cif  =  Bogen  SC  +  /'+  c  -  «; 

SX,=  BogeniS  -f  AF  ==Bogf:n  AS  +  f 
daher 

SX  -f  SX,  =  Bogeni^  +  Bogen  sd+'if+c-a, 
d.  h.  XXj=2/-—  a  +  ft  +  c. 

Folglich  Die  NiiimÄle  in  einem  beliebi^eii  Punkte  einer  orbiforincn 
Kurve  tiifft  diese  in  einem  zweiten  Punkte  Xi,  in  welchem  sie 
ebenfalls  normal  ist  nnd  der  Abstand  der  beiden  Punkte  X  und  Xi 
ist  konstant,  es  ist  dies  eine  bemeikenswerte  E^entümlichkeit,  von 
der  man  glaubte,  dafs  5ie  ausschliefshch  dem  Kreise  zukomme. 

Hetzen  wir  /■==«-(-  A.,  so  nehmen  die  vorigen  Relationen  eine 
mt-hr  symmetiische  Form  m  die  bemeiken'iwert  ist;  sie  werden  dann 
namhch  /u 

1)  Diese  Kuiven  sind  il  o  um  mit  t  Hiimberi  zu  reden  {Sii/r  ks  cour- 
6fs  planes  lecttficablfs  Liouvilles  Joum  i  Sex  IV,  188S,  S.  141)  komplese 
Kurven  er  neunt  einfache  Kurven  solche,  deren  Notmalen  im  allgemeiueu  ein- 
facte  Normalen  sind  komplexe  solclie,  bei  denen  jede  Normale  eine  doppelte 
Normale  i't,  e*;  ist  bekannt  daft  eine  nirbt  ?piiallende  Kvirve  nicht  alle  ihre 
Noimilen  all  inehilache  loa  um  m  Giade  >  '  baten  kann. 
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ÄF.^h  +  c-^-k,      iJ«j=  c  +  fl  +  fr,     CR^^a  +  6  +  fr; 
FF,  ^G-G,'^  HH,  =  XXi  =  a  +  &  +  c  +  2Ä. 

lil.  Die  oben  aufgestellten  Sätze  eiguen  aieli  zur  Auflinduug 
der  allgemeinen  Gleichung  der  Orbiformen.  Es  sei  uämlich  FMF^M, 
(Taf.  5J,  Fig.  80)  eine  Orbiforme  bezogen  auf  die  Doppelnormale 
FF,  als  Axe;  MM,  sei  eine  zweite  beliebig  gewählte  Doppelnormale, 
welche  FF,  in  N  sehneidet;  P  und  P,  seien  die  Projektionen  von 
M  und  M,  auf  FF,.     Wir  setzen 

FF,  =  MM,  -=  2/';       FF  =  X,     FjM  =  Y,       P  P,  =  a; , 


i^  _  P 


=  J^ 


und  erhalten  dann: 

MN^  ryi  +  P^         M,JVj  =  — j/-|/r+"|)%         P  =  ;). 
Sei  yS  der  Punkt,  in  welchem  das  von  M  auf  FF,   gefällte  Lot  die 


durch  M,  '/.u  FF,  gezogene  Parallele  schneidet,  so  ist,  weil 

MS 

JfM, 

MF  —  "MN  ' 

_MS  =  2/-^,=  — ?4= 

,     imd  daher  Jf.S "-t^--- 

'  MN      yi  +  p 

1/1  +  ?■ 

Femer  ist,  weil  P  =  ^, 

MS           "" 

,       *,«--  '*      . 

^     .                              1^1  + 1'' 

yi+p' 

Da  ferner 

jfs  =  MP  +  _MiP,  =  r  — 

9,       M,S  —  FP,-~FP  —  r.~ 

-X, 

80  ergiebt  sich                         2f 

-^,     .,-x^    y-:-..  .    . 

(5) 

P'                               1/1+2)» 

Wir  setzen  nun 

X+^=2(?, 

r+;,=2P.      .     .     . 

(6) 

Kombinieren  wir  diese  mit  de 

vorigen  Gleichung,  so  erhalten 

wir 

Y           B+        _^:j 

,j- B- ---!-.- 

yi+y- 

(7)                     1"+»'      .    . 

^  (8) 

I„g„-Ji„_     ■ 

.~»  +  -,U^^ 

V'  +p'  j 

1/1 +p' 

Dift'erenziereii  wir  diese,  so  er 

giebt  sieb: 

dY      dB      -ftl?.  1 

d5_M+ -*■''»'- 1 

1/(1 +!>■)■ 

■'             ^  1/(1  +  1)')-  1 

yci+i»')' 

--^«  +  ya5<?l 
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worin  die  Vorzeichen  einander  entsprechen,  und  die  dann  darauf  zurück- 
gehen, dafs  äS,  ^=  p-dQ,  mit  anderen  Worten,  dal's 

E=Jp.dQ (9) 

Da  wir  auf  alle  Bedingungen  des  Problems  Hücksicht  genommen 
haben,  eo  sehen  wir:  Nimmt  man  für  Q  eine  beliebige  Funktion  von 
p,  die  der  einzigen  Bedingung  untervvorfen  ist,  dafs  die  Integration 
Sp-dQ  ausführbar  sei,  so  liefert  die  Gleichung  (9)  i?,  und  daher 
Uefem  die  Gleichungen  (7)  die  Koordinaten  des  Punktes  M  in  Funk- 
tionen des  Parameters  p\  die  Gleichungen  (8)  liefern  dann  die  des 
entsprechenden  Punktes  M^]  belassen  wir  den  Wurzeln  ihre  Doppel- 
,  so  sind  die  Gleichungen  (T)  und  (8)  nicht  wesentlich  ver- 
Wir  können  daher  die  Gleichung  (8)  als  allgemeine  para- 
metrieche  üarstellung  der  Orbiformen  ansehen. 

Zu   einer   anderen   bequemeren  Darstellimg   gelangt   man,    indem 
man  beachtet,  dafs  sich  (9)  auch  schreiben  läfst 

M^pQ—jQ-dp; 
setzt  man  dann  jQ-äp  ^  S,  oder  auch  Q  =  -^,  so  hat  man 

""■''"".-f  +  -^„     ,^piS-s~-^..  (W) 

dp^  yiZfj^'      -^      ^  dx  yi+p^ 

In  dieser  neuen  parametrischen  Darstellung  der  Orbiformen  ist  S  eine 
beliebige  Punktion  von  p,  die  jedoch  in  der  Art  zu  wählen  ist,  dal's 
die  X,  y  immer  als  endlich  sich  ergeben;  wollen  wir  eine  algebraische 
Kurve  erhalten,  so  kann  man  setzen 


wo  tw  <  )i  ist  und  der  Nenner  keine  reellen  linearen  Paktoren  enthält. 
Aus  Gleichung  (10)  kann  man  die  analytische  Darstellung  der 
dreieckigen  Kui-ven  ableiten,  wenn  man  sich  erinnert,  dafs  diese  die 
Evoluten  der  Orbiformen  sind.  Um  die  E«chnung  zu  vereinfachen, 
beachten  wir,  dafs  die  oo'  Orbiformen,  die  den  unendlich  vielen  Werten, 
welche  die  Konstante  f  annehmen  kann,  entsprechen,  die  Pvolventen 
einer  und  derselben  dreieckigen  Kurve  sind,  so  kann  man,  um  die 
Darstellung  dieser  zu  erhalten,  annehmen,  dafs  für  /  ein  möglichst 
günstiger  Wert  gewählt  sei,  z.  B.  /'=0;  dann  hat  man 

dS  dS  'ii\ 
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Benutzen  wir  die  bükannten  Ausdrücke  für  die  Koordinaten  i  und  (f 
des  Krümniunj^mittelpunktes,  so  ergiebt  sich 

'-ü-Kl+rtl^i       «-p||-S+(l+i>')|^.   ,    (12) 

Dies  ist  die  gesuchte  analytische  Darstellung  der  dreieckigen  Knrve; 
sie  zeigt,  dafs  der  Krümmungsradius  It  der  Kurve  (11)  gegeben  wird 

*"«'•  ü-yo+wH- m 

Aus  (12)  kanQ  man  ableiten 

dt  „    o  iPS  /i    I      ,,  d^S       du        ,,     d^S    1/1    I      o\  d'S    ,,  .> 

ä}--^!'  -ii'  -  -P  (1 + P  )  7V '    äj,  - ''»'  ä?  +  (1 + f )  -Si'  W 

und  daher  ist  ^   _!_  j,  ,^1'  =  Q  ■  l'15'} 


^  =  0  und  umgekehrt,  daher  ist  dieser  Punkt  ein  singulärer  Punkt, 
d,  h.  eine  der  drei  Spitzen  der  Kurve  (vorausgesetzt,  dafs  diese  die 
einzigen  vielfachen  Punkte  der  Kurve  seien). 

Aus  der  Gleichung  (14)  leitet  man  ferner  ab,  wenn  s  den  Bogen 
der  dreieckigen  Kurve  bedeutet: 

weshalb  wegen  (13)  s  =  jR  +  Comt., 

was  man  übrigens  voraussehen  konate,   weil  ja   die   Kurve  (19)   die 

Evolute  der  Kurve  (10)  ist. 


Elftes  Kapitel. 
Die  Miiltiplikatrix-  und  di«  Meiiiatrix-Kurveii. 

142.  Bei  der  in  Nr.  139  dargelegten  Konstruktion  der  Münger'- 
schen  Ovale  führen  wir  die  spezielle  Voraussetzung  ein,  dafs  der  Punkt 
0  auf  der  Peripherie  des  gegebenen  Kreises  liegt;  dies  ist  gleich- 
bedeutend mit  der  Annahme  <?  =  r;  die  dortigen  GleicbuBgen  (2) 
und  (3)  werden  dann  zu 

P«  =  2f  ■cos^"+^M (1) 

resp.  (x^  +  s/O"-'-'  =  2rx^"^^ (2) 

und  stellen  dann  eine  Kurve  von  der  Ordnung  2(re-l-l)  dar,  die  im 
Anfalle  einen  (2k+ l)fachen.  Pmikt  hat,  dessen  sämtliche  Tangenten 
mit  der  j/-Axe  zusammenfallen. 
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Die  einfacliste  Kui-ve  dieser  Art,  näckst  dem  Kreise,  erhält  man, 
wenn  «  =  1 ;  in  diesem  Falle  ergiebt  sich  eine  Kvmre  vierter  Ord- 
nung, die  einige  Astronomen,  unier  diesen  sogar  Kepler^),  zur  Dar- 
atellang  der  Bahn  des  Planeten  Mars  angewendet  haben;  später  wurde 
sie  von  Pater  Villapaudo  erdacht,  der  sie  wegen  der  von  ihr  ge- 
machten Anwendung  auf  die  Verdoppelung  des  Wüifels  Proporzio- 
natrice  secondarianannte^);  mehr  als  awei  Jahrhunderte  später  (1868) 
wurde  dieselbe  Kurve  von  L.  Seidel  bemerkt,  der  sie  wegen  ihrer 
Fonu  (s.  Taf.XI,  Fig.  78  &)  das  eigentliche  Oval  nannte^;  endhch 
vor  wenigen  Jahren  traf  G.  de  Longchamps  im  Verlaufe  seiner 
Untersuchungen  über  diejenigen  Linien,  die  sieh  mit  Lineal  uad 
Winkelscheit  konstruieren  lassen,  auch  auf  diese  Kurve  und  gab  ihr 
den  Namen  folium  simple*).     Ans  der  Polargleichung  der  Kurve 

Q  =  2r  cos*ra 
ergiebt  sich  die  Kurvenfläehe  (die  Kepler  vergebens  zu  bestimmen  ver- 
sucht hatte)  als 


=  4d^  j  00 


■  dc3  = 


d,  i,  also    ■-  der  Fläche  des  gegebenen  Kreises. 

Kehren  wir  zur  allgemeinen  Gleichung  (1)  zurück.  Wir  betrachten 
einen  beliebigen  Punkt  P„  der  durch  sie  dargestellten  Kurve;  wir  pro- 
jizieren ihn  in  H  auf  den  Durchmesser  OC  und  tragen  dann  auf  der 
Geraden  0P„  die  Strecke  0M=  OH  ab;  der  Oi't  der  Punkte  M  hat 
dann  offenbar  die  Polarglejehung : 

p  =  2r  cos*"  +  ^ra, (3) 

ist  daher  eine  ähnliehe  Kurve,  wie  die  durch  (1)  dargestellte.  Zwei 
andere  verwandte  Kurven  werden  erhalten  durch  die  Konstruktionen, 
die  wir  uns  jetzt  anschicken  darzulegen: 

Gegeben  der  Kreis  mit  dem  Centrum  C  und  dem  Radius  r  und 
einer  seiner  Durchmesser  00(7  (Taf.  XI,  Fig.  81).  Man  ziehe  durch 
0  einen  beliebigen  Strahl  i  und  bestimme  dessen  Schnitt  M^  mit  der 
in  (7  zu  0  0'  errichteten  Senkrechten;  die  in  Jf^  zu  i  errichtete  Senk- 
rechte schneide  diesen  Durchmesser  in  N^  und  die  in  JVj  zu  0(7  er- 
richtete Senkrechte  scheide  i  in  M^ . . . ;  fährt  man  so  weiter  fort, 
erhält  man  schliefslieh  auf  t  einen  Punkt  M^,   dessen  geometrischen 


1)  Ästronowia  novo,  (Prag  1C09)  S.  337. 

2)  V.  Viviani,  Quinto   Ubro  di  EueUde   o  Sdema  wniversale   delle  pro- 
por:iioni  (Florenz  164T)  S.  275—280. 

3)  Ä-Wittatein,  Noti^  iiber  das  eigeniUehe  Oval  (Archiv,  2.Ser.  XIV,  1895). 

4)  Essai  SM)'  la  geometrie  de  la  regle  et  de  l'iquerre  (Paria  1890)  S.  12Ö.   Vgl. 
Cotm-8  de  p)-oblknes  de  geomärie  aniü^gue  IL  (Park  1899)  S.  400. 
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Ort  wir  nun  bestimmen  woUöo.  Beaciiten  wir  zu  dem  Zwecke,  dafa, 
wenn  gj  der  Winkel  zwiechen  den  Geraden  00'  nnd  t  ist,  wir  der 
Reihe  nach  haben 

OM^^-^,       ON,  =-^^^^-,        0M^^~- 

der  gesuchte  Ort  hat  iblgUch  die  Polargleichujig 

o-^T-> W 

er  ist  demnach  eine  Kurve  (2m  — l)ter  Ordnnng,  die  den  Anfang  als 
(2«  —  2)facheii  Punkt  hat.  Sie  wurde  von  Carteaiua  erfunden,  der, 
um  aie  zu  konstruieren,  ein  geeignetes  Gefi^e  von  Winkelscheiten  er- 
sann und  sich  derselben  bediente,  um  zwischen  zwei  Strecken  eine 
beliebige  mittlere  Proportionale  zu  konstruieren^);  später  widmete  ihr 
der  Pater  Caraccioli  ein  besonderes  Kapitel  seines  schon  angeführten 
Werkes^.  Setzen  wir  im  speziellen  n  =  2,  so  gebt  sie  auf  die 
kubische  Duplikatrix  von  Longchamps  zurück  (a.  Nr.  50).  —  Wenn 
wir  nun  in  dem  Punkte  M„  die  Senkrechte  M^K  zu  t  errichten  und 
auf  dieser  Geraden  die  Strecke  OH  =  OK  abtragen,  so  erhalten  wir 
offenbar  als  Ort  des  Punktes  M,  die  Kurve  mit  folgender  Gleichung 
2i'  ... 

P^-^-^ä^' (3) 

Ein  Blick  auf  die  Gleichungen  (1),  (3),  f4)  und  (5)  zeigt,  daft  wu  im 
stände  sind,  punktweise  alle  Kurven  zu  konatruieien,  die  m  Polai 
koordinaten   durch  eine   Gleichung  von  folgendem  Tvpnn    diigeatellt 


werden  können 


rh 


wo  m  eine  beliebige  positive  oder  negative  ^mze  Z  bJ  ist 

143.  Zu  der  Kategorie  der  durch  Gleu-hung  (4j  dargestellten 
Kurven  gehört  auch  eine  Kurve  vieiter  Oidnui^,  die  —  wenn  wii  die 
Konjektur  und  die  Schlösse  P.  Tanneiys*")  annehmen  wollen  — 
schon  von  Eudoxus  von  Kaidos  ragewandt  sein  duifte,  um  das 
Delische  Problem  zu  lösen.  Damit  dfr  Lesfi  eikenne  wohin  die 
Argumentiitionen  des  bekannten  gelehrten  Franzosen  zielen*),  ist  es 
nöt^  sich  zu  erinnern,  dafs  Archytas  von  Tarent  eine  sehr  geniale 
Lösung  jenes  Problems  erdacht  hat,  die  sich  auf  stereometrische  Be- 


1)  La  giometrie  (Paris  188«)  S.  IT. 

3)  De  1mm  cureis  lihw  (Piais  1740)  S.  112—126. 

3)  SiM"  les  risoMAotis  du  pioblhne  de  Dilos  par  Archytas  et  par  Eudoxe 
(Bordeani;  M^m.  3*  Ser.  II,  1878). 

4)  Näieres  hierüber   sehe  man  in   G.  Loria,   Le  scienze  esatte  neW  antica 
Orecia,  Lib,  I,  Nr.  51,  63,  73, 
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traclitungeii  stützt;  er  fiihrte  nämlieh.  jene  berähmte  Aufgabe  auf  die 
Unterauchung  der  Schnitte  der  drei  Flachen,  Cylinder,  Kreisring,  Kegel 
zurück,  die  durch  folgende  drei  öleichungen  dargestellt  sind: 

x^  -{-y^^ax,         x^  +  )/S  _j_  gs  ^  ^-j/^ä  :|_  y^^ 

a;'  +  y'  +  ^^  =  -p«'      (wo  a>6). 
Um  sich  obige  ZurückfÜhrung  klar  zu  machen,  setze  man 


dann  wird  „ 


und  daher  a:u  =^  u:v  ^v.h 

somit  sind  M  und  v  die  gesuchten  mittleren  Proportionalen.  Während 
nun  der  theoretiaeho  Wert  dieser  Lösung  von  niemandem  in  Zweifel 
gezogen  wird,  ist  der  praktische  Nutzen  kurzerhand  zu  Yemeinen, 
w^  nicht  Wunder  nehmen  kann,  wenn  man  weifs,  in  welcher  Weise 
sie  von  dem  Kommentator  Eutokius  von  Askalon  dargestellt 
■wurde^).  Sie  kann  jedoch  in  eine  andere  völlig  ausführbare  um- 
gewandelt werden,  wenn  man  die  Projektionen  der  Kurven,  in  welchen 
diese  drei  Ililfsfläehen  sich  gegenseitig  achneiden,  auf  die  Koordinat- 
ebenen betrachtet.  Von  diesen  Projektionen  bieten  sich  zuiüichst  die 
auf  die  a:j/-llbene  dar;  die  eine  ist  der  Ki-eis  x^-\-y^  =  ax,  die 
andere  eine  Kurve,  welche  als  kartesisehe  Gleichung  hat 

a?(x^  +  f)=  JV, (7) 

und  als  Poiargieicliang 

O-'-i-J,,-.- (8) 

Diese  Kiirve  ist  es,  von  der  Tannery  annimmt,  dafs  sie  von  Eudoxus 
angewendet  sei,  um  in  der  Ebene  die  von  seinem  Lehrer  entworfene 
Konsti-uktion  auszuführen,  und  dafs  dieses  die  von  ihm  mit  dem 
vagen  Namen  Kampjla  («ßfiJiiiJ.'tj  yQu^fiij)  bezeichnete  Kurve  sei. 

Um  sie  zu  zeichnen,  kanu  man  in  folgender  Weise  verfahren:  Man 
nehme  (Taf.  XI,  Fig.  82)  die  beiden  Sti-ecken  AD -=  a  und  AB  =  h 
so  gegeneinander  geneigt,  dafs  der  Winkel  ABB  ein  rechter  wird, 
ziehe  dann  durch  A  eine  beliebige  Gerade,  welche  das  von  B  auf 
AD  gefällte  Lot  BÜ  im  Punkte  G-  schneidet;  dann  trage  man  auf 
AD  die  Strecke  AH=AG  ab,  die  in  i/  zu  AD  errichtete  Senk- 
rechte schneidet  ^G  in  einem  Punkte  P  der  durch  Gleichung  (8) 
dargestellten  Kurve.  Diese  ist  symmetrisch  in  Bezug  auf  beide 
Koordinataxen,  hat  den  Anfang  als  isolierten  Punkt,  und  ihre  reellen 

1881}  S.  W8ff, 
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Punkte  liegen  alle  aufserlialb   des  Streifens  der  Ebene,   der  von   den 
beiden  Greraden   a:  =  +  --   begrenzt  wird.      Sie   ist   folgender    para- 
metrischor  Darstellung  fähig: 

aus  welcher  sich  für  die  drei  Punkte  (ß),  (ß),  (f)   die  KoUinearitiits- 
bedingung  ergiebt  |  ^       ^^^       ^.^^^  j 

j  1       tg(^       cos/3  !  -=0, 

'    1  tgji  COSJ"   I 

oder  auch 

oos(^  +  3.)  +  cos(r  +  «)  +  coa(«  +  ^)  =  1. 
Setzen  wir  k  ^  j5  =  y  =  S-,  so  findet  man  die  Gleichung 

3  cos  20'  =  1 
für  die  Bestimmung  der  Wendepuntte  der  Kurve;  diesen  entsprechen 
demnach  die  Werte  ^ 

d-  =  arc  cos  [  +  V-7  ] ; 

dies  zeigt  uns,  daTs  die  Kurve  zu  Wendepunkten  die  vier  Punkte  mit 
den  Koordinaten  hat 


B.  Tortolini^)  hat  die  Beobachtung  gemacht,  dafs  die  (7)  eine 
Kurve  ist,  die  man  auf  zwei  verschiedene  Arten  als  Spezialfall  einer 
von  einem  Kegelschnitt  abgeleiteten  Kurve  ansehen  kann.  Um  sich 
davon  zu  überzeugen,  betrachte  man  einen  beliebigen  Punkt  M  der 
Ellipse  (s,  Taf.  XI,  Fig,  83} 

und  bestimme  den  Schnitt  T  der  zugehörigen  Tangente  mit  der  Fokal- 
axe  und  femer  den  Punkt  M',  in  weichem  die  Gerade  OM  die  Parallele 
durch  T  zur  anderen  Axe  schneidet.  Die  Gleichung  des  Oi-tes  von 
M' ix',  y)  ist  nichts  anderes  als  das  Resultat  der  Elimination  von 
x  und  j/  aus  den  drei  Gleichungen 

^'  +  |!  =  1,        .-,  =  -^,        xx-  =  a\ 


V  +  I^  =  i^' (^ 

welche  im  Falle  1)  ^=  a  identisch  mit  (7)  ist.  —  Wenn  man  dagegen, 
nachdem  die  Normale  in  'M  an  die  genannte  Ellipse  gezogen  ist,  den 

1)  S.   dio   bibliographiacbe   Revue,   Süpra,  aiowne  cm-vn  dmiiiate  daW  elUsse 
(Annali  di  Matern.  IV,  1861). 
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Schnittpunkt  M^  derselben  mit  der  durch  T  zur  y-Axe  gezogenen 
Parallelen  bestimmt,  so  erhält  man  die  Gleichung  des  Ortes  von 
^li^irVi)  durch  Elimination  von  x  und  y  aus  den  Gleichungen 

—  +  ll  ^^  1 1  *^i  ="  f*  ?  "~~    '~~-  ~'^  =  a"  —  6^ 

^^  ft%V  =  (^i'  — a')(V-«'  +  ^')';-   ■   ■    ■   (10) 

auch  diese  nimmt  im  Ii"alle  &  =  »,  von  dem  Faktor  x,^  befreit,  die 
!Porm  von  (7)  an,  wie  oben  angedeutet. 

144.  Diejenigen  Kurven,  welche  — ■  in  gleiche!'  Weise  wie  die 
meisten  in  diesem  Kapitel  auftretenden  —  zur  Löeung  des  verallge- 
meinerten Delischen  Problems,  d.  h.  zur  Vervielfältigung  des  Würfels 
und  zur  Einschaltung  einer  beliebig  vielfachen  mittleren  Proportionale 
zwischen  zwei  gegebenen  Strecken  dienen  können,  Icann  man  Mul- 
tiplikatrix-  bezw.  Mediatrix-Kurven  nennen.  Zu  dieser  grofsen 
Kurven -Uattung  gehören  auch  vier  Gruppen  von  Kurven,  die  Alexis 
Clairaut  erdacht  hat,  als  er  ei^t  zwölf  und  ein  halbes  Jahr  alt  wai\ 
Die  Abhandlung,  in  welcher  er  diese  veröffentlichte,  erntete  in  der 
Sitzimg  vom  18.  Mai  1726  die  Billigung  und  den  Beifall  der  Pariser 
Akademie  und  wurde  kurz  darauf  durch  Vermittelung  der  Berliner 
Akademie  veröffentlicht^);  wir  wollen  hier  dabei  verweilen  ihren  In- 
halt darzulegen. 

I.  Es  sei  ein  rechter  Winkel  xOy  gegeben  (Taf.  IX,  Fig.  84) 
und  auf  dem  einen  Sehenkel  desselben  ein  Punkt  A;  man  suche  den 
Ort  des  Punktes  M,  so  dafa,  wenn  man  die  Senkrechte  MQ  auf  Ox 
fällt,   MQ''=0A-0M. 

Die  Gleichung  dieses  Ortes  ist  offenbar 

y'^aY^^'f; (II) 

der  Ort  selbst  iat  demnach  eine  Kampyla.  Diese  Gleichung  läCst  sieh 
aber  leicht  verallgemeinern  und  giebt  dann,  wenn  ni  eine  positive 
rationale  Zahl  ist,  , 

r*  =  «"'-Y^'  +  ?'% (12) 

welche  eine  neue  Kurve  darstellt,  deren  Anwendung  auf  das  verall- 
Delisehe  Problem  wir  zeigen  wollen.  Zu  dem  Zwecke 
wir  um  den  Mittelpunkt  0  mit  OA  als  Uadiua  einen 
Kreis;  er  schneide  die  Gerade  OM  in  G,  wahrend  diese  von  dem 
in  Ä  auf  Ox  errichteten  Lote  in  F  geschnitten  wird.  Man  erkennt 
nun  leicht,  dafs  die  durch  Gleichung  (11)  dargestellte  Kurve  aich  der 

''™''  OF'-OO-OM 

ausgedrückten  Eigenschaft  erfreut.     OF  ist  also  mittlere  Proportionale 


1)  Quatre  problhnes  sur  de  nouvelles  courhes  pw  M.  Alexia  Ciairaiit  U  Fils 
Berolinensia  IV,  Berlin  1734). 
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zwischen  OG  und  OM,  Würde  hingegen  OF  die  w**  mittlere  Pro- 
portionale zwischen  denselben  Strecken  OG  und  OM  aein,  so  würde 
m.E  taten  _._^^___^^^ 

und  der  Ort  der  Punkte  M  hatte  die  Gleichung: 

oder  1  1 

„■+^_a-yii+l?; (12') 

und  liiese  Gleichung  fäUt  mit  (12)  zusammen,  wenn  man  m^l-\ — 
setzt.  Dies  zeigt,  dafs  jede  Kiorve  Tom  Typus  (12')  zur  Bestimmung 
der  n'""  mittleren  Proportionale  dienen  kann. 

Wenn  m  =  — ,  wo  jp,  g  positive  ganze,  relativ  prime  Zahlen  sind, 
so  ist  die  Ordnung  der  durch  (12)  dargestellten  Kurve,  wenn  q  un- 
gerade ist,  gleich  der  gröfseren  der  beiden  Zahlen  2p,  2q,  jedoch 
wenn  q  gerade  ist,  gleich  der  gröfseren  der  beiden  Zahlen  p,  q. 

II.  Die  Daten  seien  dieselben  wie  bei  der  vorigen  Aufgabe; 
man  suche  den  Ort  des  Punktes  M,  so  dafs  '0M-'QM===  OÄ^.  Die 
Gleichimg  derselben  ist  ersichtlich 

Y^~+y^-y  =  a^ (IS) 

Durch  Verallgemeinerung  wird  sie  zu 

Yx'~+^^'-ir-'  —  o.'" (14) 

Nun  kann  die  Kurve  (13)  auch  durch  die  Relation 

öm'=  ofog 

definiert  werden,  sie  ist  also  der  Ort  der  Punkte  M,  derart,  dafs  OM 
mittlere  Proportionale  zwischen  OF  und  OG  ist,  Suchen  wir  ähn- 
licherweise den  Ort  derjenigen  Punkte  M,  bei  welchen  OM  die  w"* 
mittlere  Proportionale  zwischen  Oi^  und  OG  wird,  so  bekommt  man 
aus  der  Relation 

ÖJir+'=  OF-OG'", 
die  Gleichung  j  i 

l/jf+7.  r  -  «■"+', (14') 

welche  mit  (14)  koinzidiert,  wenn  man  m  =  1  -\ setzt;  für  einen 

derartigen  Wert  von  m  ist  also  die  Kurve  (14)  eine  Mediatrix.  Sie 
ist,  wenn  m  =  —  von  der  Ordnung  p  oder  2p,  jenachdem  q  gerade 
oder  ungei-ade.     Sehreiben  wir  (14)  folgen dermafsen 
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SO  sieht  mau,  dafs  die  Gleichung  (14)  als  unter  (13)  einbegriffen  auf- 
gefafst  werden  kann,  da  sie  zul'äl'st,  dafs  m  auch  negative  Werte  an- 
nehmen kann,  Clairaut  hat  die  durch  (13)  und  (14)  dargestellten 
Kurven  mit  dem  Namen  Courbes  des  medianes  paraholiques  et 
hyperboliques  hezeichnet. 

III.  Die  Daten  seien  wieder  dieselben;  man  beschreibe  um  das 
Centrum  0  den  Kreis  mit  dem  Kadius  OA,  er  schneide  die  Ordinate 
MQ  des  Punktes  M  in  G;  gesucht  wird  der  Ort  der  Punkte  M,  so 
dafs  MG  mittlere  Proportionale  zwischen  OA  und  QGr  ist.  Seine 
Gleichung  ist  offenbar 

ya^  —  x^.a^f; (15) 

durch  Verallgemeinerung  erhält  man  die  Kurve  mit  der  Gleichung 

o(«'-»»)i"-!r+' (16) 

IV.  Wenn  man  sohliefslich  —  unter  Beibehaltung  der  bei  der 
vorigen  Aufgabe  gemachten  Annahmen  —  will,  dafs  OA  mittlere 
Proportionale  zwischen  QM  und  QG  wird,  so  erhält  man  ala  Ort 
der  Punkte  M  eine  Kurve,  die  durch  die  Gleichung 

Y^~~x^.y=.a' (17) 

dargestellt  wird;  und  wenn  man  auch  diese  verallgemeinert,  gelangt 
man  zu  « 

!,.(a--«V_a"t' (18) 

Wir  überlassen  es  dem  Leser,  die  so  gewonnenen  Gleichungen 
zu  diskutieren;  bis  jetzt  hat  man  an  ihnen  noch  keine  weiteren  be- 
merkenswerten Eigenschaften  entdeckt,  als  dafs  sie  zur  Losung  der 
oben  angeführten  berühmten  Probleme  dienen  können. 


Zwölftes  Kapitel. 
Die  Sektrlx- Kurven. 

145.  Nachdem  die  Mathematiker  eingesehen  hatten,  dafs  das 
alte  Problem  der  Dreiteilung  eines  Winkels  sich  durch  alleinige  An- 
wendung der  Geraden  und  des  Kreises  nicht  lösen  lasse,  richteten  sie 
ihre  Bemühungen  dahin,  leicht  zu  zeichnende  Kurven  zu  ersinnen, 
welche  au  denselben  Zwecken  dienen  könnten.  Viele  der  vorher- 
gehenden Seiten  legen  Zeugnis  davon  ab,  welche  Vorteile  infolgedessen 
der  Theorie  der  ebenen  Kurven  zu  gute  gekommen  sind.  Nicht  weniger 
fruchtbar  waren  die  wiederholten  und  vielfachen  Anstrengungen,  die 
man  machte,  um  das  allgemeinere  Problem  der  Teilung  eines  Winkels 
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in  beliebig  viele  gleiche  Teile  zu  lösen.  Hierfür  hat  man,  aufseT 
den  Bhodoneen  (Kap.  8)"^)  viele  andere  spezielle  Linien  in  Anwendung 
gebracht.  Wir  wollen  nun  die  wichtigsten  von  ihnen  anführen,  jedoch 
die  aUgemeine  Bemerkung  vor  auf  schicken,  dafs  nur  diejenigen  Sektrix- 
Kurveu  einen  wirkHchen  Nutzen  in  der  Praxis  gewähren,  die  sich 
mechanisch  durch  kontinuierliche  Bewegung  erzeugen  lassen. 

I.  In  demjenigen  der  Opmcula  mathemaMca  Thomae  Ceuae  (Me- 
diolani,  1699),  welches  den  Titel  trägt  Cydoidum  anomala/nim  descH^Uo, 
findet  sieh  (S.  31)  die  Konstraktion  einer  neuen  Kurve,  die  der  Autor 
Cyclois  anomala  nennt,  und  deren  Anwendung  anf  die  Teilung 
eines  Winkels  in  eine  'beliebige  ungerade  Anzahl  gleicher  Teile  er 
darlegt.  Die  Entstehung  derselben  ist  folgende:  Gegeben  ein  Kreis 
mit  dem  Ceutrum  0  und  dem  Radius  a,  sowie  eine  durch  den  Mittel- 
punkt gehende  Gerade  Ox  (Taf.  XU,  Fig.  85);  der  eine  Schnitt  der- 
selben mit  der  Peripherie  heifee  A.  Man  ziehe  nun  durch  0  eine 
hehebige  Gerade  r,  welche  die  Peripherie  in  M  sehneidet  und  zeielme 
nun  der  Reihe  nach  auf  Ox  und  auf  r  die  Punkte  A^,  Ä^,  A^ .  .  . ., 
jjfi,j»f3,i»fj ...  derart,  dafe  ilifJ.i  =  ^iJlfi  =  J(fi^  =  ^M3  =  -.-  =  <(; 
variiert  man  nun  r,  indem  man  sie  um  0  dreht,  so  beschreiben  die 
Punkte  A^,  A^,  A^ ...  ebenso  viele  Ceva'sehe  Cy kleiden^.  Suchen 
wir  die  Gleichui^en  derselben  für  ein  Polartoordinaten System  mit  0 
als  Pol,    Ox  als  Axe.     Zu  dem  Zwecke  bezeichnen  wir   mit  w   den 

Winkel   der   Geraden   r   mit    Ox,   mit    p^,  pj,  93 die    Strecken 

Oü/i,  OJK,,  OM^  .  .  .  .;  dann  haben  wir  ersichtlich 
■^  MOA,    =-^ili"^,0  =(0; 
^  MM^A^  =  -^  A^MM^  =  2(0, 
^  MjAiA^^  ^  M^A^A^^Sa; 

^M^M,A^=-^M,M^A^=^4a, u.  s.  w. 

aufserdem  ist 

0M=  a;     MM^  =  2u  c,os2(a;     M^M^=2a  cüs4<o;     u,  s.w. 

Daher  ist  p^  =  0.M  +  MM^  -\ \-  M^_^M^ 

^  ö  -f-  2  a  cos  2  CO  -^-  2ß  cos4to  -\-  ■■■■  ■^-'ia  00s  2  fco, 
oder  auch  ,    „    sinAi».  coe(Ä  +  l)to  ,.. 

Dies  ist  die  Polargleichung  der  li^"  Ceva'schen  Cykloide.     Geht  man 
zu  kartesischen  Koordinaten  über,  so  bekommt  man: 


1)  S.  Ridolfi,  Di  aJmni  usi  (lelle  epicicloidi  e  di  vmo  atrumento  per  Ja 
loro  deserisüme  (Florenz  1844), 

2)  Wir  glauben  nicht  ku  irren,  wenn  wir  daran  festhalten,  dafs  der  italie- 
niKche  Geometer  zox  Erfindung  seiner  Kurven  durch  das  8'^  Lemma  des  Archi- 
medea  veranlafet  wurde. 
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«■(l>  +  ;,')"-■  -[(':'  +  ff  -  2»[(;)a^'^'9  -  Qx'-'f  + ] 

iny^^-Cty^v +■■■■]]:  ■  ■  (^) 

woraus  hervorgeht,  dafs  die  entsprechende  Kurve  von  der  Ordnung 
4h  ist.  Denken  wir  uns  nun  eine  solche  Kurve  konstruiert  und 
legen  einen  gegehenon  Winkel  a  mit  dem  einen  Schenkel  auf  Ox  und 
bestimmen  den  Schnitt  des  anderen  mit  (Ic — 1)*™  der  genanntea  Cyk- 
loiden,  so  liefert  dieser  Schnittpunkt  mit  0  verbunden  einen  Winkel 

^=  „,   I  . :  man  ersieht  daraus,  dafs  die  Ceva'sehen  Kurven  thatsäeh- 
2ft-|-l'  ' 

lieh  Sektrix-Kurven  sind. 

146,  U.  Es  seien  zwei  feste  Punkte  A  und  A'  gegeben  (Taf.  Sil, 
Fig.  86),  man  betrachte  den  Ort  eines  Punktes  P  (Sektrix-Kurve 
von  Schonte  genannt),  so  dafs,  wenn  man  die  Geraden  PA,  PA' 
zieht,  der  Winkel  PAA',  innerhalb  des  von  den  beiden  festen  imd 
dem  beweglichen  Punkte  gebildeten  Dreiecks  in  einem  bestimmten 
Verhältnisse  zu  dem  Aufsenwinkel  PA'B  steht  ^). 

Es  sei  2a  die  Länge  der  Strecke  AA']  n  und  n  seien  zwei  posi- 
tive teilerfremde  ganze  Zahlen,  von  denen  die  erstere  kleiner  als  die 


zweite  ist,  und  femer 


^  PAA'  _  -^PA'B 


Bezeichnet  man  nun  den  gemeinsamen  Wert  dieser  Verhältnisse  mit 
9,  so  ist  ^  pj^j,  =^nrp,        ^  PA'P  =  n<p . 

Nehmen  wir  jetzt  ein  rechtwinkliges  kartesisches  System  mit  AA' 
als  iC-Axe  und  der  Mitte  von  AA'  als  Anfangspunkt,  so  ist,  wenn 
PH  senkrecht  zu  AA'  gezogen  wird, 

y^(x-\-a)%%n(p  =  (x  —  a)ignfp;    ....     (3) 
daher  -   /  ■  i     ,  ■  ■     ■ 

und  dies  ist  die  bequemste  parametrische  Darstellung  der  Kurve.  Sie 
zeigt,  dafs  die  betreffende  Kurve  symmetrisch  in  Bezug  auf  die  Ge- 
rade AÄ  ist,  wie  dies  aufserdem  auch  deutlieh  aus  der  Definition 
der  Kurve  hervorgeht.     Aus  Gleichung  (3)  folgt 


«  +  n  _ 


1)  P.  H.  Schonte,  Sm  les  CQwrhes  sectrices  (Jourii.  de  matt.  spec.  3°  Ser, 
IV,  1885).  Setzt  man  ^P^4'  =  e>,  PÄA  =  ta\  so  liat  man  m=^ntp, 
la  =  n  — 'yC  (p ,  daher  ri  ia-\-iiai^na=Comt.\  demnach  gehören  die  Schoute'- 
echen  Kurven  zur  Klasse  der  allgemeinen  Strophoiden  (b.  Nr,  41). 
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und  daraus  ^^  /^Tb""l  =  — . 

Es  ergiebt  eich  hieraus,  daXs 
Punkte  0  seimeidet,  derart,  da 
wird  also  gegeben  durch 


Kurre   die   Gerade  ÄA'  in  i 

^^  =  — ;  die  Abacisse  3;^  i 


(5) 


Setzt  mau  PÄ  =  p  und  FÄ'  =  p',  so  hat  mau 


p'  =  yl^— «)'+!/''■ 


Alsdann  geben  die  Gle 


(-1) 


Bezeichnen  wir  nun  die  Winkel  DÄA'  und  FjÜB  mit  a  und 

ist  n(p  =  (a,   n'<p  ='  a>',  und  die  Gleichungen  (6)  Terwandeln  : 
folgende 


^  («) 

cd',    80 


(6-) 


Jede  derselben  stellt  eine  der  betrachteten  Kurven  in  Polarkoor- 
dinaten dar. 

Die  Gleichungen  (4)  lassen  erkennen,  dafs  im  allgemeinen  x  und  y 

unendlich  werden,  wenn     ,  ,         ,  , 

(«  —  m)  9)  =  Icit , 

wo  &  eine  ganze  Zahl  ist,  ausgenommen  ist  ft  =  0  (weil  dies  zu  dem 
Punkte  C  in  endlicher  Entfernung  führt);  setzen  wir  i=l,2,  3, 
,  n'  —  w  — 1,  so  erhalten  wir  für  9  n  —n  —  1  Werte  inkon- 
gruent (inod%),  denen  ebensoviele  reelle  unendlich  ferne  Punkte  der 
Kurve  entsprechen.  Suchen  wir  die  entsprechenden  Asymptoten,  in- 
dem wir  uns  der  Gleichungen  (6',  1)  bedienen.  Wir  beachten,  dafs 
die  unendlich  fernen  Punkte  der  Kurve  folgenden  Werten  von  qj  ent- 
sprechen: -t^^,   wo   /s=l,2,3, ,  n'  —  n — 1.     Nennen  wir 

irgend  einen  dieser  Werte  a,  so  wird  die  Gleichung  der  entsprechen- 
den Asymptote  lauten: 


X  cos  («  +  -s-)  +  ?/  si^  y^  +  y)  =  1^!     <*'l^i'    ~ 
indem ^)  d  =  lim  [p(iJ)  —  c)]; 


-  y  cos  K 


I)  S.  z.  B,  Houel,  Cowi  de  calcul  infimU&imal,  II.  (Par 
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setzen  wir  nun  für  q  und  k  ihre  Werte  ein,  so  finden,  wir 
(?  =  (— l)*-2a-  —_2^  sin--,-^-- 

=^  (■ — l)*'2tt-    ,__     sm  Ucx  -\ 7^—]  =    ._     sm-  ,—     - 

Die  allgeineine  GrleicLung  der  Asymptoten  wird  daher 

Si"! -^TZ^  [^  +  ^^Z^]  +  y*'^  ^TZTi;:  =  "^        ('<  =  !.  2, ,n'~n-l). 

Da  diese,  welches  auch  dei  Wert   von  /;;  sei,  befriedigt  wird   dm-eh 

X  = y~— ,  y  =  0,  so  laufen  die  «.'  —  n  —  1  reellen  Asymptoten 

der  betrachteten  Kurve  in  einen  Punkt  J> f—  ■  ,  — ■■ ,  Ol  zusammen. 
Durch  Elimination  Ton  cp  aus   den  Gleichungen  (3)  erhalten  wir 
die  kartesische   Gleichung  der  Kurve.     Um  diese  Elimination  ausKU- 
führen,  wenden  wir  die  bekannte  allgemeine  Relation 

(;)t,.-(;)tg..+(;)tg.„- 

an  auf  die  Identität 

tg(«'-K<p)  =  tg(M.«» 

und  erhalten 

(f)i8.i.-(;')%-.^.+(:')  %■».■-■■■ 

(•■)-(j)tB-»^+(:')%'..<p- •■■ 

(")  tS«>-0  !(!■">+(")  !«•»>-■■■ 


(:)-a'«->+(:)'^" 


setzen   wir   hierin    die    aus   öleicliung  (3)    entnommenen  Werte   für 
tgwq),  tgw'9  ein,  so  erhalten  wir 


(:)^.-(:)fe)+a)fe)'^ 
(o)-(:')(5f^.)+e)fe)'- 

"  {:)-(:)(i)+ifc)*-- 


Schafft   man    die   Nenner  fort,    so    erhält   man    eine    Gleichung  vom 
(n'-i-ra— 1)*™  Grade;  dies  ist  also  die  Ordnung  der  Kurve, 
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Man  ziehe  oun  durch  A  eine  beliebige  Gerade  und  nenne  cc  den 
feleinBten  Winkel,  welchen  sie  mit  AA'  bildet.     Setzen  wir 

n<p^  cc  {mod  n) , 
80  erhalten  wir  n  Werte  für  (p,  die  untereinander  inkongruent  {mod  n) 
sind;  diesen  entsprechen  ebensoviele  von  n'ip;  demnach  entsprechen 
jeder  durch  A  gebenden  Geraden  n  solcher  durch  A',  die  die  Kurve 
in  ebei^oTielen  Kurvenpunkten  schneiden;  jede  durch  A  gehende  Ge- 
rade schneidet  demnach  die  Kurve  in  n  von  A  verschiedenen  Punkten, 
demnach  ist  der  Punkt  A  ein  («.'  —  l)faclier  für  die  Kurve,  ebenso 
ist  A'  ein  {n  —  l)faelicr  Punkt.  Diese  SchlüE«e  vrerden  durch  die 
Gleichungen  (6)  bestätigt  und  ergänzt.  Die  erste  derselben  laCst  näm- 
lich erkennen,  dafs  p  =  0  wird,  wenn  man  dem  ip  einen  von  0  ver- 
schiedenen Wert  giebt  so,   dafa  n'y  ^  0  (moi?  w);   man   erhält  so  die 

Werte  —?,  — r , , r-^,  denen  ebensoviele  die  Kurve  in 

A.  berührende  Geraden  entsprechen.  Also  teilen  die  (n'  —  1)  Tan- 
genten der  Kurve  in  A  zusammen  mit  der  (äeraden  AAl  den  Winkel- 
raum um  A  in  «'  gleiche  Teile.  In  ähnlicher  Weise  teüen  die 
(n — 1)  Tangenten  an  die  Kurve  im  Punkte  Ä  zusammen  mit  der 
Geraden  AA'  den  Raum  um  A!  in  n  gleiche  Teile. 

Wir  haben  gesehen,  dafs  jede  Gerade  r  durch  A,  n  von  A  ver- 
schiedene Punkte  der  Kurve  enthält.  Nehmen  wir  im  speziellen  an, 
dafe  T  durch  Z,  den  einen  der  beiden  ima^nären  Kreiepunkte  gehe; 
dann  wird  tgwqD==i  sein,  und  —  dies  beweist  Gleichung  (*)  — 
tg9)==i  und  tgn'q)  =  i;  daher  entsprechen  der  Geraden  AI  n  mit 
AI  zusammen  fallende  Geraden;  I  ist  also  ein  n-facher  Punkt  der 
Kurve.  Dasselbe  trifft  zu  für  den  anderen  Kreispunkt  J".  Die  unter- 
suchte Kurve  (von  der  Ordnui^  n-\-n- — 1)  sehneidet  also  die  unend- 
lich ferne  Gerade  in  den  vorher  aufgefundenen  n — n — 1  reellen  Punkten 
und  in  den  beiden  imagii^ren  Kreispunkten,  die  w-fach  zu  zählen  sind. 
Weitere  Singularitäten,  aufser  denen  in  den  Punkten  A  und  A',  /und  J, 
besitzt  die  Kurve  nicht;  sie  ist  daher  vom  Geschlecht« 
,.+.■-.)(.+.■-.)  ^  in^^Si^  __  ,^-a  _  ^„_  ^j  („,^  „  ^  ,^. 

demnach  ist  sie  rational,  wenn  n  =  \,  oder  auch,  wenn  n  =  n  —  1 }') 
1)  Unter  dieser  Voraussetzung  werden  die  Gleichungen  (6') 


1  besonderen  Falle  angewandt  (S.  82,  Note  2). 
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Die  Kurven  der  ersten  sich  so  ergebenden  Kategorien  sind  Sektrioee 
im  hervorragenden  Sinne  des  Wortes;  denken  wir  uns  immlich  eine 
derselben  für  einen  gewissen  Wert  von  n  gezeichnet,  und  legen  einen 
gegebenen  Winkel  a  mit  dem  Seheitel  auf  A'  und  mit  dem  einen 
Schenkel  auf  A'B,  so  wird  der  andere  Schenkel  die  Sektrix  in  n' 
Punkten  P  schneiden,  deren  jeder  mit  Ä  verbunden  einen  Winkel 
FÄA',  der  gleich  dem  w'*™  TeÜe  von  a-\-kii  ist.  Unter  dieser  Kate- 
gorie von  Sektris-Kurven  findet  aicli:  für  m'=  1  die  unendlich  ferne 
Gerade*  für  m'==2  der  um  A'  mit  dem  Radius  A'A  beschriebene 
Kreis;   für  m'=3  die  Trisekfcrix  von  Maclaurin'^)  (s.  Nr.  4:6). 

In  der  zweiten  Kategorie  erhält  man  die  einfachste  Kurve  bei 
«,'=^2,  ji=^  1;  sie  ist  ein  Kreis;  alsdann  kommt  diejenige,  bei  welcher 
M  =  2,  n'=3;  sie  ist  eine  Kurve  vierter  Ordnung,  die  Sesquisektrix 
heifst.  Wir  überlassen  es  dem  Leser  nachzuweisen,  dafs  sie  nichts 
anderes  als  eine  besondere  Pascal'sche  Schneeige  (s.  Nr.  69)  ist;  die- 
jenige nämlich,  welche  man  erhält,  wenn  man  auf  den  von  einem 
festen  Punkte  der  Peripherie  ausgehenden  Sehnen  Strecken  gleich 
dem  Eadius  abträgt. 

Ii7.  Die  rationalen  Sektrices  der  ersten  von  den  beiden  oben 
bezeichneten  Kategorien  haben  die  Polar gteiehung 

i  -  .S(i,-=ir^- m 

die  man  aus  (6)  und  (1)  erhalt,  wenn  man  w  =  l  setzt  und  n  statt  n 
schreibt.  Auf  diese  Kurven  traf  der  Ingenieur  Waaserschleben 
und  untersuchte  sie  in  der  Ähhaudlung  Zur  TeÜtmg  des  Winkels^). 
Unabhängig  von  ihm  und  von  Schoute,  wurden  sie  darauf  betrachtet 
von  0.  P.  Dexter^),  von  Habieh')  und  von  G,  Lazzeri*).  Der 
vorleiate  der  angeführten  Autoren  hat  in  seiner  Arbeit  eine  geistvolle 
Beobachtung  gemacht,  die  wir  hier  berichten  wollen.  Bei  der  Gl.  (1) 
war  bisher  angenommen,  dafs  n  ganzzahlig  sei;  es  ist  klar,  dafs  sie 
auch  dann  einen  Sinn  behält,  wenn  man  für  n  gebrochene  und  irratio- 
nale Werte  zuläfst;   wir  können  daher  in  ihr  w  kontinuierlich  sich 

1)  Von  dieeem  Gesichtapunlite  aus  wurde  die  Kurve  durch  J.  d'Älmeida 
untersucht,  Sobre  ima  curva  de  terceiro  grao  (Jörn,  de  Teiseira,  VI,  1885). 

2)  Archiv  der  Math.  LVI,  1874.  Daselbst  sind  die  kartesischen  Gleichungen 
der  3-TeilungB-  und  6-TeÜungskurve  gegeben;  in  der  Bweitea  dieser  Gleichungen 
findet  sicii  ein  Versehen,  das  von  A.  Radike  verbessert  worden  (Zmt  Teilung  des 
WimkeU,  das.  LXIII,  1879);  indem  W.  irrtümlich  glaubte,  dafs  die  S-Teilungs- 
kurvp  ein  Folium  Cartesii  sei  so  sah  er  sich  ver^nla^Bt  die  m-Teilungsknrven, 
d     w        gl     hbtr    htpnw    dn  V     allg  me  n     t      Cartesisches  Blatt 

n  t  kl       daf    d    s     V  rs  hlag      rfi  kg  wi    en  wurde. 

)  S    1  W    kha  Th    d    mm    f  angle.  fN  w  Y    k  1881). 

)  S  d  4  1 1  1  U  MIO»  J  gl  N  1  d  r  Gaceta  denU/ica  de 
Li         1885 

D  (»     l             ß         j      t         ^  7      rM  tli          -VI    1886). 
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verändern  lassen,  und  eiliüten  demgemafs  eme  kontinuiei liehe  Schar 
von  Kurven  Wii  nehmen  nun  im  besonderen  an  dafs  n  naili  0  hin 
abnehme,  wählend  a  ins  Unendliche  wachst,  in  der  Weise,  dafs  das 
Produkt  2an  einem  endlichen  Gfrenzwerte  l  zustrebt;  wenn  wir  nun 
Grleichung  (7)  in  folgender  Weise  nehmen 

p  sin(l  — Ji)9)  =  —  (2an)(p^^^^, 
so  wird  sie  beim  Grenzwerte  zu 

p  sincp  ^  ^9, 
welche   (vgL  Kap.  2  des  folgenden  Abschnitts)   eine  Quadratrix  des 
Dinostratus   darstellt;    diese   Kurve    ist  demnach    eine   Grenzform   der 
Sektrioes,  mit  denen  wir  uns  hier  beschäftigen. 

Analog  au  den  durch  die  Gleichung  (7)  dargestellten  Kurven  sind 
diejenigen,  von  denen  eiae  jede  der  Ort  der  Spitze  P  eines  Dreieclis 
PÄÄ'  ist,  dessen  Grundlinie  fest  ist  und  dessen  Winkel  PA'Ä  das 
«-faflhe  des  Winkels  FAÄ'  ist^).  Setzen  wir  wie  vorhin  ÄA'=  2a, 
FÄ=  p,  -^  FAÄ' =^  cp,  so  erhält  man  als  Polargleichung  der  Kurve 

p  =  2«-.--t-IV; (ß) 

es  sei  hervorgehoben,  dafs  die  Gleichung  (8)  aus  (7)  durch  einfachen 
Wechsel  des  Vorzeichens  der  Konstanten  n  sich  herleitet.  Die  durch 
(8)  dargestellte  Kurve  ist  von  der  Ordnung  n,  hat  den  Punkt  A  als 
(n  —  l)fiachen,  geht  nicht  durch  A'  und  schneidet  AA'  im  Punkte  C, 
so  dafs  AC^^T-7;  die  Kurventangenten  im  Punkte  A  bilden  mit 
der  Geraden  AA'  die  Winkel  — ,  — , ^— — — ,  die  entsprechen- 
den Asymptoten  laufen  im  Punkte  (     i  .  i  Q)  zusammen;  u.  s.  w. 

Die  zwischen  den  Kurven  (7)  und  (8)  bestehende  Analogie  ver- 
anlafate  W,  Heymann,  sie  mit  demselben  Namen  zu  bezeichnen, 
iü.mlich  mit  Arane'iden^,  indem  er  für  die  erstere  das  Beiwort 
verschlungene  und  für  die  andere  gestreckte  hinzufügte;  wir 
wollen  der  Kürae  halber  die  Kurve  (7)  mit  C^  und  die  (8)  mit  T^ 
bezeichnen  und  noch  zwei  Ableitungsgesetze,  die  zwischen  ihnen  be- 
stehen, darlegen. 

Es  seien  P  und  F'  zwei  entsprechende,  d.  h.  mit  A  auf  der- 
selben Geraden  liegende  Punkte  von  C„  und  r„  (Taf.  XII,  Fig.  87). 
Wir  ziehen  AB  senkrecht  zu  AA'\  da  nun  -^  FA'A^  F'ÄB^nfp, 
so  wird  ^  P'ÄD  =  FA'D;   A'B  ist  Halbierungslinie   des  Winkels 

1)  Mariantonj  efc  Palatini,  Sv/r  Xe  prohleme  de  la  poh/section  d'un  oMgle 
(Nouv.  Ana.,  3.  Ser,,  XTX,  1R99). 

2)  Vgl.  die  Abhandlung  über  WirikeUeilung  mittelst  Äraneiden  (Zeitschr.  f. 
Math.  XLIV,  1899). 
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PÄ'P'-^  werni  wir  also  einen  der  Punkte  P',  P  kennen,  so  ist  auck 
der  andere  bestimmt,  und  liegt  eine  der  Kurven  C„,  r„  gezeichnet  vor, 
so  läfst  sich  auch  die  andere  punktweise  mit  Leichtigkeit  beatimmen. 
Sei  P  (Taf.  XII,  Fig,  88)  ein  beliebiger  Punkt  von  C„,  P'  der 
Punkt  von  r„^si  ^^'^  ^^  ^^^  Geraden  ÄP  liegt,  so  hat  man,  wenn 

-^PAA'^cp,      ^PA'B  =  n(p,       ■^_P'Ä'Ä  =  (n  —  2)<p, 
und  daher 

^  P'FA  =  {w  —  1)9,       ^  AP'A'  =  (n  —  l)?.. 

Dies  aeigt,  daJs  das  Dreieck  PP'Ä'  ein  gleichschenkliges  ist,  dafs  — 
mit  anderen  Worten  —  P  and  P'  auf  einem  Kreise  mit  dem  Centrum 
Ä'  liegen;  ist  daher  die  Kurve  F^_a  gezeichnet,  so  kann  man  auch 
die  Kurve  C„  punktweise  konstruieren. 

Wenn  wir  diese  beiden  Ableitungsgesetze  wechselweise  mit  einan- 
der kombinieren,  so  gelangen  wir  zu  folgenden  beiden  Reihen  von 
Kurven,  deren  jede  aus  der  vorhergehenden  abgeleitet  werden  kann 

rgC^r^c^r^ c^^r^„...;    r^o^r^c^r^ r^n-iG^^+i 

Nun  wird  für  w  =  0  bekanntlich  die  Gleichung  (8)  zu  p  =  0,  also 
ist  r„  ein  Punkt;  während  dieselbe  für  w=l,  wird  p^cosqj^a, 
welche  die  Gerade  h  darstellt,  den  Ort  der  von  Ä  und  Ä'  gleichweit 
entfernten  Punkte;  wenn  wir  also  vom  Punkte  Ä  oder  der  Geraden  h 
ausgehen,  so  gelangen  wir  durch  Anwendung  jener  beiden  einfachen 
Ableitungs verfahren  zur  Konstruktion  aller  Arane'iden. 

Von  Heymann  wurde  noch  eine  andere  bemerkenswerte  Eigen- 
schaft der  Araneiden  für  spezielle  Fälle  bewiesen  und  für  den  all- 
gemeinen Fall  ausgesprochen.  Um  diese  darzuthun,  nehmen  wir  die 
durch  Gleichung  (7)  dargestellte  C„  mit  einem  beliebigen  durch  die 
Punkte  A  und  Ä'  gehenden  Kreise  geschnitten.  Da  die  Gleichung 
des  letzteren  die  Gestalt  hat 

80  sind  die  Änomalieen  (p   der  Punkte,   in  denen  er  von  der  C„  ge- 
schnitten wird,  die  Wurzeln  der  Gleichung 
cos  (y  —  a)  ^         sinwy 

Nun  kann  man  diese  auch  folgendermafsen  schreiben: 

sin  9^1  ■  cos  (»  —  1  ■  qü  -(-  k)  =  0 , 
ihre  Wurzeln  sind,  wenn  Ic  eine  ganze  Zahl,  9  =  k^,  die  aber  nur  die 
Punkte  Ä  und  A'  liefern,  und 

^               2(«-l)        ' 
um  Wurzeln  zu  erhalten,   die  zu  einander  inkongruent  (mod  31)  sind, 
muCs  man  dem  Je  die  Werte  geben  2,4, 2(«— 1);   man  wird 
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dementsprecheud  n^ — 1  äquidifferente  Werte  erhalten;  jene  Sclinitt- 
punkte  bilden  daher  ein  regelmäfsiges  Vieleck  mit  der  Seitenzahl 
(n- — 1);  da  nun  a  beliebig  ist,  so  schliefsen  wir:  In  eine  Kurve  C„ 
kfinnen  oo^  regelmäfsige  {n  —  1)-Eeke  einfeesclirielieii  werden;  jedes 
derselben  ist  zugleich  einem  Kreiae  einbeschriehen,  der  durch  die 
Pimkte  A  und  A'  geht.  —  In  ähnlicher  Weise  zeigt  man:  In  eine 
Kurve /"„  kiinnen  oo^ regelmäfsige  (w-(-l)-Ecke  einbeschrieben  werden. 
HeymanD  hat  auch  eine  organische  Erzengung  der  Araneiden 
durch  eine  kontinuierliche  Bewegung  angegeben,  die  ihre  thatsäch- 
liche  Anwendung  für  die  Teilung  eines  Winkels  in  gleiche  Teile  er- 
mögUcht  (vgl.  S.  324,  Z.  3—6). 

148.  Zu  einer  besonderen,  sehr  bemerkenswerten  Kategorie  der 
Schoute'sche  Sektrix-Kurven  ist  man  durch  ein  Verfahren  gelangf^), 
das  verschieden  und  unabhängig  Ton  dem  ist,  welches  der  holländische 
Geometer  ai^ewendet  hat,  und  dessen  wir  hier  Erwähnung  thun 
müssen.  Seien  {Taf.  XII,  Fig.  89)  in  einer  Ebene  TI  zwei  feste  Punkte 
A,B  gegeben,  d  sei  ihre  Entfernung  und  M  die  Mitte  derselben. 
Wir  bezeichnen  nun  mit  K^  den  Kreis  mit  dem  Durchmesser  AB  und 
dem  Centrum  M,  mit  K„  und  K^  die  beiden  mit  dem  Eadius  d  und 
den  Centren  A  und  B  hezw.  Wir  nehmen  jetzt  beliebig  den  Punkt 
P,  in  der  Ebene  J7,  ziehen  AP^  und  bezeichnen  deren  Schnitt  mit 
K^  als  P,  darauf  bestimmen  wir  auf  der  Geraden  AP^  den  Punkt  P^ 
derart,  dafs  die  Strecke  P^Pg  den  Punkt  P  zum  Mittelpunkte  hat. 
Auf  diese  Weise  wird  für  die  Punkte  von  II  eine  involutorische 
Cremona'sehe  Transformation  hergestellt,  die  wir  mit  E^  bezeichnen 
wollen;  offenbar  ist  der  Kreis  K,,,  für  dieselbe  eine  Kurve,  deren  Punkte 
sich  selber  entsprechen. 

Nehmen  wir  A  als  Pol,  AB  als  Polaraxe  und  die  Koordinaten 
der  entsprechenden  Punkte  P^  und  P^,  bezw.  4)1,  ra^  und  Qs}'^h>  ^" 
haben  wir  offenbar  die  Relationen 

ojj  ^  ß)g ,         Pj  -|-  p^  =  ärf  cos  to (9) 

Gehen  wir  zu  karteeischen  Koordinaten  über,  so  läfst  sich  die 
Transformation  E_  darstellen  durch  die  Formeln 


(10) 


die  beweisen,  dafs  5"^  eine  kubische  Transformation  ist;  das  ent- 
sprechende homaloidische  Netz  wird  von  00^  Kurven  di-itter  Ordnui^ 
gebildet,  die  A  zum  Doppelpunkte  und  B  zum  gemeinschaftlichen 
singulären  Brennpunkte  haben;  sie  ist  daher  eine  spezielle  kubische 
Transformation  De  Jonquierea,  die  zwei  Paare  zuaaimnenfallender 
Fundamentalpunkte  in  den  beiden  Kreispunkten  I  tmd  J  hat,  in  den 

1)  H.  Nägelsbäch,  Die  Kreislconclwiden  (Progr.  Erlangen,  1885). 
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Richtungen  BI  und  HJ.  —  Eine  ähnliche  Transformation  erhält  man, 
indem  mau  den  Punkt  ß  an  die  Stelle  von  A  setzt;  wir  wollen  sie 
mit  Sj  bezeichnen. 

Führen  wir  jetat  die  Transformation  S^  auf  den  Kreis  K^  aus  — 
den  wir  jetzt  der  grÖfeeren  Klarheit  halher  mit  T^  bezeichnen  wollen  — 
so  erhalten  wir  eine  neue  Kurve  Tj ;  da  nun  Vy  die  Gleichung  ii^  =  (i 
hat,  so  zeigt  die  Gleichung  (9),  dal's  Tg  dargestellt  wird  durch 

Pg  =  2(Zeos(iij  — d; 
Fj  ist  also  eine  spezielle  Paacal'sclie  Schnecke  oder  Kreistouchoide 
(a.  Kr.  69).  Führt  man  nun  auf  r^  die  Transformation  C^  aus,  so 
erhält  man  eine  Kurve  Fj,  die  der  Transfoi-mation  C„  unterwoifen 
eine  Kurve  I^  liefert;  fahren  wir  so  fort,  so  erhalten  wii  eme  uiihe 
grenzte  Reihe  von  Kurven.  Bezeichnen  wir  im  allgemeinen  eme  he 
liehige  derselben  mit  F,„  und  durch  die  symbolische  Bezeichnung 
S(F)  ^  ,d,  dafs  die  Kurve  ^  aus  F  entsteht,  indem  man  diebe  dei 
Transformation  E  unterwirft,  so  können  wir  allgemein  schieihen 

Die  Kurven  F^  heifsen  (aus  leicht  begreiflichen  Gründen)  Krets- 
konchoiden  höherer  Ordnung;  ihre  Eigenschaften  —  insbesondere 
ihre  analytische  Darstellung  ■ —  würde  man  durch  Benutzung  der  Glei- 
chungen erhalten  können,  welche  zur  Darstellung  der  Transformationen 
£g  und  Ej  dienen;  aber  ea  ist  einfacher,  sie  durch  folgende  Betrach- 
tungen an  der  Figur  seihst  aufzufinden. 

Nennen  wir  die  zweiten  Schnittpunkte  der  Geraden  AJ3  mit  den 
Kreisen  K^  und  K^  bezügl.  M  und  S,  ferner  «  den  Winkel  P^AM; 
ziehen  wir  nun  die  Gerade  P^B,  so  enveist  sich  das  Dreieck  J.P^K 
als  gleichschenklig,  und  weil  es  auch  das  Dreieck  BF-^P^  ist,  so 
schliefst  man  „ 

Daher  sind  die  beiden  Kreise  K'  und  K",  von  denen  der  erste  durch 
die  Punkte  A^,  Bp,  P^  geht,  der  zweite  durch  A,  B,  Pg  zu  einander  sym- 
metrisch in  Bezug  auf  die  Gerade  AB.  Man  zeichne  nun  den  Punkt 
Pj,  der  in  Ej  dem  Punkte  P^  entspricht;  das  Dreieck  BP^P^  erweist 
sich  als  gleichschenklig,  daher  ist 

^  AP^B  = -^  AP,B  ^  ^- , 

infolgedessen  liegt  der  Punkt  Pj  auch  auf  dem  Kreise  K'.  Ahnlich 
erkennt  man,  dals  „ 

^vlP^P  =  ^^PsP=f, 

weshalb  P^  auf  dem  Kreise  K"  liegt.  Fährt  man  in  dieser  Weise 
fort,  so  erkennt  man,  dafs  die  Punkte  P^,  P^,  P5 . . .  P^^^^, . . .  auf 
K'  liegen,   und  P^jP^  . . .  P^^. . .  auf  K".     Beaehten  wir  auch,  dafs 
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-^  BAF^^  a,  und  dafs  P,i?Pa  als  Aufseöwinkel  des  gloichschenk- 
ligen  Dreiecks  BP^P^  auch  gleich  tc  ist;  ferner,  dafa  der  Winkel  P^BP^ 
als  Aufsenwinkei  des  gleichschenkligen  Dreiecks  AP^P^  ehenfalls  gleich 
a  ist  u.  s.  w.,  so  haben  wir  im  allgemeinen 

^4?,.B— *j1P„  +  ,B— J;  *iP,._,^J'j,-=^;J>„_,-B-P„+,  — o. 

Infolgedessen  ist 


•^j1BP,.„  — ?^^ 


■t  ÄBP„  -  I  - 


^  B4P„+,  —  «  —  («+  1)« 
*P,.„^K -(»+!)«; 
Daraus  folgt  dann 

und  diese  Relationen  berechtigen  uns  zu  dem  Schlüsse,  dafs  die  Kreis- 
konchoiden  höherer  Ordnung  spezielle  Sektrices  von  Sclionte  sind. 

Die  gewonnenen  Beziehungen  zwischen  den  Winkeln  führen  direkt 
zur  Polargleichung  der  Kurven  F^^  und  -Taw+i-  Beziehen  wir  näm- 
lich die  ersten  auf  ein  Polarkoordinaten-System  p,  q>,  das  A  als  Pol, 
AB  als  Polaraxe  hat,  so  haben  wir: 

APs„^&,  ^P^^AB^<p 
und  da  nun  aus  dem  Dreieck  P^,,AB  sich  ergiebt 

4Ps«_  ^        ^P 

sin  J.BP2,,  "  sin^p3„iJ ' 

so  folgert  man,  indem  man  die  vorhergehenden  Relationen  beachtet,  dafs 

die  Polargleichung  der  Kurve  Fj„  ist.     Ähnlich  erkennt  man,  dafs 

9-ä-^'- (12) 

die  Polargleichung  von  r^„+i  ist,  wenn  man  B  als  Pol  und  SA  als 
Polaraxe  nimmt.  Offenbar  sind  die  GEleichimgen  (11)  und  (12)  Spezial- 
fälle der  Gleichung  (6'). 

Wenden  wir  die  bewiesenen  Sätze  für  alle  Sektriees  von  Schonte, 
beaw.  die  Kreiskonchoiden  höherer  Art  an,  so  erkennt  man:  Jede 
Kurve  A^  ist  rational  nnd  von  der  Ordnniig  4«.;   Punkte  von  der 
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Vielfältigkeit  2n  sind  A  und  die  imaginären  Kreiapunkte,  wälirend 
B  ein  vielfacher  Punkt  von  der  Ordnung  2n  —  1  ist;  jede  Kurve 
A»  +  i  ist  rational  und  von  der  Ordnung  in-\-2,  B  und  die  Kreis- 
punkte  sind  {2n-\-l)-ta,tiie  Punkte  derselben,  während  A  nur  ein 
2n-facher  ist.  Keine  dieser  Linien  hat  reelle  Punkte  im  Unendlichen. 
Wir  wollen  nocli  eine  letzte  Bemerkung  machen  betreifend  die 
Änwendimg  der  Kurven  F^^  und  Ta^^i  auf  die  Aufgabe  der  Teilung 
eines  Winkels.  Aus  den  rorhin  aufgestellten  Winkelberechnungen, 
ergeben  sich  leicht  folgende  weiteren: 

^  ^P,„+,-B  =  -/-  ■  ^  P^„AE. 

Wenn  man  also  einen  Winkel  konstruiert  mit  dem  Schenkel  in  B 
und  mit  dem  einen  Sehenkel  auf  BS,  der  gleich  einem  gegebenen 
Winkel  «  ist,  so  wird  der  andere  Sehenkel  die  Kurve  F^^  in  2m  +  1 
Punkten  Pg^  schneiden.  Verbinden  wir  einen  beliebigen  derselben 
mit  den  Punkten  Ä,  B,  so  erhalten  wir  einen  Winkel,  welcher  der 
(2«-t-l)te  Teü  von  a -\- k%  (ft  =  0,l,2,- ■ -,2«)  ist.  Ähnlich,  wenn 
wir  ihn  zeichnen  mit  dem  Scheitel  in  Ä,  mit  dem  einen  Schenkel  auf 
ÄE,  gleich  einem  gegebenen  Winkel  «,  so  wird  der  andere  Schenkel 
r^n^-i  in  2n  -f-  2  Punkten  Pj^+i  schneiden;  verbinden  wir  einen 
beliebigen  derselben  mit  den  Punkten  A,B,  so  erhalten  wir  einen 
Winkel,  welcher  der  (2n  -f  2) teTeil  von  a  +  hx  ist  (fc  =  o,  1, 2  ■  ■  ■  2«  + 1). 
Liegt  also  die  Kurve  F^  gezeichnet  vor,  so  wird  die  Teilung  eines 
beliebigen  Winkels  in  j»  -^  1  Teile  ausfährbar  sein. 

149.  III.  Analog  zu  den  vorhergehenden  Sektricea  sind  die- 
jenigen Kurven,  von  denen  jede  der  Ort  der  Spitzen  P  eines  Dreiecks 
ist,  dessen  Grundlienie  AB  fest  ist,  und  dessen  Höhe  PJI  den  Winkel 
APB  in  zwei  Teile  teilt,  die  in  dem  Verhältnisse  stehen  wie  1 :  (w  —  1)  ^). 
Setzen  wir  •^AFH=fp,  so  ist  ■^BPII={n  —  \)q).  Nehmen  wir 
nun  ein  kartesisches  Koordinatensystem,  das  A  als  Anfang  und  AB 
als  a;-Ase  hat,  so  erhalten  wir,  wenn  Ä£  =  af 

°'"''''°"..-„"^2i;~''-^.!'-°"'r:;'""'''.  ■  (W) 

welches  die  parametrische  Darstellung  der  Kurve  ist.  Es  ergiebt  sieh 
daraus,  dafs  dieselbe  rational  und,  wenn  n  eine  (positive)  ganze  Zahl  ist, 
von  der  Ordnung  n,  mit  A  als  (n  —  l)fachem  Punkte.     Setzen  wir 

p  =  ya^a -I- j/%  q,  =  |  — cj, 

1)  Hesse,  Über  die  Teilung  des  Winkels,  speziell  die  Trisektitm  (Monta- 
baur 1881). 
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I  finden  wir  nun  die  Polargleichung  der  Kurve  als 


(14) 


die,  je  nachdem  n   gerade   oder  ungerade   die  eine  oder  andere  von 
folgenden  beiden  Formen  annimmt 

Wir  überlassen  es  dem  Leser,  aus  dieser  Gleichung  die  Eigenschaften 
der  fraglichea  Kurye  abzuleiten.  Wir  beschränken  uns  auf  die  Be- 
merkung, daCs  im  zweiten  Falle  die  Kurve  durch  den  Punkt  B  geht, 
während  sie  im  ei-steren  Falle  AB  in  einem  Punkte  C  schneidet, 
derart,  dafs  AG  =  — — a.  SchlieMich:  Denken  wir  uns  die  einem 
bestimmten  Werte  von  «  entsprechende  Kurve  gezeichnet,  und  be- 
schreiben dann  über  AB  einen  Kreisbogen,  der  den  gegebenen  Winkel  k 
fafat,  so  wird  dieser  die  Kurve  in  gewissen  Punkten  F  schneiden. 
Verbinden  wir  einen  beliebigen  derselben  mit  den  Punkten  A  und  B 
und  ziehen  PH  senkrecht  zu  AB,  so  wird  ^APH=  -  sein;  dies 
zeigt  uns  hinlänglich,  dafa  die  Kurve  eine  Winkel-)Z-Teilungskui-ve  ist. 
IV.  Wenn  man  irgend  einen  der  Kreisbögen,  die  zwei  feste 
Punkte  N^  und  N^  als  Endpunkte  haben,  in  n  gleiche  TeUe  teilen 
könnte,  so  wäre  man  offenbar  auch  imstande,  einen  beliebigen  gerad- 
linigen Winkel  y  in  m  gleiche  Teile  zu  teilen.  Konstruieren  wir  näm- 
lich das  gleichschenklige  Dreieck  N,/I!N„  mit  dem  Winkel  y  an  der 
Spitze,  und  beschreiben  den  Kreisbogen  N^N„,  dessen  Mittelpunkt  C 
ist,  und  teüen  diesen  iu  n  gleiche  Teile,  so  werden  auch  die  ent- 
sprechenden Radien  den  Winkel  y  in  w  gleiche  Teile  teilen.  Um 
diese  Teilung  in  n  gleiche  Teüe  ausführen  zu  können,  genügt  es,  den 
Ort  der  Punkte  JV^  zu  betrachten^),  von  denen  jeder  die  r*^  Ecke 
eines  regulären  Polygonzuges  ist,  der  einem  Kreisbogen  einbeschrieben 
ist,  dessen  Endpunkte  N^  und  N„  sind.  Um  die  Gleichung  des  Ortes 
der  Punkte  N^  zu  finden,  nehmen  wir  den  Mittelpunkt  0  von  J/^-?f„ 
als  Anfangspunkt,  -?f„JV"„  selbst  als  x-Axe  eines  kartesischen  Koor- 
diaatensystema,  und  nennen  C  den  Mittelpunkt  eines  der  genannten 
Kreisbogen.     Setzen  wir  -^  JV^CJV"^  =  2k,  so  ist 

1)  C.  Burali-Forti,  Sopra  «m  sistema  di  ewve  ehe  äimidono  in  n  parH 
eguali  gli  archi  di  eireolo  che  passa/no  per  d/ae  jwmfi  /issi  (Giom.  di  Mat,  XXVTI, 
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daher  sind,   wenn  iV^-W,,  =  ^a,   die  Gleiehungen    der  beiden  Geraden 

N,N^  und  N^N„ 

Die  Gleichung  des  betreffenden  Ortes  wird  mau  mm  erlialten,  wenn 
man  a  aus  diesen  beiden  eliminiert.  Bequemer  ist  es  jedoch  diesen 
darzustellen,  indem  man  x  und  y  als  Funktionen  des  Winkels  ß^~ 
darstellt;  man  erhält  so  die  beiden  Gleichungen: 

Leicht  leitet  man  dai-aus  ab,  dafs  die  so  erhaltenen  Kurven  rational 
und  von  der  Ordnung  n  sind.  Man  kennt  bis  jetzt  keine  mechanische 
Konstruktion  derselben  in  kontinuierlichem  Zuge,  die  sie  für  die  Tei- 
lung eines  Winkels  thatsächlich  anwendbar  macht  (vgl,  die  Bemerkung 
auf  S.  324,  '£.  4—6). 

150.  V.  Erheblich  komplizierter  ist  die  Definition  anderer  Sektrix- 
Kurven^),  zu  deren  Beti-achtung  wir  gelangen  durch  folgenden  Satz: 
In  dem  Kreise  mit  dem  Mittelpunkt  0  und  dem  Durchmesser  A^IE  =  2r 
sei  der  Winkel  A„_^  0^„  =  («  —  2)  ■  ^  ^  0 A„  (s.  Taf.  XII,  Fig.  90, 
wo  n  =  5  angenommen  ist)  und  man  führe  folgende  Konstruktion 
aus:  Man  ziehe  die  Gerade  Ä^A^_^  und  bezeichne  deren  Schnitt  mit 
dem  Durchmesser  A^IE  mit  B^__^;  auf  dem  verlängerten  Radius  OA^ 
trage  man  0C„_^  =  01i^_^  ah;  man  beschreibe  den  Kreis  mit  dem 
Mittelpunkte  A^  und  dem  Radius  A^C^_^  und  bestimme  den  zweiten 
Schnittpunkt  D„  mit  OA^;  man  ziehe  A^D^,  welches  neuerdings  die 
Peripherie  des  gegebenen  Kreises  in  j4„^i  schneidet;  man  zeichne  den 
Schnittpunkt  P„  der  Geraden  A^A^j^^  mit  dem  Kreise  um  0  und  dem 
Kadius  Oö„;  endlich  ziehe  man  den  Radius  OF^A^.  Dann  ist  der 
Winkel  A^^OA^  das  »i-fache,  und  der  Winkel  Ä^OA^^^  das  (n  -\-  1)- 
fache  des  Winkels  A^  OA^  =  ip . 
Beweis:  Es  ist  nämlich 

A  AiOB„_,  +  A  ^1 0^„_2  =  A  J^_a  0B„_2 
oder 

-r-  0JJ„_2sinq)  4~  -^»"^  8in(K  —  3)^  =  —r-OB^_^  sin(w  -—  2)(p 


daher  /^n        ___       r  ein  (w  —  3)  y 

'-'^«-^  sin  («-2),, -sing,' 

Beschreibt  man  nun  den  Kreis  um  A^  mit  dem  Radius  A^O  und  be- 
stimmt dessen  zweiten  Schnitt  G  mit  OA^,  so  ist 
Oa  =  2r<iosf,      0X)^=0„_3G, 

1)  A.  van  Grillten,  Die  n-  imw(  (it-\-  i)- Teilung  des   Winiels  ttnd  des 
Kreises  {krahiv  LXS,  1814). 


y  Google 


338       V,  Aijsnimit.t:  Spezielle  algcbi'aisolie  Kuwon  beliebiger  Ordnung. 

daher 

On^^OG—Oa       =0G-'1)1L   ,  =  2rcos9J ^ip^^Jl'^- . 

»  "- ä  n-%  ■^       Sin  (m  —  '2)  -  sin  <e 

Beaeiclmen  wir  nun  mit  i/f  den  Winkel  P„OjD„,  so  ergiebt,  da  nach 
der  Xonstraktioü  0P„  =  0D„,  die  Relation 

A  A^OD„  +  A  -D„OP„  =  A  A^OP^, 
oder  "ä^Qn  ^'™'P  +  "5"?«  sini^i  =  -^-r^^ sin  (9)  -f-  i/i), 


und  infok 


^^Ji^jzii 


Vergleicht    man   diese   Beziehungsgleichnng   mit    (12'),    so   sieht   man, 
dafs  ?/j  =  (w  — ■  1)9;  daher  ist 

■^A,OÄ^  =  {n  —  l)-^Ä,OÄ,; 

^A^OÄ„  =  n-^A„OÄ^; 

^  A,OA„_^^  =  (»  4-  1)  .  ^  A^OA, , 

wie  eben  der  ana gesprochene  Satz  besage. 

Variiert  man  tp,  ao  stellt  die  Gleichung  (12)  oder  (12')  in  Polar- 
koordinaten den  Oi-t  z/  der  Punkte  D^  dar,  wobei  0  Pol,  OA  Polar- 
sise  ist,  —  Setzen  wir  nun  0P^=^^,  ntp^^a,  so  werden,  weil 
OP,^!^  OZ)„  =  p,  die  angefahrten  Gleichungen  zu 


?  =  ••— i^iV-   ■  (!')      (»-'■— i^r"-   •   ■("') 

und  stellen  dann  in  ähnlicher  Weise  den.  Ort  //  der  Punkte  P^  dar. 

Ist  nun  die  Kurve  77  koaatruiert,  so  läXst  sich  die  m-Teilung  eines 
beliebigen  Winkels  mit  Leichtigkeit  ausführen.  Legt  man  nämlich 
denselben  mit  dem  Scheitel  in  0  und  mit  dem  einen  Schenkel  längs 
OÄ^,  so  schneidet  der  andere  Schenkel  0  J.„  die  Kurve  77  im  Punkte  P„. 
Man  ziehe  die  Gerade  A^P^  und  bestimme  deren  zweiten  Schnitt  D^ 
mit  dem  Kreise,  dessen  Mittelpunkt  0  und  dessen  Radius  0P„  ist; 
wird  nun  die  Gerade  OD^A^  gezogen,  so  ist  der  Winkel  A^OA^  der 
n^  Teil  des  gegebenen.  —  Dieselbe  Kui-ve  dient  jedoch  auch  zur 
Teilung  eines  Winkels  in  n  -}"  ■'-  gleiche  Teile.  Legt  man  ihn  näm- 
lich mit  dem  Scheitel  in  0  und  mit  dem  einen  Sehenkel  auf  die 
Grade  A^O,  hezeiehnet  den  Schnittpunkt  des  anderen  Sehenkels  mit 
dem  gegebenen  Kreise  mit  J.„+i,  zieht  die  Gerade  A^A^_^j^,  und  ist 
dann  P  der  Schnitt  dieser  Geraden  mit  der  Kurve  77,  so  ist  der 
Wmkel  P^OA^^^  der  {n-\-iy^  Teil  des  gegebenen. 

Der  Kürze  wegen  wollen  wir  uns  nicht  mit  der  Diskusaion  der 
Kurven  zl  und  77  aufhalten,  und  nur  bemerken,  dafs  für  »  =  2  die 
Gl.  (12')  wird  zu  ^^  =  r(2  cos  q>  —  1),  die  eine  besondere  Pascal'sche 
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Sclmecke  (S.  137)  darstellt,  w^kalb  man  auch  die  Kurven  ^  als  Ver- 
allgem  einer ungen  dieser  bemerkenswerten  Kurre  auffassen  darf. 

VI.  Einer  ganz  ähnlichen  Dai^tellung,  wie  der  durch  die  Glei- 
diungen  (6'),  (7),  (8),  (10),  (12),  (13)  gegebenen,  sind  auch  andere 
TeUungskurven  fähig,  die  von  E.  Oekinghaus  betrachtet  wurden^); 
es  atad  dies  dureh  die  folgende  Polargleiehungeu  dargestellten: 


.(18) 


=  0» 


Derselbe  Autor  hat  auch  zuerst  die  Teilungskurven  betrachtet,  die 
eine  Polargleiehung  von  folgendem  Typus  haben: 

die  sich  der  besonderen  Eigenschaft  erfreuen,  dafs  die  Summe  der 
Vektoren  der  auf  einer  beliebigen,  durch  den  Pol  gehenden  Geraden 
gelegenen  Kurvenpunkte,  gleich  Null  ist. 

151.  VIT.  Zu  einer  weiteren  und  wichtigeren  Klasse  von  Sektris- 
Kurven  gelangt  man  durch  folgende  Betrachtungen^):  Da  jede  ganze 
Zahl  entweder  prim  ist  oder  das  Produkt  von  Primzahlen,  so  wuide 
man  irgend  einen  Winkel  in  eine  beliebige  Anzahl  gleichei  Teile 
teÜen  können,  wenn  mau  die  TeÜui^  in  eine  Prnuzahl  gleicher  Teile 
teilen  könnte.  Ist  nun  f  eine  Primzahl,  so  ist  nach  einem  bekinnten 
Satze  von  Permat  2''"^ —  1  durch  p  teilbar,  demnach  auch  dj,s  Produkt 

1,2  ^  -\-\)\^  *  —  ij ,  ea  ist  also  wenigstens  emei  diesei  beiden 
Paktoren   ein   Vielfaches   von  ^i.     Wenn   man   nun    die  Teilung   des 

Winkels  in  1,2  ^  +  \)  Teile  ausführen  konnte,  so  wurde  mau  sie 
ganz  aligemein  ausführen  können.  Diese  Tedung  m  \^^  +  1)  Teile 
läfat  sieh  nun  mit  Hufe  der  beiden  Kunen,  die  wu  jetzt  definieien 
woUen,  beweikstelligen 

a)  Man  beschreibe  um  den  Mittelpunkt  JX  mit  dem  Radius  « 
einen  Kieis,  dei  die  i-Äxe  im  Anfangspunkte  0  beiuhrt  (^Taf  XII, 
Pig.  91).  Man  ziehe  nun  eine  beliebige  Sehne  OA  in  diesem  Kreise 
und  trage  auf  der  Verlängerung  derselben  der  Reihe  nach  ah 


AB  =  AM,      BC  =  BM,      CD  =  CM,  . 


1)  Die  S^Uonsharven  (Archiv,  ate  Serie,  I,  1884). 

2)  A.  Kempe,  De  verdeelmg  van  eett  Jtoeh  een  ä"  -{- 1  gdyke  deelen,  sowie 
De  verdeeling  van  een  lioelc  in  een  viUkem-i0  tmtal  gelyke  deden  (Nieuw  Archiv 
YOor  Wiskunde,  2.  Ser.,  I,  1894).  Aurserdeia  3.  die  Ahh.  Sw  Im  eourbes  sectriees 
{Moni,  de  Li^e,  2,  Ser.,  SX,  1898). 
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variiert  maa  jene  Sehne,  so  beschreiben  die  Punkte  B,C,J)...  eben- 
soTiele  Kurven,  deren  «"  die  Polargleichung  hat 

ß  =  «+2ffl8in9  +  2acos(|-  —  |)+2acos(|-—^).cos(|— !)  +  ■■■ 

...  +  2«cos(5-|).eo8(}-f)...cos(^^-|,)    .     .    .    (20) 

Um  uns  von  der  Anwendbarkeit  dieser  Kurve  für  die  Aufgabe  der 
Winkelt  eilung  zu  überzeugen,  verlängern  wir  die  Geraden  AM,  BM, 
CM,  BM--  nach  A',  B',  €',!)'■■■,  nennen  a,  ß,  y,  S  die  Winkel, 
welche  die  Geraden  MA,  MB,  MC,  MB  ■■-  mit  OA  bUden,  und 
a,  ß',  y ,  S'  ■  ■  ■  die  Winkel,  welche  die  Verlängerungen  MA',  MB, 
MC,  MB'  mit  OM  machen.  Die  Betrachtung  der  Figur  zeigt  dann,  dala 

ß'  =  2«,     ß'  =  iiß,    /  =  5y,     Ö'^QS,... 

aus  diesen  Beziehungen  ergiebt  sich,  dafs,  wenn  man  durch  M  eine 
beliebige  Gerade  zieht,  die  mit  OM  den  beliebigen  Winkel  w  bildet, 
diese  den  gegebenen  Kreis  und  jene  Hilfskurven  in  den  Punkten  F,  G, 
H,K--  schneiden  wird,  so,  dafs  die  von  ihr  mit  den  Geraden  OF,  OG, 
OS,  OK...  gebildeten  Winkel  bezw.  gleich  g")  vj  -ti  ■□  ■  ■  ■  sind.  Somit 
können  diese  Kurven  zur  Teilung  eines  beliebigen  Winkels  in  2"  -|-  1 
gleiche  Teile  dienen. 

b)  Um  den  Anfangspunkt  als  Centrum  und  mit  dem  Radius  a 
beschreibe  man  einen  Kreis,  der  die  3:-Ase  in  M  schneidet  (Taf.  XII, 
Fig.  92).  Dann  ziehe  man  einen  beliebigen  Radius  OA  und  trage 
auf  seiner  Verlängenang  der  Reihe  nach 

AB  =  AM,      BC  =  BM,      CB^CM... 
ab.     Die  Punkte  B,  C,  D, . . .   beschi-eiben   dann  ebensoviele  Kurven, 
deren  Polargleichung  für  OalsPol,  OJl/ als  Axe  man  leicht  —  vgl.a)  — 
findet.     Ebenso  zeigt  una  die  Figur  alsbald,  dafs 

■^OAM^  OMA,       -^OBM^jÜMB, 

^OCM^jOMC,     ^0B3i^^  0MB... 

Wenn  also  eine  beliebige  durch  M  gezogene  Gerade,  die  mit  MO 
den  Winkel  m  bildet,  die  beti-effenden  Kurven  in  G,H,K...  schneidet, 
so  wird  sie  mit  den  Geraden  OG,  OM,  OK...,  bew.  die  Winkel 
3"'Y'i5'''  ^^^"l^"!  J^^^  können  daher  zur  Teilung  eines  beliebigen 
Winkels  in  2"  —  1  gleiche  Teile  dienen. 

152.  Vni.  Die  Teilung  eines  Winkels  in  2"  +  1  gleiche  TeÜo 
läfat  sieh  vermitteltst  eines  sehr  einfachen  Instrumenta  j 
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des  MnltisektOTs'^)  — ,  der  die  Form  eines  reehtwiniligen  Sonaen- 
zeigers  hat  NQSTCR  (Taf.  XII,  Fig.  93);  wenn  die  Verlängerung  der 
Kante  TG  des  Instrumentes  NQ  in  P  sekneidet  und  TC  ^  CF  ge- 
nommen wird,  so  nennt  man  die  gemeinsame  Länge  m  dieser  beiden 
Strecken  den  Modulus  des  Instrumentes.  In  P  denke  man  sich  einen 
Sehreibstift  befestigt.  Denken  wir  uns  nun  eine  beliebige  feste  Kurve 
^  (die  Direktrix)  gegeben,  sowie  einen  festen  Punkt  0  und  stellen 
uns  Yor,  dafs  der  Multisektor  sich  bewege  derart,  dafs  seine  Kante  RC 
fortwährend  durch  0  geht  und  der  Punkt  T  die  Direktrix  beschreibe, 
80  erzeugt  der  Punkt  P  eine  neue  Kurve  77,  die  wir  Pnlyode  nennen 
(von:  rooAi^s,  viel,  und  i^  ötfdg,  der  Weg).  Zwischen  den  beiden  Kurven 
z/  und  77  besteht  eine  geometrische  Beziehung,  die  in  Formeln  ge- 
kleidet gestattet,  die  Gleichung  der  aweiteu  zu  finden,  weun  man  die 
der  ersten  kennt.  Bequemer  ist  es,  alle  betrachteten  Figuren  auf  ein 
Polarkoordinatensystem  mit  dem  festen  Punkte  0  als  Pol  zu  beziehen. 

■""^  /■ta,",)-o 

die  Gleichung  der  Direktrix  J  ist,  und  p,  ra  die  Koordinaten  des  be- 
weglichen Punktes  P  sind,  so  ist,  da  P  und  T  gleichen  Abstand  von 

Fei'ner  ist  der  Winkel  P02'  gleich  der  Differenz  zwischen  den  Winkeln 
ej  und  (0^,  daher  ist,  weil  in  dem  rechtwinkligen  Dreiecke  OöT  die 

Seite    CT  =  m,   OT=q,  ^COr=^-^, 
«j  =  p  sin  - — - — '-  ■ 

Die  Gleichung  der  Kurve  71  ist  nun  nichts  weiter  als  das  Resultat 
der  Elimination  von  g^  und  ra^  aus  den  drei  vorhergehenden  Glei- 
chungen, also  /  _    „1 

np,  m  —  2arc  sm  —1=0. 

Nehmen  wir  z.  B.  als  Direktrix  die  Polaraxe,  für  welche  immer  r.3^=  0, 
so  ist  die  Gleichung  der  Polyode 

m  =  p  sin  - ; 

die  Polyode  ist  daher  eine  Trisekante  (s.  Nr.  99),  für  die  sich  infolge- 
dessen eine  neue  Eraeugungs weise  ergiebt.  Nehmen  wir,  was  all- 
gemeinei-,  für  z/  eine  Parallele  zur  Polaraxe,  so  haben  wir  für  diese 

Pi  sinto^  =  h, 

wo  h  eine  gegebene  Konstante  ist;  man  gelangt  jetzt  zu  einer  Kurve  77 


1)  T,  W,  KicLolaoii,  The  nmltisection.  of  anyles  (The  Aniüjst,,  X,  1883), 
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Yon  der  vierten  Ordnang,  die  in  karteeiaclieii  Koordinaten  durch  die 
Gfleichung       ^^a^^a  _,_  y^_  ja-,  _  ,^^a  -\- y' —  Ix  —  2mY 
dargestellt  wird,  und  die  man  als  eine  Verallgemeinerung  der  Triso- 
tanten  ansehen  kann. 

Zeigen  wir  numnehr  die  Anwendung  der  Polyoden  auf  das 
Problem  der  Teilung  eines  beliebigen  Winkels  AOB. 

a)  Man  ziehe  die  Grerade  &  parallel  zu  OB,  in  einem  Abstände 
von  dieser  gleich  dem  Modulus  m  (Taf,  XII,  Fig.  94);  man  nehme 
als  festen  Punkt  den  Seheitel  0,  OA-  als  Direktrix  und  zeichne  die 
ontap rechende  Kurve  11;  ist  P  einer  der  Schnitte  von  U  mit  6,  so  hat 

'^^^  ^FOB^\^AOB. 

Trägt  man  auf  OA  nun  OT  =  OB  ab,  lallt  das  Lot  OC  auf  BT  und 
ist  FM  senkrecht  OB,  so  sind  die  drei  Dreiecke  OCT,  OCP,  OIIF 
kongruent,  daher  iiit  msbesondeie  ^  5  OC  ^^  COP  =  POH,  woraus 
die  angegebene  Behauptung  sich  eigiubt 

h)  Um  die  '^  Teilung  dehselben  Winkels  AOB  auszuführen 
(Taf.  XIII,  Fig.  9ft')  7iehe  man  zueist  die  Gerade  h  und  die  der  Ge- 
raden OA  entsprechende  Polyode  J7  dann  nimmt  man  von  neuem 
0  als  festen  Punkt  und  die  Ger'wJe  6  ils  neue  Direktrix,  beaehi-eibt 
eine  neue  Polyode  77  und  bestimmt  deren  Schnitt  P  mit  JT.  Dann 
zeichne  man  den  Kieis  mit  dem  *  entium  0  und  dem  Radius  OP  und 
bezeichne  mit  T  und  1  dessen  Schnitte  mit  OA  und  6;  nachdem  mau 
die  Geraden  PT  unl  PT  gezogen  hit,  fUUe  man  auf  diese  die 
Lote  OC  und  OG  und  ziehe  schliefshth  TH  senUi-echt  zu  OB.  Die 
fünf  rechtwinkligen  Dreiecke  OCI,  OCP,  OCP,  OCT',  OST'  er- 
geben sich  als  kongruent  nach  der  Konstruktion,  und  also  ist 

^TOH=^^AOB. 

c)  In  ähnlicher  Weise  verfährt  mau;  um  die  7-Teilung  desselben 
Winkels  AOB  auszuführen  (Taf  XIII,  Fig.  96).  Man  zeichnet  auch 
die  Gerade  h  und  die  beiden  Polyoden  77  und  77',  die  bei  der  5-Tei- 
lung  gedient  haben;  dann  nimmt  man  neuerdings  0  als  Pol  und  77' 
als  Direktrix  und  konstruiert  die  zugehörige  Polyode  77",  Sei  P 
der  gemeinsame  Punkt  von  77  und  77";  ihm  entspricht,  als  Punkt  von 
77  betrachtet,  der  Punkt  T  von  OA,  während,  wenn  er  als  Punkt 
von  77"  betrachtet  wird,  T"  der  entsprechende  von  77'  sein  möge; 
schliefslieh  entspricht  T"  dem  T'  auf  b.  Man  ziehe  nun  die  Geraden 
PT,  PT',  T"T',  fäüe  auf  diese  die  Lote  OC,  OG",  OC,  und  ziehe 
auch  noch  T'H  senki-eeht  zu  OB.  Infolgedessen  entstehen  sieben 
kongruente  rechtwinklige  Dreiecke,  die  beweisen,  dafs 

^T'OH=l,^.  AOB. 
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Die  soeben  für  die  Teilung  in  3,  5,  7  Teile  angewaoidte  Methode 
läfst  aich  ohne  weiteres  auf  die  9,  11  ...  Teilung  erweitem;  somit 
kann  also  der  Multisektor  —  wie  behauptet  —  zur  TeiSung  eines  be- 
liebigen Winkels  in  2"-]-  1  gleiche  Teile  dienen^). 


Dreizehntes  Kapitel. 
Kurvtju  mit  Centnmi  odei-  mit  Symmetrie -Axen  versehen^). 

153.  Unter  dem  Centrum  einer  ebenen  Kurve  T  versteht  man 
emen  I  ukt  f  hro  Eben  von  ler  Beschafte  he  i  ddfs  jede  durch 
hn  ^ez  ^eue  Cerale  leT  nP  nktej  airen  sehne  det  d  e  symmetrisch 
Bez  gafCs  d  leP  nkte  t  u  P  Te  te  len  s  ch  liher  auf  oo^ 
Paa  e  gebdiet  jedes  von  einem  Pu  kte  unl  seinem  GJegenpunkt;  zu 
s  b  selbst  t  egeupiiVt  st  las  Ce  tnm  (.  unl  alle  Punkte  1er  unendlich 
ter  en  ttera  len  Wenn  he  Kurve  Ten  Cent  m  hat  (und  mehr  als 
ome  kann  se  olfenba  n  cht  tesitzen  es  se  lenn  dafs  sie  transceu- 
ient  e  1  a  s  e  ne  P  selel  pa-allele  Ueraden  bestehe),  so 
u  unt  min  e  oent  aymmet  s  h  u  1  s  e  ent  p  ht  sich  dann 
seil  st  e  ner  ha  omsehen  Ho  olog  e  1  e  7  m  Gentium  C  hat  und 
als  Axe  d  e  nen  llich  fer  e  C  era  le  laJ  er  o-eh  rt  s  e  zur  Klasse  der 
homülogiBeh-harmonisclien  Kurven,  Die  Dehnition  des  Cen- 
trums setzt  nicht  voraus,  dafs  die  Kurve  algebraisch  sei,  und  in 
der  That  giebt  es  transeendente  eeutrische  Kurven;  wir  wollen  jedoch 
festhalten,  dafs  die  im  Verlaufe  dieses  Kapitels  behandelten  Kurven 
algebraisch  seien*). 

Alle  Kurven  zweiter  Ordnung  besitzen  ein  Centrum  (in  endlicher 
oder  auch  in  unendlicher  Entfernung);  alle  Kurven  dritter  Ordnung 

1)  8.  H.  Johnson  hat  die  Beraerkiiag  gömactt  (s.  die  Note  The  multi- 
sectUm  of  angles,  The  Änalyet.,  X,  1883),  dafs  die  dargelegte  Vielteilung  sich 
schon  in  einer  Abhandlung  vom  Jahre  1880  von  J.  B.  Miller  fmdet  {The  Ckoräel 
and  its  appMcation,  to  fke  gmercä  section  of  «m  angle,  Yaax  Vorstrands  Engineering 
Magaaine,  XSII);  dieser  benutzt  gewisse  Kurven  —  von  ihm  Chordalen  ge- 
nannt — ,  die  allgemeiner  als  die  Polyoden  sind. 

2)  Die  Kurven,  denen  dieses  Kapitel  gewidmet  iat,  sind  Spezialfälle  jener, 
die  in  einer  Homographie  sich  selber  entsprechen;  S.  Kantor  hat  eine  Methode 
angegeben,  ihre  allgemeine  Gleichung  zu  finden;  e.  Premixes  fonäaments  pow 
tme  them-ie  des  WaMsformaUom  pla/nes  wmogueB  (Napoh  Mem.  3,  1891)  1.  TeU,  §  2. 

3)  Für  das  Folgende  vergl  insbesondere  die  grofse  Abhandlung  von  Bteiner, 
tjher  solche  algebraische  Kinrmn,  welche  emen  Mitte^ntrikt  haben  imd  über  daraut 
henägliche  Eigensehafien  aUgememer  Kwrvefi,  somie  über  geradlimge  Transversalen 
der  letzten  (Grelles  Journ.,  XLVn,  1854).  Viele  der  daselbst  ausgesprochenen 
Sätze  wurden  von  GüTsfeldt  bewiesen  in  der  Arbeit  Über  Ooirven,  welche  emen 
hairmonischen  Fol  und  eine  hamumische  Gerade  besitzen  (Math.  Ann.,  11,  1870), 
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köaaen  in  die  mit  einem  fentium  veraehenen  proji/iPit  werden 
(s.  Nr.  14);  die  Kurven  hcheiei  Ordnung  besitzen  im  illjiempiiien  kein 
Centrum,  noch  auch  können  sie  m  centiisciie  Kurven  projiziert  werden; 
dennoch  existieren  viele  Kurven  4*^"^,  6**"^  und  auch  hoheiei  Ordnnng, 
die  sich  dieser  wichtigen  Eigensch'iit  erfieuen  (s  Äbschn  III  n.  lY). 
Dafa  es  centrische  Kuiven  behehigei  Ordnung  giebt,  eisieht  man, 
iadem  man  beachtet,  dafa  wenn  min  im  allgemeinen  mit  f^  eine 
bii^re  Form  in  x,y  (kiitesischen  E-ooi dmaten)  von  dei  Oidiiung  fe 
bezeichnet,  die  Gleichungen 

f.  +  h  +  f,  +  ---f„.-o,   f, +  /.  +  ft  +  --/„._i-o  .  (1) 

zwei  solche  Kurven  darstellen,  die  erstere  von  der  Ordnung  w  ==  2ji, 
die  zweite  eine  von  der  Ordnung  n^^v —  1,  welche  beide  den  An- 
fangspunkt als  Centrum  haben.     Die  erate  enthält 

Konstanten,  während  die  zweite  deren  enthält 

2  +  4  +  .  .  .  2.  +  H»  +  1)  =  ^*^*>-->  +  1 , 

Daraus  folgt:  Es  giel)t  oo  *  oder  co  *  Kui'veii  n^''  Ord- 
nung, die  einen  gegebenen  Punkt  als  Ceutmni  liaben,  jenachdein  rt 

gerade  oder  ungerade  ist.  Da  es  nun  oo  '  Kurven  von  der  Ord- 
nung n  giebt,  so  ist  der  Umstand,  einen  bestimmten  Pnnkt  als 
Centrum  zu  haben,  für  eine  Kurve  «."'^  Ordnung  äquivalent  mit  "^'^^  ' 
oder  "<"'+  >~L-  einfachen  ßedingungen,  jenachdem  n  gerade  «der 
ungerade  ist.    Man  erkennt  auch,  dafs,  wenn  das  Centrum  der  Lage 


nach  nicht  gegeben  ist,  es  in  der  Ebene  oo  ^  oder  oo  ^ 
centrische  Kurven  von  der  Ordnung  n  giebt,  jenaehdeni  n  gerade 
oder  ungerade  ist.  Durch  ^ — '  '  '■  ■  oder  ^ — '■■  '  '  ■  beliebige 
Punkte  der  Ebene  gehen  daher  im  allgemeinen  eine  endliche  Zahl 
ceutrischer  Kurven  von  der  Ordnung  n;  die  Bestimmung  ihrer  Anzahl 
ist  ein  Problem,  das  Steiner  für  einige  spezielle  Fälle  gelöst  hat, 
das  er  im  allgemeinen  aufgestellt  hat^),  von  dem  wir  aber  glauben,  dals 
es  bis  heute  noch  nicht  gelöst  worden  ist.  Da  in  den  Gleichungen  (1) 
eine  gewisse  Anzahl  Glieder  fehlen  können,  so  folgt:  Eine  centrische 
Kurve  gerader  Ordnung  enthält  selbst  ihr  eigenes  Centrum  entweder 
garniehl,  oder  sie  geht  dnrch  dieses  eine  gerade  Anzahl  von  Malen 
hindurch;  eine  centrische  Kurve  ungerader  Ordnung  hingegen  geht 


1)  Aufgaben  und  Sätze  (Crelles  Jouru,,  XL VII,  S,  lOS,  Nr. 
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durch  ihr  Centpum  eine  nngerade  Anzahl  {2r  -\-  1)  von  Malen  hin- 
durch; falls  r  =  0,  so  ist  die  entsprccliendc  Tangente  eine  Wende- 
tangente. 

Es  sei  I  ein  einfacher  unendlich  femer  Punkt  der  in  Bezug  auf 
C  symmetrischen  Kurve  F;  da  /  mit  seinem  Gregenpmikte  koinaidiert, 
so  muls  CI  die  Eurre  in  I  berühren;  folglieh:  Alle  Asymptoten,  die 
zu  einfachen  unendlich  fernen  Punkten  einer  centrischen  Kurve  ge- 
hören, gehen  dnrcli  das  Centrum.  Um  zu  sehen,  wie  die  Tangenten 
in  einem  unendlich  fernen,  r-faehen  Punkte  einer  centro -symmetrischen 
Kurve  verteilt  sein  können,  schreiben  wir  die  Grlcichungen  (1)  in 
folgender  Weise: 

A.«"'  + /;«"'-'+ ■■■■/.;.2"'-" +(«='+%)'')>.„-, -0,1 
f,«"+/i«>->+-./,„,5>-"  +  (oa!+W9>i„i-,-0.|  "^  ' 
WO  0  eingeführt  ist,  um  die  Homogenität  herzustellen.  Jede  Tangente 
im  Punkte  (ax -^hy  =  0,  3  =  0)  wird  eine  Gleichung  von  der  Form 
ax-\-by^(oz  haben;  aufeerdem  sieht  man  leicht,  dafa,  vtemi  r<,2 (i  —  2 i, 
ist,  <ii  =  0  sein  mufs,  während,  wenn  »■>2fi  — 2A,  0  =  00  sein  wird. 
Im  ersteren  Falle  geht  jene  Tangente  durch  das  Centrum  der  Sym- 
metrie, während  sie  im  zweiten  mit  der  unendlich  fernen  Geraden 
zusammenfällt.  In  dem  zwischenliegenden  Falle,  r  =  2ft- — 2A,  er- 
hält man  ^  ,  ~  -j-^— 

wobei  man   sich   vorzustellen  hat,  dafs  in  den  Formen  /"a^.  +  i,  fn+i 

—  = ^    sesetzfc  sei.     Weil  nun  r   eine   gerade  Zahl  ist,   so    sind 

die  r  Werte  von  <o,  von  denen  nicht  mehr  als  zwei  reell  sind, 
paarweise  gleich,  aber  von  entgegengesetztem  Vorzeichen.  Folglich: 
I)ie  Tangenten  in  den  unendlich  fernen  vielfa«hen  Punkten  einer 
centrosymmetpischen  Kurve  fallen  entweder  mit  der  unendlich  fernen 
Geraden  zusammen,  oder  gehen  durch  das  Centrum,  oder  sind  in 
Bezug  auf  dieses  paarweise  symmetrisch;  reell  siud  höclisf«ns  zwei 
derselhen. 

Seien  M,  N  zwei  auf  einer  durch  C  gehenden  Geraden  (/  gelegene 
Punkte  von  F,  dann  liegen  auf  y  auch  die  Gegenpunkte  M'  und  iV' 
von  M  und  JV;  wenn  wir  nun  im  besonderen  annehmen,  dafs  M  und  N 
zusammenfallen,  so  fallen  auch  M'  imd  iV'  zusammen,  und  g  wird 
eine  Doppeltangente  werden;  daraus  folgt:  Alle  Geraden  durch  das 
Ccntpum  einer  Kurve,  welche  diese  in  endlicher  Entfernung  he- 
rähren,  sind  Doppeltangenten  derselben.  Ebenso:  Betrachtet  man 
zwei  beliebige  Punkte  M  imd  N  von  F  und  ihre  Gegenpunkte  M' 
und  N',  so  werden  die  Sehnen  MN  und  M'N'  nicht  nur  parallel 
sein,  sondern  auch  gleichen  Abstand  vom  Centrum  haben;  insbesondere 
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wenn  M.  mit  'E  zusammenfällt,  thun  dies  auch  M.'  und  JV',  und 
demnach:  Die  Taiigciit«ii  in  zwei  Gegeiipuukteii  einer  centrischen 
Kurve  sind  iu  Bezug  auf  das  Centnim  symmetrische  Gerade.  In 
ähnlicbei:  Weise  kann  man  nachweisen:  Die  singnläreu  Punkte  einer 
centrischeu  Kurve,  die  niekt  im  Centntm,  noch  auck  iu  uneudlicker 
Eiitferuuiig  liegen,  sind  zu  je  zweien  symmetrisch  in  Bezug  auf  das 
Centrum;  dasselbe  gilt  für  die  zngekSrigen  Tangenten,  Demnach 
sind  auch  die  vielfachen  Tangenten  zu  je  zweien  symmetrisch,  imd 
ihre  Berührungspunkte  sind  Gegenpunkte. 

Die  ersten  Polaron  des  Centnmis  in  Bezug  auf  die  Kurve  (1) 
3  der  unendlich  fernen  Geraden  und  einer  Kurve  T^  von 
der  Ordnung  n  —  2,  die  dargestellt  wird  durch  eine  der  beiden 
folgenden  Gleichungen: 

rt  +  O'-i)/, +  -"  +  /,„-i-o, 

(''-i)f.  +  (»-2)/.  +  '-'+/,.-,-0i  ■  .  .  ■  (2: 

beide  haben  den  Punkt  C  als  Centrum.  Machen  wir  für  F^  dieselben 
Schlüsse  wie  für  T,  und  fahren  so  fort,  so  erhalten  wir  eine  Reihe 
Kurven  von  der  Ordnung  n  —  4,  w  —  6,  re  —  8, . . .;  die  letzte  der- 
selben ist  ein  Kegelschnitt,  wenn  n  gerade,  und  eine  Gerade,  wenn 
n  ungerade  ist,  nämlich  die  Tangente  an  die  Kurve  im  Centinim. 

Bezeichnen  wir  mit  f  die  linke  Seite  einer  der  beiden  Glei- 
chungen (1)  und  betrachten  den  unendlich  fernen  Punkt  P  der  Rich- 
tung, die  mit  Ox  den  Winkel  to  büdet,  so  sehen  wir  alsbald,  dafs 
die  erste  Polare  von  P  dargestellt  wird  durch  die  Gleichung 

Diese  Polare  ist  demnach  eine  Kurve  von  der  (w  —  1)""  Ordnung 
und  concentrisch  mit  der  Kurve  T.  Variieren  wir  P,  so  variiert  auch 
die  Kurve  (3)  und  erzeugt  ein  Büschel,  das  zu  Grundpunkten  die 
in  —  1)^  Punkte  hat,  in  denen  sich  die  Kurven  -^^  =:  0 ,  ^—  =  0 
schneiden.     Ist  n  gerade,  so  sind  die  Grundpunkte  das  Centrum  und 

— -  Paare  von  Gegenpunkten;  wenn  jedoch  «  ungerade  ist,  so 
bestehen  die  Grundpunkte  aus  ^ — ~-  Gegenpunktepaaren. 

Steiner  hat  bemerkt,  dafs  die  centrischen  Kurven  bei  der  Unter- 
suchung der  metrischen  Eigenschaften  der  algebraischen  Kurven  auf- 
treten; um  dies  an  einem  Beispiele  zu  zeigen,  möge  folgende  Betrachtung 
dienen.  Es  sei  T  eine  behehige  Kurve  nf^'  Ordnung,  0  ein  beliebiger 
Punkt  seiner  Ebene;  T'  sei  die  zu  T  inBezug  auf  0  symmetrische  Kurve. 
Dann  haben  Tund  V  offenbar  die  unendlich  fernen  Punkte  gemeinsam; 
die  übrigen  ni^i  —  1)  gemeinsamen  Punkte  sind  dann  auf  einer  Kurve  il 


(8) 
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Yon  der  Ordnung  k  —  1   gelegen  und  bilden  -^— -   Paare    toq   in 
mg  auf  0  symmetriscken  Punkten.     Diese  Scblüsse  Icann  man  in 
aussprechen:  Durcli  einen  beliebigen  Pnnkt  der  Ebene 
Sehnen,  die 

^+1 


-1> 


derselben  liindurcligelien,  so  ist  die  Kurve  in  Bezng  auf  diesen  Punkt 
symmetriscli;  in  dem  aUgemciiieii  Falle  liegen  die  Endpunkte  jener 
Seimen  anf  einer  Kurve  von  der  Ordnung  n  —  1,  welche  nacli  Steiner 
die  „innere  Polare"  des  betreffenden  Punktes  keifst.  Wenn  dieser 
Punkt  ein  vielfacher  der  gegebenen  Kurve  ist,  so  erfährt  der  obige 
Satz  Modifikationen,  die  man  leicht  angeben  kanu^). 

154.  Eine  Gerade  r  -wird  der  zu  einer  bestimmten  Richtung  d 
konjugierte  Durchmesser  einer  Kurve  F  genannt,  wenn  jede  zu  d 
parallele  Gerade  F  in  Punktpaaren  schneidet,  deren  Mitten  auf  der 
Geraden  r  liegen;  in  einem  solchen  Falle  verteilen  sieh  die  Punkte 
von  r  in  oo^  Paaren  von  gegenüberliegenden  Punltten;  die  Kurve 
heifat  dann  axial-symmetrisch  und  entspricht  sich  selber  in  der 
harmonischen  Homologie,  deren  Axe  r  und  deren  Centi-um  der  un- 
endlich ferne  Punkt  von  d  ist;  sie  ist  also  eine  homologisch-harmonisehe 
Kurve  (s.  Nr.  15$).  Es  entsprechen  sich  selber  dieser  Punkt  der  un- 
endlich fernen  Geraden  und  alle  Punkte  jenes  Durchmessers.  Wenn 
insbesondere  d  senkrecht  zu  r  ist,  so  haben  wir  eine  orthogonale 
Symmetrie,  und  r  ist  eine  Axe  der  Kurve.  Nehmen  wk  als  a^-Axe 
den  Durchmesser  r  und  als  j/-Axe  eine  Gerade,  welche  dieselbe  Rich- 
tung wie  d  hat,  so  wird  eine  Kurve  F,  die  eine  solche  Symmetrie 
besitzt,  wenn  sie  algebraisch  und  von  der  Ordnung  n  ist,  eine  Glei- 
chung haben,  die  sich  nicht  ändert,  wenn  das  Vorzeichen  von  y  auch 
wechselt,  d.  h.  eine  Gleichung  von  dem  einen  oder  anderen  der  folgen- 
den Typen,  jenachdem  n  gerade  oder  imgerade: 


1)  Die  Üntersmohung  der  centro-sjuimetriBclieii  Kurven  bietet  eine  gewisse 
Analogie  mit  folgendem  Problem;  „Gegeben  awei  eentreclite  Äsen  Ox  und  Oy; 
eine  Kurve  C  zu  ünden  derart,  daft,  wenn  man  einen  Punkt  m  derselben  nimmt 
und  auf  Om  einen  Punkt  ji,  so  dafa  die  Strecke  (im  gleich  einer  Konataiat^n  2o 
ist,  der  Ort  der  Punkte  (t  eine  Kurve  r  wird,  die  in  gleicher  Weise  zu  Ox  ge- 
legen ist,  wie  0  in  Bezug  auf  Oy."  Buler  fand  (m.  s.  P.  H.  Fuss,  Con'e^on- 
äance  maihiinaUque  et  physiqm  de  qmlgztes  ceUbres  giowitres  du  XYIII'^e  Sude, 
St.  Petersburg  1843,  I,  S.  73),  dafs  die  allgemoine  parametriscke  Darstellung 
einer  solchen  Kurve  ist 


irameter  und  Q  eine  ungerade  Punktion  desselben  ist;  w 
t,  erhält  man  eine  Kurve  8'='  Ordnung. 
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f.<j')y"  +  f,(^)f''  +  --  +  f„(.r)-0 
A(>:)f'-' +  f,(x)s"'' +       +/„-il<J-"  M) 

WO  fii(x)  im  allgemeinen  ein  Polynom  vom  Giide  Ä  m  j;  ist    Wenden 
wir  auf  diese  dieselben  Betracbtunaen  wie  auf  (1)  an,  so  eigiebt  sich 


Es  giebt  oo  *  oder  oo  *  Kmveii  »*"■  Ordnung  mit  ciiiei  be 
stimmteu  axialen  Symmetrie,  jena«bdem  ti  geiade  oder  nngeiade  ist 
eine  bestimmt«  Symiiietrie  zu  besitzen  ist  daher  aqiu^alent  mit 
- —    .-^  ~'—  oder  '    "^ '  -^    einfachen  Bodin{;iinf;en    fiii    eme    Kni>e 

jjtet  Ordnung,  jenaclidem  n  gerade  odei  ungerade  ist    Die  Zahl  dei 

1^+1)  -1  ^  ^ 
Kurven  ii""  Ordnimg  mit  axialer  S^mmetiie  betnjtt  dabei  oj     ^ 

bezw.  oo\  ^  ' 

Die  Tangenten  an  die  Kurve  F  die  /  zum  koiijugieiten  Durch 
measer  in  Bezug  auf  die  Biehtung  cl  hit  in  den  emfachen  Punkten 
in  welchen  r  sie  schneidet,  sind  paiiUel  zw  ä  Alle  ubiigen  zu  d 
parallelen  Tangenten  sind  Doppeltangenten.  Die  Tangenten  m  zwei 
gegenüberliegenden  Punkten  acbneiden  sich  auf  der  Ase;  singulären 
Punkten  entsprechen  symmetrisch  gegenüberliegende  u.  s.  w.  —  Wenn 
die  Kurve  von  ungerader  Ordnung  ist,  so  gebt  sie  durch  den  unend- 
lich fernen  Punkt  von  d  und  hat  daselbst  einen  Wendepunkt;  in  be- 
sonderen Fällen  kann  dieser  von  einer  grSfseren,  aber  immer  ungeraden 
Vielfachheit  sein;  weim  dagegen  die  Kurve  von  gerader  Ordnung  ist, 
so  geht  die  Kurve  eine  geriide  Anzahl  von  Malen,  Null  nicht  aus- 
genommen, durch  den  unendlich  fernen  Punkt  von  ä. 

Allen  diesen,  die  axial-symmetrischen  Kurven  betreffenden  Sätzen, 
entsprechen  ebenso  viele  die  centro-symmetrischen  Kurven  betreffende. 
Jedoch  die  letzteren  erfreuen  sich  einer  Besonderheit,  der  nichts  Ana- 
loges hei  den  Kurven  entspricht,  mit  denen  wir  uns  jetzt  beschäftigen; 
während  nämlich  eine  algebraische,  nicht  zerfallende  Kurve  nur  in  Bezug 
auf  ein  Centrum  symmetrisch  sein  kann  {da  eine  Strecke  ja  nur  einen 
Mittelpunkt  haben  karm),  so  kann  sie  in  Bezug  auf  mehrere  Äxen 
symmetrisch  sein;  um  dies  zu  zeigen,  möge  das  Beipiel  der  Kegelschnitte 
genügen,  die  ja  symmetrisch  in  Bezug  auf  jeden  Durchmesser  und  den 
dazu  konjugierten  sind.  Die  Untersuchung  der  Verteilung  der  Durch- 
messer einer  Kurve  wurde  mit  mäfsigem  Erfolge  von  Euler^)  ver- 
sucht, der  jedoch  das  Leitgesetz  dieser  Verteilung  erkannt  hat;  dieses 
Gesetz  wurde  dann  später  in  seiner  ganzen  Allgemeinheit  vonWantzel^) 

1)  Sm  quelques  propiefes  dei,  sectjvni  comgvis  gut  conwerment  a  mie  tn- 
finiU  d'oMWes  Ugnes  cowhes  (M6m  de  rAoad  de  Beilin,  I,  1745) 

2)  M^mme  SW  la  fhdmie  det  (ttamiiic:  ti-etthi)»'''  des  coruies  quekonqnes 
(Liouvüles  Joum.,  SIV,  1849) 
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iBseii  Beweisfülirung  wir  nunmeiir   iü  ihren  HauptzÜgeu 
■wiedergeben  wollen. 

Eine  Kurre,  die  einen  einzigen  Durchmesser  hat,  wird  im  all- 
gemeinen keine  anderen  Spezialitäten  haben  als  diejenigen,  die  sich  aus 
der  Definition  des  Durehmessers  ergeben;  dasselbe  kann  man  sagen, 
wenn  die  Eurve  ein  Paai-  konjugierter  Durchmesser  besitzt.  Aber: 
Weiiu  eine  Knrve  zwei  Dureliinessep  hat,  die  nicht  zu  einander 
konjugiert  sind,  so  hat  sie  noch  einen  dritten,  der  durch  den 
Schnittpunkt  jener  heiden  ersten  geht;  infolge  dessen  noch  einen 
vierten  und  so  weiter  ins  pnendliche,  es  sei  denn,  dafs  dieser  wieder 
mit  einem  znsammeuflele,  von  dem  man  ausgegangen  ist.  Um  dies 
zu  beweisen,  nehmen  wir  an,  dafs  OA  und  OB  die  beiden  gegebenen 
Durchmesser  seien,  und  dafs  die  Geraden  a  und  h  (Taf.  XIII,  Fig.  97), 
die  durch  den  Schnittpunkt  gezogen  sind,  die  Richtungen  der  bezüg- 
lichen konjugierten  Sehnen  angeben;  die  beiden  Symmetrieen  seien 
bezw.  5„  und  5j.  jEs  giebt  nun  unendlich  viele  Kegelschnitte  K,  die 
OA  und  a,  OJi  und  b  als  Paare  konjugierter  Durchmesser  haben;  es 
sind  lauter  konzentrische  und  homothetische  Kurven,  Ellipsen  oder 
Hyperbeln,  jenachdem  die  beiden  konjugierten  Durchmesserpaare  sieh 
trennen  oder  nicht;  im  Speziellen  sind  es  Kreise,  wenn  OA  und  OB 
Symmetrieasen  sind.  In  jedem  Falle  geht  durch  einen  beliebigen 
Punkt  der  Ebene  eine  einzige  und  bestimmte  Kurve  K.  Von  den 
Kegelschnitten  K  betrachten  wir  denjenigen,  der  durch  einen  Punkt  M 
der  Kurve  F  geht,  die  der  Annahme  gemäfs  sich  der  beiden  Sym- 
metrieen S„  und  Sj  erfreut.  Wir  ziehen  durch  M  die  Sehne  MP 
von  K,  die  parallel  zu  a  ist,  und  die  Sehnen  MN  und  PQ,  die  parallel 
zu  h  sind,  wir  verbinden  0  mit  dem  Mittelpunkte  G  der  Sehne  N^. 
Es  wird  behauptet:  Der  Durchmesser  OC  hat  eine  von  dem  auf  r 
gewählten  Punkte  M  unabhängige  Lage.  Aus  der  angegebenen 
Konstruktion  ergiebt  sich  nämhch 

Sektor  QOB=^  Sektor  POiJ;      Sektor  SOS  =  Sektor  MOB, 
daher  Sektor  NOG  =  Sektor  MOA, 

und  SektorSOCf  =  SektorBO^. 

Folglich  ist  OC  jener  Durchmesser  von  K,  der  mit  OB  einen  Sektor 
bildet,  der  gleich  ist  dem  durch  die  Durchmesser  OA  und  OB  ge- 
bildeten. Aber  wegen  der  homothetischen  und  konzentrischen  Lage 
der  Kegelschnitte  K  ist  er  auch  unabhängig  vom  Punkte  M,  durch  den 
wir  den  beliebigen  Kegelschnitt  hindurch  gehen  liefsen,  er  hängt  daher 
ausschliefslich  ab  von  den  Durchmesserßaaren  OA,  a  und  OB,  h.  — 
Wir  beachten  jetzt,  dafs,  weil  M  ein  Punkt  von  f  war,  di^er  Kurve 
auch  die  Punkte  P  und  H  angehören,  die  in  der  Symmetrie  S„  und 
£^  dem  Punkte  M  entsprechen;  ebenso  wie  Q  dem  P  in  5^  ent- 
spricht.   Aufserdem  entsprechen  sich  JV  und  Q  in  der  Symmetrie  S^, 
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die  durch  den  Durchmesser  OC  unii  die  zu  ihm  konjugierte  Rich- 
tung c  bestimmt  ist;  demnach  entspricht  F  auch  sich  selber  in  der 
Symmetrie  5^.  Wenden  wir  nun  dieselbe  "Überlegung  wie  bei  OA 
und  OB  auf  das  Paar  OB  und  OG  an,  so  gelangen  wir  zu  einer 
neuen  Symmetrie  S^,  welche  jedoch  mit  einer  der  vorigen  zusammen- 
fallen kann.  Fahren  wir  so  fort,  so  erkennen  wir:  Alle  durch  eiilcil 
Punkt  gehenden  Durchmesser  einer  Kurve  gehören  einem  Kegel- 
schnitte an,  in  welchem  sie  zu  den  Richtungen  der  Sehnen  seihst 
konjugiert  sind,  und  hegrenzen  jeder  mit  dem  folgenden  nnd  dem 
zugehörigen  Bogen  des  Kegelschnittes  einander  gleich  grofse  Sek- 
toren. Im  Speziellen:  Alle  durch  einen  Punkt  laufende  Axen  einer 
Kurve  bilden  mit  einander  gleiche  Winkel.  —  Aus  den  obigen  Über- 
legungen geht  hervor,  dafs,  wenn  die  Kurve  f  unendlich  viele  Durch- 
messer besitzt,  die  durch  einen  Punkt  gehen,  so  hat  sie  mit  dem 
Kegelschnitte  K  unzählig  viele  Punkte  gemeinsam,  müfste  daher  not- 
wendigerweise transzendent  sein;  daher  hahen  die  algebraischen 
Kurven  eine  endliehe  Zahl  von  Durchmessern,  die  durch  einen  Punkt 
laufen.  Im  Falle  ihre  Ordnung  ungerade  ist,  kann  die  Zahl  der- 
selben die  Ordnung  der  Kurve  nicht  übersteigen,  aus  dem  Grunde, 
woü  mit  jeder  Symmetrie,  in  Bezug  auf  eine  Äxe,  ein  unendlich 
femer  Punkt  der  Kurve  selbst  verknüpft  ist.  Insbesondere:  Die  durch 
denselben  Punkt  gehenden  Axen  einer  algebraischen  Kurve  bilden 
eine  Windrose. 

Bei  dem  Beweise  des  ersten  der  vorigen  Sätze  sind  zwei  An- 
nahmen stillschweigend  ausgeschlossen  worden:  erstens,  dafs  a  und  h 
zusammenfallen,  zweitens,  dals  die  beiden  Durchmesser  pai-aJlel  smd. 
Wir  müssen  jetzt  zusehen,  was  in  jedem  dieser  Spezialfälle  ein- 
treten wird: 

a)  Im  ersten  FaUe  ziehen  wir  (Taf.XlII,  Fig,  98)  eine  Gerade  AB 
parallel  zui-  gemeinsamen  Richtung  von  a  nnd  6.  Nehmen  wir  dann 
beliebig  einen  Punkt  M  von  F  und  suchen  die  entsprechenden  P  und 
N  in  5^  und  5j,  darauf  den  dem  P  in  S;,  entsprechenden  Q\  es  ist 
klar,  dafs  die  Punkte  N,  P,  Q  auf  dei-  durch  M  zu  AB  gezogeneu 
Parallelen  liegen,  und  dafs,  wenn  man  auf  dieser  Geraden  die  Strecke 
BG  =  AB  nimmt,  die  Punkte  JV  und  Q  eich  in  der  Symmetrie  5^ 
entsprechen,  welche  als  Axe  OG  und  als  konjugierte  Eichtung  AB 
hat,  und  dafs  die  Kurve  T  sich  auch  dieser  dritten  Symmetrie  er- 
freut. Fahren  wir  in  dieser  Weise  fort,  so  sehen  wir:  Wenn  eine 
Kurve  zwei  sich  schneidende  Durchmesser  hat,  die  derselben  Sehnen- 
richtung konjugiert  sind,  S'o  hat  sie  unzählige  andere,  die  durch 
denselben  Punkt  gehen,  nnd  die  auf  einer  6leraden,  welche  diese 
Richtung  hat,  einander  gleiche  Strecken  abschneiden. 

h)  Im  zweiten  Faüe,  wenn  AÄ  und  BB  zwei  parallele  Durch- 
messer der  Kurve  JT  sind,  den  Richtungen  der  Geraden  a  und  fe  bezw. 
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konjugiert,  so  konstruiere  mau  eine  Parabel  K,  in  welehei-  den  DurcL- 
measern  AA\  BB'  die  zu  a  und  i  parallelen  Sehnen  konjugiert  eindj 
wenden  wir  die  vorige  Überlegung  mit  den  notigen  Modifikationen 
an,  so  ergiebt  sieh:  Wenn  eine  Knrve  zwei  parallele  Durclimesser 
hat,  so  liat  sie  deren  unendlich  viele  in  gleichen  Ahständen  von 
einander,  die  derselben  Parahel  angehören,  in  welelier  sie  »u  den- 
selben Sehnen  konjugiert  sind. 

155.  Die  unter  diesen  beiden  Voraus  Setzungen  betrachteten 
Kurven  T  sind  sämtlich  transzendent;  wir  werden  daher  nicht  weiter 
von  diesen  Voraussetzungen  sprechen  und  kehren  zu  dem  allgemeinen 
Falle  zurück,  um  zu  zeigen,  wie  man  analytisch  die  übrigen  Durch- 
messer einer  Kurve  F  bestimmt,  die  zwei  schon  bekannte  Symmetrieen 
besitzt.  Zu  dem  Zwecke  nehmen  wir  ein  kartesisehes  Koordinaten- 
system, welches  OÄ  und  a  als  Äsen  hat;  wir  nehmen  an,  dafs  a  der 
von  den  Äxen  gebildete  Winkel  sei,  und  dafs 
y  =  mr,  y  =  nx 
die  Gleichungen  von  OB  und  h  seien.  Haben  m  und  n  entgegen- 
gesetzte Vorzeichen,  so  sind  die  Kegelschnitte  K  sämtlich  Ellipsen; 
die  Gleichung  einer  von  ihnen  möge  sein 

J  +  S-I (5) 

Da  OA  und  h  zwei  konjugierte  Durchmesser  von  (5)  sind,  so  besteht 

die  Beziehung                                ,    6=        ,  ,„, 

°  mn  ~\ ^  =  0 (o) 

Gehen  wir   zu   Polarkoordinaten  p  und  ^   über,   wobei  0  Fol,    OA 
Polaraxe  ist,  so  r 


wegen  (ü)  bekommen  wir  dann: 


Die  Fläche  des  Sektors  £,  der  zwischen  dem  Halbmesser  OA  und 
dem  Halbmesser,  der  mit  OA  den  Winkel  ip  bildet,  liegt,  wird  daher 
gegeben  durch 

^  1     /a      .  a'h'üna   /  dq> 


-JV 


nach  Auafiihrung  der  Integration  ei^ebt  sich 
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wenu  man  setzt 

=  arc  ts  (■-'^  +  fc^'^"s^«)tg'F-fc^«iiifi  ■  eosa 

s  «ftsino: 

oder  anch  wegen  Gleiclrang  (fi) 

tg6,_ -_^^^__ .       ...     (8) 

Betrachten  wir  im  besonderen  als  zweiton  Halbmesser  des  Sektors 
den  Halbmesser  OB,  so  ist  in  diesem  Falle 

*^'  ^  __ — ; ,      oder  auch     tg  y  =  —j^ ; 

infolgedessen  wird  Gleichung  (8)  nach  einigen  Reduktionen 

IXlZl' w 

Wenn  aber,  entgegen  der  vorhin  gemachten  Annahme,  m  und  n  das- 
selbe Vorzeichen  haben,  so  sind  die  Kegelschnitte  K  sämtlich  Hy- 
perbeln.     Ist  nun  üi  „  i!  _  i  (5') 

eino  deraelben,  so  hat  man  ja 

es  besteht  auch  die  Gleichung  (7),  jedoch  der  Wert  von  a  wird  nicht 
mehr  durch  (9)  gegeben,  sondern  durch  folgende  Gleichung: 

Fassen  wu-  zuBammen,  so  köanen  wir  sagen:  Die  Fläche  £  des  von 
den  beiden  gegebenen  Halbmessern  OÄ  und  OB  begrenzten 
Sektors  des  Kegelschnitts  K  ist  durch  (7)  gegeben,  während 
m  durch  (9)  oder  (9')  bestimmt  wird,  jenachdem  K  eine  Ellipse 
oder  eine  Hyperbel  ist.  In  dem  Spezialfälle,  dafs  OA  eine  Axe  ist, 
weiden  die  Gleichungen  (7),  (9),  (9'),  weil  «  =^  -ö"  ist,  zu 

die  von  Wantzel  aufgestellt  wurden,  der  stillschweigend  annahm, 
daXs  der  erste  Durchmesser,  von  dem  man  ausging,  eine  Axe  sei. 

Wir  betrachten  nun  einen  dritten  Durchmesser  der  Kurve  F, 
OC  und  den  dazu  t konjugierten.  Wenn  y  =  m'x  und  y^^=n'x  die 
Gleichungen  dieser  beiden  sind,  so  ist 

m'n'  =  mn ; (10) 

Die  Fläche  des  Sektors  SOC  wird  gleich  sein  der  des  Durchmessers 
AOB,  daher  wird  die  des  Sektors  ÄOG  das  Doppelte  von  der  des 
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Settors  ÄOB  sein,  also  gleich.  — ^ —  *  2'^?  ^'"^  ^i^i  erhält,  je  nach 
dem  Falle,  Ellipse  oder  Hyperbel 

tg2„_l/--ji±|-i?|.^.(ii),  a92»-y'g;+'.°;;°-  •  m 

Kombinieren  wir  (10)  mit  (11)  oder  (11'),  so  erhalten  wir  m'  nnd  n', 
wodurch  dann  die  dritte  Symmetrie  bestimmt  ist,  welche  F  besitzt. 
Eine  vierte  erhalten  wir,  wenn  wir  einen  Durchmesser  OD  nehmen,  so 
dafs  der  Sektor  OAD  das  dreifache  von  A  OB  ist,  u.  s.  f.  Es  ist 
klar,  dafa,  wenn  mau  achliefslich  wieder  auf  den  Durchmesser  AO 
zurüekkomrat,  von  dem  man  ausgegai^eii  ist,  der  Fall  der  Ellipse  vor- 
liegen, und  der  durch  Gleichung  (9)  definierte  Winkel  ra  ein  aliquoter 
Teil  des  vollon  Winkels  sein  mufs. 

In  dem  Falle,  dafa  die  beiden  Ausgangs  -  Symraetrieen  recht- 
winklig sind,  hat  man  a  =  -— j  ^her  mn  =  —  1,  und  Gleichung  (9) 
liefert  ig  o  =  m,  wie  ca  aein  mufa.  Wenn  aufscrdem  noch  o  =  —  , 
so  hat  die  Kurve  F  als  Durehmeaaer  die  r  Geraden  durch  den  An- 
fangapimkt,  welche  mit  OÄ  die  Winkel  bilden 


0, 


(r-^ 


Nehmen  wir  an,  dafs  T  eine  algebraische  Kurve  sei ')  und  die  Polar- 
gleiehung  habe  ^^^^  ^^^  ^^  ^-^ 9^)  =  0 , 

so  mufs  f  von  der  Beschaffenheit  sein,  dafs  es  sich  nicht  ändert, 
wenn  das  Vorzeichen  von  91  wechselt;  daher  dürfen  in  /  nur  die  ge- 
raden Potenzen  von  sin  90  auftreten,  welche  man  vermittelst  der  Iden- 
dität  ain^  <p  =  1  —  cos*  tp  verschwinden  lassen  kann.  Alsdann  wird 
die  vorige  Gleichung  die  Form  annehmen: 

/^(ß,  cosqs)  =  0. 
Da    nun    F  symmetrisch    ist    in   Bezug   auf   die    Gerade    —  =  tg  — 
(ä  =  1,2,  3  ,..,«.— 1),   so  wird  die  nunmehr  gefundene  Gleichung  iden- 
tisch sein  müssen  mit 

I^(q,  cos  (— (j^jj  j  =  0, 

was  erfordert,  dafs  sie  von  der  Form  sei 

^(9,  cos «9))  =  0. 
Machen  wir  hier  die  Vorauaaetzung,  dafs  &^  eine  algebraische,  ratio- 
nale und  ganze  Funktion  von  p  und  coswqi  sei,  oder  auf  eine  solche 


1)  Enler,  Introductio  in  anatym,  mfinitorwm  (Laueanaae  1748)  Cap.  XV 
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zurückfükrbar,  so  erhalten  wir  damit  die  analytische  Darstellung 
einer   algebraiselien  Kurve,   die   w-faeli    axial -symmetrisch   isf^). 

Ein  Beispiel  you  Kurven  mit  einer  heetimmten  Zahl  von  Symmetrie- 
Axen  bieten  uns  die  Rhodoneen  (s.  Kap.  8  dieses  Absehnittes).  Ein 
zweites  liefern  die  Kui-ven,  die  durch  eine  Gleichung  von  folgender 
Form  dargestellt  virerden 

f-T+vh^' m 

wo  p  eine  gegebene  Strecke  e  vmd  ii  gegebene  Zahlen  sind.  Für 
m  ^  0  stellt  diese  Gleichung  einen  Kreis  dar,  für  n  =  \  einen  Kegel- 
schnitt, dessen  Brennpunkt  der  Pol  ist;  demnach  können  die  frag- 
lichen Kurven  als  analytische  Verallgemeinerung  der  Kegelschnitte 
»ufgefafst  werden,  können  daher  denjenigen  augesellfc  werden,  von 
denen  im  2.-6.  Kap.  dieses  Abschnittes  die  Rede  war.  Sie  wurden 
jedoch  nicht  in  Hinsicht  hierauf  eingeführt,  sondern  wegen  der  An- 
wendung, die  man  von  ihnen  in  der  Kinematik  macht,  woselbst  sie 
nach  einem  Vorschlage  von  Laboulaye*)  den  Namen  Kurven  mit 
n  Bäuchen  (courbes  ä  n  ventres)  tragen.     Setzt  man 

Qi  =  a(l  +e  cosKO}), 
so  hat  man  die   Gleichui^   der  Konchoide  einer  Rhodonee;  infolge- 
dessen kann  man  (12')  sehreiben  als 

Eine  Kurve  mit  n  Bäuchen  ist  die  Inverse  einer  Rhodoneeiikoiiclioide; 

damit  ist  ein  Weg  au  ihi^er  Konstruktion  gegeben. 

Die  blofse  Betrachtung  der  Gleichung  (12)  führt  uns  zu  einer 
wichtigen  Einteilung.  Ziehen  wir  nämlich  in  Erwägung,  dafs,  wenn 
wir  m  derart  wählen,  dafs 

l+ecosH(a  =  0, (13) 

HO  muls  p  =  oo  werden;  nun  hat  diese  Gleichung  für  tn  nur  dann 
reeUe  Wurzehi,  wenn  |e|^l;  folglich:  Die  dnrcli  (12)  dargestellten 
Kurven  erstrecken  sich  ins  Unendliche,  wenn  |e|^l,  andernfalls 
liegen  sie  ganz  innerhalb  des  Kreisringes,  der  von  den  mit  den 
Radien  2> :  [  1  +  e  |  um  den  Pol  beschriebenen  Kreisen  begrenat  wird. 

Im  ersteren  Falle  setzen  wir =  cos « ;     die    Gleichung  (1) 

wird  alsdann                                «cosk  /■,n-\ 

9  =  iZi'^-'Z^^^ ^^^' 

1)  Weitere  Entwickelungen  über  derartige  Eurven  finden  Biah  in  der  Ah- 
handliing  von  E.  Ciani,  Le  linee  diametrali  delle  curve  algebriche  piatte,  in  parti- 
eola/re  i  lori  assi  äd,  mmmetria  (Pisa  Annali,  1889). 

2)  TraiU  de  tAnimatiqiie  (Paris  1849).  Wir  entnebmen  diese  Citation 
ebenso  die  DefinitionsgleicLung  (12)  aus  Brocard,  Notes  de  hihliogiaphie  des 
eowhes  0€(ymänqwes  (Bar-le-Duc  1897,  S.  65—66). 
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und  (IB)  liefert  mm 

c  =  4,  «  +  2/^      (fc  =  o,i,a, »  — 1). 

Bezeielinen  wir  mit  ß  eiuen  beliebigen  der  Winkel  4-^-i — —^  und 
betrachten  aomit  einen  beliebigen  von  den  unendlich  fernen  Punkten 
der   fraglichen   Kurve,    nennen   d    den   Abstand    der 
Asymptote  vom  Pol,  so  haben  wir^) 


(i  =  lim  p  (ra  —  j5)  =  lim  ^^~j---~-  {w  —  ß) 
-  p  cos  K  lim 


(o  —  ß  ^^  pCOSa        1         __  jt  J'    „  __[_  pV«^ 


Weil  dieser  Ausdruck  unabhängig  von  h  ist,  so  ergiebt  sieh:  Weiiil 
eine  Kurve  mit  n  Üänche»  unendliche  Zweige  hat,  so  herühren  die 
zugehörigen  Asymptoten  einen  nnd  denselben  mit  der  Kurve  kon- 
zentrischen Kreis. 

Wir  beachten  nun^),  dafs,  wenn  e  =  -  gesetzt  wird,  der  Krüm- 
mimgsradius  in  Polarkoordinaten  im  allgemeinen  durch  die  Formel 
gegeben  wird;  ^ 

daher  sind  alle  diejenigen  Punkte  WendepunktSj  für  welche 

wird;   wenden   wir    dies   auf   den   Fall   e  =  -       an,    so    er- 

halten  wir  1  _|_  e(l  — w^)  cos  wo  =  0, 

welches  mit  (2)  kombiniert  liefert 


damit  ist  gezeigt:  Alle  Punkte,  in  welchen  die  durch  (12)  dargestellte 
Kurve  von  dem  konzentrischen,  mit  dem  Radius  "^  j>  beschrie- 
benen Kreise  geschnitten  wird,  sind  Wendepunkte  derselben. 

Wenn  n  eine  ganze  Zahl  ist  (und  dies  ist  der  häufigste  Fall,  der 
auch  in  Beti-acht  kam,  als  man  den  hier  untersuchten  Kurven  ihren 
Namen  gab),  so  ist  die  durch  (12)  dargestellte  Kurve  rational.  Geht 
man  zu  ksaiesisehen  Koordinaten  über,  so  wird  diese 

1)  Siehe  z.  B.  Holel,  Cwm-s  de  Gdlml  infimUsimal  II.  (Patis  1878)  S.  äS. 

2)  Serret,  Gala4  differmtiet  2.  Aufl.  (Paris  1879)  S.  306. 
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■wenn  n  gerade: 

wenn  n  ungerade:  1  (14) 

[«[»"~g)»— »■  +  ..--)  -  ptx'  +  y'fr]'--  {x'  +  yy-o] 

Hieraus  ergiebt  sich:  Eine  Kurve  mit  n  Bäuclien  ist  von  der  Ord- 
nung 2*1,  und  das  Ceßtrum  ist  ein  2{«,  —  l)-£aclier  Punkt,  dessen 
zugehürende  Tangenten  mit  den  dureh  die  Kreispunkte  der  Ebene 
gehenden  Geraden  susainmenfaUen.  —  Das  Verhalteu  der  Kurve  im 
Unendlichen  ist  verschieden,  jenachdem  n  gerade  oder  uagei-ade.  Im 
ersten  Falle  hat  sie  auf  der  unendlich  fernen  Geraden  n  Doppel- 
punkte; im  zweiten  FaUe  aind  ihre  unendlich  fernen  Punkte  sämtlich 
voneinander  getrennt.  —  Wollen  wir  für  den  Fall,  dafs  n  eine  ge- 
Ijrochene  Zahl  ist,  die  kartesisehe  Gleichung  und  somit  die  Ordnung 
der  Kurve  auffinden,  so  können  wir  ein  Verfahren  anvfenden,  das 
demjenigen  naehgehildet  ist,  welches  wir  in  Nr,  135  bei  den  Rho- 
doneen  angewandt  haben;  diese  Rechnung  auszuführen  überlassen  wir 
dem  Leser. 

Ein  drittes  Beispiel  einer  Kurve,  die  in  Bezug  auf  mehrere  Axen 
symmetrisch  ist,  bietet  uns  der  Ort  der  Punkte,  die  gleich  stark 
erleneht«t  werden  von  n  gleichen  Lichtern,  die  auf  den  Ecken  eines 
regnlSren  W-Ecks  verteilt  sind.  Ein  solcher  Ort  ist  offenbar  sym- 
metrisch in  Bezug  auf  jeden,  entweder  durch  die  Ecken  oder  die 
Seitenmitten  des  Polygons  gehenden  Durchmesser  des  umbeschrie- 
benen Kreises.  Unter  der  gewöhnlichen  Voraussetzung,  dafs  die  Stärke 
der  Beleuchtung  umgekehrt  proportional  dem  Quadrate  der  Entfernung 
des  beleuchteten  Punktes  vom  leuchtenden  Punkte  ist,  und  dafs  die 
Koordinaten  der  Ecken  des  gegebenen  regulären  Vielecks  seien 

3^  =  JJ  C08  ^ ,         2/  =  iJ  sin  ^     («  =  ü,  1,  2, 3  , , . »  -  1) 

ist  die  Gleichung  des  fraglichen  Ortes  ersichtlich 

"  -i-  ■  ■  ■  w 


Den  Ort  selbst  kann  man  Isopha 


1)   Der   einfacliste  Fall   der   courbes  isoptanes,   «.  =  3,   findet  sich    in 
R.  Catalan,  Manwel  des  comdidates  ä  l'Eeole  poIytMtnique  I.  (Paris  1857)  S.  330. 
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Vierzehntes  Kapitel. 
Aotopolare  Kurven,  anallagmatieelie  und  Riclitongskiirvcn. 

156.  Die  UntersTicliuiig  der  Kurven,  denen  das  vorige  Kapitel 
gewidmet  war,  führt  uns  zu  dem  ungemein  vielgestaltigen  Problem, 
solche  Kurven  aufzusuchen,  die  bei  einer  bestimmten  geometrischen 
Transformation  sich  selber  entsprechen.  Einen  anderen  speziellen 
Fall  dieser  Frage  bietet  die  Untersuchung  der  autopolaren  Kurven 
dar,  d.  h.  solcher  Kurven,  die  sich  in  sich  selbst  verwandeln,  wenn 
sie  einer  polaren  Transformation  unterzogen  werden.     Sei 

a'/  +  V  +  V  =  0 (1) 

die  homogene  Grleichung  des  Direktrix-Kegelschnittes  T  einer  ebenen 
Polarität;  es  giebt  dann  oo^  Kegelschnitte  2J,  die  zu  sich  selbst 
polar  sind  in  Bezug  auf  F;  leicht  sieht  man,  dafs  deren  allgemeine 
Gleichung  lautet: 
2{S,i.  +  feit,  +  lA)'  -  Cfe'  +  i,'  +  !,')(«,'  +  »s«  +  «,')  -  0,  (2) 
wo  die  ^  beliebige  Parameter  sind.  Während  hiermit  das  Problem 
der  Bestimmung  der  zu  r  autopolaren  Kurven  zweiter  Ordnung  er- 
ledigt ist,  wird  das  analoge  Problem  für  die  Kurven  höherer  Ord- 
nung in  folgender  Weise  gelöst^): 

Nehmen  wir  an,  dafs  in  (2)  die  |  beliebige  Funktionen  eines 
Parameters  seien,  dann  stellt  (2)  <x^  Kegelschnitte  J!  dar;  die  Enve- 
loppe  derselben  besteht  aus  der  Kurve  V  und  einer  Kurve  K,  die 
autopolar  in  Bezug  auf  F  selbst  ist.  Ist  nämlich  A  der  Berührungs- 
punkt von  r  mit  einer  der  S  und  It  die  gemeinsame  Tangente  in  A 
an  beide  Kurven,  dann  entspricht  in  der  gegebenen  Polarität  .2  der 
Annahme  gemäfs  sich  selber,  der  K  entspricht  eine  Kurve  K',  die  2^ 
im  Pole  B  von  h  berührt,  weshalb  K'  in  gleicher  Weise  wie  K  die 
Enveloppe  der  betrachteten  Kegelschnitte  2^  ist;  daher  fällt  K'  mit 
K  zusammen,  mit  alienfall siger  Ausnahme  gewisser  Teile,  die  durch 
den  Kegelschnitt  F  dargestellt  werden  ein-  oder  mehrfach  genommen. 
Umgekehrt  kann  jede  in  Bezug  auf  F  autopolare  Kurve  K  auf 
diese  Weise  erzengt  werden.  Ist  nämlich  Ä  ein  Punkt  von  K,  und  h 
die  entsprechende  Tangente,  so  berührt  der  Voraussetzung  nach  die 
Polare  a  von  j1  K  im  Punkte  ID,  welcher  der  Pol  von  b  ist;  man 
kann  daher  einen  Kegelschnitt  U  auffinden,  der  autopolar  in  Bezug 
auf  r  ist,  der  die  Geraden  a  und  h  bezw.  in  A  und  Ji  berühi-t;  dieser 
ist  daher  auch  doppeltberühxend  für  K;  diese  ist  demnach  die  Enve- 
loppe von  unendlich  vielen  autopolaren  Kegelschnitten,   was  zu  be- 

1)  P,  Appell,  Cvmbes  autopolair&i  (Kouv.  Ann.  de  Math.,  S.  Ser.  XIII,  1894). 
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weisen  war.  —  Die  Untersuehung  der  autopolaren  Kurven  iab  somit 
auf  ein  Problem  zurüfikgefiüirt,  das  ilie  Enreloppe  einer  Reihe  Ton 
ao^  Kegels elmitteii  betrifft. 

Die  Frage,  ob  es  Kurven  giebt,  die  in  Bezug  auf  eine  endliche 
Zahl  von  Kegel Bchuitten  autopolar  sind,  ist  unseres  Wissens  noch 
nicht  behandelt  worden.  Fouret  dagegen  hat  gezeigf^),  dafs  es 
Kurven  giebt,  die  ihre  eigenen  Polaren  in  Bezug  auf  oo^  Kegelschnitte 
sind;  solche  spezielle  Kurven  sind  die  intersceudeuten  Parabeln,  denen 
wir  in  Nr.  167  begegnen,  und  die  wir  ex  professo  im  folgenden  Ab- 
schnitte untersuchen  werden. 

157.  In  der  Geschichte  der  geometrischen  Transformationen 
folgt  auf  die  Theorie  der  projektiven  Transformationen  (kollineare 
oder  reziproke)  der  Zeitfolge  nach  das  Studium  der  Transfonnation 
durch  reziproke  Radien  oder  der  Inversion;  demnach  folgt  auf  die  in 
sich  selbst  durch  Kollineation  oder  Reziprozität  transformierten  KuiTcn 
(mit  denen  wir  uns  im  Vorigen  beschäftigt  haben)  naturgemäfs  die 
Betrachtung  der  Kurven,  die  durch  eine  Inversion  in  sich  selbst  trans- 
formiert werden.  Es  sind  dies  diejenigen  Kurven,  die  —  nach  der 
von  Moutard  vorgeschlagenen  Benennung^)  —  anallagmatisehe 
Kurven  genannt  werden,  eine  Bezeichnung,  die  (von  a  privans  und 
älldtta,  ich  ändere,  hergeleitet)  ein  wenig  unbestimmt  ist. 

Es  sei  (?  eine  Inversion,  die  durch  den  Kreis  Sl  mit  dem  Cen- 
trum 0  und  dem  reellen  oder  rein  imagimren  Radius  r,  bestimmt  ist*). 
Es  giebt  dann  co^  Kreise  K  rechtwinklig  zu  iß;  jeder  ist  bekanntlich 
anallagmatisch.  Durch  einen  beliebigen  Punkt  M  der  Ebene  gehen 
00^  Kreise  K;  alle  diese  gehen  dann  auch  durch  den  Punltt  SiM), 
der  durch  die  Transformation  3  aus  M  entsteht*);  durch  zwei  be- 
liebige Punkte  der  Ebene  (in  endlicher  oder  unendlich  kleiner  Ent- 
fernung) geht  dagegen  nur  ein  einziger  und  bestimmter  Kreis  K. 

Ist  nun  r  eine  reelle  Kurve,  anall^matisch  in  Bezug  auf  die 
Inversion  *?,  P  einer  ihrer  Punkte  und  t  die  bezügliche  Tangente,  so 
giebfc  es  einen  Kreis  K,  der  die  Gerade  t  im  Punkte  P  berührt.     Da 


1)  S.  die  Note  Smc  les  cowrbes  planes  ow  swefaees  qui  sont  leurs  jiröpres  po- 
laires  reeiprogues  par  rapport  ä  ime  infimile  des  coniques  ou  surfaees  du  seeond 
ordfe  (Bull,  de  la  Soc.  Philom.,  Paris  1878). 

2)  Sjw  la  transformaüon  par  rayom  veetmrs  riciproques  (Nouv.  Ann.  de 
Math.  2.  Ser,  lU,  1864).  —  Fdr  das  Folgende  s.  beEondere  J.  de  la  Gournetie, 
Memoires  sur  les  lignes  apirigws  (Liouvilles  Jonra.,  2.  Ser.  IV,  1869).  Andere 
wichtige  Betrachtungen  sind  von  Eibauoour  gemacht  in  der  Memoire  sm  les 
covrbes  emeloppes  de  cercks  et  sur  les  «wifwces  etweloppes  de  spMi-es  (Noav.  Corr. 
math.  V,  1879,  und  VI,  1880)  und  in  der  Hote  von  Liguine,  Sur  les  aires  des 
eourbes  anallagmatiques  (Bull,  des  Sc.  math.  2.  Ser.  V,  1881). 

3)  Man  nennt  ihn  den  Inversione-Kteis. 

4)  Wir  beaeiclmen  im  allgemeinen  mit  3{^)  das,  was  man  erhält,  wenn 
man  auf  die  Figur  i'  die  Inversion  3  anwendet. 
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nun  sowolil  F  als  auch  K  anallagmatiscli  sind,  so  entspricht  dem 
Punkte  P  ein  anderer  Punkt  S(P),  der  K  und  F  gemeinsam  ist; 
und  da  die  luTersion  eine  Berührungstransformation  ist,  so  berühren 
sich  rund  K  auch  in  '?(P).  K  ist  also  ein  Kreis,  der  F  z-weifach  lie- 
röhrt;  variieren  wir  P,  so  nimmt  K  oo^  Lagen  an,  dabei  wird  sein  Mittel- 
punkt eine  gewisse  Kurve  ^  beschreiben;  nach  einem  Vorschlage  von 
de  la  Gournerie  hoirst  sie  die  Deferente,  sie  ist  algebraisch,  wenn 
r  es  ist;  ihre  Ordnung  wollen  wir  im  Folgenden  mit  n  bezeichnen. 
Wir  können  dann  sagen:  Jede  beliebige  anallagmatische  Kurve  kann 
als  Enveloppe  der  oo^  Lagen  eines  zu  einem  feste»  Kreise  »rtho- 
goiialen  Kreises,  dessen  Centrnm  eine  gegebene  Kurve  dnrehläuft, 
angesehen  werden.  Umgekehrt  ist  klar,  dafs,  wie  auch  immer  man 
die  Deferente  und  den  gegebenen  Kreis  wählt,  man  jedesmal  als  Enve- 
loppe eine  anallagmatische  Kurve  oihält.  Nicht  ausgeschlossen  ist, 
dafs  der  Radius  von  il  gleiih  Null  ist;  aUe  Kreise  K  gehen  dann 
durch  0.  Wenn  wir  im  allgemeinen  Falle  zwei  aufeinanderfolgende 
Punkte  von  ^,  D-y  und  D^  betrachten  sowie  die  zugehörigen  Kreise 
Kj  und  Kj,  so  schueiden  sich  diese  in  zwei  Punkten  P  und  Q  von  F, 
die  symmetrisch  zu  einander  in  Bezug  auf  die  Gerade  D^D^  liegen, 
welche  ja  eine  Tangente  von  z/  ist;  folglich:  Die  Strecke  zwischen 
zwei  Icorrespondierenden  Pnnkten  einer  anallagmatischen  Kurve  wird 
durch  die  entsprechende  Tangente  der  Deferente  senltrccht  halbiert 
Die  Kreise  K  bilden  ein  einfach  unendliches  System,  auf  welches 
man  die  Chasles'sche  Methode  der  Charakteristiken  anwenden  kaim; 
wir  nennen  daher  (t  die  Zahl  der  Kreise  K,  die  durch  einen  beliebigen 
Punkt  der  Ebene  gehen,  v  die  Anzahl,  derer,  die  eine  beliebige  Gerade 
berühren,  a  die  Zahl  der  als  Hüllkurven  in  ein  Punktepaar  degene- 
rierten Kreise  K  und  ß  die  Zahl  der  als  Ortkurven  in  ein  Geradenpaar 
degenerierten.  Um  diese  vier  Zahlen  zu  bestimmen,  genügt  es,  zwei 
direkt  zu  bestimmen  und  dann  die  bekannten  Formeln  von  Chasles 
anzuwenden:  q,,       „       „        g„       „        o 

Man  findet  nun  ;:i.  auf  folgende  Weise:  Alle  Kreise  K,  die  durch  M 
gehen,  gehen  auch  durch  S{M.\^  ihre  Mittelpunkte  liegen  daher  auf 
der  Geraden  r,  die  die  von  M  und  S{M)  begrenzte  Strecke  senkrecht 
halbiert;  anderseits  gehören  ihre  Mittelpunkte  auch  der  Kurve  z/  an,  sie 
sind  daher  nichts  anderes,  als  die  Schnitte  von  r  mit  J\  das  bewoiet 
uns,  dafs  /i  =  w.  Um  |5  zu  finden,  beachten  wir,  dafs,  wenn  F  einer  der 
2»  Schnittpunkte  von  F  und  Sl  ist,  die  Verbindungslinien  T  mit  den 
Kreispunkten  der  Ebene  einen  degenerierten  Kreis  des  Systems  bilden; 
wenn  dann  JJ  einer  der  n  unendlich  fernen  Punkte  der  Kurve  F  ist, 
ao  bilden  der  zu  0C7  senkrechte  Durchmesser  von  ß  und  die  unend- 
lich ferne  Gerade  einen  ferneren  degenerierten  Kreis  des  Systems;  eS 
ist  leicht  einzusehen,  dafs  es  weitere  nicht  giebt;  demnach  ist  ^  =  3m. 
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Setzen  wir  mm  die  fflr  ii  und  ß  gefundenen  Werbe  in  die  vorigen 
Gleichungen  ein,  so  folgern  wir,  dafs  i'  =  2K  ist  (also  doppelt  so 
grofs  als  die  Ordnung  der  Deferente),  und  dafa  o;  =  0. 

Aus  der  zur  Bestimmung  von  ß  gemachten  Überlegung  ergeben 
sich  zu  gleicher  Zeit  folgende  beiden  Eigenschaften  der  anallagmati- 
schen  Kurve  T:  Die  2n  Scliiiittpunkte  von  r  mit  der  Peripherie  von 
ß  sind  Brennpunkte  der  Kurve;  die  durch  den  Mittelpunkt  von  £i 
rechtwinklig  zu  den  Asymptoten  der  Deferente  gezogenen  Geraden 
siud  ehensoviele  Doppeltaugenten  der  aiiallagmätischeu  Kurve. 

Im  allgemeinen  geht  T  nicht  durch  den  Mittelpunkt  0  von  ü, 
daher  schneidet  jede  durch  0  gezogene  Gerade  r  eie  in  einer  ge- 
wissen Anzahl  von  Punktepaaren  M  und  cf{M);  da  die  Gerade,  welche 
die  Verbindungslinie  dieser  beiden  senkrecht  halbiert,  Tangente  an  J 
ist,  so  ist  die  Zahl  dieser  Punktepaare  gleich  der  Zahl  der  zu  r  senk- 
rechten Tangenten  von  J,  d.  h.  gleich  der  Klasse  von  J.  Wir  sind 
also  zu  dem  Schlüsse  berechtigt:  Die  Ordnung  einer  auallagniatischen 
Kurve  ist  im  allgemeinen  doppelt  so  grofs,  als  die  Klasse  ihrer 
Deferente, 

Betrachten  wir  noch  einen  durch  0  gehenden  Kreis  ^i,  so  wird 
dieser  die  Kurve  F  in  einer  gewissen  Zahl  x  von  reellen  Punkten  X 
schneiden.  Wir  führen  nun  auf  die  ganze  Figur  die  gegebene  In- 
version aus.  A  wird  sich  dann  in  eine  Gerade  l  und  F  in  sich  selbst 
transformieren;  daher  werden  die  Punkte  S(X)  die  Schnitte  von  l 
und  r  sein;  x  ist  also  gleich  der  Ordnung  von  F,  ä.  h.  gleich  dem 
Doppelten  der  Klasse  der  Deferente.  Andererseits  ist  die  Gesanit- 
zaH  der  Schnitte  von  F  und  ^,  da  sie  doppelt  so  grofs  als  die 
Ordnung  von  F  ist,  gleich  dem  Vierfachen  der  Klasse  der  Deferente; 
folglich:  Eine  reelle  anallagmatisclie  Kurve  geht  durch  jeden  der 
Kreispunkt«  der  Ebene  so  oft,  als  die  Klasse  ihrer  Deferent«  dies 
angieht.  Es  ist  leicht  einzusehen,  da£s  die  bezüglichen  Tai^enten 
auch  die  Deferente  berühi-en,  in  der  Art,  dafs  die  Brennpunkte  der 
Deferente  singulare  Brennpunkte  der  analla^matischen  Kurve  sind.  ~ 
Die  anallagmatische  Kurve  kann  auch  vielfache  Punkte  haben;  sie 
entsprechen  den  eventuellen  vielfachen  Tangenten  der  Deferente  paai-- 
weiae.  Wenn  diese  eine  allgemeine  Kurve  von  der  Klasse  N  ist,  so 
bestimmt  sie  mit  dem  Kreise  £1  eine  allgemeine  anallagmatische  Kurve 
F  von  der  Ordnung  2N;  diese  Kurve  F  hängt  daher  von  — —  -|-  3 
Konstanten  ab,  kann  daher  durch  ebensoviele  beliebige  Punkte  der 
Ebene  hindurchgehen;  die  Gleichung  einer  solchen  Kurve  kann  immer 
in  die  Form  gebracht  werden  P(fi,  f^,  f^)  =  0,  wo  F  eine  ternäre 
Form  vom  Grade  N  und  /i=0,  /g  =  0,  fs^^O  die  Gleichungen 
dreier  Kreise  sind,  die  nicht  demselben  Büschel  angehören  und  deren 
Orthoeoaalkieis  der  Inversionskreis  von  F  ist. 
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In  dem  Falle,  den  wir  bis  jetzt  ausgeselilosseii  haben,  dafs  die 
Deferente  die  unendliclt  ferne  Gerade  berührt,  vermindert  sich  die 
Ordnung  der  anallagmatischen  Kurve  um  eine  Einheit  und  die  Kurve 
geht  dann  durch  den  Pol  der  Inversion;  wenn  aber  die  Berührung 
zweiter  Ordnung  ist,  so  beträgt  die  Verminderung  zwei  Einheiten; 
demnach  kann  man  sagen:  Die  Opdimng  einer  aiiallagmatischen  Kurve 
ist  gleich  der  doppelten  Klasse  der  Deferente  vermindert  um  die 
Zahl  der  Berührungen,  welche  diese  mit  der  unendlich  fernen  Ge- 
raden hat,  und  vermindert  nm  die  doppelt«  Anzahl  ihrer  luflexions- 
tangenten,  die  mit  der  Geraden  seihst  zusammenfallen.  Die  übrigen 
vorhergehenden  Sätze  erleiden  infolgedessen  Modifikationen,  die  der 
Leser  auch   leicht  ohne  unsere  Hilfe  finden  dürfte, 

r  sei  wiederum  eine  anallagmatische  Kune;  sie  wird  die  Enve- 
loppe  von  oo^  Kreisen  K  sein,  die  senkrecht  au  einem  Kreise  Sl  sind. 
Wir  wenden  auf  dieses  System  eine  beliebige  Inversion  3  an;  es  ent- 
steht dann  ein  System  von  oo^  Kreisen  K,  die  alle  orthogonal  zu 
einem  Kreise  Sl  sind  (dem  Transfoi-mlei-ten  von  £1)  und  deren  Enve- 
loppe  eine  anallagmatische  Kurve  P  ist;  da  nun  T  dasselbe  ist,  als 
was  man  erhält,  wenn  man  F  der  Inversion  S  unterwirft,  so  ist  klar: 
Trausformiert  man  eine  anallagmatische  Kurve  durch  reziproke  Ea- 
dien,  so  erhält  man  eine  andere  Kurve  derselben  Art.  —  Machen 
■wir  hiervon  sogleich  eine  Anwendung:  Eine  orthogonale  Symmetrie 
S  in  Bezug  auf  eine  Axe  a  kajui  als  eine  Gfrenzform  der  Inversion 
aufgofafst  werden;  der  feste  Kreis  hat  als  Peripherie  die  Axe  a  und 
als  Centrum  den  unendlich  fernen  Punkt  ia  der  zu  a  senkrechten 
Richtung;  daraus  folgt:  Tpans formiert  man  eine  Kurve,  die  in  Bezug 
auf  eine  Axe  rechtwinklig  symmetrisch  ist,  durch  reziproke  Railien, 
so  erhält  man  eine  anallagmatische  Kurve.  VerMirt  man  in  der- 
selben Weise  mit  einer  Kurve,  die  mehrfache  rechtwinklige  Sym- 
metrieen  in  Bezug  auf  mehrere  durch  einen  Punkt  gehende  Axen 
besitzt,  80  gelangt  man  zu  einer  Kurve,  die  in  Bezug  auf  mehrere 
Kreise  desselben  Büschels  anallagmatisch  ist^). 

158.  Die  Untersuchung  der  anallagmatischen  Kurven  kann  noch 
von  einem  anderen  Gesichtspunkte  aus  in  Angriff  genommen  werden, 
der  wert  ist  hervorgehoben  zu  werden,  da  er  uns  zu  neuen  Resultaten 
führt.     Erinnern  wir  uns  nämlich^),  dafs,  wenn  man  eine  reelle  Kurve 


1)  Aufser  dieser  Kurve,  die  anallagmatiscli  inBeaug  auf  eine  endliche  Zaiil 
von  laTeraionen  ist,  giebt  ea  eine,  nämlich  den  Kreis,  der  offenbar  anallagmatiscli 
in  Beaug  anf  oo'  Inversionen  ist;  dafs  es  deren  keine  gielifc,  die  anaHagmatisoh 
in  Bezug  auf  oo'  sind,  hat  G.  Fouiet  bewiesen  in  der  Abhandlung  Beeherche 
d'wne  cowie  plane  possedant  wn  Uew  geomitrig^e  de  pÖles  prmcipales  ä'inversion 
(Noüv.  Ann.  de  Math.  3.  Ser.  H,  1883), 

2)  Man  B.  z,  ,B.  Darbous,  Sitr  rnie  dasse  rmnciY'juahh  de  courbes  et  de 
mrffuxs  cHgibrigues  (Paris  1873)  S,  2. 
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r  Ton  der  Ordnung  w,  die  den  Pol  und  die  imaginären  Kreispnnkte 
I  nnd  J  als  vielfache  Pvintte  von  den  Ordnungen  bezw.  ra,  t,  t', 
hat,  einer  Inversion  S'  unterzieht,  ihr  eine  Kurve  F'  von  der  Ord- 
nung n  =2n  —  (oj  +  2i)  entspricht,  für  welche  0, 1,  J  vielfach 
sind  bezw.  nach  ro'=n  —  2i,  t'  =  n  —  (ra -j- t);  nun  ist  klar,  dafs, 
damit  F  analiagmatisch  in  Bezug  auf  3  sei,  n'=  n,  (o'='  ra,  i' '=  i 
sein  nrnfa;  alle  diese  Bedingungen  werden  aber  ei'füllt,  wenn  man 
n  ^=  ca  -]-  2i.  setzt.  —  Geben  wir  dem  m  einen  beliebigen  Wert  p, 
gerade  oder  ungerade,  jenachdem  n  es  ist,  so  entsteht  eine  Kurve  F' 
von  der  w'™  Ordnung,  die  0  als  p-faehen  und  die  Kreispunbte  als 
— "-fache  Punkte  hat;  sie  wird  von  der  unendlich  fernen  Geraden 
in  jp  weiteren  Punkten  geechnitten.  Ist  P  einer  derselben,  so  ent- 
spricht diesem  der  dem  0  unendlich  nahe  Punkt  auf  OP,  welcher 
Punkt,  wenn  F  anaUagmatiach  ist,  zu  F  selbst  gehören  mufs;  dies 
besagt,  wenn  F  eine  anallagmatische  Kurve  ist,  die  p  Geraden  OP 
sind  nichts  anderes,  als  die  in  0  berührenden  öeraden.  Z,  B.:  wenn 
n  gerade  ist  und  wir  nehmen  ^  =  0,  so  erhalten  wir  Kurven  h'^'  Ord- 
nung, welche  die  Kreispunkte  der  Ebene  als  —-fache  Punkte  haben: 
sie  gehören  zur  Klasse  der  isotropische  Kurven^).  Wenn  man, 
bei  beliebigem  n,  p  =^  n  —  2  nimmt,  so  erhält  man^)  eine  Kui-ve 
rt"™  Ordnung  mit  einem  (n  —  2)-fachen  Punkte,  die  durch  die  Kreis- 
pimkte  und  durch  die  w  —  2  unendlich  fernen  Punkte  der  Geraden 
geht,  welche  die  Kurve  im  Punkte  0  berührt.  Eine  solche  Kurve 
auf  ein  orthogonales  Koordinatensystem  mit  dem  Ursprung  0  be- 
zogen, hat  eine  Gleichung  von  folgender  Form 

(«'  +  !/")f.-,(a:,»)  +  /-.-.{a^,»)  +  J!Y.-,(»,!/)  -  0, 
wo  f„_i,  f„_2   hiimre  Formen   in  x,y  sind  vom   Grade  w  —  1   und 
n  —  2   und  B  eine  Konstante  ist.     Beim  Übergang  zu  Polarkoordi- 
naten wird  diese 
9Y„_2(eos(a,  sinoj)  +  p/'„_j(cosG»,  sin  od)  -|-  Ii^f^_^{aQsto,  sino)  =  0. 

Wenn  man  also  mit  p^,  p^  zwei  Werte  von  ^  bezeichnet,  welche  dem- 
selben Werte  von  ro  entsprechen,  so  hat  man  Qy-Q^  =  W,  was  be- 
stätigt, dafs  die  genannte  Kurve  durch  eine  Inversion  mit  dem  Cen- 
trum 0  und  der  Potenz  ü*  in  sich  selbst  transformiert  wird;  im  Falle 
j)  ^  n  ■ — -2  sind   die  vorhin  gefundenen  Bedingungen  demnach  nicht 

1)  Index  du  "Repertoire  Ühliograpkiqae  des  Sciences  maüicinatiques  (Paris 
1893)  S.  61,  nach  einem  Vorschlage  von  M.  d'Ocagne  (Joum.  de  math.  sp6a. 
IIl.  Eeihe,  I,  S.  126)  so  benannt;  E.  Ciani  (Z-e  Ivnee  diameta-ali  etc.)  zog  den 
Namen  hypercyklisehe  Kurven  vor, 

2)  Piquet,  Sw  Jt/ne  nowvelle  espece  (Je  eowiies  et  de  surfaces  anaUagma- 
tiiues  (C.  E.  LSXXYH,  1378). 
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nur  notwendig,  sondern  aueh  hiareicliend,  damit  die  Kurve  anallagniar 
tisch  sei.  Alle  Kurven  w"'  Ordnung,  die  mit  den  vorhin  beschriebenen 
Eigentümlichkeiten  versehen  sind,  süid  folglich  anallagmatisch.  Die 
entsprechenden  Deferenten  sind  Kurven  von  der  Klasse  n  —  1,  welche 
die  unendlich  ferne  GerajJe  zur  (n  —  2)-fachen  Tangente  haben;  jede 
besitzt  im  allgemeinen  2(n — 3) (»—4)  Doppelpunkte,  3(«^ 3)  Spitzen 
und  ist  daher  von  der  Ordnung  2(n  —  2). 

159.  Die  isotropischen  Kurven  der  vorigen  Nr.  sind  Spezial- 
fälle der  s-fach  cyklischen  Kurven  von  F.  P,  Ruffini^);  man 
gebraucht  diesen  Namen,  um  die  Kurven  n*"  Ordnung  zu  hezeiohnen, 
deren  Schnitte  mit  der  unendlich  fernen  Gferaden  aus  den  Kreispunkten 
und  noch  n — 2s  anderen  Punkten  bestehen,  also  Kurven,  die  in  kar- 
tesischen  Koordinaten  eiae  Gleichung  haben,  deren  Glieder  höchster 
Ordnung  in  einer  bimiren  Form  vom  Grade  n  —  2s  in  3:,y  das  Pro- 
dukt (3;^  +  y^'  sind.  Derartige  Kurven  ei^eben  sich  bei  der  Lösung 
folgender  Frage:  „Gieht  es,  aufser  dem  Kreise,  noch  Kurven,  die  sich 
der  Besonderheit  erfreuen,  dafs  das  Produkt  aus  den  Abständen  eines 
beliebigen  festen  Punktes  ihrer  Ebene  von  den  auf  einem  beliebigen, 
durch  den  festen  Punkt  gezogenen  Strahl  gelegenen  Schnittpunltten 
für  alle  solche  Strahlen  konstant  ist?"^.  Dieses  Problem,  welches 
Mannheim  neuerdings  wieder  aufgestellt  hat'),  war  schon  im  Jahre 
1869  von  J.  Petersen  gelöst  worden*),  und  mehr  als  20  Jahi'e 
später,  ohne  dafs  er  die  beaügliehe  Arbeit  des  dänischen  Mathematikers 
kannte,  in  einer  noch  vollständigeren  Weise  von  F.  P.  ßuffini*): 
die  von  dem  letzteren  befolgte  Methode,  um  zu  den  sog.  Potenz- 
kurven zu  gelangen,  ist  zu  einfach  und  elementar,  als  dafs  sie  nicht 
hier  Platz  finden  sollte. 

Es»;  ffe!/)-o (3) 

die  Gleichung  von  F,  einer  der  verlangten  Kurven,  und  es  sei 


J;„,^-'. 


der  Komplex  ihrer  Glieder  höchster  Ordnung.     0(Xf,,  y^   sei  der  feste 

1)  Deäe  cwve  pimie  algehriche  ehe  hanno  potenza  m  rtspeito  a  ogni  pvmto 
del  loro  piano,  omero  «w  rispetto  ad  oleum  dei  loro  proprii  pimti  (Bologna  Mem. 
4,  Ser,  X,  1890). 

2)  Indem  man  die  gebräuchliche  Steiner'Bche  Bezeichnung  erweitert,  kann 
man  jenes  konstante  Produkt  die  Potenz  des  festen  Punktes  in  Beaug  auf  eine 
Kurve  nennen  und  Potenikurven  jene  Kurven,  welche  die  genannte  Eigen 
acbaft  haben. 

3)  Intmnidiaire  IH,  1896,  8.  274. 

4)  S.  den  Artikel  On  et  pwnhts  jnotois  met  hytm/n  iü  m  curve  (Tidakrift, 
2.  Ser.  V,  1869), 

5)  S.  die  in  Note  1   citierte  Abhandlung. 
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Punkt,  von  weleheni  aus  man  die  Transversalen  zieht;  aetzt  man  nun 
in  (3)  ein  a;  =  ^^0+ p  cos«;       y^y^+Q^nco, 

80    erhält    man    eine    Grleichnng   w*™    Grades   in    p,    deren  Wurzehi 

pjPg, ,  p„  sein  mögen;  damit  nun  F  in  Bezng  auf  0  die  Potenz 

JT  habe,  ist  notwendig  und  hinreichend,  dafs  das  Produkt 

a  =  p,.p3-P3 p„ 

einen  von  ro  unabhängigen  Wert  habe.    Setzt  man  nita  zur  Abkürzung 

eosto  =  K,       sino)  =  ß, 
so  hat  man 

f{o!,y)==f(x^-\-Q- Costa,  j/^  +  p ■  ain e»)  = /"(a-o  +  p«,  y^  +  eß)- 
Entwickelt  man  nun   nach  dem  Taylor'schen  Satze  und  wendet  all- 
gemein bekannte  Bezeichnm^en  an,  so  wird  die  Gfleichnng  (3)  zu 

+ U^.-'+'M'-" » 

Darms  folgt  ME         _  ,     ...  f(^„,,) 

Der  Zähler  dieses  Bi-uehes    ist,    wie  man   sieht,  UBahhängig  von  co; 
damit  dieses  auch  für  den  Bruch  selbst  eintrete,  mul's  sein 


dm    n]  VSa,     "1"  dy/a  ' 


oder  endlich  ^-, ,  , 

2{(»-r  +  s)»,_,-{.-  +  l)«„„j»-'.r-0. 

Damit  diese  Beziehung  für  alle  Werte  von  a  und  ß  gültig  sei,  müssen 
folgende  n-\-\  Relationen  bestehen: 

wobei  zu  bemerken  ist,  dafs  a^^  =  «„^.i  =  0.     Es  ist  nun  notwendig, 
folgende  beiden  Fälle  zu  miterscheiden: 

1.  Wenn  n  =  2p,  so  findet  man,  wenn  man  in  (4)  der  Reihe 
nach  r  =  0,2, ...2p  —  2  setzt,  Kj  =  k^  =  ■  ■  ■  ■  =  ceg^-i  =  0;  setzt 
man  hingegen  *■  =  1,  3, ,2p  —  1,  so  bekommt  man 

daher  im  allgemeinen  /    p    \ 

"».+.-U+i)"- 
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man  schliefst  daraus,  dafs 

^aher  ist  jt  =  f—  1)"  ^(^•"V''^ 

welche   Gröfse  thatsäeUich   unabhängig  von  to  iat.     Nun   lassen   die 

vorhin  für  die  Eoeffizienten  «i,  %, gefundenen  Werte  erkennen, 

däfs  die  Glieder  höchsten  Grades  in  den  Koeffizienten  der  Kurve  f^O, 
abgeselen  von  dem  Faktor  a^,  die  Potenz  (x^  -{-  y^)"  bilden,  weshalb 
f  die  Form  hat  {x^  -j-  y^Y  +  ^{^,  ?/)  =  ö,  wo  F  ein  Polynom  von 
niedrerem  Grade  als  2p  ist.  Wir  sind  daher  in  der  L^e  zu  aehliefsen, 
dafs  die  Kurven  gerader  Ordiinng  2p,  die  eine  Potenz  in  Bezag  auf 
jeden  Punkt  ihrer  Ebene  liatien,  fj-facli  cirknlare  Kurven  sind. 

II.     Wenn    n  =^  2p  -}-  1,    und    mau    nimmt    in    (5)    zunächst 

r  =  0,  2,4,  ....,  dann  »-  =  2^  +  1,   2p  ~1,  2p  —  B,   ,  so 

sieht  man,  dafs  alle  Koeffizienten  a^=  0  sind;  folglich  gielit  es  keine 
Kurven  ungerader  Ordnung,  die  eine  Potenz  in  Bezug  awf  alle 
Punkte  ihrer  Ebene  haben. 

Bisher  haben  wir  angenommen,  dafs  der  feste  Punkt  0  der  Kurve 
selbst  nicht  angeböre.  In  diesem  Falle,  [(Xf^,  y^)  =  0,  hat  die  Glei- 
chung (4)  eine  Wurzel  9  =  0,  und  als  Potenz  von  0  erhält  man  die 


GrÖfse; 


i  =  Pj-pa....e„_i  =  (— 1)" 


IK.^K, 


W-.''  +  ^.^ 


wenn  diese  unabhängig  von  m  ist;  dies  tritt  t.hatsächlich  ein,  wenn 
0  ein  Doppelpunkt  ist,  weil  dann  jt  ^  0.  Diesen  trivialen  Fall  aus- 
geschlossen, sieht  man,  nach  einer  einfachen  Disltussion,  dafs  diese 
Thatsache  nur,  dann  eintritt,  wenn  T  alle  Glieder  höchsten  Grades 
verliert;  dies  führt  zu  dem  Schlüsse,  dafs  es  keine  algehraischen 
Kurven  gieht,  die  in  Beaug  auf  alle  ihre  Pnnkte  eine  Potenz  haben. 
Dennoch  giebt  es  Kurven,  die  in  Bezug  auf  einige  ihrer  Punkte  eine 
Potenz  haben;  so  hat  Ruffini  —  mit  Beweisen  der  Art,  wie  die  hier 
angeführten  —  gezeigt:  Jede  Kurve  von  der  Ordnung  2p +  1,  die 
a^faeh  cirkular  ist,  hat  eine  Potenz  in  Bezug  auf  die  Berühmngs- 
punkte  der  Tangeuten,  die  man  au  sie  von  dem  einzigen  reellen 
Punkte,  den  sie  auf  der  unendlich  fernen  Geraden  besitzt,  ziehen 
kann. 

160.  Wir  wollen  dieses  Kapitel  —  welches  wie  das  vorige  haupt- 
sächlich aolchen  Kurven  gewidmet  ist,  die  aus  der  Theorie  spezieller 
geometrischer  Transformationen  hervorgehen  —  nicht  abschliefsen,  ohne 
zuvor  emen  Hinweis  auf  die  Kichtungs-Kurven  (courbes  de  direction) 
zu  geben,  zu  denen  E.  Laguerre  gelaugte  im  Verlaufe  seiner  Unter- 
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suehungen  über  die  „Direktionsgeometrie" '^) ,  und  die  man  eämtlich 
als  Antikaustiken  (vgl.  Kap.  7  des  VII.  Abschnittes)  algebraischer 
Kurven  betrachten  kann,  wenn  die  auffallenden  Strahlen  als  parallel 
angenommen  werden^.  Wenn  (a(a;,  «/)  =  0  die  Gleichung  einer  al- 
gebraischen Bichtungskurve  ist,  so  kann  man  die  Cosinus  der  Rich- 
tungen der  Tangenten  in  einem  ihrer  Pimkte  vermittelst  rationaler 
Funktionen  der  Koordinaten  des  Berührungspunktes  ausdrücken*). 
Wenn  s  der  Bogen  der  Kurve  ist,  so  sind  diese  Cosinus  gegeben 
bezw.  durch 

dx  dy  dy  __  33! 


damit  also    at{x,y)  =  Q  eine  Richtungskurve   sei,   ist  notwendig  und 

hinreichend,    dafs    eine    der   beiden    Gröfson    ~t- , -r-    eine    rationale 
'  äs  '  ds 

Funktion  von  x,  y  sei. 

Nun  hat  P.  Appell*)  eine  Methode  ersonnen,  aus  der  Gleichung 

einer  Richtungskurve           r~fv   ■v\       r,  rR\ 

y-'(A,  j;)  =  U, {*}) 

die  von  unzählig  vielen  anderen  abzuleiten:  sie  besteht  in  folgendem: 

Man  bezeiehne  mit  S  den  Bogen  der  Kurve  (6)  und  mit  /^  eine 

rationale  Funktion.     Wegen  der  gemachten  Annahme,  dafs  (6)  eine 

Richtungakurve  sei,  können  wir  sehreiben 

dS=R{X,Y)-dX (7) 

Man  betrachte  auch  eine  rationale  Funktion  iJ  von  0  ^=  x  -\~  iy,  die 

der  Bedingung  genügt,  dafs  alle  ihre  Residuen  gleich  Null  sind.    Dann 

wird  fSl\ä)-ds   eine  rationale  Funktion  von  0  sein,  und  wir  dürfen 

.eken  ^  _  _x  +  iY^Ja,\i,-d,  -  ^(x,  J,)  +  .>(ä.,s) . 

""  ''"'°"°''''  X-v(x,y),        Y-,p(x,y) 

1)  Sur  la  geomitrie  de  dvreeUon  (Bull,  de  la  Soc,  math,  de  Pra.uce,  VIII, 
1880).    Die  Tangentialgleichung  solcher  Kurven  ist  von  der  Form 

B.  Salmon-Fiedier,  EiSiere  Kwntm  {Leipzig  1873)  S.  123. 

2)  Laguerre,  Sm»'  les  <Mt{«oMsi»(fues  ;pa/e  riilexiwi  de  la  po/tuhole,  les  rayons 
inädents  äant  paralUles  (Nouv.  Aün.  3.  Ser.  II,  1888), 

3)  Dieser  Eigenscbaft  verdanken  die  Eichtnngskurvcn  ihre  Wichtigkeit  bei 
der  TJatersiichimg  der  algebraisch  rektifizierbaren  Kurven,  ä.  h.  solcher, 
deren  Bogen  durch  eine  algebraische  Ftmktioii  der  Koordinaten  ausgedrückt 
werden  kann,  Ygl.  G.  Humbert,  Sur  les  courbes  algebrigues  planes  reetißcables 
(Liouvillea  Journ.  4.  Ser.  IV,  1888). 

4)  Exerdses  sw  les  cowbes  de  direetion  (Nonv  Ann,  de  math.  3*  Ser.  XV, 
1896). 
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bestimmen  dann  in  der  Ebene  eine  Korrespondenz  zwischen  den 
Punkten  {x,y)  und  (X,  Y).  Wir  behaupten  nun,  dafs  diese  die 
Kurve  (6)  in  eine  andere  Itichtungskurve 

fe!/)-0 (8) 

transformiere.  J)a,  ■as.mliii}^  dX-\-i-dJ'^&i?{s){dx-\-i-dy),  so  haben 
wir  femer  (iX  —  *-rfF=ß(2) -{(ia;  —  i-äy),  wo  ß(3)  die  zu  il{£) 
konjugiert  imaginäre  Gröfse  ist.  Multiplizieren  wir  diese  beiden  Be- 
ziehungsgleiehußgen,  benutzen  die  Gleichungen  (7)  und  bezeichnen 
mit  s  den  Bogen  der  Kurve  (8),  so  ergiebt  sieb: 


a{z).a.i^) 


Da  aber  X  =  tp(x,y),  Y=  ■^{x,y),  Si,{x  -\-  iy),  ß(^  +  iy)  rationale 
Funktionen  von  x,y  sind,  so  ist  es  auch  der  Koeffizient  von  dX  in 
dieser  Gleichung;  da  auTserdem 

dm         ^    cy    " '       dx         '    cy  ' 

so  ist  auch  -^—  eiue  rationale  Funktion  von  von  x.y.  die  vorige  Be- 

die  J»!  D 

Ziehung  kann  daher  in  der  Form  geschrieben  werden 

ds  =  r{x,  y)-dx, 
wo  f  eine  neue  rationale  Funktion  bedeutet.     Dies  genügt  zum  Nach- 
weise, dafs  die  Gleichung  (8)  eine  Bichtuugskurve  darstellt. 

Wenden  wir  diese  Methode  auf  ein  Beispiel  an.  Bedeutet  l;  eine 
ganze  Zahl  und  setzen  wir  £l(;i)  ^=  ]/2fc-|-  l-g*,  dann  wird 

Jß(s)^rfs  =  2^*+i  =  ^"+i{cos(2/e  +  l)ra  4- i  8in(27c  +  l)ra}  ; 
so  dafs  die  anzuwendende  Transformation  ist: 

X  =  q'''+'  cos  (2k  +  l)c},       r—  9^*+^  sin(2ft  +  l)o) . 
Wenden  wir  diese  auf  die  Gerade  X^  a**  +  ^  an  —  die  offenbar  eine 
Richtungskurve  ist  —  so  erhalten  wir  die  durch  folgende  Gleichung 
dKge>tellte  ^„+,  „„pj  _,_  ,)„  _  „„+, 

andere  Richtungskurve,  die,  wie  wir  in  kurzem  sehen  werden,  euie 
Sinusspirale  ist  (s.  Kap.  18  dieses  Abscbn.)*). 

1)  Dies  wurde  aum  erstenmal  voa  G.  Humbert  bemerkt  (Sur  le  theoreme 
d'Abel  et  guelguesunes  de  ses  applieatums,  Liouvilles  Joum.  4*  Ser.  III,  1887, 
S.  39B)  als  er  die  cirkulareu  RicMungskurveo  unterauchte,  d,  b.  solche,  die 
durch  die  beiden  unendlich  fernen  Kreispunkte  gehen. 
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Fünfzehntes  Kapitel. 
Geometrie  der  Polynome. 

161.  Die  geometrische  Darstellnng  komplexer  Zahlen  durch  die 
Punkte  einer  Ebene  führt  zu  der  Betrachtung  vereehiedener  algebrai- 
aeher  Kurven  und  gestattet  deren  Untersuchung.  Diese  Kurven  ver- 
dienen wegen  ihres  engen  Znsammenhanges  mit  der  Lehre  von  den 
isogonalen  Transformationen  den  in  den  vorigen  Kapitehi  behandelten 
an  die  Seite  gestellt  an  Tverden;  ihr  Zusammenhang  mit  der  Betrach- 
tung der  Polynome  veranlafst  uns,  sie  als  ein  besonderes  Kapitel  der 
Wissenschaft  der  Ausdehnung  zu  behandeln,  welches  wir,  dem  Bei- 
spiele F.  Lucas  folgend,  „Geometrie  der  Polynome"  betiteln. 

Es  sei 

m  -  «.«■  4- «.«— + V"'  +  •■■  +  «.-,«  + «. 

ein  vollständiges  Polynom  der  Variabelen  s  =  x  -\-  iy,  dessen  Koeffi- 
zienten wir  der  Äl^emeinheit  wegen  als  beliebige  komplexe  Zahlen 
annehmen.  Trennen  wir  den  reellen  Teil  des  f(s)  von  dem  rem  ima- 
ginären, so  können  wir  schreiben 

P  und  Q  sind  dann  Polynome  vom  m*™  Grade  in  x,  y  mit  reellen 
Koeffizienten;  wenn  wir  daher  x  und  y  als  rechtwinklige  kartesische 
Koordinaten  interpretieren,  so  stellen  die  Gleichungen 

?(»,»)-(>,      «fe»)-o (1) 

zwei  Kurven  w*™  Ordnui^  dar,  die  sieh  in  n  reellen  Punkten  schneiden 
werden,  nämlich  den  n  WorzehPunkten  der  Gleichung  f{e)  =  0.  — 
Die  Einführung  solcher  Kurven  in  die  Wissenschaft  geht  auf  das 
Ende  des  18.  Jahrhunderts  zurück,  indem  gerade  aus  der  Unter- 
suchung ihrer  Eigenschaften  Gauss  die  Elemente  seines  ersten  Be- 
weises für  den  Fundamentalsatz  der  Theorie  der  algebraischen  Glei- 
chungen herleitete^)  nnd  fünfzig  Jahre  darauf  sich  ihrer  bediente  bei 
dem  vierten  seiner  Beweise  für  denselben  Sata^.  Die  Untersuchung 
der  Eigenschaften  dieser  Kurven  jedoch  wurde  von  W.  Walton^)  vor 
etwa  30  Jahren  unternommen  nnd  gröfatcnteils  ausgebaut;  ihm  ver- 

1)  Deatonstraldo  novae  theoi-ematts  omnem  funetionem  algebraieam  rationalem 
wtegram  Wims  vmiabiUs  m  faelores  reales  prmi  vel  secwidi  resoM  poase  (Inang.- 
Dissert,  Helnjatedt,  1799), 

2)  Beiträge  zw  Theorie  äer  (dgehraischen  GleidiimgeK  (Götting.  Abhand- 
lungen rV,  1850). 

3)  Man  sehe  die  Artikel  Note  ort  the  rhizic  mvroes,  On  (Äe  spofte  asymptotes 
o/" rteic  cwntes,  imd  On  t?«  curiwtuie  of  rhwic  cttrves  o(  wM^fiiiZes  jwiwfs  (Quarterlj 
Joum.  XI,  1871).  Über  denselben  Gegenstand  kann  man  naciieeben  T.  Bond 
Sprague,  On  the  Batitte  of  Sie  cwt'es  whose  interseiMons  gim  the  imaginm-y 
Toots  of  a»  algebraic  equatto»  (Edmbnrgh   TiauB   XXX,  T.  H,  1882). 
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dankt  man  den  Namen  Wurzel-Kurven  (rliizic  eurves),  mit  dem  sie 
bezeiclinet  zu  werden  pflegen.  Neuerdinga  wurden  sie  von  E.  Kanser 
erforscht'),  der  sie  algebraic  potential  curves  nannte,  da  man, 
wie  bekannt,  ^gP=0  und  z!^Q  =  0  hat. 

Sind  tp  und  tq  die  von   den  Tangenten  an  die  Kurven  (1),  in 
einem   ihrer    gemeinsamen   Punkte    M{x,y),   gebildeten   Winl^el,   so 


wird  sein:                        gp    gp 

tg»«  — 

und  da  man  bekanntücli  hat 

SP        ()Q 
dy        -dx' 

dm  ^   dy 

■0, 


(2) 


SO  ergiebt  sich,  dafs 

tg '^f  ■  tg  tQ  +  1  =  0 . 

Diese  Gleichung  beweist:  Die  beiden  Kurven  P=0,  Q  =  0  schneiden 
sich  in  allen  Punkten,  die  sie  gemeinsam  haben,  unter  rechtem 
Winkel. 

Differenzieren  wir  die   Gleichungen  (2),   so   ergeben  sich  daraus 
leicht  die  folgenden: 


ex" ■  df" 

"^^ 

-!)• 

8*'e 

-!)■ 

ilx"-i)," 

-2fl 

S^'F 

(-1)" 

8» 

^'.8j,-> 

~1 



8""« 

„+1     „    s^-s 

-^  = 

-D" 

von  denen  wir  alsbald  Gebrauch  machen  werden.  Wir  nehmen 
einmal  an,  dafs  M(x,y)  ein  2j'-facber  Punkt  der  Kurve  P  ==  0  sei; 
die  Winkel  #p,  welche  die  zugehörigen  Tangenten  mit  der  a:-Ase 
bilden,  werden  durch  eine  Gleichung  bestimmt,  die  man  symbolisch 
folgendermaTsen  wiedergeben  kann: 


dy) 


wenn  man  darjinter  versteht,  dafs,  wenn  die  Potenz  dieses  Binoms 
entwickelt  ist,  man  im  allgemeinen  (-~\  •  i-^)  ^{^,y)  ersetzt  durch 
~T~p~';r^  Demnach  ist  jene  Gleichung  in  Wirklichkeit  äquivalent 

mit  folgender  anderen: 

1)  In    einer    bis    heute    dem  Verf.    unzugänglichen    Abhandlung,    die    am. 
23.  Pebr,  1801  der  Ameiiean  Mathematical  Society  vorgelegt  wurde. 
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0*""? 

3.- 

^■Sy- 

-■ia 

S" 

'P 

mid  diese  verwandelt  eich,  wenn  man  sich  der  Jtdentitäten  (3)  und 
der  Multiplikationsfoimeln  für  die  Bogen  bedient,  in  folgende  viel 
einfachei 

Bezeichnet  man  nun  mit  fi  einen  Weit  des  Winkels  2r^p,  welcher 
dieser  Gieichung  genügt,  so  kann  #i=  folgende  Werte  annehmen 

iL       1^  +  "        t+l^L       IL+i^'izJ-)^ 

die  einander  inkongruent  {mod  re)  sind;  es  geht  daraus  hei-yor:  Die 
Tangenten  an  die  Kurve  P=0  in  ihrem  ä/'-fiichen  Pnnkte  teilen 
den  vollen  Winkel  nm  _P  in  2r  gleicte  Teile.  Dieselbe  Eigenschaft 
gilt  für  einen  Punkt  von  ungerader  Vielfachheit,  und  wird  ia  ähn- 
licher Weise  bewiesen, 

lat  hiagegen  M(x,  y)  ein  2j"-facher  Pnnkt  der  Kui've  Q(ä:,  j/)==0, 
so  findet  man  bei  Wiederholung  der  vorigen  Rechnung  statt  der 
Grleichung  (4)  die  folgende 


welcher  —  wenn  ji  dieselbe  Bedeutung  hat  wie  vorhin  —  durch  fol- 
gende Werte  von  S-g  genügt  wird: 

C  +  -^       (^  +  ^  +  *       l^  +  ^  +  i^  ii  +  ^  +  (2r-l)^ 


dies  zeigt:  Die  Tangenten  an  die  Knrve  Q{oe,  y)  =  0  im  ^-fachen 
Punkte  M  erhält  man,  wenn  man  die  entsprechenden  Tangenten 
der  Kurve  Fix,  ^)  =  0  um  den  Winkel  7—  dreht.  Ähnliches  trifft 
KU  für  einen  Punkt  von  der  Vielfaehheit  2r  —  1,  jedoch  ist  die  Gröfse 
der  entsprechenden  Drehung         .„i-i '  ^) 

Die  Betrachtung   der  Asymptoten    der  Kurven  P  =  0 ,    Q  =  0 
führt  za  einem  ähnliehen  Satze,  wie  der  vorhergehende.     Um  ihn  zu 

1)  Tor  Walton  -waren  diese  Sätze  schon  von  W.  J.  Macquor  Rantine 
benierlit  worden  in.  der  Abhandlung  Ow  CMTues  falßUmg  the  equation 

Pi  +  P^-"- 

(rroc.  of  tlie  R.  Soc.  London,  XIV,  1867;  Phil.  MiLg.  1868). 
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beweisen,  nehmen  wir  der  Emfachheit  halber  die  Koeffizienten  %  der 
gegebenen  Grleichnng  als  reeU  an.  Wir  erinnem  uns^),  dafs  wir  die 
Grleichiong  der  Kurve  «.'"■  Ordnung  in  der  Form  schrieben 

WO  f).(x,  y)  eine  binäre  Form  vom  Grade  k  va.  x  und  y  ist.  Die 
Asymptoten  derselben  haben  die  Gleichung 

gz  +  f  r+f,^._o, 

WO  X  und  Y  die  laufenden  Koordinaten  sind  und  x,  y  der  homogenen 
Gleiehimg  t'„(^,y)  =  0  genügen^).     Um  dieses  auf  unsern  EaU  anzu- 


oder 

2^^  -(«  +  ;</)'+(«-  •»',     -M^-  -  (a^  +  .'!/)'-  (^  -  i!,)'i 

wir  sehen  dann,  dafs  die  Gleichung  einer  beliebigen  von  den  Asymp- 
toten der  Kurve  P  =  0  sein  wird 


2.x+-^r+P„_i=0     (unter  der  Bedingung  P„=0), 


oder  noch  einfacher 

n%[(x-\-iyy--^-\-  (x-~iy)"~^'^X 
+  «ifflo  l(x  +  iy)"-^—  {x  —  iy)"-^}  T 
+  %  {(^  -h  *»"~^+  (^  -  ^!/)''-4  =  0- 
uoter  der  Bedingung 

Setzen  wir   x  =  q  cos  cd  ,   j/  ^^  p  sin  la ,    so   werden    diese   beiden  Re- 
lationen zu 

nag  cos  (n  —  1)  to  ■  X  ■ —  na^  ain  (w  ■ — ^  1)  o  ■  Y  -)-  %  cos  (w  —  1)  oj  ^  0 
coswro  ==  0: 


1)  Gregory,  Of  asymptotes  to  algebiaie  emvfs  (Cambridge  Math.  Jonrn. 
TT,  184B);  Gasorati,  WMOia  e  mighoie  forma  delle  equaeioni  degli  asintoU  äi 
una  Unea  pioma  algehriea  (Rend  dell  Ist  Lomb  2  &er  XII,  1879;  vgl.  Palermo 
Rendic.  III,  1889,  8.  49 ff) 

2)  Um  dies  zu  veritizieren ,  schreibe  man  die  (.ilöii-hung  der  Kurve  in  ho- 
mogener Form  also:  n 

da  eine  Asymptote  nichts  anderes  ist  als  eine  Tangente  in  einem  ihrer  unend- 
lich fernen  Punkte,  d.  t.  in  einem  Punkte,  wofür  ji^O,  f^=li,  so  wird  sie 
die  Gleichung  hahen  ge  ff 

unter  der  Bcdiuguug  f„=(i,  wie  auch  im  Teste  behauptet  wird. 
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oder  aucli 

ntt^  sin  (0  ■  X  ■ —  nüf,  cos  o  F  -f-  %  sin  o  =  0 ,         cos  na  =  0 . 
Die  zweite  von  diesen  Beziehungen  giebt  nun 

"-'^^^    *-«,M »-.), 

nnd  folglich  stellen  die  Gleichungen 

na^  cos  i — ~ — ^—  X  ^  (w«o  a  +  «J  am  - — ^-—  - 
die  w  Asymptoten  der  Kurve  P=  0  dar.    Sie  zeigen,  dafs  die  Asymp- 
toten selbst  in  einen  Puntt  C,  i — ~,  0^  zusammenlanfeu  und  mit 

der  ic-Axe  die  Winkel  ^,  g^, ,   ■■-^Yn~'  ^^^^^'^    demnach 

bilden  zwei  aufeinanderfolgende  miteinander  den  Winkel  —  ■  Ähnlieb 
ze^  man,  dafs  die  Asymptoten  der  Kurve  ö  =  0  auch  durch  den  Punkt 
C  gehen  und  mit  der  a:-Axe  die  Winkel  0,  --,  ■  ■  ■  ■,  -^ — —^  bilden. 
Sie  sind  also  die  Winkelhalbierer  zwischen  zwei  aufeinander  folgenden 
Asymptoten  der  Kui-ve  P  =  0.  Dies  beweist,  dafs  die  Wurzelkurven 
spezielle  Equüateren  von  P.  Serret  aiud  (a.  Nr.  133). 

Die  Kurven  P  =  0,  ^  =  0  haben  beide  in  einem  r-fachen  Punkte 
M.,  r  Krümmungsmittelpunkte,  die  auf  einer  Geraden  liegen,  und  wenn 
dieser  Punkt  ein  vielfacher  für  beide  ist,  so  fallen  die  betreffenden 
so  entstehenden  Geraden  zusammen.  Den  Beweis  dieser  Sätze  wollen 
wir  dem  Leser  überlassen  und  zu  anderen  Linien  übergehen,  als  deren 
Spezialfälle  man  die  Wurzel-Kurven  ansehen  kann. 

163.  Es  seien  s^x  -\-  iy,  Z  ='K.-\-  iY  zwei  komplexe  Va- 
riabeln,  die  durch  die  Gleichung 

-^=^  +  i'iS"-'  +  Pä^-'  + +i^«-i2+i'„-    ■    (ß) 

(worin  die  j)^  beliebige  komplexe  Zahlen  sind)  miteinander  verknüpft 
sind.  Stelleu  wir  diese  in  gewohnter  Weise  auf  zwei  Ebenen  %  und 
II  dar,  so  entsteht  eine  isogonale  Transformation.  Betrachten  wir  in 
der  Ebene  Jl  eine  beliebige  Gerade 

■tgr (') 

und  suchen  die  entspierhende  Kui^e  m  ■a  auf.  Zu  dem  Zwecke  be- 
zeichnen wir  die  rechte  Seite  von  Gleichung  (6)  mit  f{s),  mit  |  die 
zu  %  konjugierte  Gröfse  und  mit  c  die  komplexe  Zahl  a  +  &i;  da  man 
nun  Gleichimg  (7)  schreiben  kann 

r  =  arctg^^_^  =  -ir.  tg ^^--^^p^^^^^^^ , 


X  — « 
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SO  haben  wir,  wegen  Gleichung  (ß) 

r  =  —  loe  -^'^  ~ "  ■ 

Bezeichnen  wir  nun  mit  f^i,  Cg,  %  . . . .  c„  die  Wurzeln  der  Gleichung 
f(s)  =  c,  ä.  h.  setzen  wir 

fW-"-(«-«0(»-«O ('-'.),  ...   (8) 

80  wird  die  vorige  Gleichung 

r  -  h.  '"S  n  -Jl  I  -2  i  '"B 1^ ' 

oder  schliefsiich  i=„ 

Um  diese  Gleichung  der  traosformierten  Kurve  zu  deuten,  beachten 
wir,  dafs  arc  tg--— -^  den  Winkel  rp^  mifat,  den  die  Gerade,  welche 
den  Punkt  M(x,y)  mit  dem  festen  Punkte  T^ia^^jh^)  verbindet,  mit 
dar  a^-Axo  bildet.  Die  vorige  Gleichung  ist  demnach  äquivalent  mit 
der  folgenden  anderen 

r  =  T'i  +  q'a  + +  9=« (9) 

Demnach  —  wenn  wir  mit  Laguerre  unter  der  Orientierung  eines 
Systems  von  Geraden  die  Summe  der  Winkel  verstehen,  die  diese 
mit  einer  festen  Geraden  bilden  —  sind  wir  zu  dem  Schlüsse  be- 
rechtigt, dafs  in  der  durch  die  Uleichuagen  (6)  angegebenen  isogo- 
nalen Transformation  den  Geraden  der  Ebene  H  Knrven  «*"  Ord- 
nung in  der  Ebene  entsprechen,  die  alle  den  Ort  der  Pnnkte  bilden, 
von  denen  n  Gerade  ausgehen,  die  durch  ebenso  viele  feste  Punkte 
gehend,  ein  System  konstanter  Orientierangen  bilden.  Die  so  erhaltenen 
Kurven  werden  nach  G.  HolzmüUer^)  irreguläre  Hyperbeln  w*" 
Ordnung  genannt;  in  dem  speziellen  Falle,  dafs  alle  Koeffizienten 
Ai  Vi!  ■  ■  -iP«  gleich  Null  sind,  sind  die  festen  Punkte  die  Ecken  eines 
regelmäfsigen  Vielecks,  und  die  entsprechenden  Kurven  heifsen  regu- 
läre Hyperbeln  w**'  Ordnung;  der  Grund  für  diese  Bezeichnui^ 
liegt  darin,  dafs  für  n  =  2  die  genannten  Kurven  gemeine  Hyperbeln 
zweiter  Ordnung,  gl  ichseitige  oder  ungleich&eitige  werden.  —  Die 
genannten  Kurven  erfieueu  sidi  emer  schonen  Eigenschaft,  die  zu 
Tage  tritt,  wenn  man  beachtet  dals.  die  d  rch  Gleichung  (7)  dar- 
gestellte Gerade  sich  mcht  von  dei  tolg  ndei  iite  s  htidet: 
1-  t  + 


=  tg3  ...     (7) 
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wo  d  eine  ganz  beliebige  Konstante  ist;  mit  (1")  kann  man  gerade 
80  verfabren,  wie  wir  es  mit  (7)  gethan  haben,  und  zu  ähnlichen 
Schlüssen  gelangen;  der  einzige  Untexscliied  besteht  darin,  dafs  die 
ö-leichung  f{s')  =  c  ersetzt  ist  durch  f{s)  ^  c  +  de^'',  und  daher  die 
festen  Punkte  Pj,  verändert  sind.  Man  sieht  also:  Die  regulären  oder 
irregulären  Hyperhein  w**''  Ordnung  sind  oo^  Definitionen  fällig,  ähn- 
lich der  ohcn  angegebenen;  infolgedessen  hat  man  oo^  Gruppen  von 
n  festen  Punkten,  die  alle  denselben  Schwerpunkt  haben;  die  ent- 
sprechenden Orientierungen  sind  alle  einander  gleich. 

Wir  betrachten  in  der  Ebene  TI  zwei  beliebige  Geraden,  die  den 
Winkel  a  bilden;  ihnen  entsprechen  in  %  zwei  Hyperbeln,  die  sich 
unter  einem  Winkel  schneiden,  der  in  jedem  Punkte  für  sie  derselbe 
ist;  folglich:  Zwei  Holzmäller'sche  Hyperbeln  derselben  Ordnung,  die 
auf  dieselben  festen  Punkte  bezogen  sind,  schneiden  sich  in  allen 
gemeinschaftlichen  Punkten  unter  demselben  Winkel. 

Betrachten  wir  jetzt  in  der  Ebene  H  einen  Kreis  mit  dem  Cen- 
trum (»,  V)  und  dem  Radius   ü  und  beachten,   dafs  seine  Gleichung 

so  sehen  wir,  dals  er  sich  in  die  Kurve  verwandelt 

(/■«-«)6W-5)--B'. 
oder  wegen  Gleichung  (8) 

nun  bedeutet  (a  —  Cj)  (^  —  cj  das  Quadrat  des  Äbstandee  d^  des 
Punktes  M(x,y)  Ton  dem  Punkte  Pt(«i,  i"*);  daher  ist  diese  Glei- 
chung äquivalent  mit  der  anderen 

(?,  ■  (?a  ■  (^  . . . .  (i„  =  fi . 
PoIgHch;  Bei  der  durch  die  Gleichung  (6)  definierten  isogonalen  Trans- 
formation entsprechen  den  Kreisen  in  der  Ebene  JI  Kurven  von  der 
Ordnung  2n  in  der  Ebene  jt;  jede  derselben  ist  der  Ort  der  Punkte, 
deren  Abstände  von  n  festen  Punkten  ein  konstantes  Produkt  ergeben. 
Für  n  =  2  sind  diese  Kurven  Casaini'sche  Ovale  (Nr.  90)  oder  im 
speziellen  Bemoulli'sche  Lemniskaten  (Nr.  93);  im  allgemeinen  werden 
sie  nach  Holzmüiler  LemnJskaten  höherer  Ordnung  genannt, 
reguläre,  wenn  ^^=253=  ■  ■ -  =  p^=  0,  irreguläre  im  allgemein- 
sten Falle^)  und  nach  F.  Lucas  Äquipotenzialkurven*);  die  regu- 
Uren   wurden   in   älterer   Zeit  von  W.  Roberts    Cassinoiden  mit 

1)  S.  172  und  204  des  eben  angeführten  Werkes. 

3)  S.  die  Note  Setermmation  eZeclnjue  des  racines  ridks  et  imaginaires  de 
la  derivee  d'Hn  polynome  quelconque  (C.  R.  CTI,  iP88);  wo  eine  electriscbe  Me- 
ttode  angegeben  ist,  diese  Kurven  äu  zeiobnen. 
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n  Brennpuiiltteu  genannt^).  Ea  ist  klar,  dafe  die  jetzt  erhaltenen 
allgemeinen  Lemniskaten  die  orthogonalen  Trajectorien  der  vorhin 
definieiten  Hyperbeln  sind^). 

Wenn  wir,  statt  von  der  Glleieliung  (6)  auszugehen,  die  folgende 
aieichung  f(Ä) 

als  Ausgangspunkt  unserer  Betrachtungen  genommen  hätten  (wo  f 
und  F  zwei  Polynome  von  s,  die  zu  einander  prim  sind  und  vom 
Grade  m  und  n),  so  würden  wir  zu  zwei  neuen  Klassen  von  Kurven 
gelangen,  die  statt  durch  die  Gleichungen  (9)  und  (10)  dvireh  die 
analogen  Gleichungen 

(qpl  4-  9Pä  -1 h  (p'„,)  —  (91  +  ^pä  H 1-  9^)  =  r  f 


charakterisiert  werden,  für  die  Holzmüller  ebenfalls  die  Namen 
Hyperbeln  und  Lenmiskaten  anwandte.  Sie  waren  schon  früher  von 
Darhoux  untersucht  worden^),  der  einige  schöne  Eigenschaften  der- 
selben auffand;  femer  hatte  sieh  früher  A.  Genocehi*)  mit  dem 
Falle  beschäftigt,  in  welchem  die  festen  Ptmkte  die  Ecken  zweier 
regelmäfsiger  konzentrischer  Polygone  von  derselben  Seitenzahl  sind, 
indem  er  eine  Art  der  Transformation  der  Figuren  anwandte,  die  von 
W.  Roberts  im  Jahre  1842  erdacht  wurde. 

163.  Zu  den  in  der  vorigen  Nr.  untersuchten  Kurven  kann 
man  auch  gelangen  und  ist  man  auch  thatsäcblich  gelangt,  ohne  auf 
die  Theorie  der  isogonalen  Transformationen  zurückzugehen,  wenn 
man  als  Ausgangspunkt  eine  der  Eigenschaften  nimmt,  deren  sich, 
wie  wir  sahen,  die  regulären  hezw.  irregulären  Hyperbeln  erfreuen; 
da  diese  Methode  zu  neuen  Resultaten  gefülu-t  hat,  so  können  wir 
picht  umhin,  hier  darauf  hinzuweisen. 

1)  Note  mr  la  rectifieaHon  de  la  cassinoide  &  n  foyers  (Llouvilles  Jon™. 
Xni,  1848),  daseibst  sind  die  Kurven  durch  die  Polargleichung  dargeBtellti 
p3n — 2o''e''cOBra(a  + »Sii::^  6an^  ^je  sich  recbt  gut  zur  DiBknssion  der  Kurve 
eignet;  z.  B,  läfst  sie  erkennen,  dafs,  wenn  man  &  variieren  läTst,  man  00'  Kurven 
erhält,  deren  Wendepunkte  auf  einer  Sinuaspirale  (vgl,  Nr.  171)  liegen,  die  durch 
die  Gleichung  e"  +  (**  —  1)«''cosmo)  :=  0  dargestellt  wird. 

2)  Auf  Kurven  dieser  Art  kommt  man  oifenbar  auch,  wenn  man  die  örter 

der  Punkte  einer  Ebene  sucht,  in  denen  das  Polynom  i^-\-p^B^~  -\ +Pn 

ein  gegebenes  Argument,  oder  einen  gegebenen  Modul  hat;  sie  sind  die 
courbes  d'ögale  module  und  die  courbes  d'ögal  argument  von  H.  Lau- 
rent (Thise  d'analyse  sw  la  confmuite  des  fonctions  imaginaires  et  des  seriat  en 
foftieulier,  Metz  1865). 

3)  Sm-  Mwe  dasse  remarquahle  de  courbes  et  des  swrfaces  älgebiigues  (Paris 
1S73)  S.  66—75. 

4)  Intomo  alla  rettificazione  e  alle  proprietä  delle  caustiche  seconäarie  (Ann. 
di  Mat.  VI,  1864). 
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In  einer  Ebene  seien  n  feste  Punkte  Pj,  Pg,  ,  . . .,  P„  gegeben; 
es  giebt  dami  in  derselben  Ebene  unzÜhHg  viele  Punkte  M  derart, 
dafs  die  n  Gferaden  MP^,  MP^,  . . .,  MP^  ein  System  von  gegebener 
Orientierung  liefern;  der  Ort  derselben  ist  eine  Kurve  n'*'  Ordnung, 
die  F.  Lucas'-)  Stelloide  n'™  Grades  genannt  hat.  Wir  wollen  sie 
kurz  mit  5„  bezeichnen  und  die  festen  Punkte  derselben  die  Angel- 
punkte (pivots)  nennen,  Pur  m  =  1  reduziert  sich  die  5„  auf  eine 
Gerade,  die  von  dem  einzigen  Angelpunkte  ausgeht.  Aber  aueh,  wenn 
w  >  1 ,  geht  die  S„  durch  ihre  Angelpunkte ;  n'ämlieh  durch  den 
Punkt  Pj  können  wir  immer  eine  Gerade  ziehen,  die  mit  den  Geraden 
P^P^, ,  ^k^k-i'  ^k'^k+u  ■■■>  ^*P«  eiii  System  von  n  Ge- 
raden, das  die  gegebene  Orientierung  hat,  bildet.  Um  die  Gleichung 
von  S„  zu  finden,  bezeichnen  wir  mit  tSj,  &j  die  Koordinaten  von  P^ 
und  mit  x,  y  die  von  M.  Setzen  wir  dann  c^  ^  ttj  -(-  ib^,  z  =  x-]~iy, 
so  wird  der  Winkel  der  Geraden  MA,^  mit  Ox  sein  =  arg  (z  —  a^. 
Daher  wird  wegen  der  Bedingungen  des  Problems 

^arg  (s  —a^^c 
sein,  oder  t—« 

arg_^(s  — «J  =  e. 
Setzt  man  daher 

f(ß)  -  (ß-'tK^-h)  ....(«-».)-  -?(«.</)  +  i<ii':,S), 
SO  wird  die  vorige  Gleichung 

welche  beweist,  dafs  5^  eine  Kurve  n^^"  Ordnung  ist;  schreibt  man 
dagegen  Ua.^+nf,)  ,„■,        .,( 

4^ --e,       oder       -ÖS- _  tt! , .     .     .     (12) 

him-m  «"   ""■ 

SO  erkennt  luan,   dafs   die  Stelloiden  nicht  verschieden  sind  von  den 
HolzmüUer'schen  Hyperbeln. 

Aus  Gleichung  (11)  geht  hervor:  Damit  eine  Kurve  eine  Stelloide 
sei,  ist  notwendig  und  hinreichend,  dafs  ihre  Gleichung  sich  auf  die 
Form  bringen  lasse 

wo  a  und  &  Konstanten,  P  und  Q  ganze  Funktionen  von  x,y  sind, 
derart,  dafs  gp  _  ß£         IZ  4.  M  =  o 

1)  Geometrie  des  pohfmmes  (Joum,  de  l'^c.  polyt.  XLVI,  Heft,  1879).  Die 
HatipteigenBotaften  5er  Stelloiden  finden  Bich.  dargestellt  in  einer  Abhandl.  ton 
Pouret,  Sw  quügues  pro^rietes  geometi-igues  des  stello'ides  (C.E.  CVI,  1888). 
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Daraus  läfst  sich  ein  bemerkenswerter  Satz  ableiten.  Die  Gleichung 
der  ersten  Polare  eines  unendlich  fernen  Punktes  in  Bezug  auf  die 
Kurve  aP(x,y) -\-lQ{x,if)  =  0   hat  eine  Gleichung  von  folgender 

oder  auch  infolge  der  vorhergehenden  Gleichung 

weil  nun  5—5-  +  5—5-  =  0, 

so  sieht  man:  Die  ersten  Polaren  der  Punkte  der  unendlicli  fernen 
Geraden  in  Beaug  anf  eine  St«lloide  «;'*"  Grades  siiid  Stelloiden 
{n  —  1)"^°  Grades. 

Um  eine  andere  Eigenschaft  der  Stelloiden  darzulegen,  stellen 
wir,  wie  es  Darboux  gethan,  einen  beliebigen  Punkt  M  durch  zwei 
komplexe  Zahlen  dar,  die  konjugiert  sind  oder  nicht,  jenachdem  M 
reeE  oder  imaginär  ist  (sog.  imaginäre  symmetrische  Koordi- 
naten); wir  bezeichnen  dann  als  öegenpaar  des  Punktepaares  P^,  P^ 
die  beiden  Punkte,  welche  das  dritte  Paar  von  Gegenecken  des  voll- 
ständigen Viei^eits  sind,  das  entsteht,  wenn  man  von  F^  und  F^  aus 
die  beiden  Kreispunkt«  projiziert.  Weil  nun  c,  und  c^  die  imaginären 
synmietrischen  Koordinaten  von  Pj  sind  und  c^,  c^  die  von  P^,  ao 
vrerden  c^,  c^  und  c'j,  Cj  die  der  Punkte  Q'^k,  Q'ilh  sein,  die  daa  Gegen- 
paar von  F^,F^  sind.  Da  nun  die  Gleichung  (12)  in  ausführlicher 
Weise  folgendermafsen  gesehrieben  wird: 

{o,  +  iy~c,)lx^iy~eJ) (a^  +  tiz-O  _  c±i_  ,j.^^ 

{X  —  iy  —  c^){x  —  iy  — Cj) {x  —  iy  —  c^}         c  —  i'     '     ^      ^ 

80  ist  klar,  dafs  sie  befriedigt  wird,  wenn  man  setzt: 
sowohl  x-\-  iy  =  Cf.,      x~-iy  ^Cf., 

als  auch  x  -}-  itf  =  Cf^,       x  — iy  =  \. 

Sie  wird  daher  sowohl  durch  die  Koordinaten  der  Angelpunkte  als 
auch  durch  die  Koordinaten  der  Punkte  der  -^ — -  Paai-e  von  Gegen- 
punbten  befriedigt  (Gegenpunkte  in  Bezug  auf  die  von  den  Angel- 
punkten selbst  gebildeten  Paare).  Im  ganzen  giebt  es  w  -[-  2  —^ —  =  n^ 
Punkte,  die  allen  den  co^  durch  (12)  dargestellten  Kurven,  wenn  man 
c  variiert,  gemeinsam  sind.  Diese  Gleichung  (V2)  stellt  daher  ein 
BKsehet  von  Stelloiden  dar;  welches  die  Grundpunkte  desselben  sind, 
ergiebt  eich  aus  dem  "Vorhergehenden.  Z.  B.  bilden  alle  ersten  Po- 
laren der  Punkte  der  imendlieh  fernen  Geraden  in  Bezug  auf  eine 
beliebige  Stell oide  ein  solches  Büschel. 
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164,  Weitere  Eigenscliaften  der  Stelloiden  entspringen  leicht 
aus  der  Polargleiehung,  die  wir  nun  aufstellen  wollen.  Zu  dem 
Zwecke  setzen  wir 

ferner       s  =  qc'"',    ft^=  'Ji.e""'     (t  =  o,  i n) ,     c  =  tgyj 

dann  wird  üd-^  1    iii'^    Vii'^'^'i 

daher  ist         «/       \        V       «-s        /       i   T     \ 

demnach  wird  Gleichimg  (11)  zu 

^,  ?j9"~*  cos  (y  +  ^/j  +  n  —  /c  ■  (oj  ^  0  ■      .     .     .     (14) 

Dies  ist  die  Polargleichung  der  Kurve.  Wir  werden  daraos  sogleich 
eine  Folgerung  ziehen.  Durch  den  Pol  ziehen  wir  eine  beliebige 
Gerade,  die  mit  der  Polaraxe  den  Winkel  k  bildet;  ^'(0)  sei  das  Pro- 
dukt der  Badienyectoren  der  n  Punkte,  in  denen  sie  die  Stelloide 
sehneidet.     Offenbar  ist  dann 

Ähnlich  ist,  welches  auch  die  beliebige  ganze  Zahl  r  sein  möge, 
aus  der  Vergleichung  dieser  beiden  Relationen  ergiebt  sieh,  dafs 

'?(«  +  'J)-(-i)'«'W- 

Bedenkt  man  nun,  dafs  der  Pol  des  Systems,  auf  diis  wir  die  Kurve 
bezogen  haben,  ein  beliebiger  Punkt  der  Ebene  ist,  so  erkennt  man, 
dafs  wir  zu  folgendem  Resultate  gelangt  sind:  Schneidet  man  eine 
Stelloide  «*™  Grades  mit  einem  Winkel  von  der  Grölse  —  {r  eine 
ganze  Zahl),  so  ist  das  Produkt  der  Abstände  dea  Seheitelpnnbtes 
von  den  Schnittpunkten  des  einen  Sehenkels  immer  gleich  dem  ab- 
soluten Werte  des  analogen  Produktes  hei  dem  andern  Schenkel  nnd 
unterscheidet  sich  auch  nicht  durch  das  Vorzeichen,  wenn  r  gerade  ist. 
Oft  ist  es  angebracht,  als  Pol  den  Schwerpunkt  der  Angelpunkte  zu 
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nehmen;  Pouret  nennt  diesen  Punkt  point  de  rayonnement  (Äus- 
stratlungspunkt).     In  einem  solclien  Falle  ist  offenbar 

»,  +  tiH +  ''.-0,       R-O,      9,-0. 

Nun  entsprechen  die  unendlich  fernen  Punkte  der  Kurve  (14)  solchen 
Werten  toh  «,  dafs  ,  /c      ,    .x  « 

machen  wir  r  =  0,1,2, ,n —  1,  so  haben  wir  n  Tersehiedene  Werte 

von  03,  welche  die  Richtungen  bestimmen,  in  denen  sieh  die  unend- 
lich fernen  Punkte  der  Stelloide  beünden.  Giebt  man  nun  dem  m 
einen  dieser  Werte,  so  wird  die  Gleichung  (14)  in  q  vom  Grade  n  —  2 
sein,  womit  gezeigt  ist,  dafa  die  durch  den  Pol  in  dieser  Richtung 
gezogenen  Geraden  jede  zwei  Schnitte  mit  der  Kurve  im  Unendlichen 
haben,  weshalb  sie  Asymptoten  der  Kurve  sind.  Polglich:  Eine  Stel- 
loide n*^  Ordnung  besitzt  n  reelle  Asymptoten,  die  dHPch  den  Schwer- 
punkt der  Angelpunkte  gehen  und  eine  w-strahlige  Windrose  bilden, 
die  zugleich  mit  der  unendlich  fernen  Geraden  die  erste  Polarkurve 
des  Ausstrahlungspunktes  in  Bezug  auf  die  Stelloide  n*"  Ordnung 
bildet  1). 

Dies  sind  etwa  die  hauptsächlichsten  Eigenschaften  der  Stelloiden. 
Ebenso  wie  sie  haben  auch  in  der  geometrischen  Darstellung  kom- 
plexer Zahlen  ihren  Ursprung  diejenigen,  welche  aus  dem  Polynome 

entspringen,  wenn  man  mit  F.  Lucas 

(•MV ,  llßV  j.  «£  +  ol« 

^sF  +  ^aF 

setzt;  sie  werden  beziehungsweise  isodynamische  Linien  und  ha- 
lysiache  Linien  (Irrlinien)  genannt^). 

Ähnlichen  Ursprui^  haben  die  Linien,  deren  allgemeine  Gleichung 

0"!"  +  Ä^"  +  A's"  -f  |3  =  0 
lautet,  wobei  ß  reell  ist.     Ihrer  Ordnung   gemäfs   heilten   sie  Kai- 


1)  Tgl.  auch  Briot  et  Boufiuet,  Tratte  des  foncttons  elhphguei  (U  Aufl. 
Paris  1875)  S.  226;  P.  G.  Laurin,  Sur  la  tramfoi-matton  tbOyonalf  i/fjinu  par 
tine  foncHon  rationelle  (Lwad.  1887)  8,  89. 

2)  Lucas,  Gen4r(üüaiion  du  Mm-inie  deBoUe  (C.E  CVI,  1888)  und  Staiique 
des  polymmes  (Bull,  de  la  Soc,  math.  de  France  XVII,  1839);  Brocard  (Notes 
de  biblio^-aj/tie  des  cowi-bes  geomäri^es,  Partie  complementaire  1899)  hat  be- 
merkt, daffi  die  erste  Idee  dieser  Kurven  Duhamel  zukommt  und  auf  das  Jahr 
1362  zurückgeht , 
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dioiden  Tom  Grade  2n*).  Ihre  Bedeutung,  die  sie  bisher  in  der 
Geometrie  erlangt  haben,  ist  nicht  derart,  dafs  wir  uns  veraolafst 
sehen  sollten,  hier  mehr  als  ihre  Definition  7.1:1  geben. 


Sechzehntes  Kapitel. 

Allgemeines  iilier  die  Üatersncliang 

derjenigen  algel)raisclien  Kurren,  deren  ßektiflliation  von  vorlier 

bestimmten  Funlitionen  abhängt. 

165.  Liegt  eine  Kurve  als  gegeben  YOr,  so  lehrt  uns  die  Integral- 
ßechnung  die  Katnr  der  Funktion  kennen,  die  man  anzuwenden  hat, 
um  deren  Rektifikation  auszuführen.  Erheblieh  schwieriger  ist  die  um- 
gekehrte Aufgabe,  nämlich  die  Auffindung  aller  algebraischen  Kurven, 
deren  Rektifikation  vermittelst  a  priori  bekannter  Funktionen  aus- 
geführt werden  kann,  oder,  wenn  man  so  sagen  vrill,  vermittelst  Bogen 
von  gegebenen  Kurven.  Eben  diesem  allgemeinen  Probleme  hat  Euler 
viele  Zeit  und  Mühe  gewidmet^),  indem  er  es  zunächst  auf  eine  Frage 
der  unbestimmten  algebraischen  Anaiysis  zurückführte,  und  dann  mit 
jener  wunderbaren  Virtuosität  in  der  Eechnnng  behandelte,  die  nur 
vergleichbar  ist  mit  ähnlichen  Vermächtnissen,  wie  sie  una  Diophant 
in  zahlentheoretischen  Untersuchungen  hinterlassen  hat. 

Das  Euler'sche  Problem  kann  man  so  auedrücken:  „Gegeben  eine 
Funktion  V  einer  Variabelen  v,  zwei  andere  Funktionen  x(y)  und  */(«) 
aufzufinden,  derart,  dafe  identisch 


Vdx'  +  ds'-r-iv." (1) 

Eine  Lösung  (oder  vfenn  man  will  eine  Umgestaltung)  des  Problemes 
erhält  man,  indem  man,  wenn  ü  eine  beliebige  Funktion  von  M,  und 
Ä,  ß  Konstanten  sind,  welche  die  Gleichung  (1)  identisch  befriedigen, 
alsdann  setzt 

yA-\-S  YA  +  B 

1)  J.  Goettler,  Gonfoiine  Abbildung  eines  ton  eoncenitischen  gletchsetUgen 
Hyperbeln  oder  gewissen  Kitrven  n^'  Ordnung  beipenzten  Flachhustuckes  auf  dem 
Emheitshets  (Munchen  1897) 

2)  Man  sehe  die  drei  Abhandlungen  De  itvnwmens  emms  aigebrawie,  gua 
tum  lottgitiidmem  per  areus  pataböhcos  meftrt  licet  (Hova  Acta  Petrop  Y,  1789, 
vorgelegt  am  3  Juni  1776),  De  bmis  curms  algebrmcis  eadem  reet%fieatume  ga/Uf- 
dmtilms  (Möm  de  St  P^terabourg,  XI  1830,  vorgelegt  am  20  Aug  1781);  De 
hnets  curvf  qaaiwm  leehßcatto  per  dafam  qaadratmam  menrnraUii  /Lconhardi 
Eulen  oper»  postuma  mathematica  et  physica,  1,  Petropoli  1862,  S  439  u.  452). 
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somit  ist  die  ganze  Sache  darauf  zurückgeführt,  jeaie  so  zu  wählen, 
Aais  die  beiden  Integrationen 

fryßSd,,,       fv^ßS-äv 

ausführbar  sind,  und  dafs  die  resultieiemle  paiametische  Darstellung 
x=^x{v),  y  =  y(v)  ernei  algebraischen  Kurve  angehöre.  —  Eine 
ähnliche  Reduktion  bekommt  man,  wenn  man  berücksichtigt,  dafs 
Gleichung  (1)  durch  folgende  beiden  kann  vertieten  werden: 

dx  =V  cos  ip  dv,  dy  =^  Vsmqi-dv,  ...  (3) 
womit  die  Frage  zurückgeführt  ist  auf  die  Aufsuchung  der  Funktion 
^  =  y  (w) ,  für  welche  die  Gleichungen 

X  =Jy<im(p-dv,        y  =  fVsmip-dv 
eine    algebraische    Eurve    darstellen.    —   In    dem    Spezialfälle,    dafs 
F=  yP^-i-  öS  wo  P  und  ^  Funktionen  von  v  sind,  kann  Gl.  (1) 
ersetzt  werden  sowohl  durch 

dx  __   pyA  +  U—  QYB  —  U         dy  _  Pyg^^+  QYa^ 


, ,  .  (4) 

als  auch  durch 

-^  '=  P  sm<p  ^  Q  cos  (p ,  -p-  =  P  coa 9  —  Qsinip,     .    .  (5) 

wo  A,IB,V,<p  dieselbe  Bedeutung  haben  wie  Yorhin.  Somit  kann 
die  Umgestaltung  des  ursprünglichen  Problems  auf  zwei  andere  den 
vorigen  ähnliche  Arten  vor  sich  gehen.  Wenngleich  diese  Betrach- 
tungen noch  nicht  zur  allgemeinen  Lösung  des  aufgestellten  Problems 
führen,  so  können  sie  dennoch  in  besonderen  Fällen  zu  bemerkenswerten 
ßesultaten  führen;  die  folgenden  Anwendungen  mögen  dieses  zeigen. 
166.  a)  Kurven,  die  dnrcli  Pafabelbogen  rektifizieFbar  sind').  In 
diesem  Falle  kann  man  F=  ylT-f-"«^,  d,  h.  P^l,  Q '^^  v  setzen; 
die  Gleichungen  (4)  werden  dann 

dx_  _  yÄ+V—vYB^'Ü  dy^  ^  y-B~U+f>yA  +  U  _ 

«^^  yA+B        '      ''^  ^         yj^fB        ' 

Euier   setzt    U  =  y^  und  erhält  algebraische  Kurven.     Bei  derselben 

Annahme  geben  die  Gleichungen  (5) 

dx  .  ,  dy 

-j—  =  srntp  -y  'S  cos <f> ,        -j—  =  cos (p  —  V  BiJifp; 

setzt  man  nun  J!  =  sin'9'  und  nimmt  an,  dafs  cf>^k%-\-  a,  wo  h  eine 
rationale  Zahl  ist,  so  erhält  man  integi'ierbare  Formeln,  die  ebenfalls 

1)  Aufser  den  drei  vorigen  Buler'achen  Abhandlungen  b.  auch  die  mit  dem 
Titel  De  mfimUs  cm'vis  algehraieis ,  ^arum  longitudo  arcm  paraboUco  aegttatwr 
(M6m,  de  St.  Fötershourg,  51,  1830;  vorgelegt  am  30.  Aug.  1781). 


y  Google 


382       V.  Abschnitt:  SpeKielle  algcbraiacke  Kurven  beliebiger  Ordnung. 

ZU  algebraischen  Kurven  fähren.     Ein  drittes  und  besseres  Verfahren 
gründet  sich  auf  die  Betrachtung  des  Bogendifferenzials  einer  Parabel, 

das  in  der  Form  — ^- — IZ—  geschrieben  wird,  wo  3  die  unabhängige 
Variabele  ist,     Setzt  man  dann 


so  ist  die  Frage  darauf  zurückgeführt,  ^  =  ip(s)  so  zu  wählen,   dafs 
X  und  y  in  endlichen  Ausdrücken  erhalten  werden.     Euler  setzt  zu 


und  erhält  infolgedessen 

dx  =  a  — — ^ —  a&,         äy  ■=  a    ■       ,„ —  ä».    .     .     [b) 

Um    die   Intergrierbarkeit    dieser    Ausdrücke    beurteilen    zu    können, 
setzen  wir  mit  Euler 

durch  teilweises  Integrieren  findet  man 

.   ,  2        ain{m  — 1)9-  n  +  1      ,  ,, 


Demnach  ist  die  Integration  ausführbar  für  einen  gewissen  Wert  n 
von  n,  und  wird  es  auch  sein  für  alle  Werte  von  der  Form  n  -j-  2Ä; 
sie  ist  aber  ausführbar  für  m  =  1 ;  daher  ist  sie  es  auch  für  jedes  ua- 
gerade  n.  Direkter  erhält  man  dieses  Resultat,  wenn  man  beachtet, 
dafs  aus  den  obigen  Werten  da:  und  dy  sich  ergiebt 

"T-  -J  -^^  =J  jT^F'^y  =  V  -W 


\         2         / 
setzt  man  dann  «'*=  t,  so  wird 

^±il  =  _  8if{l  +  i^-äf^+ä.  dt; 

nun  versichert  uns  die  bekannte  Theorie  der  binomischen  Differenziale, 
dafs  diese  Integrierung  ausführbar  ist,  wenn  n  eine  ungerade  Zahl  ist. 
Wir  schliefsen  daher:  Welchen  Wert  auch  die  positive,  ungerade 
Zahl  n  haben  mag  {als  positiv  kann  man  n  offenbar  immer  annehmen), 
die  Oleichnngeu  (6)  führen  zu  einer  algebraischen  Kurve,  deren  Bogen 
durch  Parabelbogen  ausgedrückt  werden  kann. 

b)  Kurven,  die  durch  Kreisbogen  rektifizierhar  sind.  Die  An- 
wendung des  oben  dai^elegten  Yerfahrena  zur  Bestimmung  derjenigen 
Kurven,  die  durch  Kreisbogen  rektifiziert  werden  können,  ergab  ver- 
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schiedentlieli  als  Resultat  nur  den  Kreis  selbst,  und  daher  wurde 
Euler  Teraulalet,  den  Satz  als  wahrscheinlich  ausKusprechea:  „Äufaer 
dem  Kreise  gieht  es  keine  algebraische  Kurve,  von  der  ein  beliebiger 
Bogen  sieb  durch  Kreisbogen  ausdrücken  läfst"^).  Erneute  Versuche 
und  die  Anwendung  der  Polarkoordinaten  fährten  ihn  jedoch  zu  einer 
neuen  Kurve,  die  von  dieser  Beschaffenheit  ist  und  ihn  von  der  im 
obigen  Satze  ausgesprochenen  Meinung  abstehen  liels*). 

Das  Verfahren  des  grofsen  Gfeometers  war  folgendes :  Wenn  p  und  m 
die  Polarkoordinaten  einer  Kurve  nvit  der  beschriebenen  Eigenschaft 
sind,  so  mnfa  JyS^+yS^  _  y 

sein,  wobei  90  einen  Kreisbogen  bedeutet;  daher  ist  umgekehrt 


~-r- 


erforderlich   ist  nun,   zwischen  p  und  <p  eine  Beziehung  aufzustellen, 

derart,  dafs  diese  Integi'ation  ausführbar  werde.     Euier  setzt 

ß  =  6  -j-  cos  (p 

,      , ....  foosif.dip  ,  r     dtp 

und  erhalt  to  ==  (  -r—, =  05  —  o\  t—, 

1/0-I-CÜS9  ^  J  b  -\-  C03  g) 

Wird  nun  ( =  tg  ^  91  gesetzt  und  die  Konstante  6  >  1  angenommen, 

so  findet  sich 

demnach  ist  a  ,    f-\  /b—i  \ 

Die  entsprechende   Kurve  wird   algebraisch  sein,   wenn  —-====   eine 
rationale   Zahl   ist.     Setzt   man   daher  ^  n,    so    kann    man 


schliefsen:  Welches  auch  die  rationale  Zalil  n  sein  möge,  die  Glei- 
chungen 2 


-eo.,,,       „_,p-^^„ctg()/L_i,), 
t  =  ig  -ip       un 


1)  S.  die  erste  und  dritte  der  in  Note  1  (S.  380)  citierten  Abhaadlnngen, 
sowie  die  erste  der  in  Note  I  des  folgenden  Kap.  angeführten;  aufserdem  einen 
Brief  Ealers  an  Lagrange  vom  2S.  Mära  1775  in  L.  Evieri  opera  postuma  I, 
S.  583.  An  jeder  dieaer  Stellen  spricht  Buler  noch  den  anderen  hypothetischen 
Satz  aus:  „Ea  giebt  keine  Kurve,  deren  allgemeiner  Bogen  gleich  dem  Loga- 
rithmus einei'  beliebigen  Funktion  ist."  Ob  die  Richtigkeit  oder  Unrichtigkeit 
dieses  Siitzes  erwiesen,  ist  uns  nnbekannt  (vgl.  lyitermidiaire  VH,  1900,  S.  194, 
und  VIU,  1901,  S.  182). 

2)  De  eitrvis  algebraicis,  guarmi  omnes  arcm  per  arcus  circulares  metiri  U- 
eeat  (M^m.  de  St.  Petersb.  XI,  18S0;  vorgelegt  20.  Aug.  1781). 
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stellen  in  den  Polarkoordinaten  q  und  «>  eine  algebraische  Kurve 
dar,  die  durch  Kreisbogen  rektiflzierbar  ist. 

In  einer  der  Akademie  der  Wissenaehaften  zu  Petersburg  am 
20.  Ang,  1823  vorgelegten  Abhandlung  hat  N,  Fufs  die  Bemerkung 
gemacht,  dafs  man  zu  den  obigen  Kurven  auch  gelaugt,  wenn  man 
die  Polargleichung  derjenigen  Kurven  aufsucht,  bei  denen  der  Ab- 
stand des  Poles  von  der  Tangente  durch  ap  ■ —  p^  ausgedrückt  wird, 
wo  ffl  eine  gegebene  Länge  bedeutet^).  In  der  That  lälst  sieh  diese 
Aufgabe  alsbald  auf  folgende  Differentialgleichung  zurückführen 

=  aQ  —  &'; 


um   sie   zu   integrieren,   achreibe  man  sie   folgendermafsen  — ■  indem 
man  mit  ds  das  Eogeudifferential  beaeichnefc  — 

Q-'dc3  =  (a  —  p)'^s; 
Mau  ersieht  dann,  dafs,  weil 

ds^  =  d^^  +  (p  ■  do^y, 
die  vorige  Gleichung  ergiebt: 


ds  = 


daher  ist  s  =  are  cos  (a  —  p)  oder  p  =  «  —  cos  s ;  .  .  .  (7) 
die  eratere  beweist,  dafs  die  gefundene  Kurve  durch  Kreisbogen  rekti- 
fizierbar ist. 

Man  hat  ferner,  infolge  der  vorhergehenden  Formeln 
elf,-)  =  "  — P^,;  ^  a  —  Q rfy_  ^^  de        _ 


-  —  ds 


daher:  ,.  , 

Es  ergiebt  sich  nun,  wenn  (t  >  1 ,  und  wenn  mau 

'=>H*: (s) 

setzt,  dafs  /     i^j—;  \ 

Diese  Gleichungen  im  Verein  mit  (7)  und  (8)  stellen  die  gesuchte 
Kurve  dar  und  zeigen,  dafs  sie  von  der  Euler 's  eben  nicht  ver- 
schieden ist. 


1)  De  eurvis  algebraids,  quorum,  singuli  arcus  arcut/us  circiiiaribits  aeguanhm- 
(Möm.  de  St.  Pötereb.  SI,  1830). 
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Diese  ist  nun  ein  ganz  spezieller  Fall  einer  sehr  ausgedehnten 
Klasse  von  rationalen  Kurven,  die  J.  A.  Serret  in  seiner  Memoire  swr 
les  courhes  alg^briques  dont  les  arcs  s'expriment  par  dei  arcs  de  eerde 
{Joum.  de  l'Ec.  polyt.  XXXV,  1863)  kennen  gelehrt  hat  Wenn  wir  es 
für  überflüssig  erachten,  uns  hier  mit  der  Kenntnisgabe  deiaelben  auf 
zuhalten,  so  liegt  dies  daran,  dafs  eben  Serret  selbst  dieselben  sozu 
sagen  popularisiert  hat,  dadurch,  dafs  er  sie  in  zwei  seiner  bekann 
testen  Lehrbücher  dargelegt  hat'). 

c)  Knrycn,  die  vermittelst  HypCFbelbogen  rektiflzifil>ai  »üiid    Eine 

Untersuchung  solcher  Kurven  wurde  von  N.  Fufs  angestellt   dei  dazu 

ohne  Zweifel  durch  die  Ideen  Euler's  veranlafst  wurde  )    Man  betrachte 

eine  Hyperbel,  deren  Potenz  ]c^  und  deren  Asymptoten  den  Winkel  « 

bilden.     Nehmen  wir  dann  ein  orthogonales  kartesisches  Koorlmaten 

System,    dessen   Anfang    der   Mittelpunkt   der   Hyjerlel   und   dessen 

a:-Ase,  die  eine  Asymptote  ist,  so  kann  die   Hyperbel  seilst  duich 

die  Gleichungen  dargestellt  werden 

ft'    , 
a;  =  ^  -[-  1?  cos  ß ,  y  ^v  smu, 


\-V&+C£)'-iy^'^^- 


und  wenn  man  v  =  s^  setzt,  hat  man 

auehfc  man   nun    zwei   Funktionen  p  und  q  von  «  auf,   derart,   daTs 
identiBoh  p'  +  jü-!^— 2tV.cos«  +  2-     ....     (10) 

ist,  80  bekommt  man,  wenn  man  noch  setzt 


eine  Kurve,  die  y  er  mittelst  Hyperbelbogen  rektiflzierbar  ist.  Nun 
läfst  sich  die  rechte  Seite  von  (10)  in  2n  lineare  Paktoren  zerlegen, 
die  zu  je  zweien  konjugiert  sind:  man  bilde  das  Produkt  von  n 
derselben,  von  denen  nicht  zwei  einander  konjugiert  sind;  es  sei 
(p(s)-j~i'^(^)  dieses  Produkt,  dann  ist  das  der  anderen  ^{e)- — ii/'(^) 
Setzt  man  also  p-\-qi  =  ^(z)-^ijt'{e),  so  wird  j)  —  3*'=9i(s)  —  (^{0} 
und  Gleichung  (10)  wird  damit  befriedigt  werden.     Es  ist  also  hin- 


1)  Oours  d'algibre  Bupineure,  4,  Aufl.  I.   (Paris  1877)  S.  511-515;   Cours  de 
ealcul  differmtial  et  mUgTol,  2.  AuR.,  11.  (Paris  1880)  8.  348—259, 

2)  De  mnumens  cwvis  algebraicis,  qwai-um  longifudinsm.  per  arcus  hyper- 
bolieos  metki  Ucet  (Nota  Acta  Petrop.  XIV,  Petersburg  1805). 

Loiia,  Ebene  Kurten.  35 
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reichend,  ß  =^  91  (3)  nnd  q  =  ip(ß)  zu  nehmen.    Berücksichtigt  man  noch 
das  beUebige  Element  bei  der  Bildung  des  Produktes  (p,  so  sieht  man, 

dafs  man  im   allgemeiuen  ^  (^)  =  ^ — ^  Kurven    erhält,    welche 

den  Bedingungen  des  Problems  genügen;    läfst  man  nun  n  Tariieren, 
so  bekommt  mau  deren  unzähhg  viele. 


Siebzehntes  Kapitel. 

Älgeliraisohe  Knrven,  die  durch  EUipsenltogeii  rektiflzierbar  sind. 
Die  Kurven  von  Serret. 

167.  Weitere  Anwendungen  der  in  Nr.  165  dargelegten  Methoden 
wurden  von  Etiler  auf  solche  Kurven  gemacht,  die  durch  EUipsen- 
bogen  rektifiziert  werden  können*).  In  diesem  Falle  müfste  man 
(unter  Beibehalturg  der  in  Nr.  166  angewandten  Bezeichnungen) 
setzen  iA  +  (F-.-j)V\ 

und  daher  ,/:   .   ,,, — r^-i 

dieser  Gleichung  wird  Gtenflge  geleistet,  wenn  man  setzt 

ya  (!  +  »>)  1/2  (i-i-)       ' 

vorausgesetzt,  dafs   die  Funktionen  p  und  q  von  v  identisch  der  Be- 
ziehung genügen 

Z.  B.  kann  manß=l,  q  =  Qc-\-l')v  nehmen  und  erhält  so 

1/2(1+.)  '      yw=^) 

daber  ist 

rt_i[l-2t+(i  +  l>]l/2(l  +  .), 

!/-|[2i^l  +  (i  +  l)»]y2(l-.), 

womit  eine  Kurve  sechster  Ordnung  dai^estellt  ist.  —  Dieselbe  Frage 
läfst  sich  in  verschiedener  Weise  behandeln^.     Die  GHeiehungen 


1)  De  itmmrteris  curvis  algebf-aicis,  guantm  hngitudinem  per  a/reus  dlipficos 
metiri  licet  (Nova  aota  Petrop.  V,  1789,  vorgelegt  am  10.  Juni  177Ö). 

2J  Enler,  De  lineis  ewniis,  guarnm  rectificatio  per  datam  g^aikatu/ram  men- 
sitratv/f  (L.  Euleti  Opera  postuma  I,  Petropoli,  1862,  8.  439—452). 
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dx  =yl-\-  Y_2  ■  i  aos(p-di^,         (?i/  =  1/ 1  +  Y^-fs  smip-ds 

stellen  offenbai-  eine  durch  ElHpsenbogen  rektifizierbare  Kurve  dar, 
wenn  ip  =^  g)(^)  in  der  Art  bestimmt  iat,  dafa  x  und  y  in  endlichen 
Ausdrücken  erhalten  werden  können.  Um  dies  einzusehen,  setze  man 
^  =  ainö';  die  vorigen  Gleichungen  werden  dann: 

clx  ^  "j/cos^  0-  -\-  m"  sin^  d-  cos  (p-d% , 

dy  =  l/cos^  ö'  -|-  m^  sin^  ^  sin  9  -  d& . 

Man  stelle  nun  zwischen  &  und  einem  neuen  Winkel  o  die  Beziehung 

auf,  AsSb 


=  m  tg  ©■ ;        daher  ist 


und  man  erhält: 

d'x^  - 


-■d&. 
ind  w. 


1*  sin  9'- sin  w3'. 


Setzen  wir  daher  tp  -\-  ca  =  nd-  und  eli 
dx  =  dd'  fcoB  &  ■  cos  n&  -\~ 
dy  =  dd- [cos &  ■aia.n&  — 
Integriert  man,  so  findet  sich,  abgesehen  von  unwichtigen  Konstanten, 
^  =  -^iil  sm(n  —  l)%'—'^^  sin(«  +  l)^, 
;^  =  — ^^ticos{M  — l)^'  +  -2^coa(j(  +  l)^. 

Diese  Gleichungen  stellen  nun  (vgl.  Kap.  9  des  folgenden  Abschn.) 
Epicykloiden  dar,  die  algebraisch  sind,  wenn  n  eine  rationale  Zahl 
ist;  folglich  siud  alle  algebraischen  Epicykloiden  rektifizierbar  durch 
Ellipsenbogen. 

168.  Die  Untersuchung  der  durch  elliptische  Integrale  rekti- 
flzierbai-en  Kurven  beschäftigte  aufser  Euler  auch  Legendre'},  der 
eine  Kurve  sechster  Ordnung  mit  dieser  Eigenschaft  fand;  femer 
J.  A.  Serret,  der  sich  die  Aufgabe  stellte,  alle  rationalen  Kurven  mit 
~  '    "  '  '  betrachtete  dieses  Problem  als 


1)  Tratte  des  fonctions  elUptigms  I.  (Paris  1827)  S.  36.  —  Die  Legendre'sche 
Kurve  6"™  Ordnung  wird  durch  die  Gleichungen  dargestelltt 


p(l  +  «. 


yGoosle 


V.  Abselmittr  Spezielle  algebraisohe  Kuryen  beliebiger  Ordnung. 


■  Bestimmung  zweier  Funktioiiea  x{z),  y(s),  die  der  Be- 
dingung genügen 

dx^  -\-  dy^  =  Zdz^, 
wo  Z  eine  rationale  Funktion  von  z  ist^).     Wird 


2=- 


y(^_«)(j_^),(^_6)(^_^) 
gesetzt,  wo  a  und  a,  h  und  ß  zwei  Paare  konjugiert  imaginärer  Zahlen 
sind^  so  geht  die  Aufgabe  auf  die  von  Euler  schon  behandelte  zurück. 
Da  in  diesem  Falle  der  Kurvenbogen  s  ein  elliptisches  Integral  der 
Variabein  s  wird,  so  ist  s  eine  doppeltperiodiseho  Funktion  von  5, 
demnach  werden  auch  x  und  y  doppeltperiodiache  Funktionen  des 
Bogens  sein.  Die  Kurven  von  Serret  «pfrenen  sich  also  der  Eigen- 
tnmlicltkeit,  dafs  ihre  Koordinaten  doppeltperiodisehe  Funktionen  des 
Bogens  sind;  es  läfst  sieh  beweisen,  dafs  sie  die  allgemeinsten  ratio- 
nalen Kurven  von  dieser  Eigenschaft  sind^.  Wir  können  uns  hier 
weder  mit  dem  Beweise  des  Satzes  aufhalten,  noch  mit  der  Wieder- 
gabe der  feinsinnigen  Betrachtungen,  die  Serret  angestellt  hat,  um 
die  Grleicbungen  ujjzahliger  Kurven  mit  der  obigen  Eigenschaft  zu  er- 
halten, noch  des  Verfahrens,  durch  welches  Liouville  die  Tragweite 
der  von  jenem  erhaltenen  Schlufsfol gerungen  noch  erweiterte').  Wir 
beschränken  uns  darauf,  folgenden  Satz  wiederzugeben,  der  einen 
kleinen  Teil  jener  Schlufsfolgerungen  zusammenfafst:  „Wenn  man  mit 
X,  y  die  Koordinaten  eines  Kurvenpunktes  bezeichnet,  und  man  setzt 


X  -\-  iy  =  Ce"'  i  — ^ 


oder 

a;  -f-  iw  =  Ce' 


wo  ü  und  (o  beliebige  Konstanten  sind,  a  und  a  komplexe  konjugierte 
Zahlen  sind  und  n  eine  reelle  Zahl,  die  mit  jenen  Konstanten  durch 
die  Gleichung  --r—  —  =  —^r-j  verbunden  ist,  so  erhält  man  die  para- 
metrische Darstellung  einer  rationalen  Kurve,  deren  Bogen  durch 
t  wird."    Alle  so  entstehenden  Kurven 


«/ 


y(«- -»■)(«•-.•) 


1)  Minrnre  siir  la  ra^presentation  des  foncUona  ell^Hgues  et  hj/perelliptiques 
(Liouvilles  Joum.  X,  1845);  Si^eloppemefUs  sur  itne  classe  d'iquations  relatives  ä 
la  reprisentation  geomürigue  des  fonctions  eBiptigues  (Das.);  Notes  mr  hs  courbes 
elliptigiies  de  premüre  dagse  (Daa.);  ThioHe  giomitrique  de  la  Iminiscate  et  des 
cottrhea  ell^iH^es  de  la  premih-e  classe  (Das.  SI,  1846).  Vgl,  auch.  Serret,  Cours 
de  ealeiil  diffirwUd  et  mtigral  IT.  2.  Aufl.  (Paris  1880)  S.  264—269. 

2)  Krohs,  Die  Serrefschen  Kwven  sind  die  mmzigen  algehraise'hm  vom 
Geschlechte  Null,  deren  Koordinaten  eindeutige  doppelt-periodische  Funktionen  des 
Bogens  der  Kmve  sind  (Dissert.  Halle  a.  S.,.  1891). 

S)  Liouvillea  Joum.  S,  1345,  S.  361— 3G3, 
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bilden  das,  was  Serret  erste  Klasae  der  elliptischen  Kurven  nannte; 
aie  sind  Verallgemeinerungen  der  Lemniskate,  welclie  Enrve  man  er- 
hält, indem  man  n^l  setzt.  Serret  selber  machte  die  Bemerknng, 
dafs  es  „ponr  ces  conrbes  mie  mode  de  generation  de  supreme  ele- 
ganee"  giebt,  „qui  peut  servir  ä  definir  les  eourbes  elliptiquea  de  la 
prämiere  classe,  donfc  la  thforie  deriendra,  des  lors  entierement  inde- 
pendente  des  considerations  analytiques,  qui  les  ont  fait  decouvrir." 
Unsere  nun  folgenden  Auseinandersetzungen  werden  die  Richtigkeit 
dieser  Ansicht  darthun  und  die  geometrische  Bedeutung  der  Serret'- 
schen  Kurven  erster  Klasse  auTser  Frage  setzen. 

„Gegeben  sind  ein  fester  Punkt  0  und  eine  feste  GEerade  r,  die 
wir  als  durch  0  gehend  annehmen  können  (Taf  XIII,  Fig.  99);  aufser- 
dem  igt  eine  Strecke  a  und  eine  reelle  positive  Zahl  n  gegeben.  Ein 
veränderliches  Dreieck  OFM  hat  eine  Ecke  in  0  und  die  beiden 
Seiten  0-P  und  OM  von  konstanter  Länge  und  zwar  OP ^  ayü, 
PM=aYn^^;  sind  nun  die  Winkel  POM=a,  PMO^ß,  mit 
dem  Winkel  tp,  den  die  Seite  OM  des  beweglichen  Di'eiecks  mit  der 
festen  Geraden  r  bildet,  durch  die  Relation  verknüpft: 

-f  9,  =  Wß  — («  +  1)^, (1) 

so   ist  der  geometrische   Ort  des  Punktes  M  eine   elliptische   Kurve 
erster  Klasse."     Um   dies   zu  beweisen,  nehmen  wir  der  Einfachheit 
tzt,   80   ergiebt   das  Drei- 

~i4=r'-   ■   ■   •   (2) 


halt 

ler  an. 

dafs  a  = 

.1; 

wird 

OM 

—  P  ! 

eck 

OMP 

cos« 

- 

e'— 1 
2,y« 

A 

cos/i 

oder  aber 

™. 

- 

sinj? 

iQ^n  +  l'        ...     (2-) 

daraus  folgt  dann  ain/5 ■%/    n  .o. 

Nehmen  wir  0  als  Pol  und  r  als  Polaraxe,  so  ergiebt  sich  die  Polar- 
gleichung  des  Ortes  der  Punkte  M  durch  Elimination  der  Winkel  «,  ß 
aus  der  Gleichung  (1)  und  den  Gleichungen  (2)  oder  (2'),  Die  Eli- 
mination Bfst  sieh  ausführen,  wenn  n  rational  ist,  und  zeigt  dann, 
dafs  die  resultierende  Kurve  algebraisch  wird. 
Ist  z.  B,  «  ^  1,  so  hat  man  der  Reihe  nach 
-f-  gs  =  tt  . —  2/3 ,       cos  y  =  cos  (3  ■  cos  (k  —  /3)  4"  sin  ß  ■  sin  (k  —  ß) , 

sm  »  —  V-g'+°g'-' 
2s)/2  ^ 

CD8(«  — /S)--i?^,  „.y-  j^. 


2e 

' 

""          2/2 

sin  {«  ~ 
1 

,«+6s'-l 
2  1/2, 

y  Google 


■ä90       "^.  Abschnitt;  Spezielle  algeliraisclie  Kurven  belieliiger  Ordnung, 

ZU  karte sisclier)  Koordinaten  übergehend  erhält  man  die  G-leichuug 

(x^-\-  1/^^  —  Axix^+y^)  +  4(^ä  +  3/^  ~  1  =  0, 
welche  eine  Lemnistate  darstellt. 

Kehren  wir  jetzt  zu  dem  aligemeiaen  Falle  zurück,  um  zu  be- 
merken, dafa  aas  der  Gleichung  (2')  durch  Differenziation  und  darauf 
folgende  Anwendung  von  (2)  sich  ergiebt; 

da    — 3(?e  dß    — 2dQ  .., 

"^^  "  y^lA  '        ^^^  ~  ynA        ■■■■'■-' 

und  diese  beiden,  kombiniert  mit  (1),  führen  zu  der  Gleichung 

+  ,^_ö|l±i)^, (6) 

und  weil  im  allgemeinen 

so  ist  im  vorliegenden  Falle 

+  <js_U5|±i[.ip. (6) 

Unter  Benutzung  von  (4)  können  wir  auch  schreiben 

+  äs-V-»^  =  yin^£;' (7) 

Zweckmäfsig  setzt  man  nun  h  =y  .  ;  Gleichung  (3)  wird  dann 
Biu/3  =  ft  sin«,  und  die  Gleichung  (7)  liefert  uns  dann 

+  'is  =  1/»^7==; (8) 

diese  zeigt   uns,   dafs   der  Kuiveubogen  s  des   Ortes    der  Punkte  M 
diu-ch  ein  elliptisches  Integral  I.  Gattung  ausgedrückt  wird;  w.  z,  b.  w. 
Die  voraufgehenden  Fonneln   lassen    auch   einige  Eigenschaften 
der  betrachteten  Kurven  deutlich  erkennen.     Man  hat  nämlich 

Dreieck  0-MP  =  ■|>^'[/w  + 1  ■siii{tt  +  j3)  = -| A; 

Folglich:  Die  Flciflhe  des  Kupvensektors,  gerechuet  vou  der  Polaraxe 
ans,  ist  gleich  dem  Inhalte  des  erzeugenden  Dreiecks,  wenn  dieses 
eine  Ecke  iin  Endpunkte  des  Bogeiis  jenes  Sektors  gelegen  hat, 
Äufserdem  folgt  aus  (2)  und  (2') 

^    ^''         2l/m(w  +  l)'  ^    ^'^  2T/«(«+l)' 

oder  wegen  (6)  und  (7) 
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und  dies  zeigt,  (lafs  die  NeiguDg  der  Normalen  gegen  den  Radius 
veetop  gleich  dem  Winkel  a-\~ß  ist,  oder  gleich  seinem  Supplement- 
winkel. Wenn  man  also,  im  ersten  Falle,  den  Winkel  FMN''=^POM 
macht,  so  wird  MN  die  Kurrennormale  in  M  sein.  Andererseits  ist 
MN  die  Tangente  in  Jf  an  den  dem  Dreiecke  MOP  umbesehriebenen 
Kreis;  dalier  wird  die  Gerade,  welebe  M  mit  dem  Centrum  C  dieses 
Kreises  verbindet,  Tangente  in  Jl/  an  die  fragliche  Kur^e  eein.  Im 
Falle,  dafs  der  Neigungswinkel  der  Normalen  gegen  den  Radius  vector 
=  3t  — (a  +  /3)  wäre,  mlifste  man  das  zu  OMP  in  Bezug  auf  M 
symmetrische  Dreieck  betrachten,  um  die  vorigen  Schiufsfolgerungen 
zu  erweitem,  und  gelangt  so  leicht  zu  dem  Resultate;  Ist  ein  fester 
Punkt  O  gegeben  und  variiert  das  Dreieck^  OMP  in  der  Weise, 
dafs  immer  Oüf  ==«]/«,  M P  =:  aYttT-^- 1,  und  dafs  anfserdem 
die  unendlich  kleine  Verschiebung  MM'  des  Punktes  M  immer  in 
der  Richtung  geschieht,  die  den  Punkt  M  mit  dem  Mittelpunkte  des 
dem  Dreiecke  umbesehriebenen  Kreises  verbindet,  so  erzeugt  der 
Punkt  M  eine  zur  Zahl  n  gehörige  elliptische  Kurve  I.  Spezies. 

Aus  dem  Vorhergehenden  kann  man  entnehmen,  dafs  der  Winkel  s 
zwischen  der  Kurvennormale  und  der  Polaraxe  durch  e  =  q>  —  (a -{-  ß) 
gegeben  wird.  Demnach  ist  der  Kontingenz-Winkel  gegeben  durch 
ds  =  dfp  —  (da  +  dß)  =  {n  —  l)da  —  näß,  oder 

A  Q     ' 

daraus  folgt,  dafs  der  Krümmungsradius  R  gegeben  ist  durch 

■«-3e'-(2«+l)' 
die  Wendepunkte  der  fraglichen  Kurve  liegen  daher  auf  dem  Kreise 
um  0  mit  dem  Radius  1/ — ~-   '^)- 


Ächtzohntes  Kapitel. 

Algebraische  Knrven,  die  vermittelst  Lemniskatenbogen  rekli- 
flzierbar  sind.     Die  Sinnsspiralen. 

169.  Da  die  Lemniskate  durch  spezielle  elliptische  Funktionen 
rektifizierbar  ist,  so  ist  die  Untersuchung  derjenigen  Kurven,  die  durch 
Lemniskatenbogen  relitifizierbar  sind,  nur  ein  spezieller  Fall  der  im 
vorigen  Kapitel  behandelten.     Dennoch  lohnt  es  der  Mühe,  sich  mit 


1)  Bezügl,  weiterer  L'ntersucliuiigeik  über  die  elliptjsclien  ifurveu  s,  L. 
Kiepert,  De  ettrsis,  qaarum  arcus  integralibus  eüipticis  primi  generis  expriwitur 
(DiBsert.  Berlin,  1970). 
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dieaen  besonders  zu  l)eselmftigeii,  um  zu  zeigen,  wie  Euier  hierauf 
die  Betrachtungen  in  Nr.  165  angewendet  hat').  Es  ist  klar,  dafs 
die  Gleichungen 

,  a^-da  ,  a'-ds 

dx  =   ■,,-      1  coa  if ,        ay  =     ^^^  ain  <p 

eine  der  gesuchten  Kurven  darstellen,  wofern  nur  (p  =  <p{0)  m  ge- 
eigneter Weise  gewählt  wird.     Um  diese  Wahl  zu  deSnieren,  setzen 


^"^  e^  =  «^  sin  & ; 

wir  erhalten  dann 

2dx coscp-dS'  2dy 


a 

yd 

in* 

a 

y,m» 

anfserdem 

an, 

dafs 

9 

=  n&, 

.0 

ergiebt 

sich 

.    «  r«= 

ism& 

■  d# 

a 

/■.i„» 

d& 

nehmen  ' 

Um  die  Integrierbarfeeit  dieser  Formeln  beurteilen  zu  können,  setzen 

integrieren  wir  nun  teilweise,  so   erhalten  wir  folgende  Reduktions- 
formeln : 

•pW  =  2-r~ril''^5^-cos(w- 1)0-  +  |J^%(m— 2), 


die  beweisen,  dafs,  wenn  die  Integration  für  einen  gewissen  Wert  n 
von  n  ausführbar  ist,  sie  für  alle  Werte  n  -}-  2k  es  ist.  Überdies 
kann  die  Untersuchung  der  Integrierbarkeits-Bedingung  auch  aus- 
geführt werden,  indem  man  der  Reihe  nach  aus  (1)  folgende  Glei- 
chungen ableitet: 

'^^  'J  y^i "  ^y  -yp^^- 

setzen  wir  nun  ^i-t  ___  . 

so  können  wir  schreiben 


'J^±M  =  }fJt(''-jl(t^-.ifi 


dt; 


wendet   man  nun   die  Theorie   der  binomischen  Differentiale   an,  so 
sieht  man:    damit   die   Integration   ausführbar  sei,    mufa   n   von   der 

Form  2ft  +  g-  sein.     Demnach:     Wenn   w.  =  2fc -|--s-)    so    stellen 

1)  JDe  Imeis  cmnis  quarwn  rectifieaUo  per  datam  qaadratwaw,  mensuratiM- 
No.  7—13  (L.  Euleri  opera  postuma  I,  Petropoli  1862). 
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die  Formeln  (1)  eine  algebraische  Knpve  dar,  die  durch  Lemaiskaten- 
bogen  rektiflzierbar  ist. 

Die  Rektifikation  der  Lemniskate  iiat  jedoch  noch  in  ganz  anderer 
Weise  zu  neuen  algebraischeii  Ki^ven  geführt,  zu  denjenigen  nämlich, 
mit  denen  wir  jetzt  unsere  Leser  bekannt  machen  wollen. 

170.  Erinnern  wir  uns  der  Definition  der  Euler'schen  Integrale 
I.  und  n.  Spezies 

sowie  der  sie  verknüpfenden  Relation 

und  setzen  hierin  a:  =  sin^G),  p^y,  g^-ö",  so  erhalten  wir  die 
Identität  „ 

r . .      .  ,   ,     '  ''(fHü  ,,, 

Unter  der  Voraussetzung,  dafs  m  ^  n,  und  wenn  man  2oi  =  &  setzt, 
bekommt  man  /^i 

und  da  man  leicht  einsieht,  dafs 

y'sin'^-'ö'-f^ö'  =  2fcos"-^»-d9, 
30  achliefat  man,  dafs 


Jcos™-^*-(;^  =  2"'-«-j^i^- (3) 

Nachdem   dieses   vorausgeschickt,  holen    wir   die   Polargleichung  der 
Lemniskate  hervor  ,    ,, 

P"-^cos2»; (4) 

bezeichnet  s  den  Bogen  dieser  Kurve,  so  haben  wir 

{t)'-0'+{^)'-^-      »""i    »-»l/2/(co.2„ri.Ä». 
Der  Gesamtumfang  Sj  der  Lemniskate  ist  das  Vierfache  vom  Werte 
dieses  Integrals,  genommen  zwischen  den  Grenzen  o  =  0  und  a^-r-; 
demnach  ist  i 

8^  =  4aY2 1  (coa  2 o:i)'~  "^ ■  dm , 
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oder  wenn  2a  =  &■  gesetzt  wird 


wenden  wir  nun  die  Gleiciiuug  (3)  an,  so  ergiebt  sich 

Dies  liefert  den  Gesamtumfang  der  Lemniskate,  ausgedrückt  durcli 
Euler'sche  Integrale  I.  Spezies.  J.  A.  Serret,  der  diesen  beachtens- 
werten Ausdruck  gefunden,  hat  bemerkt,  dafs  die  Lemniskate  zu  einer 
ganzen  Klasse  von  Kurven  mit  dieser  Eigenschaft  gehöre'-).  Es  sind 
dieses  —  wenn  n  eine  ganze  positive  Zahl  ist  —  die  Kurven  mit  der 

Polargleichung:                             i^^af               ^  ,„, 

p"=,.^._^eoswo.  ^ (6) 

Setzen  wir  hierin  « ^  1 ,  so  erhalten  wir  den  Kreis  mit  dem  Durch- 
messer a,  dessen  Umfang  Si  =  sta  ausgedrückt  wird  durch  die  der 
Gleichung  (5)  analoge:  /l^ 

Im  allgemeinen  Falle  liefert  Gleichung  (6) 

s^2      "  a  I  (qos  ma)"      -dco. 

Den  Gesamtumfang  s„  der  Kurve  bekommt  man,  wenn  man  den  Wert 
dieses  Integrales,  genommen  zwischen  den  Grenzen  oj  =  0  und  a)  =  -g-, 
mit  2«  multipliziert;  er  ist  daher 

s„  =  2w-2^~^y(cOBWo)"'~^-<?ti); 
setzen  wir  nun  wu  =  iJ^,  so  wird  er  zu 

s„  =  2^ ""  « .  aJ'{cos  0)^ ~^-d», 

1)  Kote  sur  les  integrales  mliriennes  de  seconde  espice  (Lionvilles  Joura. 
VII,  18*3). 

2)  Nach  Nr,  155  besitzen  sie  **  Symmetrleasen.  Es  ist  leicht  einzusehen, 
dafs  ihre  Ordnung  3«  ist;  wäre  n  negativ,  bo  würde  die  Ordnung  ^m  sein; 
(vgl.  S.  400). 
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und  daher  mit  BenutBiuig  von  (3) 


(') 


■welche  G-leichung  vollständig  analog  zu  (5)  ist,  und   sich  mit  dieser 
identifiziert,  wenn  n  =  2 . 

Wir  köruien  noch  hinzufügen,  dafs  man  verwandte  Ausdrücke 
für  die  Fläche  der  Kurve  (6)  aufstellen  kann^).  Da  nämlich  die  Fläche 
eines  Sektors  gegeben  ist  durch 

so  ist  die   ganze  von  der  Kurve  umschlossene  Fläche  iS„  gleich  dem 
2«-fachen  iheses  Aufdruckes,  genommen  zwischen  den  Gfrenzen  (ij==0 

und  a  ^  -s— ,  also 

jS„  ^  «-2     "     a^l(cosna>)^  -dta; 
setzen  wir  nun  «ra  =  0  und  benutzen  (3),  so  ergiebt  sich; 

ifca    f      1  Hi  +  l) 


Es  ist  aber 

und  daher  «i  _^\ 


(!  +  ') 


(8) 


welches  eben  der  angekündigte  Ausdruck  ist.  Für  w  =  1  bekommt 
man  8i  =  —T-f  also  die  Fläche  des  Kreises  mit  dem  Durchmesser  ts; 
für  n  =  2,  ^3=2«^  die  Fläche  der  Lemniskate  (vgl,  Nr.  94).  — 
Die  Gfleichungen  (7)  und  (8)  zeigen,  dafs  die  durch  die  Gl.  (6) 
dargestellten  Kurven  zur  Darstellung  der  Euler'schen  Inte- 
grale IL  Spezies  dienen  können,  sowohl  durch  ihre  Fläche 
als  auch  durch  ihren  Umfang. 

171,     Schon  vor  Serret  wurden  dieselben  Kurven  von  Maclau- 
rin^)   betrachtet  und  untersucht;   nach  ihm  wurden  so  viele   schöne 


1)  G.  Loria,  Itttegrali  euleriani  e  spirali  sinnsoidi  (Prager  ßer.,  1 
a)  Traiti  des  fluxiom,  trad.  Pezmas  (Paris  1747)  S.  264  u.  386. 
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Eigenschaften  an  ihnen  entdeckt,  dafs  man  es  für  angebracht  hielt,  sie 
mit  einem  besonderen  Namen  zu  bezeichnen:  den  Vorzug  giebt  man 
allgemein  dem  Namen  Sinusspiralen  (spirales  sinuaoidea),  der 
von  Häton  de  la  Goupilliere  erdacht  wnrde^)  und  den  wir  an- 
nehmen wollen,  ohne  über  seine  Trefflichkeit  zu  diskutieren');  die 
Zahl  n  nennt  man  den  Index  der  Kurve. 
Setzt  man  in  der  Gleichung  (6) 


so  erhält  man  i  /  ft'  x—" 

Daraus  folgt:  Die  Inverse  einer  Sinnsspirale  ist  eine  »weite  Sinus- 
spirale. 

Wir  wollen  jetzt  die  hauptsächlichsten  Sätze  über  die  Sinus- 
spiralen angeben,  nachdem  wir  die  Bemerkung  voraufgeechickt  haben, 
dafs  es  von  nun  an  nicht  mehr  wie  im  vorigen  notwendig  ist,  anzu- 
nehmen, dafs  die  Zahl  n  ganz  und  positiv  sei;  allerdings  ist  die  ent- 
sprechende Kurve  nur  dann  algebraisch,  wenn  n  rational  ist'). 

Wenn  ft  der  Winkel  der  Kurventangente  mit  dem  Radius  vector 
ist,  so  hat  man  im  allgemeinen  tg.«  =  9'-'T~>  daher  wegen  Gl.  (6) 
*g/*  =  —  ctgwfti,      oder  auch     fi  =  y  +  Mra; 

dies  besft^:  Wenn  bei  einer  Sinnsspirale  der  Radius  vector  gleich- 
förmig nm  den  Pol  rotiert,  so  dreht  sich  die  Tangente  gleichförmig 
um  den  Berührungspunkt;  daher  rührt  der  Name  Linien  propor- 
tionaler Krümmung,  mit  weichem  unsere  Kurven  zuweilen  bezeichnet 
werden*).  Es  ist  natürlich  gestattet  in  dem  obigen  Satze  das  Wort 
„Tangente"  durch  „Nonnale"  zu  ersetzen;  daher  entsteht  die  Vermutung, 


1)  ^ofe  mr  les  eourhes  que  r^resent  l'igwtUon  ^''=^Ä  Bin»io  (Nouv.  Ann, 
3.  Ser.  ST,  1876).  Dort  sowohl,  als  auch  in  den  neueren  Notes  UbMograpMgues 
(Das.  3.  Ser.  XVII,  1898)  wird  der  Leaer  viele  bibliographisclie  Daten  über  die 
fraglicten  Kurven  finden.  Wahrscheinlicli  hat  Häton  den  Kamen  ,^pirale 
sinusoide"  Torgeschlagen,  indem  er  eine  von  T.  Olivier  in  seinem  Gows  de  geo- 
metrie  iksenptii>e  gegebene  Bezeichnung  erweiterte  {Paris  1854,  ü.  Aufi.  S.  293). 

2)  Eibaueour  (JEHudes  sw  les  üasmdes  etc.  Belg.  Mem.  SLIV,  4*  1881) 
wandte  dagegen  den  Namen  Lam^'ache  Spiralen  an,  um  daran  au  erinnern, 
dal's  dieser  grofse  Geometer  schon  1836  {Inouvillea  Joum.  I,  S.  86)  über  sie  ge- 
schrieben hat;  die  Benennung  Ortiiog^nide  rührt  von  Allegret  her  {Mimoire 
swr  la  rapresentatwn  des  trcmscendentes  par  d«s  arcs  de  courbes,  Ann.  de  l'ßc. 
norm.  Hup,  2"  Ser.  H,  1873,  S.  167), 

3)  Die  Ordnung  der  Kurve  kann  in  diesem  Palle  durch  das  in  Wr.  135 
angewandte  Verfahren  gefunden  werden. 

4)  Laquiöre,  Quelg^aes  proprietes  d'ime  clnsse  des  eoitrbes  spirales  (Nouv. 
Ann.  3'  Ser.  H,  1883),  wo  der  Name  spirales  ä  inflexion  proportioneile 
angewandt  wird. 
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dafs  die  Sinusspiralen  die  vom  Grafen  von  Fagnano  vergeblich  ge- 
suchten Kurven  seien  ^),  welche  die  Eigenschaft  haben,  „dafs  die  Winkel, 
welche  die  von  einem  festen  Punkte  ausgehenden  Sehnen  mit  der 
Äxe  büdan,  in  einem  konstanten  Verhältnisse  stehen  zu  den  Winkeln, 
welche  die  Normalen  in  den  Endpunkten  der  Sehnen  mit  derselben 
Axe  bilden."  Dafs  diese  Vermutung  sich  mit  der  Wirklichkeit  deckt, 
kann  man  durch  folgende  kurze  Rechnung  zeigen^).  Nennen  wir  p,  to 
die  Kooi'dinaten  eines  Punktes  M  der  gesuchten  Kurve,  ^  den  Winkel 
der  zugehörigen  Tangente  mit  dem  Radius  vector  im  Berührungs- 
punkte und  k  den  Wert  des  konstanten  Verhältnisses,  so  ergeben  die 
Bedingungen  des  Problems  (vgl.  Fig.  100  auf  Taf.  XIII)  die  Gleichung 

/cto  =  ra  -j-  g (i       oder       Qc  — l)ra  =  -^ (i; 

daraus  folgt  ,    /t        -,\  ,  äo 

^  ctg(&  — l)ß.  =  tgp  =  e:^- 

Schreiben  wir  diese  Gleichung  wie  folgt 

—  =  tg(A  —  l)m-da>, 
so  sind  die  Variabelen  getrennt,  und  durch  Integrieren  ergiebt  sieh 

logp  -f-  .  _    log  cos  (Ä:  —  l)(o  =  e, 
oder  auch  pi-*=  ^'-*  cos(l  — Jt)o. 

Somit  ist,  da  diese  Gleichung  von  der  Form  (6)  ist,  bewiesen,  dafs 
die  Kurven  des  Fagnano  Sinusspiralen  sind. 

Wenn  n  eine  ganze  Zahl  ist,  so  können  unsere  Kurven  noch  in 

anderer  Weise  definiert  werden.  Es  seien  ae  "  (ft  =  0,  i,  a — m  — i) 
die  M  komplexen  Zahlen,  welche  die  Ecken  Ä^^  eines  regelmäfaigen 
Vielecks  darstellen,  q^""  die  einem  Punkte  M  der  Ebene  entsprechende 
Zahl,  dann  ist 

J^^-Ä^W A-i^^  = 

Jj  (p^  -  2«p  cos  [m  -  l^^-)  +  aj  =  &'"  -  S«"?"  cos  «c  +  ««" ; 
daraus  leitet  sich  ah,  dafs  der  Ort  der  Punkte  M  so  beschaffen  ist,  dafs 

A^-Äji Ä^_~M=^h" 

als  Polargleiehung  hat: 

pBn  —  2a" p"  cos  n<o  -\-  a'"  =  6*". 
Im  speziellen  hat  man  für  i  ==  a  die  Gleichung 
p"  =  2af  oosno), 

1)  Frodusioni  matemaiiche  11.  (Pesaro  1750)  S.  875— 412. 
3)  Vgl.  den  S.  395  citjerton  Aufaata  des  Verf. 
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■welche  im  wesentliclien  mit  (6)  zusammenfällt.  Folglich:  Eine  Silins- 
spirale  mit  ganzzahligem  Index  n  ist  eine  spezielle  Cassinoide  mit 
n  Brennpunkten  (vgl.  Nr.  161),  d.  h.  der  Ort  derjenigen  Pnnltte  der 
Ebene  eines  regulären  w-Eeks,  deren  Abstände  von  den  Ecken  des 
Vielecks  ein  Produkt  geben,  gleich  der  *i*™  Potenz  des  Radius  des 
dem  Vielecke  umbeschriebenen  Kreises. 

172,  Bezeichnen  wir  nun  mit  R  den  Krümmungsradius  der 
Kurve  (6)  und  mit  v  den  Winkel  der  Normalen  mit  dem  Eadius  vector, 
so  haben  wir  n^il  _ 

E  =  — -p—  (COSMDJ)   "     ,        COSV  =  COSWG)    ...      (9) 

^•1  -i^^^  Egosv^:^-^^, (10) 

welche  Gleichung  folgenden  Satz  beweist:  Bei  jeder  Sinusspirale  ist 
das  Verhältnis  der  Projektion  des  Krümmungsradius  auf  den  Radius 
veetor  zum  Radius  vector  selbst  ein  konstantes.    Es  aei  p  —  p'  die 

genannte  Projektion;  da  nun  wegen  (10)  p^p'=  ■  ,  ist,  so  haben 
wir  q'  =  —j^   iiud  die  Gfleichung  (6)  wird  dann 

(^^^^J  p'"= -^^-|^  coswo,      oder  auch     f '"  =  "S"  u  4:7)  cosmm. 

Da  diese  Gleichung  von  derselben  Form  wie  (6)  ist,  so  sieht  man: 
Bei  einer  Sinusspirale  ist  der  Ort  der  Projektionen  der  Krümmungs- 
mittelpnnkte  auf  die  zugehörigen  Radienveetoren  eine  andere  Sinus- 
spirale mit  demselben  Index  und  demselben  Pol. 

Die  durch  Gleiehimg  (10)  ausgedruckte  Eigenschaft  ist  charakte- 
ristisch für  die  Sinusspirale  sowie  für  eine  andere  Kurve,  die  man  als 
Grenzfall  derselben  ansehen  kann^).  Wenn  nämlich  s--—  =  Const., 
und  man  bezeichnet  mit  m  den  Wert  dieser  Konstanten  und  setzt  für 
R  und  cos  V  ihre  Werte  em,  so  erhält  man  die  folgende  Differenzial- 
gleichung  a\    ,    ^(deY  f  s  ,    /'^^\^1 

oder  aber  1  ^'9        ^   Mo\' 


Wenn  M^  ={=  1 ,  so  werden  wir  diese  Gleichung  in  folgende 

da  °  \d    da!     '  ' 


1)  Allegret,  üemargues  sur  vme  eertaine  fo/mille  de  courhes  planes  (Kouv. 
Ann.  de  matb.  S.  Ser.  SI,  1872);  M.  du  Chätenet,  iSfW  les  courbea  dems  les- 
quelles  Ja  prqjection  du  rayon  de  courbure  sw  le  raj/on  vecteur  est  avec  lui  dans 
itm  rapport  cmstant  (Das.  3.  Ser.  T,  1886). 
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daher  wird  bei  geeigneter  Wahl  der  Integrafcionskonstante 

»<i»  iii  +  tg(„_i)„_o. 

Eine  zweite  Integration  ergiebt  nun 

log p  =  — ^—r  log  coe (m  —  1)  -\-  Je, 
wo  fc  eine  Konstaate  ist,  oder  auch 

p™"^^  fc™""^  cos(m  —  l)ra. 
Da  diese  Gleichung  von  der  Form  (6)  ist,   so   stellt  sie  eine   Sinna- 
spirale  dar.  —  In  dem  Falle  jm  =  1 ,  den  wir  ausgeschlossen  haben,  ist 
die  Differeuzialgleiehung  des  Problems 

1   d^_^ ■}_  (£tY^  0 

p   dm'         p'  \dco/  ' 

welche  integriert  liefert: 

1  t?5  __ 

oder  g 

-^  =  c-atD, 
da  ' 

und  durch  Integrieren  __  i  sm 

Wir  werden  (in  Nr.  191)  sehen,  dafs  diese  eine  logarithmische  Spirale 
ist;  diese  teilt  also  mit  der  Sinuespirale  die  durch  Gfleicbung  (10) 
ausgedrückte  Eigenschaft. 

Die  Gleichung  (10)  führt  noch  zu  einer  weiteren  Folgerung. 
Betrachten  wir  aufser  der  durch  (6)  dargestellten  Spirale  eine  andere 
ahnliche  Kurve,  welche  jene  im  Punkte  (p,  ro)  berührt;  bezeichnen 
wir  mit  n  den  Index  und  mit  B'  den  Krümmungsradius  derselben, 
so  haben  wir  „ 

E'cosr  =  ^-j (10') 

aus  (10)  und  (iC)  folgt      ^       ^         „  _^  i 

"5"  ■  ä'  ""  «■+!  ' 
dies  ist  eine  Gleichung,  welche  die  bemerkenswerte  Eigenschaft  aus- 
drückt, die  wir  (Nr.  126)  bei  den  triangulär- symmetrischen  Kurven 
kennen  gelernt  haben.  Nun  ist  dies  Zusammentreffen  kein  zufälligos, 
und  um  den  wahren  Grund  desselben  einzusehen,  setzen  wir  in  (6) 
n  =  —  m  und  schreiben  sie  infolst ' 


9'"cosj»(o  =  2(2a)™, (6') 

r  jetzt  pc'"=  X  -\-  iy  setzen,  so  wird 

p"'(cosJ«ra  -\-  i  sinrnia)  =  (a:  -|-  i«/)™ 
p™  (cos  ma  —  *  sin  mta)  =  (a;  —  «i/)™ 
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und  demnach  erhält  (6')  folgendes  ÄTiseehen: 

■■-       -.-iyy^^ ^j^^ 


x  +  ^: 


dies  beweist:  Dift  Sinns  Spiral  eil  sind  triangulär-symmetrische  Kurven 
in  ßezHg  auf  ein  Dreieck,  von  welchem  zwei  Ecke«  in  den  Kreis- 
punktea  der  Ebene  liegen^).  Bemerkenswert  ist,  dafs  die  Gtleichung 
der  Sinusspiralen  in  der  Form  (11)  von  Beltrami  erhalten  wurde^), 
als  er  jene  Systeme  ebener  Kurven  anfauchte,  die,  wenn  sie  um  einen 
gegebenen  Winkel  um  einen  Punkt  ihrer  Ebene  gedreht  werden,  das 
ursprüngliche  System  unter  einem  konstanten,  gleichfalls  gegebenen 
Winkel  schneiden.  Es  ist  somit  bewiesen,  dafs  dieses  Beltrami'scbe 
Problem  von  den  Kurven,  deren  Haupteigenschaft  wir  gerade  darlegen, 
gelöst  wird;  es  ist  ebenfalls  bewiesen,  dafa  die  Sinusspiralen  mit 
rationalem  Index  algebraische  Kurven  sind  und  dafs,  um  die  Ordnung 
einer  Sinusspirale  mit  gegebenem  Index  ku  bestimmen  wir  dasselbe 
Verfahren  anwenden  können,  das  zur  Losung  der  analogen  Frage  bei 
den  triangulären  Kurven  dient  (vgl.  Nr.  127). 

Von  den  Sinusspiralen  möge  noch  aufser  der  Polar-  und  kartesi- 
schen  Gleichung  die  natürliche  Gleichung  angegeben  werden^).  Um 
diese  zu  finden,  setzen  wir  zur  Abkürzung  -^ — ^a";  die  Gl,  (6) 
wird  dann  q"  =  «"  cos  n  o  und  giebt 

s=  KJ  (coanca)  "  ,        ü  =  ^^  (eosMto)  "  . 
Durch  Elimination  von  o  findet  man  alsdann 


^f 


±1bY+-^i 


wird  nun  der  Kürze  wegen  .  =  b  gesetzt,  so  können  wir  sehliefsen: 
Die  natürliche  Gleichung  aller  Sinnsspiralen  mit  dem  Index  n  hat 
folgende  Gestalt:  ,  ,     ^        ji, 

.'1+1  /-— i^ —  (12) 


"^M 


1)  Mit  Benutzung  dieser  BecaerkuEg  kann  man  aus  einem  Satee  von  Lame, 
den  wir  in  Nr.  133  bewiesen  haben,  einen  anderen  ober  Sinnsspiralen  ableiten, 
welchen  R.  C,  Archibald  auf  S.  19  semer  Inaugural-Dissertation  Th«  cardioid 
and  some  its  related  curves  (Strafsburg  löOO)  direkt  bewiesen  bat, 

2)  8.  die  Note  Intomo  ad  aleuni  sistemi  M  eurve  piane  (Anuali  di  Miitem. 
IT,  1861). 

3)  Cesäro,  Leiumi  di  geometria  intrinsecit  (Napoli  1896)  S.  51. 
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Es  Hegt  aufserhalb  unserer  Aufgabe,  aucb  die  raechanischen  Eigen- 
schaften der  Sinus  Spiralen  ^),  sowie  ihr  Auftreten  in  Fragen  der  Geo- 
däsie^) und  der  Analysis')  darzulegen.  Wir  beschliefsen  daher  dieses 
Kapitel,  indem  wir  die  bemerkenswei-testen  unter  den  speziellen  Sinus- 
spiralen anführen;  wir  erhalten  sie,  wenn  wir  dem  Indes  n  spezielle 
Werte  zuerteilen: 

1)  «=1;    p  =  acosto;  ein  Kreie  mit  dem  Durchmesser  2a. 
-  1;  9  coso)  =  4ö;  eine  Gerade. 
;   p^=  2äi^  co82o3;  eine  Bernoulli'sche  Lemniskate. 
;  eine  gleichseitige  Hyperbel, 
eine  Parabel. 
6)  n  =  +  -^ ;   9  ==  ~  (1  +  cos  ü) ;  eine  Kardioide. 
Aufaer  diesen  uns  schon  bekannten  Kurven  mögen  noch  die  neuen 
Kurven  angeführt  werden,  welche  folgenden  Werten   des  Index  ent^ 


7)  M=3;  4)»=4ö'cos3eJ;  di»K\iTVäG.O.{x^+y^y-=4a^(x^-3xy^-^ 
sie  wird  öfters  die  Kiepert'scLe  Kurve  genannt,  nach  dem  Geo- 
meter,  der  (jedoch  nach  W.  Roberts)  wichtige  Untersuchungen  über 
die  Rektifikation  derselben  angestellt  hat,  indem  er  sich  dabei  der 
elliptischen  Funktionen  bediente*). 

8)  n  =  —  -  ;  —  =  --  ;  Brennlinie  einer  Parabel  durch  Re- 
flexion, wenn  die  Lichtstrahlen  senkrecht  zui'  Ase  auffallen,  welche 
Kurve  Caaamian  cubique  de  l'Höpital''')  und  Arehibald  Tschirn- 
hausen's  cubic  nannte^). 

1)  O.  Bonnet,  FropriiUs  gSometrigues  et  w4eaniques  de  quelques  eini/rhes 
(Liouvillea  Joum,  IX,  1844);  Häton  de  la  Gonpilliöre,  These  d'Astronoviie 
(Paris  1857)  und  Sur  le  niimmmn  du  poienUel  de  l'arc  (Ass.  fr.,  Besan90ii  1893); 
de  Saint-Germain,  Eecueil  d'exerdsea  swr  la,  micam^ie  rationnelle,  2° öd.  (Paria 
1889)  S.  155—66. 

2)  A.  Winckler,  B&nerhwng  über  einige  Formehi  der  Geodäsie  {Crelles 
Journ  L,  1855).  Die  daselbst  (S.  34)  atiftretende  _i_ 
Epfraktioii8kuryeiateiiieSiiiusBpixale,daüire  ^  _  j;P™^^+/^'~  ^'"^1'^-^ 
Gleicliimg  m  Polarkoordinateii  r,  v  folgende  ist ;                L           Bme          J 

3j  Boiel,  LeQOits  st«-  les  series  divergentes  (Paris  1901)  S.  139. 

i)  &  die  achon  citierte  Dissertation  De  cums,  qaamm  arctts  integralihus 
eUi;pticiB  pnmi  generis  exprimitur  (Berlin  1870)  und  die  Abhandlung  Übt^-  eine 
geomeliische  Anwendung  der  oom^lexen  MulU^UeaHon  der  elliptischen  Functionen 
(Cielles  Journ.  LXXIT,  1872).  —  Giebt  es  aufser  der  Lemnisfeate  und  der  Eiepert'- 
sclien  Knrve  Sinusspiralen,  die  durch  elliptische  Funktionen  rectiflEierbar  siud? 

6)  AppUcation  de  la  meihode  de  transformation  par  polaires  reeiprogues  ä  des 
thioremes  relatives  auie  cwfrigaes  wmoitrsales  (Nouv.  Ann.  3"  Ser.  XIII,  1894,  8.  307). 

6)  0.  a.  Inaugural-Dissertation,  S.  18. 
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9)  )i  =  -  ;  p  ==  X  '^'-'^^  T '  ^^^  *^^*'  ^^^  Scteitel  derjenigen  Pa- 
rabeln, die  einen  gegebenen  Kreis  berühren  und  einen  Piintt  der 
Peripher  je  als  gemeinsamen  Brennpnnkt  haben  ^),  eine  von  Archibald^) 
Cayley  Sestic  genannte  Kurve. 

10)  B  =  g  ;  4"^  =  "y-  cos^  -^ ;  die  Fnfspnii kfckurve  der  Lemniskate 
in  Bezug  auf  ihren  Mittelpunkt. 

11)  M^-  ;  p'=  4a*' eos^-g-;  eine  von  W.  Roberts^)  unter- 
suchte Kurve. 

12)  «  =  4;  p*  ^  8a*  cos4(ij;  eine  aus  vier  Blättern  bestehende 
in  Bezug  auf  beide  Axea  sjrametriache,  vierfach  cirkulai'e  Kurve 
achter  Ordnung. 

13)  überhaupt  sind  bemerkenswert  alle  Sinus spiralen,  die  durch 
eine  Gleichung  von  der  Form 


dargestellt  werden,  da  sie  zu  der  grofsen  Familie  der  Sektrix-Kurveu 
gehören*).  Um  diese  wichtige  Thatsache  zu  beweisen,  beachten  wir, 
dafs,  wenn  fi  der  Winkel  der  Tangente  im  Punkte  P  (q,  m)  mit  dem 
Radius  vector  lat, 


ist,  und  daher 


Fällen  wir  also   vom  Pole  auf  diese  Tangen.te   die  Senkrechte  OP,^, 

""''^         ^P,PO  =  -}-^-,       daher     ^P^OP^^; 

nun  iat  aber,  wenn  wir  die  Polaraxc  OÄ  nennen,  ^  POA  =  w  und 

■^P,OP^~POÄ. 

Wollen  wir  daher  einen  Winkel  cc  ia.  n  gleiche  Teile  teilen,  so  legen 
wir  ihn  mit  dem  einen  Schenke!  auf  OA;  der  andere  Schenkel  schneide 
die  betrachtete  Kurve  in   gewissen  Punkten  P;   ziehen  wir  in  einem 

1)  Nouv.  Ann.  Question  166,  gelöst  1848  von  P.  Serret. 

2)  0.  a.  Influgural-DisBertation,  S.  13. 

3)  2fote  siw  la  recHficaHon  äe  quelques  cowrbes  (Liouvilles  Joum.  XTf,  18i7). 

4)  Für  den  Fall  n  =  3  wurde  diese  Eigenschaft  von  F.  Gaufa  bemerkt: 
Üh^  Kurem,  wetehe  die  Eigenschaft  haben,  daß  je  zwei  Tangenten,  aus  mner  ge- 
gebenen Geraden  evne  Stt-ecie  auBscJmeiden,  welche  m  dem  von  den  Bei-Uhntngs- 
punkten  begi'ensten  Bogen  m  einem  gegebenem  Vei'häUnisse  stehen  (Progr.  Bunalau, 
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derselben  die  Tangente  und  fällen  auf  sie  das  Lot  OPj,  so  ist  F^OF 
einer  der  gesucMen  Winkel. 

Kurven,  die  aUgemeiner  als  die  Sinnsspiriilen  wind  und  die  Polar- 
gleieliung  haben 


Icommen  in   der  darstellenden  Goometrio  vor'^). 


Neunzehntes  Kapitel. 
Die  Lissajoiis'sclien  Kurven. 

173.  Der  matliematischen  Untersuclrang  gewisser  akustischer 
Phänomene  verdankt  die  Geometrie  eine  Klasse  von  Kurven,  der  wir 
das  letzte  Kapitel  dieses  Abschnitts  widmen  wollen^;  es  sind  die- 
jenigen Kurven,  die  man  —  nach  dem  Namen  des  französischen  Phy- 
sikers, der  sie  zuerst  betrachtet  hat^  —  die  Lissajous'schen  Kur- 
ven nennt.     Wir  definieren  sie  durch  die  beiden  Gleichungen 

X  ^=  a'i\a{mf -\- y),  y '='hs\n['ni -{- d) ,  .  .  (1) 
du.  eme  paiametnsche  Daistellung  dei  Kuive  geben,  ii  und  6  sind 
beliebige  letlle  Konstanten,  y  und  ö  beliebige  gegebene  Winkel  und 
m  und  n  bekannte  Zahlen  Diese  kann  man  immei  als  positiv  an- 
nehmen, weil,  wenn  sie  es  nicht  wiien,  man  als  Paiimetei  —t  statt  t 
m-hmen  konnte,  womit  nui  der  positive  Snm  inf  emei  oder  beiden 
Kooi dmataxen  geandeit  wuide  TVenn  das  Verhältnis  —  irrational  ist, 
so  ist  leicht  einzusehen,  dafs  die  Kurve  nicht  algebiaiöch  sein  kann; 
ist  es  ibei  rational,  so  kann  man  immei  die  beiden  Zahlen  als  ganz 
und  lelatiT  piim  annehmen,  denn,  wenn  sie  es  mtht  w  iien,  so  könnte 
man  sie  dihin  bringen  indem  man  -r  ils  neuen  Pitaraeter  nimmt, 
wo  J  da&  kleinste  gemeinsame  Vielliche  dei  l<ennei  von  m  und  n  ist. 
Schhefshch,  wenn  man  die  Bezeichnungen  m  geeigneter  Weise  wählt, 

1)  F  J  (G  abriel  Marie)  Exerc)''es  di  gemnärie  de':criipUie  III.  Aufl.  [Tours 
und  Pari?  1813)   S    7«5 

2)  Andere  algebraische,  mathematisch-phyBikalisohe  Kurven  finclön  sich  in 
der  Abhajidlung  von  Enler:  Fj-dblema:  ün  cm-ps  Stamt  atUre  en  raison  rieipro- 
gue  guaai-^e  des  distanees  vers  deux  jxwMis  ^icss  dormis;  trmwer  les  cos  oü  la 
ciywrbe  ddcrite  par  ce  (XH-ps  sera  algebrigue  (Möm.  de  Berlin  SVI,  1760);  die  da- 
selbst niedergelegten  Eesultate  wurden  von  Legendre  vollständig  behandelt 
im  IL  B.  Beiner  Exeedaes  de  caleul  inUgrdt  {Paris  1817), 

3)  Liasajous,  MAnoire  sitc  la  position  des  Moetufa  datis  les  lames  gut  vibrent 
transversalenient  (Ann.  de  Pbjs.  etj  de  Chemie,  3.  Ser.  XX5,  1850). 
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kann  man  immer  bewirken,  dafs  m  ^  w  und  5  =  0  wird.  Kurz  und 
gut:  Wir  können  eine  Lissajous'sclie  Kurve  darstellen  durch  die 
Gleichungen  ^  ^  asmimt -\- y),  i,  =  bmnnt,  .  .  .  .  (2) 
wo  die  Zihlcn  m,  n  ^an?  positiv,  relativ  prim  sind,  und  die  erste 
grolspi  odei   gleich  dei  letztcien  ist. 

Die  Untersuchung  deiaitiger  KuiTen  kann  auf  zwei  verschiedene 
Alten  ausgpfiihit  werden 

I  Die  elementarste  ist  eine  einfache  Anwendung  des  klassischen 
Veitthiens  dei  Diskussion  emei  Knrve,  die  durch  kartesische  Koordi- 
niten  dargestellt  ist^),  welches  Verfahren  keine  prinzipiellen  Schwierig- 
k.eitüu  bietet,  da  die  m  Gleichung  (2)  auftretenden  Kreisfunktionen  so 
sehr  bekannt  sind,  z  B  liuft  die  Bestimmung  der  Doppelpunkte 
diiinf  hmins  diejenigen  ^  eitepaare  ('  und  t"  aufzusuchen,  welche 
ergeben 

sin(jMi'-j-  y)  ^=  sin(jB("-|-  y) ,       s'mnt' ^=  sinwi";     u.  s.  w. 

II.  Die  andere  Methode  ist,  wenn  auch  nicht  schwieriger,  so  doch 
kunstvoller^);  bei  dieser  wird  gesetzt 

'  =  -^        =-'-        "=  A 

und  man  erhält  dann  an  Stelle  von  (2): 


Bezeichnen  wir  nun  mit  p  einen  Proportionahtätsfaktor,  so  können 
diese  Gleichungen  auch  durch  die  drei  folgenden  ersetzt  werden: 

Da  somit  die  homogenen  Koordinaten  eines  beliebigen  Punktes  der 
Lissajous'schen  Kurven  durch  binäre  Formen  von  l  und  (i  vom  Grade 
2»  ausgedrückt  sind,  so  ist  damit  die  Anwendung  der  Theorie  der 
binären  Formen  auf  diese  Kui-ven  ermöglicht.  Vor  allem  zeigen  uns 
die  Gleichungen  (3),  dafs  (lie  Lissajous'sclien  Kurven  algebraisch  und 
von  der  Oräunng  2«,  sind;  es  mufa  jedoch  bemerkt  werden,  dafs  es 
gewisse  Werte  des  Winkels  y  giebt,  für  welche  man  eine  (doppelt 
gerechnete)  Kurve  von  der  Ordnung  n  erhält.  Wenn  m  ungerade  ist, 
so    sind    diese    singulären    Werte   —     (fc-=l,2...,  2»  — j),  während, 

1)  liimstedt,  Über  lAssajom'sdhe  Cm~een  (Archiv  da'  Math.  LXX,  1384). 

2)  W.  Bi'aun,  Die  Singularitäten  der  Lisse^ous'schen  StrmmgabeScurven 
(Disaert.  Erlangen,  1876);  vgl.  den  Auszug  untev  den»  Titel  Ueber  Lissajoiis' 
Cm-vm  (Math.  Ann.  VIÜ,  1875). 
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wenn  m  ungerade  ist,  diese  Werte  sind  (fc=  1,2  . . .,  m~-1}.    Im 

allgememen  Falle  besitzt  die  Kurve  (2k — 1)(k  —  1)  Doppelpunkte 
lind  unter  diesen  2(«^sw  +  l)  Spitzen,  Ton  denen  2nm  —  (w  +  m) 
in  endlicher  Entfernung  liegen;  sie  hat  aufserdem  2{m- — 1)  Wende- 
punkte im  Unendlichen  und  2(m  +  n)  im  Endlichen,  von  denen 
2{n  —  m)  reell  sind;    schliefslich  hat  sie  (2w-|-2»j— l)(tt-|--»K — 1) 

—  2(w-f-2jK  —  1)  Doppeltangenten,  sie  ist  infolgedessen  von  der 
Klasse  2(«  +  m).  Hat  aber  y  einen  der  oben  angegebenen  Werte,  so 
hat  die  Kurve       ■  ■  ■  >  i      ■ —    Doppelpunkte  und  unter  diesen  n~~m 

-\- 1   Spitzen,   von    welchen   ^^ ^ in    endlicher    Entfernung 

Hegen;  aufserdem  hat  sie  m  —  1  Wendetangenten  im  Unendlichen 
und  n-\-m  —  3   in  endlicher  Entfernung,  von  denen  nur  n™m — 1 

reell  sind;  die  Zahl  der  Doppeitangenten  beträgt  ' '  i  

—  {n-\-2m  —  4),  und  daher  ist  ihre  Klasse  w-f-m — 1,  —  Mit  dem 
Beweise  dieser  Sätze  wollen  wir  uns  nicht  aufhalten,  weil  die  Lissa- 
jous'schen  Kurven  in  der  Geometrie  eine  weniger  wichtige  Stelle  ein- 
nehmen^). Wir  wollen  nur  noch  bemerken,  dafs  aufser  der  Geraden 
und  der  Ellipse  sich  noch  mindestens  eine  bemerkenswerte  Kurve 
vierter  Ordnung  unter  ihnen  befindet^),  die  rektifizierbar  ist;  es  ist 
die  durch  folgende  Gleichungen  dargestellte: 

X  =  4"[/2  6  sin  (ö-  +  «) ,         y  =  sin  2» .  =) 

1)  Die  mechanisclie  Zeichnung  der  Lissajous 'sehen  Kurven  hetreffend  siehe 
J.  C.  W.  Ellis,  A  machine  for  tracmg  cmrves  described  by  pomts  of  a  vibrating 
sti-ing  (Cambridge  Proc.  U,  1870),  vnA  DeoheTrens,  Le  eaxn^lographe,  maehine 
&  ti-acer  des  combes  (C.  E.  CXXX,  1800),  wo  aach  aUgemeinere  Kurven  heti-achtet 
und  gezeichnet  werden;  vgl.  Xtitermediaire  VIII,  1901,  8.  187. 

2)  E.  Sang,  On  a  singitlar  case  of  rectification  m  Unes  of  fourth  order 
(Edinburgh  Proc.  VII,  1892). 

S)  Zum  Schlüsse  dieses  Abschnittes  möge  noch  auf  die  Abhandlung  von 
C.  Weltzien  verwiesen  werden,  Ztir  Theorie  dmyemgen  Kwven,  deren  Goordi- 
naten  sich  rational  und  ganz  iJurcA  zmei  Imeare  Funktionen  und  zwei  Quadyat- 
wurzeln  oms  gwnzen  FwMonen  eimes  Parameters  darstellen  lassen  (Math.  Ann. 
XXX,  1887).  Die  daselbet  untersuchten  Kurven  sind,  in  homogenen  Koordinaten, 
folgender  parametri sehen  Daratellung  fähig 

««.-K.>+«t,)yS(jj  +  {h,>t+^^^)^rFii),  (t-i.a.s), 

wenn  ]S  und  F  Funktionen  von  der  Ordnung  j> -|- 1  sind,  so  ist  ihre  Ordnung 
j5  -|-  3  und  ihr  Geschlecht  p. 
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Tl.  Abschnitt. 

Transscendente  Kurven. 

Erstes  Kapitel. 
Einleitmig. 

ll^.  Alle  diejenigen  Kurven,  die  man  niclit  dnreli  eine  al- 
gebraisclie  (ganze  rationale)  Gleicliung  zwischen  den  kaTtesischen  Ko- 
ordinaten x,y  eines  Pnnktes  darstellen  kann,  nennt  man  transscen- 
dente Kurven.  Unter  den  niclit  algebraiscken  KuiTen  verdienen 
diejenigen  einen  abgesonderten  Platz,  deren  linke  Seite  ein  Polynom 
in  X,  y  mit  irrationalen  Exponenten  ist;  diese  tri^en  nach  einem 
Vorschlage  von  Leibniz  den  Käme  interscendente  Kurven^),  imd 
sie  bezeichnen  gewissennafsen  den  Übergang  zwischen  den  algebraischen 
und  transscendenten  Kurven;  ein  Beispiel  dieser  Art  ist  uns  schon  in 
Nr.  137  (am  Schlüsse)  begegnet. 

Jener  ganze  Teil  nun  der  Theorie  der  algebraischen  Kurven,  der 
die  in  Bezug  auf  eine  projektive  oder  Cremona'sche  Transformation 
invarianten  Eigenschaften  betrifft  (Polaren-Theorie,  kovariante  Kurven, 
Plücker'sehe  Charakteristiken,  Geschlecht,  adjungierte  Kurven  u.  s.  w.) 
hat  bis  heute  kein  Seitenstüek  in  der  Theorie  der  transscendenten 
Kurven;  dagegen  die  ganze  metrische  Geometrie  der  ebenen  Kurven 
(Konstruktion  der  Tangenten,  des  Ostnlationskreises,  Quadratur,  Rek- 
tifikation u  ■?  w ),  da  sie  unabhängig  von  der  Annahme,  dafs  die  Kur?e 
algebraisch  sei,  ist  durchaus  auf  die  transscendenten  Kurven  anwendbar. 
Wenn  man  sich  hier  an  den  Gebraueb  kartesischer  Koordinaten  hält, 
so  erwei'iPn  sich  die  algebraischen  und  die  transscendenten  Kurven  als 
gänzlich  heterogene  geometrische  Figuren;  in  vielen  Fällen  jedoch  ver- 
schwindet dieser  Untei^chied,  wenn  man  andere  Koordinatensysteme 
anwendet.  Z.B.  haben  wir  inNr.134  gesehen,  dafs  in  Polarkoordinaten 
Q,  a  die  Gleichung  p  ==  JJ  sin  (to,  bei  Variierung  des  Index  ^,  unzählig 
viele  Kurven  darstellt,  die  algebraisch  oder  transscendent  sind,  jenaeh- 
dem  ;t  rational  oder  irrational  ist,  die  sich  jedoch  vieler  gemeinsamer 
Eigenschaften  erfreuen;  dies  beweist,  dafs  man  in  einem  solchen  Falle 


1)  Vgl.  Cramer,   Introduction   ä   l'analyse  des   lignea  combes  algibrigues 
(Genf  175U)  S.  8;  daseÜDst  ist  als  Beispiel  folgendes  angeführt;  y"^  -\-  y^^x. 
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—  sowie  in  tIgIüii  anderen  ähnlichen  —  yod  kartesisehen  Koordinaten 
itbznsehen  und  sich  anderer  Koordinaten  zu  bedienen  hat,  die  mehr  ge- 
eignet sind,  die  eigentliche  Natur  der  verschiedenen  bekannten  trajissceji- 
denten  Kurven  auszudrücken.  Diese  Ansicht  ist  so  verbreitet,  dafs 
man  Versuche  gemacht  hat,  Theorien  aufzustellen  für  die  Kurven, 
die  durch  eine  algebraische  Gleichung  dargestellt  werden,  wenn  man 
Polarkoordinaten  anwendet,  oder  für  bipolare  oder  natürliche  Ko- 
ordinaten u.  s.  w.  Da  man  jedoch  auf  diesem  Wege  noch  nicht  ein- 
mal dahin  gelangt  ist,  die  Fundamente  für  eine  allgemeine  Theorie 
der  transsccndenten  KuiTcn  zu  legen,  so  hat  man  versucht,  sie  mit 
algebraischen  Kurven  zu  verknüpfen,  damit  die  ungemein  reichen 
Kenntnisse,  die  man  von  diesen  besitzt,  auch  auf  jene  ihr  Licht  werfen 
mögen;  das  sie  verknüpfende  Band  wurde  durch  die  Theorie  der 
Differenzialgleichungen  hergestellt,  und  es  sollen  die  erhaltenen  ite- 
soltate  hier  erwähnt  werden '^). 

^"'  /■(».!'.£)-» (1) 

eine  Differenzialgleichung  erster  Ordnung  und  vom  Grade  jt,  so  liefert 
diese  oo^  Integralkurven,  die  algebraisch  oder  traojsseendent  sein  können. 
l)a  mm,  wenn  x,  y  g^eben  sind,  die  Gleichung  (1)  vom  Grade  fi  in 
~  ist,  so  gelien  durch  jeden  Punkt  der  Etiene  jx  Integralkurven. 
Dem  entsprechend  kann  man  fragen:  Wie  viele  Kurven  des  Systcmes 
berühren  eine  beliebige  Gerade  der  Ebene?  Wenn  y  =  a,x  -\-  h  die 
Gleichung  der  Geraden  ist,  so  erhält  man  die  Abscissen  der  betreffen- 
den Berührungspunkte,  wenn  man  die  Gleichung 

f(x,ax-\-l,a)==0 (2) 

auflöst,  die  entsteht,  wenn  man  in  (1)  den  obigen  Wert  von  y  ein- 
setzt; ergiebt  sich  diese  Gleichung  als  vom  r'*"  Grade,  so  wird  jede 
Gerade  der  Ehene  von  r  Integralkurven  berührt.  Wenden  wir  nun 
die  Chaales'sehe  Nomenklatur  an,  so  können  wir  sagen  (vgl.  Nr.  157): 
die  Integralkurven  der  Bifferentialgleichniig  (1)  bilden  ein  System 
mit  den  Charakteristiken  (i  und  v.  Daraus  kann  man  alsbald  ab- 
leiten: Die  Berührungspunkte  der  von  einem  Punkte  0  an  alle  jene 
Integralkurven  gezogenen  Tangenten  liegen  auf  einer  Kurve  von  der 
Ordnung  ^-\-v,  die  0  als  fi-fachen  Punkt  hat;  dual  hierzu  hüUen  die 
Tangenten  an  jene  Integralkurven  in  den  Punkten,  in  welchen  sie  von 
einer  beliebigen  Geraden  r  geschnitten  werden,  eine  Kurve  von  der 
Klasse  /t  +  f  ein,  welche  die  Gerade  r  als  v-fache  Tangente  hat. 
Diese  Sätze  werden  insbesondere  auf  eine  einzelne  isolierte  Integral- 


1)  Für  diis  Folgende  3.  Fouret,  Memoire  sur  les  syste^ies  geniraux  de 
eourbes  planes,  algiiriques  <m  ti'anseendentes,  äefinis  par  deux  charadäristigues 
(B«U,  de  la  Soc,  inath,  de  France  H,  187S— 4)  und  Clebsch-Liadamann,  Vor- 
lesungen über  Geometrie  I.  (Leipzig  1876)  VII.  Abt.  IV.  Kap. 
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kurve  angewendet,  und  erweisen  sieh  als  besonders  nfttzlicb,  wenn 
diese  transseendent  ist;  sie  führen  dann  zu  folgendem  allgemeinen 
Satze:  Wenu  eine  transsceudente  Kurve  einem  System  von  Integral- 
kurven  mit  den  Charakteristiken  f*  und  v  angehSrt,  so  liegen  die 
Berülirnjigspunkt«  der  Tangenten,  die  man  von  einem  beliebigen 
Punkte  der  Ebene  an  sie  ziehen  kann,  auf  einer  Kurve  von  der 
Ordnung  ii-^v,  und  die  Tangenten,  die  man  an  sie  in  ihren  Schnitt- 
punkten mit  einer  beliebigen  Geraden  legen  kann,  umhüllen  eine  Kurve 
von  der  (fi  -|-  v]^"  Klasse^).  Umgekehrt,  wenn  einer  dieser  beiden  Um- 
stände zutrifft,  so  gehört  die  gegebene  Kurve  einem  Systeme  an^). 

Aus  dem  Voxhergelienden  geht  hervor,  von  welcber  Wichtigkeit 
es  ist,  hei  jeder  transscendenten  Kurve  zu  wissen,  ob  sie  einem  System 
angehört,  und  wir  werden  darauf  bedacht  sein,  diesen  Umstand  bei  den 
baupfeächliebsten  Kurven,  mit  denen  wir  uns  beschäftigen  werden, 
auch  anzugeben.  Von  vomberein  wollen  wir  hier  (mit  Pouret)  be- 
merken, dafs  die  vorigen  Satze  auf  alle  Kurven  anwendbar  sind,  die 
durch  eine  Gleichung  von  folgendem  Typus  dargestellt  werden  können: 

wix.v,  sin  — !(,  sin  — M, cos— M,  cos—, M, e'  ,e''  , 1=0, 

wo  tp  das   Symbol  einer  algebraischen,  rationalen,  ganzen  Funktion, 

II  eine  ähnliche  Funktion  in  x,  y  ist,  nnd  m,n beliebige  ganze 

Zahlen  sind.     Sie  ist  nämlich  reduzierbar  auf  die  Form 

^{x,  y,  sin^,  cosjj  =  0, 

wo  T/f  eine  andere  rationale  ganze  Funktion  bedeutet.     Differenzieren, 
wir  bezw,  nach  x,  y,  so  entsteht  eine  Relation  vom  Typus 
/  äy      ■    11  ii-\        t, 

WO   %  eine  neue  rationale   Funktion  bedeutet;   eliminieren  wir  sin 
und  cos^  aus  diesen  beiden  und  der  Gleichung  sin^-^-  -|-  cos^-^  =  1, 
so  bekommen  wir  eine  Gleichung  von  der  Form  (1)  w.  z.  b.  w. 

176.  Einige  der  Begriffe,  die  wir  schon  zur  Gewinnimg  neuer 
algebraischer  Kurven  in  Anwendung  sahen,  wurden  auch,  und  zwar  mit 
gutem  Erfolge  angewendet,  um  neue  transsceudente  Kurven  zu  erhalten. 
Vor  allem  wai'  der  Gedanke,  die  Eigenschaften  der  Kegelschnitte  zu 
verallgemeinem,  auch  für  den  Zweig  der  Geometrie,  den  wir  jetzt  be- 
bandeln, ergiebig  an  Resultaten;  folgendes  Beispiel  möge  dies  zeigen. 

Bekanntlich  bilden  die  Tangenten  in  einem  beliebigen  Punkte 
eines  (centrisehen)  Kegelschnittes  mit  den  zu  den  Brennpunkten  ge- 

1)  Betreffe  einiger  Spezialfälle  dieses  Satzes  5.  P,  H.  Sehoute,  Inter- 
mediaire  T.  m,  1896,  8.  7. 

3)  Föiiret,  Sur  les  eowbes  planes  transcendemtes  suseepiibUs  de  faire  paHie 
d'un  sysUme  ji,  v  (Bull,  de  Ja  Soc.  math.  11,  1873—74). 
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zögerten  Veotoren  gleiche  Winkel;  dafa  diese  Eigenschaft  für  die 
Kurren  zweiter  Ordnung  charaiiteristiseh  ist,  wurde  von  Euler  be- 
wiesen^). Dies  führte  G.  Bellavitis  zu  folgender  Aufgabe:  Eine 
Kurve  au  finden  derart,  dafa  die  Tangente  in  einem  belie- 
bigen ibrer  Punkte  mit  den  VerbindungsÜniea  dieses  Punktes 
mit  zwei  festen  Punkten  Winkel  bilden,  deren  Differenz 
konstant  ist.  Wenn  diese  Konstante  von  Null  verschieden  ist,  so 
sind  die  entsprechenden  Kurven  transscendent;  sie  wurden  von  Bella- 
vitis durch  die  Methode  der  ÄquipoUenzen ^),  und  von  S.  R.  Minich 
durch  das  gewöhnliche,  durch  die  Integralrechnung  vorgeschriebene 
Verfahren  bestimmt^.  Übrigens,  wenn  Ä  und  B  die  festen  Punkte  und 
1^  die  konstante  Differenz  ist,  so  ist  leicht  einzusehen,  dafs  die  ge- 
suchten Kurven  nichts  anderes  sind,  als  die  Trajektorien  des  Winkels 
d  in  dem  Systeme  der  Kegelschnitte,  die  Ä  und  B  zu  Brennpunkten 
haben;  von  diesem  Gesichtspunkte  aus  ist  die  Aufgabe  des  Bellavitis 
von  G.  Mainardi  gelöst  worden*),  und  da  seine  elegante  Lösung  in 
einem  sehr  bekannten  Werke  von  Boole^)  zu  finden  ist,  so  dürfen 
wir  uns  auf  die  Anflihrung  desselben  beschränken. 

Eine  andere  reiche  Quelle  transscendenter  Kurven  bietet  sich  bei 
der  Untersuchung  der  Quadratur  des  Kreises  dar;  wir  werden  daher 
den  Quadratrix-Kurven  das  folgende  Kapitel  (2)  widmen.  Eine  be- 
rühmte von  Archimedes  entdeckte  Kurve,  sowie  alle,  die  durch  Ver- 
allgemeinerung ihrer  Definition  erdacht  wurden,  werden  uns  einen 
ziemlichen  Teil  dieses  Abschnittes  hindurch  (Kap.  3—6)  beschäftigen. 
Einen  noch  gröfseren  Teil  (Kap.  7 — 12)  nehmen  die  Untersuchungen 
ein  über  die  Eigenschaften  derjenigen  Kni-ven,  die  (ähnlich  wie  die 
vorher  betrachteten)  durch  geeignete  Kombinationen  spezieller  Be- 
wegungen erzengt  werden.  Darauf  werden  wir  die  hauptsächlichsten 
Kurven  behandeln,  zu  denen  man  bei  der  Auflösung  von  Aufgaben  ge- 
lallt ist,  die  demjenigen  Gebiete  angehören,  das  die  ersten  Analytiker 
„methodos  tangentinm  inversa"  nannten  (Kap.  13—15).  Weniger  wichtig 
jedoch  erwähnungswert  sind  die  Kurven,  die  aus  der  geometrischen  Dar- 
stellung der  bekanntesten  Punktionen,  welche  die  Analysis  bietet,  hervor- 
gehen (Kap.  16,  17);  einige  derselben  sind  beachtenswert  durch  ganz 
aufsergewöhuhehe  Singularitäten,   an  die  man  früher  1 


1)  Solutio  ti-iwn  problematuta  difficiUomm  ad  methodwm  tangentiuni  mver- 
sam  perlvnenimm  (Möm.  de  rAccad.  de  St.  Pßtersbourg,  X,  1S21 — 33). 

2).  Saggio  d'applicazione  del  caleolo  delle  egwipoüense  (ÄimaH  delle  ScienEe 
del  Reguo  Lombardo-Veneto,  V,  1835).  Vgl.  auch  Sposisione  del  meiodo  delle 
eqit^ollemie  (Mem.  della  See.  Itai.  delle  ScienEe,  SSV,  3»  Parte,  1854). 

3)  Soluzione  d'an  proikma  di  geomeiria  relcftieo  dl  metodo  inverso  delle 
tanqenti  (Ännah  delle  Scienze  del  Regne  Lorabaiiio-Veneto,  VH,  1837). 

4)  ffulla  integroBwne  delle  equazimii  differmziali  (Annali  di  Matern.  I,  1850). 
6)  Ä  treattse  tm  dijfe/imtial  equoMons  (IV.  Aufl.  London  1877)  8.  234—351. 
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dacht  hatte  (Kap.  18).  Zwei  andere  Gruppen  von  Kurven  wurden  bei 
der  Untersuchnng  gewisser  geometrischer  Transformationen  gefunden 
(Eap.  19,  20).  Recht  zahb-eich  siad  solche,  zu  denen  die  mathematische 
Üntersuehung  gewisser  Erscheinungen  in  der  Natur  führt  (Kap.  21— 25); 
wir  werden  so  die  wichtigsten  physikalisch-mathemati sehen  Kurven 
kennen  lernen  und  sehen,  dafs  sie  auch  beachtenswerte  geometrische 
Eigenschaften  besitzen. 


Zweites  Kapitel. 
Die  Qaattratrixkurven. 

176.  Im  12.  Kapitel  des  vorigen  Abschnittes  haben  wir  Notiz 
genommen  von  vielen  algebraischen  Kurven,  die  dazu  dienen  können, 
geometrisch  das  Problem  der  Teilung  eines  Winkels  in  gleiche  Teile 
zu  lösen.  Dies  Problem  kann  aber  auch  —  ebenso  wie  die  noch  all- 
gemeinere Aufgabe,  einen  Winkel  in  zwei  Teile  von  gegebenem  Ver- 
hältnisse zu  teilen  ■ — ■  vermittelst  einer  nicht-algebraischen  Kurve 
gelöst  werden,  deren  charakteristische  Eigenschaft  (t6  ei}fi.3i;T(o;ta ^)) 
nach  der  Aussage  des  Proklus  der  berühmte  Sophist  Hippias  aus 
Elea  angegeben  hatte.  Dieselbe  Kurve  wurde  aber  auch  von  einem 
anderen  Geometer  —  Dinostratus  —  angewendet,  um  ein  anderes 
nicht  weniger  berühmtes  Problem  zu  lösen,  nämlich  daa  der  Qua- 
dratur des  Kreises:  daher  der  Name  Quadratrix  (Tergayarl^ovea), 
mit  welchem  sie  nach  dem  Vorgange  des  Pappus  bezeichnet  wird^). 
Dieser  berühmte  Kommentator  giebt  die  Eraeugung  der  Kurve  mit 
folgenden  Worten  an^) :  „Gegeben  ist  ein  Quadrat  (Taf.  XIII,  Fig.  101  a) 
ABCD,  man  beschreibe  um  den  Mittelpunkt  A  den  Kreis  BEB 
und  lasse  die  Gerade  AB  sich  so  bewegen,  dafs  der  Punkt  A  fest 
bleibt,  und  B  den  Kreis  BEI)  beschi-eibt.  Die  Gerade  BC  bleibe 
immer  parallel  zu  AD,  während  ihr  Punkt  B  die  Gerade  BA  gleich- 
förmig durchläuft;  währenddem  durchlaufe  die  Gerade  AB  gleich- 
förmig den  Winkel  BAB  (d.  h.  der  Punkt  _B  den  Kreis  BEB). 
Es  möge  dabei  eintreffen,  dafe  AB  und  BO  zii  gleicher  Zeit  auf  der 
Geraden  AD  zusammenfallen.  Unter  der  Voraussetzung  dieser  so 
geregelten  Bewegung  werden  die  Geraden  AB  und  BO  sich  in  jeder 
ihrer  Lagen  in  einem  variabeln  Punkte  F  sehneiden   der  dann  inner- 

1)  Mit  diesem  Namen  bezeichneten  die  Alten  bekauntluJi  diejeiuge  bei 
ihrer  Methode,  was  den  Dienet  der  Gleichung  in  der  mo  lernen  aniljtiBchen 
Geometrie  veräeht. 

2)  Heilbronncr  (Historia  matheseos,  Lipsiae  1742)  melt  lei  Kine  den 
heute  vergessenen  Namen  „Voluta  delumbata". 

3)  Pappm,  herausgeg.  v.  Hultsch,  S.  250—62. 
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halb  des  toh  der  Geraden  BA  nnd  AD  und  dem  Kreise  BED  be- 
grenzten Raumes  eine  gewisse  Linie  beschreibt,  die  immer  nach  der- 
selben Seite  konkaT  ist,  und  die  sich  als  geeignet  erweist  zur  Auf- 
suchung eines  Quadrates,  das  einem  gegebenen  Kreise  inhaltagleich  ist." 

Aus  diesem  Passus  geht  hervor,  dafs  die  Quadratrix  sich  leicht 
punktweise  konstruieren  läfst  (die  bequemste  Art  ist,  sowohl  die  Ge- 
rade AB  als  auch  den  Quadranten  BE  ux  2"  gleiche  Teile  zu  teilen); 
femer  geht  daraus  hervor,  dafs  sie  auch  dazu  dienen  kann,  die  Auf- 
gabe, einen  Winkel  in  Teile  zu  teilen,  die  in  einem  gegebenen  Ver- 
hältnisse stehen,  zurückzuführen  auf  die  analoge  Aufgabe,  eine  Strecke 
in  dieser  Weise  au  teilen,  welche  Zuriicfefühi-ujig  die  Lösung  der  Auf- 
gabe sehr  erleichtert. 

Um  eine  geeignete  analytische  Dai^tellung  der  Quadratrix  des 
Dinoatratus  zu  erhalten,  nehmen  wir  die  Geraden  AB  und  AD  als 
X-  und  j/-Axen,  nennen  r  die  Seite  des  Quadrates,  m  den  variabelen 
Winkel  FAB  und  /t  einen  Zahlen-Koeffizienten,  dann  bestehen  die  Be- 
ziehungen: x  =  (i-[i)r,  oj^tiZ, 
folglich  nach  Elimination  von  fi 


,  und  folglich 


Dies  ist  die  Polargleichung  i 
einlebt  sich  hieraus 


■  Kurve:    setaen  i 


(1') 


als  zweite  Form  < 
begegnet  sind.     I 


oder  auch 


■  Polai-gleichung,  der  wir  schon  früher  (Nr.  l'Jr?) 
X  =  Q  coeo,    o  =  az'C  tg— ,  so  wird  (1)  zu 


--  =  1 are  tg  — , 


'^Ctg-, 


(2) 


dies  ist  die  kartesische  Gleichung  der  Quadratrix.  Sie  zeigt  uns,  dafs 
die  Kurve  die  3:-Axe  in  unendlich  vielen  Punkten  mit  den  Abscissen 

+  r,    +  Sr,   +  5r achneidet,  die  alle  Wendepunkte  der  Kurve 

sind;    ferner,    dafs    alle    die    Geraden    a:  =  +  2r,   a;  =  +  4r 

Asymptoten  der  Kurve  sind.  Diese  besteht  demzufolge,  aufaer  dem 
von  Roberval  betrachteten  parabolischen  Zweige,  aus  unzählig  vielen 
Wendezügen,  die  paarweise  symmetrisch  zur  j/-Axe  sind.  (Auf  Taf.  5III 
sind  letztere  in  der  verkleinerten  Nebenfigur  1016  angedeutet;  eine  voll- 
ständigere Zeichung  findet  der  Leser  auch  in  Haas,  Kleibers  Lekrbwdt 
der  Bijferentialrechnui^g  III.  Teil,  Stuttgart  1894,  S.  120.)  Ferner  er- 
giebt  sich  unmittelbar  aus  der  Gleichung   eine  wichtige  Folgerung; 
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es  sei  ^„  die  Ordinate  des  Puaktes  I,  in  welchem  die  Quadratrix  die 
Gerade  AD  (x-Axe)  sehuoidet,  so  haben  wir 

y^  =  Um  y  =  lim =  Hm  ( —  eos^  -g— 1  =  — ; 

nod  daier  ist  st  =  — ;  ist  nun  der  Punkt  I  geometrisch  bestimmt, 
so  ist  damit  auch  sr  bestimmt  und  damit  jeder  Kreieumfang  rekti- 
fiziert, und  jeder  Kreis  quadriert,  damit  ist  die  Anwendbarkeit  der 
Kurve  des  Hippias  und  Dinostratus  auf  das  Problem  der  Quadratur 
des  Kreises  erhärtet. 

Die  Gleichung  (2)  führt  noch  zu  einem  anderen  Schlüsse;  sie 
zeigt  nämlieh,  dafs  die  Gfleichung  der  Tar^ente  im  Punkte  {x,  y)  die 
Gleichung  hat  /  ^x      \ 

r-y-(X-!c)W^--^-J,    .     ,     .     ,     (8) 

WO  X,  Y  die  laufenden  Koordinaten   sind;   oder  wegen  Gleichung  (2) 

r_,^(i-^)ji -*-+/!). (3-) 

Betrachten  wir  in  dieser  Gleichung  X  und  Y  als  gegeben,  x,y  als 
unbekannt,  so  kann  sie  mit  (2)  kombiniert  zur  Bestimmung  des  Be- 
rührungspunktes der  vom  Punkte  F{X,  Y)  aus  an  die  Quadratix  ge- 
zogenen Tangente  dienen;  da  nun  (3)  eine  kubische  Gleichung  zu  x,  y 
ist,  die  durch  X  =  x,  Y=y  befried^  wird,  so  folgern  wir:  Die  Be- 
rührangspankte  der  Taugenteii,  die  man  von  einem  Punkt«  F  an 
eine  Qnadratrix  ziehen  kann,  liegen  auf  einer  Kurve  dritter  Ord- 
nung, die  durch  diesen  Pnnkt  hindurchgeht;  die  Quadratrix  gehört 
demnach  (vgl.  174)  einem  System  mit  den  Charakteristiken  ^'^l, 
v  =  2  an.  Daraus  fo^:  Die  Tangenten  an  eine  Qnadratrix  in  den 
Punkten,  in  welchen  sie  von  einer  Geraden  geschnitten  wird,  umhülle« 
eine  Kurve  dritter  Klasse,  die  jene  Gerade  als  Deppeltangente  hat. 
lYT,  Wie  aus  dem  in  voriger  Nr,  wiedergegebenen  Passus  der 
Sammlung  des  Pappus  hervorgeht,  glaubten  die  Alten,  dafs  die 
Quadratrix  nur  aus  dem  Zweige  JBI  innerhalb  des  Quadranten^  SD  be- 
stehe, und  diese  Ajisicht  hat  sich  mindestens  bis  zu  den  Zeiten  Vietas 
erhalten^);  die  Irrigkeit  derselben  wird  zur  Evidenz  bewiesen  durch  die 
Thatsache,  dafs  die  Gleichung  (2)  sich  nicht  ändert,  wenn  man  das 
Vorzeichen  von  x  wechselt,  also  ist  die  Quadratrix  symmetrisch  in 
Bezug  auf  die  jj-Axe  {AJDy^  dieselbe  Gleichung  zeigt,  dafs,  wenn 
\x\  >  r,  »/  <  0;  folglich  erstreckt  sich  die  Kurve  auch  nach  der  nega- 
tiven Seite  der  y,  femer  ergiebt  sich  für  x  =  \2r\,  y  ^  oo.     Auch 

1)  Vgl.  Varionim  de  rebus  mathemntieis  resimnsontm,  Cap.  VI!I,  Prop.  I 
(F.  Vietae,  Op^a  mathematiea  ed.  Schooten,  Lugd.  Batav.  1646,  S.  365). 
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erkennt  man  leicht  mit  Äiiwendimg  einer  der  bekannten  Regeln  fiii' 
KiUTengleiehimgen,  dafs  die  beiden  Geraden  a;  ^  +  2r  Asymptoten 
der  Quadratrix  sind.  Dies  sind  die  wichtigen  Bemerkungen,  die 
Montucla^)  dem  P.  Leautaud^)  zuselireibt,  die  sich  jedoch  schon 
früher  als  von  RobervaP)  gemacht  vorfinden.  Diesem  verdankt  man 
anfserdem  eine  bemerkemwerte  Konstmktion  der  Tangente  in  einem 
beliebigen  Punkte  F,  die  wir  passend  hier  wiedergeben:  „Man  be- 
schreibe um  A  als  Mittelpunkt  (Taf.  XIII,  Fig.  101  o)  den  Ki'eisbogen 
der  in  F  beginnt  und  in  dem  Punkte  G  von  AD  endigt.  Auf  der 
ihn  in  F  bei-ührenden  Geraden  tr^e  man  FB,  ^  FG  ab;  die  in  B 
zu  ihr  eiTichtete  Senkrechte  schneide  AD  im  Punkte  T.  Durch  diesen 
Punkt  geht  die  Tai^ente  an  die  Quadratrix  in  i*"."  Ohne  uns  mit 
dem  Beweise  für  diese  Konstruktion  aufzuhalten,  wollen  wir  vielmehr 
noch  bemerken,  dafe  aua  der  Gleichung  (3'),  wenn  man  in  ihr  X  =  0 
setztj  sich  ergiebt:  ^/^si^aj 


oder  auch 


AT   ^  aTtr 

Die  rechte  Seite  ist  nun,  wenn  %  gefunden  ist,  bekannt;  da  man  nun 
AF  kennt,  so  kann  man  auch  AT  und  somit  auch  die  Tangente 
FT  finden*). 

Um  die  Quadratrix  zu  quadrieren,  setzen  wir  — ;-  =  u   und  haben 
dann  r.  -.^^,^  g^.  r. 

I  y-dx  ^  j  ctg^( —  'f^M  =  ( — j    j  u  ctgu-du; 

nun  ist  u^      u^ 

u  ctg  u  =  tt  'T-  =  -  ■  --^, — ^^5— 


fi.dx  =  (^)'{u  _  -|^  _  -^  -  ^  - 


1)  Hisfoire  des  mathematigues,  Nout.  (tu.  (Paris  1799)  il,  S.  77. 

2)  S.  die  Arbeit  CyclmnatTiia ,  seu  de  multipla  ciivali  cottfetaplatione  (Lugd. 
Batav.  IGGS). 

3)  Observations  sw  la  crniposition  des  moiivements  etc.  (Mäm.  de  l'Acad.  des 
Sciences  VI,  Paris  1730)  S.  51 ;  wie  bekannt,  atamrot  diese  Arbeit  etwa  aus  dem 
Jahre  1636. 

i)  Über  die  Frage  der  Tangentenzieliung  siebe  ferner  die  Lectiones  geo- 
metricae  von  Barrow  (London  1670;  wieder  abgedruckt  in  The  trtathematieal 
Works  of  Is.  Barrow,  berausg.  t.  Whewell,  Cambridge  1860),  die  Analyse  des 
infinimenf  petita  vom  Marquis  de  l'Höpital  (Paris  1696),  die  Oevm-es  de  Fennatl- 
S.163  nnd  lU.  S.  146,  sowie  auct  Wallis,  PbU.  Trans.  1672,  und  H.  Resal,  Cmv- 
st/metion  de  la  taftgente  en  unpomt  de  la  guadi-ati'iee  (Nouv.  Ann,  2,  8er.  XV,  1876). 
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Dieser  Ausdruck  findet  aicli  m  einem  Biiefe,  den  Newton  am  13.  Juli 
1676  an  Oldenburg  BeMiel),  damit  er  ihn  Leibniz  mitteile^);  in 
diesem  Briefe  findet  sich  auch  eine  analoge  Entwickelung  für  den 
Bogen  der  Quadratrix.  Veröffentlicht  wuide  sie  erst  viel  später  von 
A,  Stone^)  in  Ä  method  of  fiuxions  (London  1730)  und  alsbald  scharf 
ki'itisiert  von  Job,  Bernoulli,  der  bemerkte  ,^vec  tont  cela  il  ne 
donne  pas  la  quadrature  par  ime  expressioii  finie,  comme  uous  en 
pouvons  donner  une,  quoique  les  logarithmee  y  entrent"').  Auf  welche 
Formel  er  hier  anspielt,  ist  mathematisch  sicher  nicht  bekannt.  Zu- 
gegeben, daTs  er  an  einen  Ausdrnk  für  die  Fläche  ^  gedacht  hat, 
die  zwischen  der  Kurve  und  der  a;-Axe  gelegen  ist  (also  das  Doppelte 
des  Selctors  ABl),  so  bekommt  man  die  von  ihm  wahrseheinlich  an- 
geltiindigte  Foi-mel  auf  folgende  Weise*):  Die  Gleichung  (3)  zeigt,  dafs 

y4  =  2fxcts^-dx 

ist;  setzt  man  nun  n(r  —  x)  =  2ru,  so  erhält  man 

^  =  -^^fi^x  —  2u)igu-du 

^=  -T  { [(^M  — ^)  log  COS  m]^  —  2yiogeosi(-rfM}  ; 
und  da  der  integiiei-te  Teil  für  diese  Grenzen  gleich  Null  wird,  so  ist 

yl/  ^  ■ — ■  — j  flog  coa  u-du^  -  s"  ■  -.;■  Ji  log  2 , 
und  daher  ist'')  ^        4r'log2 

die  gesuchte  Formel, 

178.  Pappus  hat  eine  beachtenswerte  stereometrische  Erzeugung 
der  Quadratrix  entdeckt;  sie  wird  ausgedrückt  durch  folgenden 

Sata:  Schneidet  man  eine  Schranbenfläche  mit  gerader  Leitlinie 
mit  einer  dnrch  eine  Erzengende  gelegte«  Ebene  und  projiziert  die 
Schnittkurre  anf  die  Basisebene,  so  erliiüt  man  eine  Quadratrix. 

1)  Leümis  ed.  Gerhardt  I,  S.  109.     Vgl.  auch  den  Meiltodus  fh 
serierwn  mfinitanm  (1736)  reproduaiert  in  Isaaci  JS'eivtoni  opuscula  I.  (Li 
et  Genevae  1744)  S.  198. 

2)  Tgl.  Analyse  des  mfinimmt  petits  par  M.  Stone,  übers,  yon  Rondet  (Pi 
1735)  8.  70—71. 

3)  Betttarque  sur  le  livre  miituU  eto.  (Joh.  Uemoulli  Opera  IV)  S,  177. 
i)  Intermediaire  IV,  1897,  S.  14. 
5)  Cesäro,  Caleolo  inflnitesiiuale  (Neapel  1891))  S.  363—64. 
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Beweis:   Die  Gleichung  der  SihraubenflacliP  und   der  aehneiden- 
den  Ebene  seien 


=  aa-e  ts  --  : 


-£+i(^.-^y-''-  ■  c) 


Durch  Elimination  von  s  aus  diesen  beiden  Gleichungen   erhält  man 
die  der  im  Satze  betrachteten  Projektiona kurve;  diese  neue  Gleichung 

Gehen  wir  zu  Polai-koordinaten  über,  ao  wird  aie: 

^  4^1      sin  (<.-,.)' 

da  sie  nun  von  der  Form  (1')  ist,  so  ist  der  Satz  bewiesen. 

Es  möge  noch  bemerkt  werden,  dafs,  wenn  man  dieselbe  Schrauben- 
fläche (4)  durch  die  Ebene 

2  =  a:  sin  K  +  ?/  cos  w  ^  /; 
sehneidet,  man  als  Projektion  die  Kurve 


i»  = 


■P  +  - 


erhält,    die  offenbar  allgemeiner   als   die   Quadrati'ix  ist,   da  sie  mit 

dieser   nur   übereinstimmt,    wenn   «  =^ ist.     Die  durch  sie  da,rge- 

gestellten  Kurven  wurden  von  Chasles^)  beh-aehtet,  der  ihnen  den 
Namen  verlängerte  oder  verkürzte  Quadrafcris  gab.  Man  kann 
aie  auch  erhalten,  ohne  ans  der  Ebene  heranszugehen,  in  ähnlicher 
Weise,  wie  im  Anfange  für  die  gewöhnliche  Quadratrij:  angegeben 
wurde^);  wenn  man  nämlich  in  der  (Nr.  Vi^  angegebenen  Erzeugunga- 
weise  die  Bedingung  aufhebt,  dafs  die  beiden  bewegten  Geraden  zu 
Anfang  der  Bewegung  zusammenfallen,  so  erhält  man  Kurven,  die 
durch  eine  Gleichung  von  folgendem  Typus  dargestellt  werden  \ 


die  eben  verlängerte  oder  verkürzte  Quadratriccs  sind. 

Zum  Schlüsse  sei  bemerkt;  Wenn  man  ^\&  Gl.  (1)  wie  folgt  schreibt 


-1-©. 


ao  sieht  mau,  dafa  die  Quadratrix  zur  Familie  dei'jenigen  Kurvi 
hÖrt^  deren  allgemeine  Gleichung 

1)  Apet^i.  histm-ique.  (II.  Aufl.,  Paris  1875)  S.  32,  Note;    vgl.  Foui-e 
M«e  gMraUsiMon  de  la  quadratriee  (Nouv.  Ann.  3,  Ser.  V,  1886). 

2)  Brocard,  Queslion  de  Ucenee  (Mathösis,  VI,  1886). 


y  Google 


TL   Abschnitt:  Tvansaceinlente  Kurven, 


=  1- 


ist;   mit  ihnen  liat  sieh  Pater  Caraecioli^)  beschäftigt. 

179.  Die  mathematisclie  Litteratur  des  17.  Jahrhunderts  liefert 
auch  drei  geometrische  Beiträge  zur  Quadratur  des  Kreises  in  Ponn 
von  drei  neuen  Quadratrixkurven.  Die  ältere  und  hekanntere  ist  die 
Tschirnhansen'sche  Quadratrix^),  eine  Eurve,  die  durch  die 
Gleichung                                                    .    ■!tm  ,-, 

)/  =  r  sm  2^. (5) 

dargestellt  wird;  setst  man  -^  ==  T,  y";  =  ^i  ä"  "^""^  i^\<i^fi  Glei- 
chung zu  . 

°  J  =  sm  A  j 

die,  wie  wir  (Nr.  218)  sehen  werden,  die  Smnskurve  ist;  demnach 
ist  die  Tschii'iiliauseii'sche  Qnadratrix  eine  der  Sinuslinie  affine 
Kurve.  Denken  wir  uns  diese  Kurve  vollständig  gezeichnet,  so  leuchtet 
ein,  dafs,  wenn  für  y^r,  x^i  wird,  w  =  -|-  ist;  somit  ist  klar,  dafs 
sie  eine  Quadratrix  ist.  Dies  ist  die  bemerkenswerteste  Eigenschaft 
der  KuiTe.  Man  kann  beachten,  dafs  die  Fläche  zwischen  der  x-Axe 
und  dem  ersten  Kurvonbogen,  der  seine  Endpunkte  auf  dieser  Axe  hat, 
gleich  ist  >- 

woraus  man  danu  ji  ableiten  könnte,  wenn  dieser  Wert  nicht  auf 
andere  Weise  bekannt  wäre;  ähnlich  ist  das  durch  Rotation  dieser 
F^che  um   Ox  erzeugte  Volumen  gleich 


^J>. 


-  ■  dx  = 


daher  würde,   nachdem  dieses  direkt  bestimmt  ist,   in  gleicher  Weise 
der  Wert  jt  sich  daraus  ergeben. 

Die  Tschirnhauaen'sehe  Quadratrix  kann  folgend  arm  afsen  kon- 
struiert werden:  „Gegeben  (Taf.  XIII,  Fig.  102)  ein  Kreis  mit  dem 
Centram  0,  dem  Badina  r  und  zwei  zueinander  senki-echte  Durch- 
messer desselben  ÄA'  und  BB';  man  nehme  an,  dafs  ein  Radius  OM 
gleichförmig  sieh  um  0  drehe,  während  eine  au  AÄ'  parallel  bleibende 
Gerade  sich  ebenfaUs  gleichförmig  von  AÄ'  aus  beginnend  verschiebe; 
man  nehme  aufserdem  an,  dafs  beide  Bewegungen  zu  gleicher  Zeit 
beginnen  und  zugleich  aufhören,  so  dafs,  wenn  M  in  B  angelangt  ist, 
auch  die  Gerade  mit  der  Tangente  in  £  an  den  Kreis  zusammenfalle. 
Der  Ort  des  Punktes  P,  in  welchem  sich  die  beiden  bewegten  Geraden 

1)  De  lifteis  cttrms  libm-  (Piais  1740)  S.  181—189. 

2)  Mediana  mentia  (Amstel.  1686)  S.  115. 
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schneiden,  ist  eine  Tsehirnhansen'ache  Quadratrix."    Ist  nämlich  ip  der 
Winkel  AOM,  OA  die  x-Ktl^,  so  ist 


daraus  folgt  .    %x 

^  y  =  r  sm  -^-7 , 

w.  z.  bew.  war^). 

Ähnlieh  der  Tschimhausen'sehen  Quadratrix,  sowohl  durch  ihre 
Gestalt  ala  auch  durch  ihi-e  Gfleichung,  ist  eine  Kurve,  die  man  zu 
Ehren  dessen,  der  sie  zuerst  betrachtet  hat,  die  Ozanam'sche  Eurye 
nennen  könnte^),  Ihre  Definition  ist  folgende:  „AS  sei  ein  fester 
Durchmesser  eines  Kreises,  dessen  Centrum  0,  dessen  Radius  a  aei 
(Taf.  XIII,  Fig.  103);  von  einem  heliehigen  Punkte  P  desselben  fälle 
man  das  Lot  auf  AB  und  trage  auf  diesem  vom  Fufspunkte  H  aus 
die  Strecke  MM  gleich  dem  Bogen  AP  des  gegebenen  Kreises  ab; 
der  Ort  des  Punktes  M  ist  die  Ozanam'sche  Kurve."  Nehmen  wir  A 
ais  Anfang,  AB  als  x-Äxe,  bezeichnen  mit  <p  den  Winkel  POB,  so 
können  wir  zur  analytischen  Darstellung  der  Kurve  die  beiden  Glei- 
chungen nehmen 

X  ^  a  -\-  a  cos  ip,        »/  =  a(%  —  q>) , 
oder  folgeude,  die  sich  durch  Elimination  von  fp  hieraus  ergiebt 


wird  zur  Abkürzung  2a  ^i    gesetzt,  und  macht  man 

-^-  =  sm  .^^ , («) 

so  erhält  mau  aus  der  Gleichung  der  Ozanam'schen  Kurve 

~  =  sin^-f  , 
b  l  ' 

die  folgende  hx  =  x'^; 

man  erhält  daher  unsere  KuiTe  aua  der  durch  die  Gleichung  (ß)  dar- 
gestellten Sinuskurve  (a.  Kr.  322)  durch  eine  einfache  geometrische 
Transformation,  die  eine  Punktkonatruktion  der  Ozanam'achen  Kurve 
liefert,  wenn  die  Sinuakun-re  gezeichnet  vorliegt. 

180.  Mit  einer  anderen  Quadratrix  macht  uns  die  Nr.  260  der 
Phüosophical  Transactions  (vom  J.  1700)  bekannt,  welche  eine  ano- 
nyme Schrift')  enthält  mit  dem  Titel  Tke  consiruciion  of  a  Quadratrix 

1)  Diese  Eraeugniig  liietet  eine  auffallende  Ähnlichkeit  mit  deijenigen  der 
Quadratris  dea  Dinostratus,  von  der  wir  in  Nr.  176  ausgegangen  sind. 

2)  0  sau  am,  DicUormawe  mathimatique  ou  idie  g&n6rale  des  mathimatiques 
(Amsterdam  1691)  8.  98—99,  woselbst  als  Quelle  der  Tratte  d'algehre  desselben 
Verfassers  augegeben  ist.    Vgl.  auch  Gramer,  Introduetiow  etc.  S.  7. 

3)  Die  Herausgeber  (C.  Hutton,  G.  Shaw  und  R.  Pearaon)  des  Neudruckes 
der  Fhilos.  Trans,  of  th.  B,.  Soc.  of  London  bemerken   bei   dieser  Gelegenheit 
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io  (he  Gtrde  heing  the  curve  described  hy  iis  eguahle  evolution.  Die 
Kurre,  um  dies  sich  handelt,  wird  in  Polarkoordinaten  p,  m  durch  die 
Gleichung  4icrco8iB 

g—    ^_B^        (^) 

dargostellfc.  Dafs  sie  zur  Quadrierung  des  Kreiaea  dienen  kann,  er- 
sieht man,  wenn  man  beachtet,  dafs  die  Gleichung  für  m  =  y  r 
p  =  2itr  ergiebt,  ist  daher  die  Kurve  zum  wenigsten  für  die  zwischen 
0  und  —  gelegenen  Werte  von  ki  gezeiclmet,  ao  kennt  man  die  Lange  des 
Kreisumfange  s  mit  dem  ßad  ins  r,  und  slsoic.  Da  für  to^(2^+l)g-, 
(fc=|=0)  p  =  0  wird,  so  ist  klar,  dafs  die  Kurve  unzählige  Male  durch 
den  Pol  hindurch  geht;  der  Radius  vector  wächst  unzählige  Male  zu 
einem  endlichen  Maximum  an,  u.  s.  w.  Die  Kurve  steht  zur  Quadrati'is 
des  Nikomedes  in  sehr  einfacher  geometrischer  Beziehung,  was  ja 
erklärlich  ist,  da  sie  in  gleicher  Weise  wie  jene  der  Quadratur  des 
Kreises  dient.  Führen  wir  nämlich  auf  die  Gfleichung  (6)  die  Trans- 
formation durch  reziproke  Radienveetoren  aus,  welche  ihr  Centrum 
im  Pole  und  als  Potenz  k^  hat,  so  bekommen  wir  eine  Kurve  von 
der  Gleichung  _      Sm 


indem  nun  diese  im  wesentlichen  mit  Gleichung  (1)  identisch  ist,  so 
ist  bewiesen,  dals  diese  neue  Quadratris   die  luverse  der  älteren   ist. 
Setzen  wir  jt  —  2tt}  =  ip  und  2:tr  =  a,  so  wird  Gleichung  (6) 

?-»^. (*■) 

und  in  dieser  eleganten  Form  wurde  sie  von  mehreren  aufgefunden, 
die  die  Kurve,  mit  der  wir  uns  hier  beschäftigen,  wieder  entdeckten, 
und  auf  diese  müssen  wir  noch  zurückkommen. 

Vor  allem  ist  von  Gregor  Fontana  folgende  Aufgabe  gestellt 
worden^):  „Auf  einer  unbegrenzten  Geraden  MQ  ist  ein  Punkt  A  ge- 
geben (Taf.  Xni,  Fig.  104)  und  aufserhalb  derselben  ein  beliebiger 
Punkt  B;  die  Gerade  AB  und  der  Winkel  BAQ  sind  somit  bekannt. 
Man  ziehe  BC  senkrecht  zu  AB,  sowie  die  Halbierungalinie  AC  des 

(IV,  London  1809  S  462j  ThiB  paper  whicli  ib  aiionymons  hae  muoh  of  the 
manner,  style  and  peculidribeB  of  W  lliam  Jones  Eaq  who  soon  afterwaila 
made  so  cospicuou^  bgiie  in  the  Bojal  Society  and  m  the  mathematical  woild 
Dagegen  hat  P  Woltfmg  (Bibl  igralm  deUa  cocleoide  BoU  di  bihl  e  storia 
in,  1900)  unabhängig  vom  Verf  nachgewieaen  dafs  J  Peiks  der  Yerfassei  det 
betjreffenden  Abhandlung  ist  (vgl   S  424  Note  1) 

1)  S.  den  eisten  Teil  dor  Abhandlung  bopi«  leqaastme  duna  cttia  sopta 
la,  faUitä  ^  äae  famosi  teoremi  e  iopra  le  sene  m-moniche  a  ttrmim  tH/imtaittenfe 
piccoU  (Mem   de  la  Soc   Ital   dellp  Scienze  n   1784) 
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Winkels  BAQ;  in  gleicher  Weise  zielie  man  CD  senti-echt  zu  AG 
imd  die  Halbierungslinie  AD  des  Winkels  CAQ]  sodann  ziehe  man 
D_B  senkrecht  zu  AI)  und  wieder  die  Halbierungslinie  AE  des 
Winkels  DAQ;  in  dieser  Weise  bis  ins  Unendliche  fortfahrend  erhält 
mau  unzähl^  viele  Punkte,  deren  letzter  Punkt  —  wir  wollen  ihn  H 
nennen  ■ —  auf  der  Geraden  MQ  zn  liegen  kommt.  Nachdem  dies 
vorausgeschickt,  fragen  wir:  1)  Wo  liegt  der  Punkt  if?  2)  Weiches 
ist  die    Gleichung  der  Kurve,    auf  welcher   die   Funkte  B,  C,  D,  E, 

F H  hegen?"     Zm   Losung  djesei  Aufgabe  verfährt  Fontana 

der  Hauptsache  nach  m  folgendei  Weise  Min  nehme  A  als  Pol  und 
A  Q  als  Polaraie,  bezeichne  mit  q,  g>  die  E.oordinateD  eines  beliebigen 
Punktes  der  Kurve  und  mit  ^^,  ß^,  Qg,  i  ?«■  ■  ■  ^^^  <^^^  Winkeln 

"?"!  ^!  "^j  ■ '  ■  2"  eutspiechenden    Uadienvectoren.      Die    ange- 

gebene Konstruktion  fuhit  dann  Liairhthch  zu  folgenden  ] 


■   9n=' 


iß) 


1  denen  man  durch  Multiplikation  ableitet 


aber  infolge  der  bekannten  Relationen 

sm  91  ^  y  sin  ■■'■  ■  cos  Y ,        sm  y  =^  ii  sm  -^  ■  cos  -^^ , 


ergieht  sieh 


■  -  ■  cos  ^,7  ■  sm  x^ : 


Durch  Übergang  zum  Grenzwerte  ergiebt  sich  dann  für  n  =  oo 

P„sia9)  =  <»y. 
Nennen  wir  nun  die  Polarkoordinaten  des  Punktes  B,  von  welchem 
die  Kurve  ausgeht,  a  und  «,  so  haben  wir  im  besonderen 

p„  sin  a  =  d  ■  K  ; 
dividieren  wir  die  vorige  Gleichung  durch  diese,  so  bekommen  -wir 

"       sittß       w    ' 
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welche  Gleichung  die  Gestalt  von  (6')  hat;  folglich  liegen  die  Punkte 

B,C,D,E H  auf  einer  Quadratris  der  obigen  Arf^). 

Auf  dieselbe  Kurve  war  früher  schon  Fontana^)  gestofsen,  als  er 
den  Ort  der  Schwerpunkte  der  Bogen  eines  gegebenen  Kreises,  die  einen 
gegebenen  Anfangspunkt  haben,  suchte.  Sei  0  der  Mittelpunkt,  r  der 
Radius  jenes  Kreises  und  A  der  Anfangspimkt  der  Bogen;  mau  nehme 
0  als  Pol,  OA  ala  Polaraxe  und  betrachte  einen  beliebigen  dieser 
Bogen  AA''^  2rcp  (Taf.  XIII,  Fig.  105);  dann  hat  sein  Schwerpunkt 
bekanntlieh  als  Polarkoordinaten  be7.w.  q>  und  r  — — ;  die  Gleichung 
des  fragliehen  Ortes  ist  dann  p  = ^). 


1)  Die  GleicliiiDgeD  [ß)  auf  vor.  Seite  p^  "  -  ■*-—  können  auch  in  folgende 
zusamiiiengefafafc  werden:  g*^ 

diese  Relation  läJat  alsbald  vermuten,  dafa  die  Unterauehung  der  Gleiolinng  dev 
Kurve,  auf  welcher  die  Punkte  B,G,I),  ...  liegen,  vollständig  gleichbedeutend 
ist  mit  der  Bestimmung  detjenigen  Funktion  g-^g{ia),  welche  der  vorigen 
Funktionsgleichung  genügt;  aber  es  ist  auch  leicht  einzusehen,  dafs  in  Wirk- 
lichkeit so  die  Frage  verajlgemeinert  worden  ist.  Ist  nämlict  eine  Funktion 
e„  (in)  gefunden,  die  der  Aufgabe  genügt,  derart  abo,  daffi 
e„(2<.)  =  e„(e.)-C0sm, 

so  hat  man  auch  ^—- —  =  — -. — 

daher  ist   -^^  =  fM  eine  F  nkt  on  von  t.      d  e  s    h  n   ht     n  1    t    wenn  man 

<o  in  2oi   verwandelt.     Einem  '^at^e     on  Laj.lao      zufolge   i  t  lenm^  k  von 

der  Form  efsinl^i^Ü?,  cos^"^°^"')    v.  b     0  e  ne  1  ebebi^e  F  nkt  on  1  e- 

V         logS     '  log      / 

deutet.    Wenn  daher  e„  (o>)  e  ne  «pez  eile  Lw6  ng  lei  obigen  F  nktion  gleicl  ung 

ist.  so  ist  0[Bin— ^-  -^,  CO     ^'3^  lie  allgeu  eine  L  snng  lersellien    Do 

'  V         log  2     '  log2    / 

(verschiedentlich  bewiesene)  N  cht  Arju  valenz  der  Lnte  u  hung  der  t  !e  ckung 
der  fraglichen  Kurve  mit  der  jene  Funkt  onsgle  ck  ng  wurde  n  de  Hauit  a  ke 
von  E.  Beltrami  bemerkt  {Ee  rque  i  s  jet  de  la  Q  est  b54  Nouv  Ann 
a-  Serie,  II,  1863). 

2)  S.  das  zweite  Problem  von  IX  1er  ZJisg  ato  et,  j}  jtico-  tl(  t  ca€ 
mtme  primum  editae  (Pavia  1780) 

S)  Diese  Erzeugungswojse  le  Ku  o  Cnlet  s  ch  auch  in  e  ner  Note  von 
B.  Egger  im  YI,  B,  der  Ann  di  Matern  186i  "1—27  unl  n  e  ner  ne  eren 
Arbeit  vo»T.  Stoeckly,  Bede  tu  ^    idL  je  a  Tafte     d  =o^^^      t 

springenden  Cwve  (Archiv  XLTIII,  1868) 
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Eine  dritte  Aufgabe,  die  durch  dieselbe  Kurve  gelöst  wird,  wurde 
priTatim  von  D.  Bernoulli  und  Goldbacli')  behandelt,  und  öffent- 
lich vorgelegt  von  Bossut^  und  darauf  von  B.  Catalan^);  sie  lautet 
folgeudermafsen:  j^Eine  unendliche  Zahl  von  Kreisen  berühre  eine  Gfe- 
rade  in  demselben  Punkte;  man  nehme  auf  jedem  derselben,  von  diesem 
Punkte  ausgehend,  einen  Bogen  von  gegebener  Länge  an;  welches  ist 
der  Ort  der  Endpunkte  aller  dieser  Bogen?"  Um  diese  Frage  zu  be- 
antworten, nehmen  wir  ein  Polarkoordinatensy stein,  das  diesen  festen 
Punkt  0  ais  Pol  hat  (Taf.  SIV,  Pig.  106)  und  als  Polarase  die  ge- 
gebene Gerade.  Es  sei  0  der  Mittelpunkt,  r  der  Radius  eines  beliebigen 
von  jenen  Kreisen,  l  die  gegebene  Länge,  p,  (p  die  Koordinaten  des 
Endpunktes  des  Bogens  OM,  so  ist  offenbar  ^  =  2r<p,  Q  =  2rshi(p; 
durch  Elimination  von  r  erhält  man  wiederum  p^i-^^  als  Glei- 
chung des  Ortes  der  Punkte  M. 

Später  gelangten  zu  derselben  Kurve  G,  Jung*),  J.  Neuberg''') 
und  C.  Falkenbnrg^),  indem  sie  von  gewissen  Betrachtungen  der  an- 
gewandten Mathematik  ausgingen');  der  letztere  gab  ihr  auch,  mit 
Rücksicht  auf  die  Ähnlichkeit  mit  einer  Schnecke,  den  Namen  Koch- 
leoide,  der  sich  zu  halten  scheint;  dafs  sie  dieselbe  Kurve  sei,  welche 
die  Alten  mit  diesem  selben  Namen^)  bezeichnet  haben,  ist  eine  Ver- 
mutung von  P.  Maneion'),  und  die  vorhandenen  Dokumente  be- 
rechtigen uns  weder  diese  Vermutung  anzunehmen,  noch  auch  sie  von 
der  Hand  zu  weisen. 

Die  Gleichung  (6')  läfst  deutlich  zwei  ausgezeichnete  Punkte  er- 
kennen: läfst  man  r^mlich  ip  ins  Unendliche  wachsen,  so  geht  p  in 
Null  über,  folglich  ist  der  Pol  ein  asymptotischer  Punkt;  geht  hin- 
gegen <p  in  Null  über,  so  erreicht  p  den  Wert  a,  folglich  ist  A 
der  vom  Pole  am  weitesten  entfernte  Punkt  und  zugleich  derjenige 
kleinster  Krümmung. 


1)  S.  den  Brief  v.  SO.  u.  31.  Oktober  1726,  veröffentlicht  von  P.  H.  Fufs  in 
Cwrespondance  mathematigue  et  j^siqm  de  guelgues  ceUhres  gimnHrei  du  XVIII 
Siede  (II,  St.  Petersbourg,  1843,  S.  242  und  344). 

2)  Caldil  i'Htigriä  (Paris,  An.  IX);  eine  LSsung  derselben  von  Gergonne 
findet  Hieb  im  III.  B.  der  Amiales  de  MaMm. 

8)  MawMl  des  ccmdidats  ä  V^cole  poh/lMmigue  I.  (Paris  1357)  S.  331.  Vgl. 
Azzarelli,  AliMm  proprietä  diunacmi>a  trascendente  (Ann.  di  Matern.  V,  186S), 
und  Eankine,  On  the  (^aproseüneüe  dramng  of  arcs  of  givm  lengih  (Rep.  of  Brit. 
Aas.  XXXVE,  1867). 

4)  Nuooi  teoremi  a  complemento  deUa  regöla  di  Gvidin  e  pivprietä  della 
Spirale  r  =  a?^^  (Linoei  Kend.  3.  Ser.  VB,  1883). 

5)  Ma^esis  V,  1885,  Question  357. 

6)  Die  CoMeoide  (Archiv  LXS,  1883),  nach  Mitteilimgeu  von  J.  Neuberg. 

7)  S,  auch  E.  Cesaro,  Elewenti  di  calcolo  mfinüesimale  (Neapel  181)9)  S.  332. 

8)  uo^tociS'ijg  ygofifi^;  a.  Pappiis. 

9)  Malkesis  V,  1886,  S.  92. 
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Um  die  Tangente  in  einem  beliebigen  Kurvenpunkte  M{q,  <p)  zu 

erhalten,   benutzen   wir   die   zweite  von   den    oben   angegebenen  Er- 

zeugungsweisen,  sowie  die  zugehörige  Fig.  105;  den  Winkel,  den  sie 

mit  dem  Radius  vector  bildet,  nennen  wir  9-,  dann  giebt  uns  (6') 

da  ifsi-a.<f 

tff  *  =  p :  -r-  = -■ 

"  ^     aip         <fi  ■  cos  gj  —  Ein  qi 

Zeichnen  wir  nun  die  Sclmittpnnltte  S,  N  des  Radius  OM  mit  der 
Geraden  AÄ'  und  mit  der  Peripherie  des  gegebenen  Kj-eisee  und  be- 
zeichnen den  Wintel  HMA'  mit  X,  so  haben  wir 

0H=  r  cosep,       AH~  SA'  ^^rsincp, 
MH=  OH—  OM  ^  r  cos  fp  —  r  —  ^ , 

i.    j  ^  j^l^ff  ^^ ?l.^.™  ? 

'5  M  U         qi-  COS  fp  —  sin  tp  , 

Dies  zeigt  uns,  dafs  «1  =  ^,  und  dafs  also  die  Gerade  A'M  die  Tangente 
in  Jlf  an  die  Koehleoide  ist;  um  also  die  Tangente  in  irgend  einem 
Punkte  M  zu  konstruieren,  genügt  es  M  mit  A',  dem  zu  J.  in  Bezug 
auf  OM  symmetriaehen  Punkte,  zu  verbinden.  Da  nun  die  Lage  des 
Punktes  A'  nur  von  dem  Punkte  A  und  der  Geraden  OM  abhängt, 
so  kann  man  mit  E.  Cesäro^)  folgern:  Jede  YOm  Pole  O  ciaer  Koeh- 
leoide ausgeheHde  Gerade  schneidet  die  Kurve  in  unzählig  vielen 
Punkten,  die  entsprechenÖen  Tangenten  konkurrieren  in  einen  Punkt 
A',  dessen  Ort  der  Kreis  um  O  mit  dem  Radius  OA  ist;  umgekehrt: 
Zieht  man  von  einem  heliebigen  Punkte  A'  dieses  Kreises  die  Tan- 
genten an  die  Kochleoide,  so  liegen  deren  BertÜirungspnnkte  auf  der 
Halbierungslinie  des  Winkels  AOA'.  Diese  Punkte  sind  die  SchTfer- 
punkte  der  unzählig  vielen  Bogen  dieses  Kreises,  die  zu  Endpunkten 
A  und  A'  haben. 

Diese  Schlüsse  können  in  folgender  Weise  bestätigt  und  ei-weitert 
werden.  In  kartesischen  Koordinaten  wird  die  Koehleoide  durch  fol- 
gende Gleichung  dargestellt; 

(x^  +  p^)  arc  tg-|-  —  ay  =  0, 

folglich  lautet  die  Gleichung  der  sie  im  Punkte  (x,  y)  berührenden 
Geraden 

l2axy—y{x^-\-f)'\X-\-[aif—x^)]  +  x^ix^-^-y^yiY^  ay{x^  +  y^). 
Ist  nun  X,  Y  gegeben,  so  stellt  diese  Gleichung  eine  Kurve  dritter 
Ordnung  dar,  die  durch  den  Punkt  mit  diesen  Koordinaten  hindurch- 
geht; folglieh:  Die  Beruh mugspunkte  der  von  einem  heliebigen  Punkte 
_P  ihrer  Ebene  an  die  Koehleoide  gezogenen  Tangenten  liegen  auf 


1)  Quelques propriites  de  la  coivrbe  reprisiyniies pal'  u^R (Nouv.  Coit. 

math.  IV,  1878). 
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einer  Kurve  dritter  Ordnnng,  die  durch  diesen  Pnnkt  hindurch  geht 

und  den  Pol  als  Doppelpunkt  hat  Die  Koehleoide  gehört  also  (ygl. 
Nr.  174)  einem  System  au  mit  den  Charakteristiken  (t=l,  v^=2. 
Führen  wir  Polarkoordinaten  ein  und  nebmen  an,  dafs  der  Punkt  P  in 
der  Entfernung  a  vom  Pole  liege,  setzen  also 

X  =  Q  aosa,    j/  =  p  sin  (0 ,         X  =  a  cos  a ,    T  =  ß  sin  « , 
so  wird  die  vorige  Gleichung  zu 

a  sin  (2  0)  —  a)  =  q  [sin  ö  -|"  sin  (o  —  «)] 
oder  sin  (m  —  jj  j «  cos (<o  —  ^1  —  p  cos  -^  [  =  0 ; 

die  Kurve  dritter  Ordnung  des  allgemeinen  Falles  zerfällt  alsdann  in 
die  Gerade  OJ  =  ~  und  den  Kreis  p  cos  y  =  a  cos  (m  —  -|) ,  der 
durch  die  beiden  ausgezeichneten  Punkte  der  Koehleoide  geht  und 
seinen  Mittelpunkt  auf  der  Halbierangalinie  des  Winkels  POA  hat. 

Zum  Schlüsse  sei  bemerkt^),  dafs  man  die  Koehleoide  auch  als 
eine  besondere  Centralprojektion  einer  Kreis cylinder- Schraubenlinie 
ansehen  kann^). 

181.  Die  Hyperbel  ist  nicht,  in  gleicher  Weise  wie  der  Kreis, 
algebraisch  quadrierbar;  will  man  also  ihre  Fläche  berechnen,  so  mufs 
man  zu  transscendenten  Funktionen  seine  Zuflucht  nehmen;  nun  ist 
wohl  klar,  dals  während  eine  Kreisquadratrix  wenigstens  einen  Punkt 
enthalten  mufs,  von  dem  eine  kartesische  Koordinate  oder  der  Radius 
vector  ein  VieKaches  (ganzes  oder  gebrochenes)  von  st  ist,  für  eine 
Hyperbelquadratrix,  eine  der  Koordinaten  eine  logarithmische  Funktion 
der  anderen  sein  mufs.  Von  dieser  Art  ist  die  Kurve,  für  welche 
die  Summe  der  Tangente  und  der  Subtaugeute  konstant  ist.  Deren 
Differentialgleichung  ist  nämheh 


V'. 


s   I      =/dx\^    I        dx 


oder  dx  =  dy ; 

durch  Integrieren  findet  man  alsbald 

»^-"fl  +  f'»^!. (') 

wo    ö    eine   beliebige   Konstante   ist.     Es  ist  klar,   dafs,  wenn  diese 
Kurve  gezeichnet  ist,  man  log  ~  in  rationalen  Funktionen  von  y  und 

1)  Weitere  bibliographische  Angaben  findet  man  in  dem  S.  418  (Fufsnote) 
citierten  Aufsatze  von  E.  Wölffing, 

2)  Foiifet,  jSmc  les  faisceaax  ponctueh  planes  de  chm-acteriaUque  v  ayant 
tm  p)mt  principal  d'or^e  v  (Bull,  de  la  Soc.  Math,  de  France  VII,  1879,  S.  199); 
McMsis,  3.  Reihe  I,  1901,  Question  1273  (H.  Brocard). 
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dem  zugehörigen  x  hat.  Nun  hat  Perks  1706  ein  geistreiches  In- 
strument erdacht^),  um  in  kontinuierlichem  Zuge  die  Kurre  (7)  zu 
zeichnen;  wir  wollen  uns  mit  der  Beschreibung  desselben  nicht  auf- 
halten, ebenso  wollen  wir  uns  hier  nicht  über  die  Sätze  verbreiten, 
welche  Colson^),  der  bekannte  Professor  an  der  Universität  zu  Cam- 
bridge, über  diese  Hyperbelquadratrix  aufgestellt  hat^).  Bemerken 
wollen  wir  jedoch,  dals  viel  später  Paul  Pufs*)  auf  diese  Eurye  ge- 
stofsen  ist,  und  eme  sehi  schone  Eigenschaft  derselben  entdeckt  hat, 
deren  Beweis  wir  nun  darlegen  wollen. 

Zu  dem  Zwecke  beachten  wn  zumchst,  dafs,  weil  die  Konstante  h 
keinen  Eiafiuls  auf  die  Lage  dei  Kurve  zur  y-Axe  hat,  man  bei  ge- 
eigneter Wahl  dei^elben,  die  (jleichung  (7)  durch  folgende  ersetzen 
kann  „  ,.        n.s_,js 

'-Tl»g|-  +  ^4s^- (8) 

Wenn  wir  nun  den  Anfang  und  den  positiven  Sinn  des  Bogeiis  s  der 
Kurve  passend  wählen,  so  finden  wir  leicht 

»-y'»i!|--^' W 

Die  Gleichungen  (8)  und  (9)  liefern  dann 


da  (S)  erkeunen  läfet,  dafs     lim  )/  =  0 , 
so  «rhlielsen  wii  hm  ( i  —  •>'!  ^ 


Ij  The  con'<t>}tchon  and  propertie?  of  a  »/m  Quadtotni  io  fhe  hyperbola 
(Phil  traus  Ni  306  1706,  Bd  V  &  302  des  Neudru^'kb  —  Folgender  Umstand 
muge  hier  bemerkt  weiden  In  der  Einkituug  seiner  bdinft  erwähnt  Peiki^ 
the  old  quadiatiis  of  Dmo'tratus  hj  whii-h  the  ciicle  and  the  elhpsp  ai 
^quiied'  und  set?t  hinau  another  lori  foi  the  samp  purpose,  I  inieitet  in  the 
Transaction'"  for  the  same  j.i^o?e  '  Nim  ist  die  einzige  Abhandlung  auf  dio 
man  jenen  Hinwei''  beziehen  kann,  die  inonjme  die  wir  infaoigs  von  Ni  180 
citiert  haben  somit  scheint  (eine  gleichzeitige  Epmeikung  von  E  Wolffmg 
und  vom  Verf)  die  von  den  Hetausgebem  des  Neudrucks  der  Phil  Tians  — 
s   Note  3,  &  417  —  gemachte  Zuweisung  an  Jones  umechtmafsig  zu  sein 

2)  ^    die  eben  citierti,  Abh    v   Perkh 

i)  Wii  beschränken  uns  dariuf  nm  das  folgende  Beispul  an^ufuhien  I^t 
B  der  Krummungbradius,  T  die  Lange  dei  Tangente,  so  findet  man  leicht 

_g  ^  fa'  +  '/  )'  2  3  ^  fa'  +  vT 

ia'y      '  4<i' 

dabei  erfreut  sich  die  iurve  der  eleganten  Eigen<!Lhaft    die  duab   he  Bp,iiehung 
R    1  =^  T   y  wiedergegeben  wird 

4)  &  die  vierte  von  den  m  der  Abb  Qv,aiitMm  ihffeiaf  longttudo  ojcti'  al 
asymptota  »irague  ih  jnfinitum  extensa  behindelten  Problemen  (Möm  de  I  Acad 
de  bt  P^tersbomg  IX,  I82i) 
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Die  Diiferenz  zwischen  dem  unbegrenzten  Kupvenbogen  der  Hypcrhel- 
quadratrix  und  der  Asymptote  ist  eine  endliche  GrSfse. 

Zum  ScUusse  soll  bewiesen  werden,  daJa  die  Hyperbelquadratrix 
ein  Spezialfall  derjenigen  Kurven  ist,  die  folgendes  Problem  lösen^): 
„Gegeben  eine  Gerade  und  eio  Punkt  A  auf  ihr;  man  soll  durch  diesen 
eine  Kurve  ziehen  derart,  dafs,  wenn  man  in  eiaem  beliebigen  Punkte  M. 
derselben  eine  Tangente  zieht,  der  Schnitt  T  dei'selhen  mit  der  Geraden 
so  bestimmt  sei,  dafs  ÄT=n-arcAM,  wo  w  ein  gegebenes  Verhältnis 
ist."     Nehmen  wir  die  Gerade  als  a;-Axe,  nennen  a  die  Ordinate  des 


Punktes  Ä,    s   den  Bogen  und  p   das  Verhältnis  -^ ,    so    führt   i 
Problem  zu  folgender  Relation 


Differenzieren  wir  diese,  so  bekommen  ^ 


und  da  nun  ds  =  - 


dahei 


wo  a  die  Integrationskonstante  ist.     Aus  dieser  leiten  wir  den  Wert 
von  p  =  -^  ab  und  erhalten 

oder  auch  2a"-dx  =  a^"—^  —  '>f-dy C'l) 

Nehmen  wir  vor  allem  an,  dafs  w=|=lf  so  finden  wir  durch  Integrieren 


(.-1)S--'        "+I^ 
und  da  die  Kiu've  durch  den  Punkt  A  hindurchgehen  soll,  so  ist  die 
Konstante  bestimmt,  und  die  Torige  Gleichung  wird 

^~"  aC^-^i);/"-^  ^  2(«  +  l)«"  ,  ■  ■  ■  ■  i'^) 
die  eine  algebraische  oder  interscendente  Kurve  darstellt,  jenachdem  n 
rational   ist,   oder  nicht.  —  In   dem   aus  geschlossenen   Falle  ra  =  1 , 


1)  I''.  Pufs,  De  cim-oa  qiiadam  trwtmeendente  ejMsgue  propeietaUhus  (! 
St.  Peterabourg  VIII,  1832). 
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bestimmen   wir   die  Konstante    in  der  Weise,    dafs   die  Kurve   durch 
den  Punkt  Ä  gellt,  so  finden  wir 

als  GleicliTiiig  der  gesuchten  Kurve;  da  diese  mit  Gleichuiig  (8)  über- 
einstimmt, so  ist  die  obige  Behauptung  bewiesen. 


Drittes  Kapitel. 
Die  Arehimedisclie  Spirale. 

182.  Wenn  eine  Gerade  sich  um  einen  festen  Puntt  mit  gleich 
mäfsiger  Geschwindigkeit  dreht,  und  ein  beweglicher  Pujikt  diese  Ge- 
rade vom  festen  Punkte  ausgehend  ebenfalls  mit  gleichförmiger  Ge- 
schwindigkeit durchläuft,  so  beschreibt  dei-  bewegte  Punkt  eine  Kurve, 
die  durch  den  Anfangspunkt  der  Bewegung  geht  und  unzählige  Um- 
gänge um  den  festen  Punkt  macht.  Sie  heilst  die  Archimedische 
Spirale,  weil  man  die  Entdeckung  derselben,  sowie  die  ihrer  wich- 
tigsten Eigens chafteuj  jenem  berühmten  Geometer  von  Sjrakus  ver- 
dankt-*).  Es  ist  einleuchtend,  dafs,  wenn  man  den  festen  Punkt  als 
Pol  und  die  Anfangslage  der  bewegliehen  Geraden  als  Polarase  nimmt, 
die  Polargleiehung  der  Kui-ve  lautet 

f  =  «», (1) 

wo  a  eine  Konstante  ist,  die  wir  als  positiv  annehmen  können.  Lassen 
wir  ra  die  Werte  von  0  bis  -j-  '^^  durchlaufen,  so  geht  auch  q  von  0 
hie  4'°^  5  ^^  erhalten  so  einen  Zweig  der  Kurve,  den  man  gewöhn- 
lich als  die  ganze  Archimedische  Spirale  bildend  ansieht;  aber,  wenn 
wir  unserer  Anschauungsweise  entsprechend  (s.  Note  I  am  Ende  des 
Buches)  dem  a  und  p  auch  negative  Werte  erteilen,  so  erhalten  wir 
den  zweiten  Zweig,  der  symmetrisch  zu  dem  ersten  in  Bezug  auf  die 
aekundäre  Polarase  ist;  auf  dieser  schneiden  sich  die  beiden  Zweige, 
wodurch  auf  dieser  unzählig  viele  Doppelpunkte  der  Kurve  bestimmt 


1)  S.  das  Werk  i7«gl  htKiov.  —  In  dem  Einleitungsbriefe  erzählt  Arohi- 
mecles,  dafs  er  früher  dem  Konon  den  Wortlaut  mehrerer  Satae  iLber  die  Spirale 
mitgeteilt  habe;  dies  veraailafstePappus,  die  Erfindung  dieser  Knrve  demKonon 
zuzo schreiben  (Fappiis,  heransg.  v.  Hultseh,  S.  234),  und  dieser  Irrtom  ist  von 
vielen  wiederholt  worden.  (Vgl.  G.  IJoria,  Le  sciense  esatte  etc.  Lib.  II,  Nr.  40.) 
WaiS  den  Versucli  Sedillot's  angeht  (De  l'M-gifis  de  la  semaine  plcmetawe  et  de 
la  spiraJe  de  Platm,  BuU.  di  Bibl.  e  Storia  VI,  187S,  oder  C.  R.  LXXV,  1873) 
die  Erfindung  dieser  Spirale  auf  Flato  zurückzuführen,  so  scheint  uns  dieser 
verfehlt,  weil  die  Spirale,  auf  die  im  Timaeus  hingewiesen  wird,  nicht  geo- 
metrisch  definiert  ist. 
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werden  (Taf.  XIV,  Fig.  107) ').  —  Wechseln  wir  das  Vorzeichen  von 
a  in  Gl.  (1),  so  erhalten  wir  eine  rechtsgewundene  Spirale,  die  zu 
der  vorigen  in  Bezug  auf  die  Polaraxe  symmetrisch  ist. 

Die  Archimedische  Spirale  tmterscheiciet  sieh  nicht  von  der  spi- 
ralia  quadrantis  von  Bartolomätis  Souvey  (iat.  SoTerus)^;  diese 
wird  namKeh  erzeugt  von  einem  Punkte,  der  gleichförmig  den  Dnrch- 
measer  eines  Kreises  durchläuft,  während  dieser  eine  Rotation  von  90" 
ausfuhrt  Die  Kurve  iat  ako  durch  eine  Gleichung  vom  Typua  (1) 
daifetellbar;  ist  R  der  Radius  des  gegebenen  Kreises,  so  mufa  für  o  ^  y 
()  =  jR  werden,  also  gleich  — -,  und  Gleichung  (I)  wird  dann 


welche  Gleichung  im  wesentlichen  mit  (1)  identisch  ist. 

Die  Gleichung  (1)  lehrt  uns  beliebig  viele  Punkte  der  Archi- 
medischen Spirale  bestimmen,  wenn  nur  der  Kreis  mit  dem  B^ius  a 
rektifiziert  ist;  umgekehrt  also,  wenn  wir  die  Spirale  in  kontinuier- 
lichem Zuge  zeichnen  könnten,  würde  man  jeden  beliebigen  Kreis 
rektifizieren  können;  da  dies  nun  thatsächlieh  sich  mit  Hilfe  eines 
sehr  einfachen  Instiiimentes  ausführen  ^st'),  ao  ist  klar,  dafs  die 
Archimedische  Spirale  eine  Quadratrix  ist;  einer  . 
dessen   werden   wir   alsbald   begegnen.    — ■   ludeaaen   wollen 


1)  Von  diesen  beiden  die  Spirale  bildeniien  Zweigen  kannten  die  Alten 
nur  den  einen.  Die  älteste  Erwähnung  des  anderen  Zweiges  [ieli  drücke  mich, 
so  aus,  weil  auch  in  dem  Werke  von  S.  Angelis,  De  infinitorum  ^^almm 
spaHorum  menmra  (Venetiia  1660)  und  in  De  Uneis  cureis  liber  (Pisis  1740)  von 
P.  Caraccioli  von  der  Spirale  nur  ein  einziger  Zweig  gezeichnet  ist]  findet 
sich  in  der  InfroducHo  in  tmalysm  mßnitorum  (H,  Lausannae  1748,  S.  301^302) 
von  Euler.  Später  begegnen  wir  ihm  in  den  Elemmti  di  algebra  von  Pietro 
Paoli  (Pisa  1798,  I,  S.  813),  in  der  Samnätmg  von  Aufgaben  und  LekTsätmen.  von 
Magnus  (Berlin  1833,  S  313—14),  in  dem  TraiU  ilementmre  de  la  ihiorie  des 
fonefitms  et  du,  caleul  imjimtiaimal  (Paris  1841)  von  Oournot,  in  den  Legons  de 
geomitrie  analytiste  von  Briot  und  Bouquet  (9,  Aufl.  Paris  1878,  S.  349),  in 
der  Analytischen  Geometrie  von  E.  Baltzer  (Leipzig  1883)  S.  153;  ferner  in  der 
Analytischen  Geojnetrie  von  M.  Simon  (Leipzig  1900,  S.  23  u.  24).  Tüchtig  sind 
die  Verhältnisse  auch  dargelegt  in  der  hübschen  Monographie  von  A.  Micha- 
litachke.  Die  ofchimedisehe ,  die  hyperbolische  itnd  die  logarithmische  Spirale, 
3.  Aufl.,  Prag  1891 ,  S.  6.  In  vielen  anderen  sehr  verbreiteten  Büchern  jedoch 
ist  die  Archim.  Spirale  immer  noch  als  halbe  Kurve  gezeichnet:  s.  Encyclopedie 
methodique,  Planche  IV  der  Geometrie  Pig.  39;  Montferrier,  DicHonnaire  des 
Sciences  math.  Planche  LVII,  Fig.  12;  Serret,  CalcuJ  diffSrentiel  (2.  Aufl.  Paris 
1879)  8.  369;  Haas,  Klet/ers  Lehrbtich  der  Differentialreehmmg,  III.  Teil  (Stutt- 
gart 1894)  S.  22  u.  180;  u.  s.  w. 

2)  Vgl.  Cantor,  Vorlesimgen  über  Geschichte  der  Mathematik,  ü.  (2.  Aufl., 
Leipzig  1900)  S.  832, 

3)  Clifford,  II  senso  commte  wlle  scienze  esatte  (Mailand  1886)  S.  107—99, 
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merken,  dafs,  wenn  wir  zn   kartesischen  Koordinaten  übergehen,  die 

GcleickmiEf  (i)  wird     -.r-^—i — 5                  j.    '/        r,  /a^ 

^^  ^  ''  yx''  -^  if  —  a  •  arc  tg  -■^-  =  0 ; (2) 

die  Gleichung  der  Tangente  im  Pimkte  {x,  y)  der  Kurve  lautet  dem- 
nach 

{^—x)\x-]/T'-{-f-\-ay\  +  {Y—y)  {y^x^Arf  —  ax\  =0; 
machen  wir  diese  rational,  so  erhalten  wir 

{x^J^y^){-X.x^ry-{x^^f)Y^a\Yx-Xif. 

Da  nun  diese  Gleichung,  wenn  X,  F  gegeben  sind,  eine  Kurve  sechster 
Ordnung  darstellt,  die  den  Punkt  mit  den  Koordinaten  X,  Y  zum 
Doppelpunkt  hat,  so  gehören  die  Berührungspunkte  der  von  einem 
Punkt«  an  eine  Arcliimedisehc  Spirale  gezogenen  Tangenten  einer 
Kurve  seclister  Ordnung  an,  für  welche  jener  Punkt  ein  Doppel- 
punkt ist.  Dies  genügt  zum  Nachweise  (ygl.  Nr.  174),  dafa  jede 
Archimedische  Spirale  einem  Systeme  angehöi-t  mit  den  Charakte- 
ristiken ;t  ^  2,  v  =  4. 

183.  Hat  die  bewegliehe,  die  Spirale  erzeugende  Gerade  n  Um- 
läufe Tollendet,  so  ist  der  bewegliche  Punkt  vom  Pole  um  eine  Länge 
ON^  2n3ta  entfernt;  der  Kreis  mit  dem  Mittelpunkte  0  imd  dem 
Radius  ON  wird  von  Ärchimedes  ,der  w**  Kreis'  genannt;  die  Länge 
seiner  Peripherie  beträgt  4:nx^a.  Nennen  wir  andererseits  den  Winkel, 
den  die  Tangente  mit  dem  Radius  vector  bildet  [i,  so  liefert  uns  die 
bekannte  Formel  dg 

^i^  —  i'-ii 

im  vorliegenden  Falle       tg(i  =  «(a:«  =  G3. 

Demnach  ist  die  trigonometrische  Tangente  des  Winkels,  den  der 
Radius  vector  OJV  mit  der  Tangente  in  seinem  Endpunkte  bildet 
=  2wro.  Dies  beweist,  dafs  die  im  Pole  zur  Polaraxe  errichtete  Senk- 
rechte die  genannte  Tangente  in  einem  Punkte  trifft,  dessen  Abstand 
vom  Pole  ^  2Kjra-2«jr  =  4?J^jr^a,  d.  i.  gleich  dem  »i-fachen  der 
Peripherie  des  ,w'"'  Kreises'.  Daraus  ergiebt  sich  dann,  daTs,  wenn  man 
die  Tangente  in  JV  an  die  Spirale  ziehen  kann,  man  auch  den  Kreis 
rektifizieren  kann  und  umgekehrt;  damit  haben  wir  eine  neue  —  von 
Ärchimedes  angegebene  —  Art,  die  besprochene  Spirale  als  Quadratris 
zu  betrachten. 

Ist  yS,  die  Polarsubtangente,  so  hat  man  'S'j  =  i>^  =  j—  =  -n'  i  wenn 
man  nun  den  Kreis  um  0  beschreibt,  der  durch  den  Punkt  Jlf(e,  ro) 
der  Spirale  geht,  so  ist  die  Länge  seines  zwischen  der  Polaraxe  und 
der  Geraden  OM.  gelegenen  Bogens  =  p«  =  -^  =  S,;  daraus  ergiebt 
sich  ein  Verfahren,  den  Endpunkt  der  Subtar^ente  zu  finden  und 
somit  die  Tangente  zu  konstraieren.     Es  ist  dies  das  älteste  Beispiel 
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der  Konstruktion  einer  Tangente  mit  Benutzung  der  Subtangente,  und 
sollte  deswegen  hier  bemerkt  werden.  Dieser  Konstruktion  der  Tangente 
ist  jedoch  eine  andere  yorzuziehen,  die  sich  aus  der  Bemerkung  er- 
giebt,  dafs  bei  der  Ärchimedisclieu  Spirale  Q  =  aüi  die  SubnoiTnale 
(S„  =  ^1  küiistant  und  zwar  gleich  «  ist. 

üe  Bei  jE„  die  vom  Radius  vector  beschriebene  Fläche,  wenn  ra 
zwischen  2(n  —  l)x  und  2na  vaiiiert,  und  C„  die  Fläche  des  jü'"" 
Kreises',  dann  hat  man 

E„  =  ^fQ^da  =  ^foi^-da  ^  y  [8w=;r=  —  8(w—  l)^3räj 

und  C„  =  4w^jc^rt^- 

daher  ist  -^  = (ä"«j^^p ' ' 

welche  Formel  besagt:  Die  zwiselien  der  i**™  Wiiiduug  der  Ärchi- 
medisclieu Spirale  und  der  Anfangslage  der  bewegten  Geraden  ge- 
legenen Fläche  verhält  sich  zur  Fläche  des  ,»**™  Kreises'  wie  das 
Produkt  der  Peripherieen  des  {n  —  1)**°  und  n*"^  Kreises,  vermehrt 
um  ein  Drittel  des  Quadrates  der  Peripherie  des  ersten  Ki-eises  zum 
Quadrate  der  Peripherie  des  n*™  Kreises.  Aus  dem  vorigen  Werte 
von  E^  leitet  man  ab 

im  speKiellert  E^  —  E^     =  Sjt^«^, 


daher  ist  — % — -^r—  =  w  —  1 


E,  —  E~ 
_,  die  leicht  m  Worte  i 
Betrachten  wir  nun  die  Fläche  S  des  gemischtlinigen  Dreiecks, 
das  als  Seiten  einen  Bogen  der  Spirale  und  die  beiden  Badienvectoren 
pj  und  pa  >  Q^  hat,  deren  Endpunkte  bezw.  M^  und  M^  seien.  Man 
findet  leicht  „  _  fa'  +  g.e. +  e.')(P,-gO. 

sind  dann  S^  und  S^  die  Flächen  der  von  denselben  Radienveetoren 
und  den  durch  M^  bezw.  M^  gehenden  Bögen  begrenzten  Kreis- 
sektoren, so  ist 

und  daher 
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A'        Pi  +  yfe  — Pi)  s        y(0s  — ei)*+0iPa 

diese  Gleichimgen  drücken  algebraisch  einige  von  Archimedes  ent- 
deckte Sätze  aus. 

Überblicken  wir  das  hier  Dargestellte,  so  sehen  wir,  dafs  Aichi- 
medes  zwei  von  den  eine  jede  Kurve  betreffenden  drei  l'undamentai- 
problemen  für  seine  Spirale  gelöst  hat,  lüinilich  die  Tangente  zu 
ziehen  und  die  Quadratur,  dagegen  das  Problem  der  Rektifikation  un- 
berührt gelassen  hat.  Diese  wichtige  Aufgabe  wurde  nicht  nur  von 
keinem  der  Zeitgenossen  und  unmittelbaren  Nachfolger  des  Archi- 
medes  gelöst,  sondern  erst  nach  neunzehn  Jahrhunderten  in  Angriff 
genommen  und  überwunden,  als  Bonaventura  Cavalieri^),  Gregor 
von  St.  Vincentius^),  Itoberval,  B.  PascaP)  und  Fermat*)  un- 
abhängig voneinander  entdeckten,  dafs  das  Problem  der  Rekti- 
fikation einer  Archimedischen  Spirale  identisch  sei  mit  dem 
analogen  für  eine  Parabel  Um  diese  Behauptung  exakt  nach- 
zuweisen, beü-aebten  wir  die  beiden  Kurven 

,/  =  2px    .    .    (3),        e  =  -J^, (4) 

nennen  deren  Bogen  bezw.  s    und  s^  und  haben  dann 

'^^p  =  ^'^yyp^  +  y\     '^s>  = -^<^4']/(-^)  4-e^  -   ■   (5) 

daraus  geht  hervor,  wenn  man 

i'^^V (6) 

setzt,  dafe  der  Bogen  der  Parabel  (3),  vom  Scheitel  bis  zum  Pnnkte 
mit  der  Ordinate  y  ==h  gerechnet,  gleich  dem  Bogen  der  Spirale  (4) 
ist,  gerechnet  vom  Pol  bis  zum  Punkte  mit  dem  Radius  vecfcor  Q^h. 
Die  Beziehung  (6)  zwischen  den  Konstanten  a,p  kajm  man  in  der 
Weise  ausdrücken,  dafs  man  sagt:  Bei  der  betreffenden  Parabel 
mufs  der  Punkt,  welcher  als  Ordinate  den  Radius  des  ersten 
Kreises  der  Spirale  hat,   den  halben  Umfang  dieses  Kreises 

1)  Geometi'ia  incUmmbüis  (Bononiae  1635)  Lib.  VI. 

2)  Opus  geontetricma  (Antwerpiae  1647). 

S)  S.  die  Abhandl.  EgfäiU  des  lignes  spwales  et  ptwaboliques  {Oeuvres  de 
B.  Pascal  V,  La  Haje  1779,  S.  441),  die  nach  der  Behanptung  C.  Henry's  (BuU. 
di  Bibliogr.  e  Storia  etc.  XVII,  1884)  auf  das  Jair  1659  zurückgeht.  In  dem 
Lettre  de  M.  BeUmmlle,  der  dieser  Schrift  vorausgeht,  wird  gesagt,  dafa  Eoberval 
zu  demselben  Schlüsse  gelangt  sei,  „maie  aans  en  donner  de  d^monatration  antre- 
ment  que  par  Ics  mouvements  dont  on  voit  quelquo  chose  dana  !e  Liyre  des 
Hjdranliqnes  da  E.  P.  Mersenne." 

4)  S.  einen  an  Carcavi  mutmafslicli  1659  geschriehenen  Brief  {Oeuvres  de 
Fermat  U,  S.  438—40). 
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als  Abseisse  haben.  —  Integrieren  wir  die  erste  der  Gleicinmgen (4) 
unter  der  Bedingung,  dals  der  Scheitel  der  Parabel  der  Bogenanfang 
sei,  so  finden  wir 


diese  Formel  erMärt,  was  schon  einer  der  Gründer  der  Akademie  der 
Wissenschaften  in  Paris,  Adrian  Az.ont,  beweisen  konnte,  dafs  „esfca,nt 
donnöe  nne  di-oite  egale  ä  une  parabole  oii  ä  une  spirale,  la  qnadra- 
ture  de  l'hyperbole  est  dormee  et  contra"^).  Wir  fügen  noch  hinzn, 
dafs,  wenn  raaa  hyperbolische  i'nnktionen  einführt,  indem  man 

y  =p.  ©in  <p 
setzt,  die  Gleichung  (7)  folgende  einfache  imd  elegante  Fonn  annimmt^) 

S,_f(®in2y  +  2rt (?') 

184.     Pappus   hat  bemerkt^),    dafs   die  Archimedische  Spirale 

auf  eine  ähnliche  Weise  wie  die  Quadratrix  des  Dinostratus  (s.  Nr.  178) 

sich  konstruieren  liefse;  er  sagt:   Di«  Archimedische   Spirale  ist  die 

Orthogonalprojektion  der  Schnittlinie  einer  geraden  Schraubeniäche 

von  eiener  Leitfläche  mit  einem  Rotationskegel,  dessen  Scheitel  auf 

der  Axe  liegt,  auf  die  Grandfläche  des  Kegels  selbst.    Um  dies  zu 

beweisen,  beachten  wir,   dafs   die  beiden  Fachen,  von  denen  Pappus 

spricht,  durch  folgende  beiden  öleichungen  dargestellt  werden  können: 

Säst                 ,     y              ~\/x^  +  w'i     r     2  ,  „ 
=  ai-C  tg  "-  ,            '  — JLXi  J 1  =  0. 

Durch  Elimination  von  z  erhält  man  folgende  Gleichung  für  die 
Proiektionskurve :     ,  ^-=-1 — ^ 

^     ^-^-   -\-  -^  arc  tg--*  =  1; 

gehen  wir  zu  Polarkoordinatcn  Über,  ao  wird  diese 


die  thatsächlich  einer  Archimedischen  Spirale  zugehört. 

Während  diese  stereometrische  Erzeugung  der  Kurve  ein  aus- 
aehhefslich  theoretisches  Interesse  bietet,  giebt  es  eine  andere,  von 
Glairaut  entdeckte*),  die  sich  für  die  Praxis  als   sehr  nützlich  er- 

1)  Vgl.  einen  Brief  von  C,  MjloE  an  Ilujgens  vom  -Sl,  Jan.  1S69  {Omveei 
de  Hitygms  11,  8.  334) 

2)  Hoüel,  Ooiirs  de  Cakul  tnfintteiimal  II.  (Paris  1879)  S.  33;  Günther, 
Die  Leh/re  von  den  gsioohnhdwn  und  verallgemeinerten  Hyperbelfwnktionen  (Halle 
a.  S.  1881)  S.  241. 

3)  Pofppus,  herausg  v  Hultaoh,  S  263 

4)  S.  die  Abb.,  betitelt-  De  1a  spivale  d'Archimede  decrite  par  mb  mouve- 
ment  pareil  ä  celm  qiit  donne  la  cycloide,  et  de  quelques  awtres  courbes  du  meme 
gem-e  (Möm.  de  Paris,  Ann^e  MDCCXL,  Paris  1742). 
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weist,  indem  sie  die  Idee  für  ein  neues  Instmment,  um  die  Kurve 
in  kontinuierlichem  Zuge  zu  zeichnen,  liefert '^).  Zu  dieser  neuen 
Erzeugung  gelangte  der  französiaclie  Geometer,  indem  er  aufsuchte 
die  Spurlinie  eines  mit  einem  festen  Kreise  unveränder- 
lich verbundenen  Griffels,  wenn  die  Ebene  des  Kreises 
sich  BO  bewegt,  dafs  sie  fortwährend  mit  einer  festen  Ge- 
raden r  auf  dem  Kreise  rollt.  Um  die  Gleichung  dieses  Ortes 
zu  finden,  betrachten  wir  den  Kreis  BMBI  (Taf.  XIV,  Fig.  108)  und 
zeichnen  ihn  auch  in  der  bewegton  Ebene  in  deijenigen  L^e,  bei 
welcher  er  die  Gerade  r  im  Fufspunbte  Ä  des  von  dem  Spurpunkt  8 
des  Griffels  auf  die  Gerade  r  gefällten  Lotes  berührt.  Sei  BE  die 
Lage,  welche  der  Durohmesser  ÄS  in  der  Lage  BMEI  annimmt. 
Wir  nehmen  diesen  Durchmesser  als  Polaraxe  und  seinen  Mittelpunkt 
(!  als  Pol;  um  nun  die  Gleichung  des  gesuchten  Ortes  zu  bekommen, 
wird  es  genügen  eine  Beziehung  zwiiichen  dem  Radius  vector  CS  =  p 
und  dem  Winkel  SCIÜ^cq  aufeustellen  Wir  nennen  daher  den  Ra^ 
dius  des  festen  Kreisen  a,  ziehen  durch  C  die  Gerade  IM  senkrecht 
7U  »,  und  duich  &  zu  r  die  Parallele  ö'S';  CS,  die  Differenz  zwischen 
SA  und  a,  ist  dann  eine  gegebene  Grofse,  che  wir  mit  h  bezeichnen 
wollen     CS  möge  den  feiten  Kieis  m  F  schneiden.    Alsdann  haben  wir 


a.-cBJlf=-4ilf=S'If=y6'S''— 6'S^=ypä— 6^=arc/J?. 
^SCff=^tg§g  =  -^tgJ^^-; 

arci^i   ^ttaretg-^^^^^^;       ^rüFE^aca. 
Und  da                       ai-c  FE  =  arc  FI  -\-  arc  JE, 
so  ergiebt  sich     «öj  =  ft  arc  tg -^-^-^ h  Vp^ — ^^ (S) 


Wenn  im  speziellen  ^  =  0,  d.  h.  der  Griffel  im  Mittelpunkte  c 
wegten  Kreises  steht,  so  vereinfacht  sich  diese  Gleichung  und  n 


welches  eine  Archimedische  Spirale  darstellt.  Diese  Beti'achtungen 
lassen  die  At-chimedisehe  Spirale  als  Individuum  einer  ganzen  Klasse 
von  Kurven,  den  sog.  allgemeinen  Kreisevolventen^),  erscheinen. 


I)  Übei-  dieses  Instrument  sehe  man  Miohelotti,  Eecherches  sur  l 
les  plus  eon/eencMeB  potior  la  äwision  et  la  subdivision  pratique  des  ares  i 
(M^m.  de_  rAcad.  de  Turin  VI,  1793—1800)  gedrackt  1801. 

S)  Über  diese  Kurren,  deren  Gleichung  (8)  iat,  und  andere  von  ( 
in  der  citierten  Abh.  betrachtete,  s.  eine  Beantwortung  von  V.  Retali 
(1897)  S.  252  des  laierni^diaire. 
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Zu  einer  anderen  aJinlichen  neuen  Klasse  von  Kurven  glaubte  Burgi 
ingt  zu  sein'^),  indem  er  die  Betrachtung  von  Kurven  mit  der  allge- 

1  Pokrgleiehuüg  p  =  «c»  +  6 (9) 

einflllirte.  Eine  derartige  Kurve  eihält  man  oifenbai'  durch  Verlängerung 
aller  Vectoren  der  Spii'ale  (1)  um  die  Länge  h,  mit  anderen  Worten, 
sie  ist  eine  Konchoide  (vgl.  Nr.  69)  der  ArchimediBchen  Spirale;  sie 
wurde  Neoide  genannt^).     Beachtet  man  jedoch^),  dafs,  wenn  man 

(,\=  m  -\ setzt,  die  Gleichung  (9)  zu  p  =  «Oj  wird,  so  sieht  man 

ein,  dafs  die  Neoide  von  der  Ärchimediachen  Spirale  nicht  verschieden 
ist*).  Somit  sehen  wir:  Verlängert  man  alle  RadieHvectflrea  eiaer 
Archimedisclieii  Spirale  um  dieselbe  Strecke,  so  erhält  man  eine 
zweite,  der  nrsprüngliehcn  gleiche  Spirale.  Es  ist  heiTorzuheben,  dafs 
diese  Eigenschaft  für  die  Archimedische  Spirale  charakteristisch 
ist.  In  der  That,  wenn  p  =  ((ca)  die  Polargleichung  einer  Kurve  von 
dieser  Eigenschaft  ist,  ao  mufs  es  einen  Winkel  a  geben  derart,  dafs 
für  jeden  beliebigen  Wert  von  co  besteht 

oder  auch  h  =  «/-'(o)  +  ^^  f"{m)  + ; 

und    damit   dies   eintrete,    mufs    sein   f'{eo)=    -,    /"'((o)^ü, , 

folglich  ist  die  Gleichung  der  fraglichen  Kurven 

p  =  —  öj  -]-  c , 
w.  z.  b.  w. 

1)  Lehrbuch  der  Mathematik,  lU.  (Wien  1833)  S.  341. 
3)  Vgl.  Hoffmann,  MathetnaUsclies  WörUrluch,  IV.  (Berlin  1864)  S.  194, 
wo  auch  die  Anwendung  der  Neoide  bei  den  8pi»nniasoiiinen  erwähnt  wird, 

3)  Stegmann,  Vm-sckiedeme  mathetnatisdte  Bmmriumgen  (Archiv VIII,  1846). 

4)  Somit  bezieht  sich  die  Note  von  W.  Eulf,  BesUmmwng  des  Ki'ümmiMgs- 
mittelpunJites  der  Neoide  mittelst  eines  Kegelsehmttes  (Archiv,  2.  Ser.  XI,  18ö2) 
auf  die  Archimedisciie  Spirale.  —  Die  Identität  der  Neoide  mit  der  Archimed. 
Spirale  könnte  den  Nameji  Neoide  im  Katalog  der  Bpeziellen  Kurven  verschwin- 
den lassen,  wenn  ei'  nicht  noch  in  anderem  Sinne  angewandt  wäre;  nämlich  in 
der  Abh.  von  "W.  J.  Macquorn  Eankine,  On  the  mathemafieal  Hieory  of  strewm 
Times  especialh/  tJiose  of  fowr  foci  and  upivoj-ds  (Phil.  Trans.  CLXI,  1871)  ist  S.  308 
die  Eede  von  „Neoids,  that  is  sbip-shape  lines".  Daselbst  finden  sich  dann  noch 
andere  Kurven,  die  (nach  dem  griechischen  u-uKPoctäijs)  „CycnoWes,  or  swan-like 
lines"  genannt  sind;  da  die  einen  sowohl  wie  die  anderen  nur  Bezug  auf  die 
angewandte  Mathematik  Laben,  ao  thun  wir  hier  ihrer  nur  flüchtige  Erwähnung. 
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Viertes  Kapitel. 
Die  Spiralen  liöliereii  Grailes. 

185.  Als  Tiimiittelbare  Veitillgenieinerung  der  Aretimedisclieii 
Spirale  sind  zu  betrachten  diejenigen  Kurven,  die  in  Polarkoordinaten 
durch  eine  Gleichung  von  der  Form 

?'-«'£ (1) 

dargestellt  werden,  wo  k  eine  ganze  positive  Zahl  ist;  wir  bezeichnen 
aie  mit  dem  Namen  Spiralen  höheren  Grades.  Von  ihnen  spricht 
Fermat  in  einem  an  P.  Merseune  unterm  3.  Juni  1636  gerichteten 
Briefe^)  und  verspricht  nicht  nur  eine  vollständige  Behandlung  der- 
selben, sondern  führt  auch  Sätze  an  über  diejenige,  welche  dem  Falle 
]c  =  2  entspricht,  und  von  der  er  annimmt,  dafs  sie^die  wunderbare 
Kurve  (%aiidSoi,oq  ypccji^ij)  sei,  die,  nach  der  Aussage  des  Pappus^), 
von  dem  Geometer  Menelaus  von  Alexandrien  erfundea  wurde^. 
Die  Entdeckungen  Fermats  wurden  durch  Merseune  bekannt  gemacht, 
der  von  ihnen  im  zweiten  Teile  seiner  Harmonie  unwerselle  (Paris  1637) 
spricht,  und  femer  in  den  CogUata  ph^sico-mathemaUca  (Lutetia.  Paris. 
1644);  ebenderselbe  erwähnt  ihrer  in  einem  Briefe  an  C.  Huygens 
vom  22.  Mai  1648*),  wo  die  Aufgabe  gestellt  wird,  das  Verhältnis 
der  vom  Radius  vector  beschriebenen  Fläche  A,  wenn  der  Winkel  to 
von  0  bis  2^  variiert,  zum  Inhalte  0  des  Kreises  mit  dem  Radius  a 
und  dem  Centrum  0  (den  wir  auch  hier  den  ersten  Kreis  nennen) 
zu  bestimmen.     Diese  Aufgabe  läfst  sich  mit  unseren  Methoden  leicht 


;  da  nämlich 


-J(,^.ä^^-^J^^+'-d^  =  ^-:^^,     und    6  =  . 


so  hat  man  sofort  A:  Ü  ^  h :  (li  -{-  2)  \ 

für  fc=l  haben  wir  einen  Satz  dos  Archimedes  (s.  Nr.  183)  wieder, 
während  wir  für  Ä>1  einen  Satz  erhalten,  der  mit  anderen  von 
Stephano   de   Angelis")   und    John   Wallis    übereinstimmt,   und 

1)  Omm-es  äe  FemcU  n,  8,  12—14,  und  III,  S  377—78. 

2)  Pappus,  terauBg.  v.  Hultsch,  8.  270. 

3)  Diese  Ansicht  des  berühmten  Senators  von  Toulouse  fand  wenige  An- 
bäjiger,  weil  man  allgemeia  annimmt,  dafs  die  „wunderbare"  Kurve  doppelter 
Krümmung  sei;  3.  G.  Loria,  Le  scienze  esaüe  neW  antiea  greeia,  Lib.  lU  n.  35 
(Mem.  deir  Aco.  di  Modena,  n.  Ser,  XQ,  1900). 

4)  Oeuvres  de  Hv/ygens  I,  S.  96. 

b)  De  imfinifoTitm  apirttimm  spatioi-iim  «lewsiwa  (Venetiis  1660),  wo  die 
Eui-ye  (1)  für  ft  =  l  spiralis  linearis,  füi-  Ä=2  apiralis  secuwda  seu 
quadratica,  fSv  ü;  =  3  spiralis  tertia  seu  cubica  u.  s.  w.  genannt  nbcS. 
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der  von  E.  de  Sluse  in  einem  Briefe  an  Hiiygens  vom  August  1663 
mitgeteilt  wird^). 

Ist  ji  der  Wiukel,  den  die  Tangente  an  die  Spirale  mit  dem  zum 
Berührungspimkt  gehenden  Radiua  Teetor  bildet,  so  liefert  Gl.  (1) 
igji  ^=  ^-.^  =  ko),  woraus  man  eine  Methode  ableiten  kann,  die 
Tangente  zu  konstmiei'en;  andere  erhält  man,  wenn  man  beachtet, 
daTa  die  Polar-Snbtangente  und  Subnormale  ausgedrückt  werden  durch 

2;c5e5^   bezw.   -^j^-t^i- 

Die  zu  Ende  von  Nr,  182  für  die  Archimedische  Spirale  aus- 
geführte Reohnung  läfst  sich  mit  leichten  Modifikationen  der  durch 
Gleichung  (1)  dargestellten  Kurve  anpassen  und  zeigt,  dafs  auch  diese 
Kurre  einem  Systeme  angehört,  dessen  Charakteristiken  jedoch  einen 
verschiedenen  Ausdruck  haben,  jenachdem  k  gerade  oder  ungerade  ist. 
Dieses  verschiedene  Verhalten  in  diesen  beiden  Fällen  zeigt  sieb  auch, 
wenn  wir  die  Gestalt  unserer  Kurve  untersuchen;  nämlich,  wenn  k 
gerade  ist,  mufs  man,  um  reelle  Punkte  der  Kurve  zu  erhalten,  dem 
<o  positive  Werte  erteilen,  und  hat  dann  für  jedes  a  zwei  gleiche  aber 
entgegengesetzte  Werte  von  p,  daher  ist  die  Kurve  symmetrisch  in 
Bezug  auf  4en  Pol  (der  ein  Punkt  der  Kurve  ist) ;  wenn  hingegen  k 
ungerade  ist,  so  entsprechen  zwei  gleichen  nnd  entgegengesetzten 
Werten  von  (a  gleiche  und  entgegengesetzte  Werte  von  q,  daher  ist 
jetzt  die  Kurve  symmetrisch  in  Bezug  auf  die  sekundäre  Polaraxe. 

Die  Rektifikation  der  Spiralen  höheren  Grades  liefert  einen  von 
Fermat  gefundenen  Satz,  der  eine  A''erallgemeinerung  des  Cavalieri'- 
schen  ist,  den  wir  in  Nr.  183  bewiesen  bähen.  Um  zu  erkennen, 
worin  dieser  Satz  besteht,  beachten  wir,  dafs  wenn  s,  der  Bogen  der 
Spirale  (1)  ist  „— 

d.,  -  y  (.'  +  ?■<*»'  -  'f  i»  y{^)'+  f"; 

bezeichnen  wir   anderseits   mit  s^  den  Bogen   der  Parabel  (fc  -|- 1)"' 
Ordnung,  die  durch  die  Gleichung 

f+^  =  (k-\-l)fsc 
dargestellt  wird,  so  haben  wir 

jr 
Damit  ist   gezeigt,  dafs  der  Spiralenbogen  vom  Pol  bis  zum  Punkte 
p  =  c  gleich   dem  Paiabelbogen  vom  Scheitel  bis  zum  Punkte  y^c 
ist,   vorausgesetzt,   dals   zwi=«chen   den  Konstanten   a  und  p  die  Be- 
ziehung lieiteht  ,,  

o  =y2k^-p. 
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Für  }c=l  erlialten  wir  den  Cavalieri'sehen  Satz  wieder;  für  ein  be- 
liebiges fc  erhalten  wir  einen  Satz,  dea  E,  Torricelli  an  Michelangelo 
Ricci  am  24.  Aug.  1644  mitteilte^),  \ind  den  Fermat  dem  Carcavy 
in  einem  Briefe  bekannt  gab,  der  am  13.  Sept.  1659  dem  Hnygena 
übermittelt  wurde^.  Es  ist  merkwürdig,  dafs  Huygens  in  der  Ant- 
wort an  CarcaTj  vom  26.  Febr.  1660  bemerkt  hat:  „La  comparaison 
des  autres  sortes  de  spiralea  avec  les  lignes  paraboloides  qne  donne 
M.  de  Fermat  est  v^ritable,  mais  non  pas  fort  difficile  ä  trouver 
apres  qne  la  premifere  est  comiüe.  Et  je  m'estonne  qxi'il  prend  plaisir 
ä  inventer  des  lignea  nouTelles,  qui  n'ont  pas  autrement  des  pro- 
prietez  dignea  de  consideration"^.  Hierdurch  getroffen,  antwortete 
Fermat  dem  Huygens  dnrch  Vermittelung  von  Carcavy*),  dafs  für 
7c  =  -^  seine  Spirale  ebenso  wie  die  entsprechende  Parabel  (s.  Nr.  118) 
sich  der  bemerkenswerten  Eigenschaft  erfreuten,  rektifizierbar  zu  sein, 
eine  wichtige  Bemerkung,  da  sie  zeigt,  dafs  Fermat  seine  Betrach- 
tungen nicht  auf  den  Fall,  dafs  bei  den  durch  Gleichung  (1)  dar- 
gestellten Spiralen  k  eine  ganze  Zahl  sei,  beschränkt  hat.  Wir  wollen 
noch  hinzufügen,  dafs  man  eben  diese  Spirale  (ä  =  y)  erhält,  wenn 
man  den  Ort  der  Endpunkte  der  Polar- Subtangenten  einer  Archi- 
medischen Spirale  aufsucht, 

186.  Der  Briefwechsel  Formats  enthalt  auch  Mitteilungen  über 
eine  andere  Kurve,  deren  Erfindung  man  dem  Gfalilei  zuschreibt^); 
nachdem  sie  unrechtmäfsiger  Weise  Helix  Baliani  genannt  worden 
war^),  bezeichnet  man  aie  heute  mit  dem  Namen  Galilei'sche  Spi- 
rale. Sie  ist  unter  die  physikalisch-mathematischen  Kurven  zu  rechnen, 
da  aie  definiert  wird  als  „die  Linie,  die  ein  materieller,  schwerer  frei 
fallender  Punkt  in  Bezug  auf  die  mit  ihrer  täglichen  Bewegung  be- 
gabte Erde  beschreibt".  In  Polarkoordinaten  wird  sie  durch  eine 
G-leichung  von  folgender  Form  wiedergegeben 

Q  =  a  —  ha'' (2) 

Da  diese  Gleichung  sich  nicht  ändert,  wenn  man  das  Vorzeichen  von 
ra  wechselt,  so  ist  die  Galilei'sche  Spirale  symmetrisch  in  Bezug  auf 
die  Polaraxe;  der  Pol  ist  ein  Doppelpunkt  und  die  bezüglichen  Tan- 

1)  S.  G.  GliinasHi,  Ledere  fin  qm  imdife  di  Evangelista  Ton-icelli  {Faenaa 
1864)  S.  17—19. 

2)  Oetmires  de  Hnygms  11,  S.  538;  Oeuvres  de  Fm-mat  II,  S.  441.  S.  auch, 
die  an  lalouböre  geaanclten  und  von  diesem  1660  in  dem  Anhange  zu  dem 
Werke  Vetervm  geometria  pronwta  in  Septem,  de  cycloide  ittm  veröffentlichten 
Sätze;  neugedruckt  in  (kmres  de  Fe^-mat  I,  8,  206,  nnd  IH,  S.  178. 

3)  Oemres  de  Huygens  III,  S.  27. 

4)  S.  Permafs  Brief  vom  26.  Juni  16Ö0,  veröffentlicht  in  Oeuvres  de  Huygeiis 
III,  S.  89,  und  Oefavres  de  Fei-mat  H,  8.  448. 

5)  Oeuvres  de  Fermat  H,  8.  12, 

6)  Vgl.  die  Bemerkungen  P.  Tannerj's  im  Intennediaire  III,  1896,  S.  78  u.  213. 
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genten  bilden  mit  der  Polaraxe  einea  Winkel  gieicii  +  l/-rf  die  Kurve 
hat  ferner  auf  der  Aie  selbst  unzählig  viele  Doppelpunkte,  nämlich 
diejenigen,  für  welche  p  =  «  —  hh^Ti^,  wo  Ic  eine  ganze  positive  oder 
negative  Zahl  ist;  för  k^O  aber  erhält  man  einen  einfachen.  Punkt 
mit  einer  zur  Polaraxe  senkreohten  Tangente.  Da  die  Subnormale 
auagedröekfc  wird  durch  yS„  =  —  2hcy,  so  sieht  man,  dafs  die  Archi- 
medische Spirale  der  Ort  der  Endpunkte  der  Polar-Subnormalen  einer 
ffalilei'scheB  Spirale  ist.  Ändere  Eigenschaften  sind  bis  jetzt  an 
dieser  Spirale  nicht  aufgefunden  worden,  und  sie  scheint  also  mehr 
ein  historisches  Interesse  zu  besitzen. 

Die  Galilei'sche  Spirale  kann  als  ein  Spezialfall  einer  anderen 
physikalisch -mathematischen  Kurve  aufgefafst  werden,  zu  der  Va- 
rignon*)  gelangte,  als  er  jene  Frage  verallgemeinerte  die,  wie  wir 
in  Nr.  119,1.  gesehen  haben,  Leibniz  im  Verlaufe  seines  berühmten 
Streites  mit  den  Oartesianern  vorgelegt  hat.  Es  ist  die  Isochrone 
unter  der  Annahme,  data  der  Mittelpunkt  der  Erde  sich  nicht  mehr 
in  unendlicher,  sondern  in  endlicher  Entfernung  befinde.  Durch  Be- 
trachtungen, die  hier  wiederzugeben  keinen  Wert  hat,  erhielt  der  ge- 
nannte französische  Geometer  als  DifFerenzialgleichiing  der  fraglichen 
Kurve  in  Polarkoordinaten  folgende 

c    ■  <  «<  —      c  — e     ' '•  -^ 

wo  d,  c,  l  gegebene  positive  Konstanten  sind.  Die  Integration  dieser 
Gleichung  ist  ausführbar;  Varignon  hat  sie  jedoch  nicht  aoegeführt, 
und  somit  entging  ihm  eine  wichtige  Einteilung,  nämlich  die  der  drei 
Fälle  ö  >  d,  c^  a  und  c  <  ». 

I.  Ist  c>  a,  so  setze  man  p  =  a  -\-  u^,  c  =  a  -}-  k^,  dann  wird 
Gleichung  (1) 

diese  läfst  sich  leicht  integrieren  und  giebt  (bei  geeigneter  Wahl  der 
Integrationskonstanten) 

-—  0}  =  /c  los);  —  -^  —  u . 

Setzen  wir  aber  für  u  und  k  ihi-e  Werte  wieder  ein,  so  erhalten  wir 
die  Gleichung 

i)  Siehe  Methode  poy/r  tronver  des  cowhes  le  long  desqaelles  v,n  corps  toiii- 
bant,  s'approcha  Ott  s'eloigne  de  l'borizon  en  teile  rmson  de  teiiis  qu'on  vouära,  et 
dans  guelgue  hypotMse  de  mtesses  äiw  ce  soit  etc.  (Möm.  de  Paris,  1699). 
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weiche  in  anderer  Form  zuerst  von  L.  Mascheroni^)  aufgestelit 
wurde.  Da,  wenn  man  q^C  setzt,  sie  (0  =  00  liefert,  so  wird  die 
Kurve  offenbar  unendlich  viele  Windungen  um  den  Pol  machen. 
Sehreiben  wir  Gleichung  (2)  folgendeymafsen 


JVL 


'7-1+^ 


setzen  alsdann   1/^ =  ^,    so  können  wir  erkennen,   daTs  man  an 

Stelle  von  (2)  zur  analytischen  Darstellung  der  Kurve  auch  folgendes 
Gleiohungspaar  benutzen  kann; 

(._<.  +  (»-,)».,     „_«)^(i„g|_t;_»). 

IL    Wenn  c  =  a,  ao  wird  Gleichung  (I) 

y»       ^  y,-„ 

durch  Integration  ergiebt  sich 

(.-»  +  £0% (4) 

welche  Gleicbimg   eine    Gaiilei'sche    Spirale   (mit   isoliertem   Punkte) 
darstellt. 

ni.    Wenn  endlich  c<(i,  so  setzen  wir  a  =  c-\-h^,  p  =  ra  +  t(''; 
Gleichung  (1)  wird  dann 

imd  dann  bei  günstiger  Wahl  dei  lutegrationskonstanten 

-|—  a  -\-  li  —  h  are  tg  -^  =  0. 
Setzen  wir  für  u,  h  ihre  Werte  wieder  ein,  so  erhalten  wir 


iVa       .    -,/ t/  ■    ■  ,     Vq- 

— '- —  r.i  -J—    i/n fi.  l//r  -^ —  r  Hfp  rrr  .■--—_ 

=  y-a- 

Dieser  Gleicbung  wird  Genüge  gethan  dui"eb  p  ^ «,  o  ^  0,  daher 
beginnt  die  Kurve  in  einem  Punkte  der  Polaraxe,  Schreiben  wir 
Gleichung  (5)  folgendemiafsen 


^ß,_)_]/^^::^__y^:^^arctg>^^=^=0.     ,     .     (5} 

g  wird  Genüge  gethan  dui-eh  p^ß,  c 
Tve  in  einem  Punkte  der  Polaraxe,  S 
algendemiafsen 

— |=ro  =  arctg  |/^^     -  ]/ },:_--, 
und  setzen    [/    _     =  0,    ao  erkennen  wir,  da.l's  die  fragliche  Kurve 

1)  Siehe  einen  gednickten  Brief,   gericttet  AI  Nobile  Signor  AchilU  Ales- 
sandri,  datiert  von  Bergamo  d.  19.  Sept.  1782. 
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in  diesem  Falle  auch  durch  folgende  beiden  Gleichungeii  dargestellt 
werden  kann  .w-  __ 

Q  =  a^(a  —  c)&^,         oj^-^'^"      -  (arctg  »  —  -&)■    .    (6) 
lya 

ÄoH  den  Gfleichungen  (3),  (4),  (6)  geht  hervor,  dafs  die  Varignon'- 
sciie  Isochrone  eine  in  Bezug  auf  die  Polaraxe  symmetrische  Kurve 
ist;  die  eingehendere  Diskussion  derselben  überlassen  wir  dem  Leser. 
187.  Ebenfalls  ein  mehr  historisches  Interesse  bieten  die  oo^  Kur- 
ven, die  mit  Vanation  der  Konstanten  a  und  p,  durch  die  Gleichung 

{l,^a)'-2apa (3) 

dargestellt  werden;  wenn  im  speziellen  a  gegen  0,  p  gegen  oo  kon- 
vei^ert  in  der  Weise,  dals  lim  ^ap  =  -»— ,  wo  &  eine  neue  endliche 
Konstante  ist,  so  wird  Gleichung  (3)  zu 

und  stellt  dann  eine  Fermat'sche  Spirale  dai-  (vgl.  Nr.  185).  Die  durch 
Gleichung  (3)  dargestellten  Kurven  wurden  von  Jakob  Bernoulli  be- 
trachtet'), der  wegen  der  Analogie  der  Gl.  (3)  mit  der  einer  Parabel, 
jede  solche  Kurve  als  „parabola  helicoi'des,  vel,  si  mavis,  spiralis 
paraboliea"  bezeichnete;  die  Späteren  gaben  demNamen  „parabolische 
Spirale"  den  Vorzug,  den  auch  wir  anwenden  wollen.  Die  betreffen- 
den Kurven  zeigen  sehr  verschiedene  Gestalt,  je  nach  dem  Werte  des 
Verhältnisses  —  (Bernoulli  hat  insbesondere  den  Fall  -  =  43i  be- 
ti'achtet);  man  kann  aber  jene  Konstanten  immer  als  positiv  annehmen, 
dann  entsprechen  die  reellen  Punkte  der  Kurve  positiven  Werten 
von  o;  zu  jedem  gehören  zwei  gleiche  und  entgegengesetzte  Werte 
von  p,  somit  haben  alle  parabolischen  Spiralen  ein  Centrum. 

Aiif  die  parabolischen  Spiralen  hat  Bemonllj,  von  1691  an,  die 
Methoden  angewandt,  die  Leibniz  1684  der  mathematischen  Welt 
mitgeteilt  hat.  So  bestimmte  er  die  Tangente,  indem  er  bemerkte, 
dafs  die  Polar-Subnormale  durch  -^  =  _  gegeben  wird,  welcher 
Ausdruck  leicht  zu  konstruieren  ist  und  zeigt,  dafs  p^lm  — yJ  =  ~ 
die  Gleichung  des  Ortes  der  Endpunkte  der  Subnormalen  ist,  somit 
ist  dieser  Ort  einLituus  (s.  Kr.  190).  Ähnlich  bestimmte  Bernoulli 
die  Maxima  und  Minima  von  p  und  o;  ersterea  führte  ei-  auf  die 
Untersuchung  einer  algebiaiaohen  Gleichung  zwischen  co  und  tgcj 
zurück;  wenn  nun  co  und  tgos   durch  eine  algebraische  ßelation  ver- 

1)  Specimen  cajculi  di/feienttalis  m  dimensione  pa/rabolae  hdtcoidis  etc.  (Acta 
erudit.  Jan.  1691  oder  auch  Joeoii  Bernoulli  opm-a  I,  S.  i3l;  vgl.  Joh.  Bernoulli 
op^-a  I,  S.  40— i7( 
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knüpft  wären,  so  könnte  man  die  TOrige  Gleichung  umgestalten  so, 
dafs  sie  algebraisch  in  e»  wäre;  ihre  Wurzeln  wären  demnach  der 
Zahl  nach  begrenzt,  und  die  Grenzwerte  von  p  wären  demnach  in 
endlicher  Zahl  vorhanden.  Nun  zeigt  aber  die  Gestalt  der  paraboli- 
schen Spirale,  dafs  ß  im  Gegenteil  unzählig  viele  Masima  erhalten 
kann;  somit  ist  die  Annahme,  dafs  zwischen  ra  mit  tgra  eine  algebraische 
Relation  bestehe,  eine  absurde;  insbesondere,  macht  man  cj=  -j,  so 
sieht  man,  dafs  ir  nicht  die  Wurzel  einer  algebraischen  Gleichung 
sein  kann^).  Ea  ist  dies  vielleicht  der  älteste  Versuch,  die  Unmög- 
lichkeit einer  algebraischen  Lösung  des  Problems  der  Quadratur  des 
Kreises  nachzuweisen. 

Die  Wendepunkte  der  Spirale  (3)  erhält  mau,  indem  man  Gl.  (3) 
mit  folgender  kombiniert 


■'+Ht)' 


wir  erhalten  also 

(<T  — p7— 2ö(«  — py+aHa  — p)ä+3i*^ß\tf  — p)— iiV=0; 
die  ähnhchL  Äulsuchung  der  Doppelpunkte  wurde  von  Bernoulli  nicht 


in  Angiili  genommen,  kann  aber  ohne  Schwierigkeit  ausgeführt  werden. 
Hingegen  hat  ei  sich  mit  dei  Quadratur  der  Kurve  beschäftigt;  es 
ist  leicht,  seine  t^chlus'ie  zu  kontrollieren,  wenn  man  beachtet,  dafs 


Iß'  da,  -  ^ß\l>  -»)■*()- 


Folglich  erhält  man,  wenn  man  2p  =  - —  sekt  und  das  Integral 
zwischen  p  =  0  und  p  =  «  nimmt,  -g-jr«^,  wie  auch  Bernoulli  ge- 
funden hat. 

Viel  schwieriger  und  interessanter  ist  das  Problem  der  Hekti- 
fikation  der  parabolischen  Spirale;  Jak.  Bernoulli  entdeckte,  als  er 
sich  mit  diesem  heaehäftigte,  eine  äufserst  bemerkenswerte  — ■  auch 
bei  anderen  Kurven  auftretende^)  —  Thatsache,  die  wir  hier  mit- 
teilen woUen. 

Es  sei  s  der  Spiralbogen,  so  liefert  uns  Gleichung  (3) 


=/<'oyi+(*r:)=/''-i/i+<''( 


folglich  hängt  die  Berechnung  des  s  von  elliptischen  Integralen  ab. 
Wenn  wir  nun  die  Betrachtung  ehier  Kurve  einführen,  che  durch 
folgende  Gleichung  dargestellt  wird 


1)  Beimoulli  fügt  hinnu,  dafs  man  ähnlich  die  Unmöglichkeit  der  algebrai- 
schen Quadratur  „uÜiua  curvae  geometi-icae  in  ae  redeuntis"  beweisen  könne, 
■welche  Behauptung  man  wohl  bezweifeln  dürfte. 

2)  Baneper,  Einmische  FanMionen,  IL  Aufi.  (Halls  a.  S.  1890)  S.  5^6  if. 
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-1^ 


■\<^-a)' 


80  sieht  man,  dafs  die  Rektifikation  der  parabolischen  Spirale,  mit 
der  Qnadrafctir  dieser  Kurve  äquivalent  ist.  Diese  Km've,  oder  besser 
die  zu  ihr  affine  und  durch  die  Gleichung 

!/'  =  ?  +  SV^' (4) 

dargestellte,  läfst  sich  nun  auf  folgende  Weise  konstituieren;  „Es  sei 
0  der  Mittelpunkt  eines  Kreises  mit  dem  Durchmesser  a,  der  im  An- 
fangspunkte 0  die  y-Ax6  berührt  (Taf.  XIV,  Fig.  109).  Wir  nehmen 
nun  auf  Ox  beliebig  die  beiden  Strecken  CW=  CZ,  ziehen  in  dem 
Kreise  die  zugehörigen  Ordinaten  WT  und  ZX  und  bestimmen  den 
Schnittpunkt  8  von  TX  mit  der  y-ks.e.  Es  sei  nun  A  ein  Punkt 
der  a:-Axe,  derart,  dafs  0^1=^  2p.  Man  trage  nun  auf  derselben  Axe 
0K=  OS  ab,  ziehe  ÄS  und  durch  K  die  Parallele  zu  dieser  Gfe- 
raden;  ist  B  der  Schnittpunkt  mit  Oy,  und  trägt  man  die  Strecke 
CR  Ton  W  und  Z  aus  auf  den  Geraden  WT  und  ZX  ab,  so  er- 
hält man  vier  Punkte  P  der  Kurve  (4)."  Wir  überlassen  den  Beweis 
dem  Leser  und  bemerken,  dafs  aus  der  Konsti-nktion  hervorgeht,  dafa 
die  Kurve  (4)  zur  Geraden  3;  =  —  symmetrisch  ist;  demnach  enthält 
sie  unendlich  viele  Paare  gleichgrofser  Plächenstücke,  und  daonit  ist 
gezeigt:  Die  paFahoHsche  Spirale  enthält  trotz  der  Unregelmäfsigkeit 
ihrei'  Gestalt  niiendlieli  viele  Paare  gleicMaiiger  Bogen;  es  ist  dieses 
die  hervorragendste  geomeii'ische  Eigenschaft,  welche  sie  besitzt^). 


Fünftes  Kapitel. 
Andere  algehraische  Spiralen. 

188.  Das  Wort  „Spirale",  welches  wir  auf  den  vorhergehenden 
Seiten  gebrauchten,  geht  in  das  entfernteste  Altei-tum  zurück,  indem 
es  dort  eine  Bahnlinie  im  astronomischen  System  Plato's  bedeutete*), 

1)  Weitere,  die  obige  Kurve  und  die  beEnglichen  ArlDeiten  betreffende  Ver- 
haltnisse finden  sich  in  der  sorgfältigen  Monographie  von  G.  D.  E.  Wejer  an- 
gegeben, lieber  die  parabolisehe  Spii'aU  (Kiel  und  Leipzig,  1894);  vgl.  auch 
Wolfram,  Die  apolloniseh-parahoKscke  Spii'ale  (Progr.  Hof,  ohne  Jahreszahl). 

2)  A,  Södillot,  De  forigme  de  la  semame  planMawe  et  de  la  spirak  de 
Piaton  (Bull,  di  bibl.  e  stör.  TI,  187S,  und  O.E.  XSVII,  18725  imd  Th.  H.Martin, 
HypotMse  asti-onomigue  de  Piaton  (MÄn.  de  l'Ao.  des  Inseriptions  et  Beiles  Let- 
tres,  XXX,  1.  Teil,  1881)  8.  46—48.  —  Es  möge  angeführt  werden,  dafs  im 
XXI.  Kap.  der  Astronomie  des  Theon  von  Smjma  (s.  Theon  de  Smyme,  Ex- 
position des  connaissanees  mathematiqwes  utiles  poitr  la  lecture  de  Piaton,  dd. 
Dupuis,  Paris  1892,  S.  338)  von  einer  anderen  astronomischen  Spirale  die  Rede 
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jedoch  der  entsprechende  allgemeine  Begriff  hat  noch  nicht  jenen 
Grad  der  Präzision  erlangt,  den  ein  mathematischer  Begriff  erfordert^); 
Torianfig  wollen  wir  als  Spiralen^)  bezeichnen  alle  Kuryen,  deren 
einfachste  und  geeignetste  analytische  Darstollung  man  bei  der  An- 
wendung von  Polarlcoordinaten  erhält.  Solcher  Art  Bind  die  Kurven, 
welche  die  Polarglei chung 


haben,  wo  f  und  <p  rationale  Funktionen  der  trigonometrischen  Linien 
des  Winkels  a  selbst,  oder  eines  Vielfachen  oder  aliquoten  Teiles 
desselben  sind^);  solcher  Art  sind  diejenigen  Kurven,  die  durch  eine 
algebraische  Gleichung  zwischen  p  und  ra  dargestellt  werden,  und  die 
man  paasend  als   algebraische   Spiralen    bezeichnen  kann*).     Sei 

ftp,»)-» (1) 

die  ßleichung  einer  solchen  Spirale;  /'  aei  vom  Gfrade  ^  in  e»,  und 
überhaupt  vom  Grade  ra.  Da  nun  Q'^y'x^ -{-if  und  to^arctg-^, 
so  sieht  man,  dafs 

und  demnach 


ist;  sie  ist  von  ähnliober  Gestalt  wie  die  Sinualinie  und  wird  beschrieben  von 
einer  Welle,  die  gezwungen  wird  zwischen  awei  Schranken  zu  bleiben;  s,  auch 
Martin  a.  a.  0.  S.  49. 

1)  S.  die  Artikel  Spirale  in  der  Encyclopeäie  inethodique,  im  Maäiewatischm 
Wörterhwch  von  Hoffmann  und  im  Dictiomiaire  des  miences  maih.  von  Mont- 
ferrier.  Vgl,  ferner  Brocard,  Notes  de  iiUiographie  des  courbes  g^ometrüiws, 
Partie  comple'mentaire  (Bar  Le-Duc,  1899)  S.  100. 

3)  Andere  {s,  Montferrier  a.  a.  0.  II,  8.  ilO)  wenden  den  Namen  Radial- 


)  G-.Fouret,  Swr  la  construcHon  de  ta,  tangente  ä  la  courbe  g 


f((a)  et  (p{oy)  designant  des  fonctions  rationelles  des  lignes  irigmmetriques  de  l'angle 
to,  de  ses  multiples  ou  de  ses  paHies  aMguotes  (Nouv.  Ann.  2.  8er.  XIX,  1880). 

i)  Dieser  Name  wird  in  dem  angegebenen  8inne  gebraucht  von  W.  Rulf  in 
der  Abh.  Geometrische  Bestimmimg  des  Krümmimgsmittelputiktes  der  algebraischen 
Spiralen  (Monatshefte  HI,  1892).  Sylvester  dagegen  (Phil.  Magazine,  4.  Ser. 
XXXVI,  1808)  gebraucht  ihn,  lon  eine  Eurve  zu  bezeichnen,  bei  welcter  die 
Länge  des  vom  Pole  auf  die  Tangente  gefällten  Lotes  eiue  algebraische  Funktion 
des  Kontingenzwinkels  ist;  insbesondere  kajin  man  die  sog.  „ganzen  Spiralen" 
betrachten,  welches  succeesive  Evolventen  des  Kreises  sind,  von  denen  wir  in 
Nr.  261  sprechen  werden.  —  Algebraisclie  Spiralen  in  unserem  Sinne  sind  ins- 
besondere die  parabolischen  und  hyperbolisehen  Spiralen  höherer 
Gattungen,  womit  J.  Sobotka  sich  eingehend  beschäftigt  hat  (Zur  infini- 
tesimalen Geometrie  einiger  Plancwven,  Pi-ager  Der,  1898);  ihre  allgemeine  Glei- 
chung ist  Q"  =  a"to^   (?  +  *»). 
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die  Gleichung  der  Tangente  an  die  Spirale  im  Punkte  (x,  y)  ist. 
Eliminieren  wir  la  au8  dieser  mit  Berückaiclitigung  von  öleicliung  (1) 
und  setzen  für  q  seinen  Wert  ^x^  -\-y^,  so  erhalten  wir  die  Gtleichung 
des  Ortes  der  Berühr ungapunkte  der  vom  Punkte  {X,  Y)  an  die 
Kurve  gezogenen  Tangeuten.  Man  gelangt  so  immer  zu  einer  alge- 
braischen Gleichnng,  und  datier  gehören  alle  algebraischen  Spiralen 
einem  algebraischen  Systeme  an ;  die  CharakteristÜüen  desselben  haben 
jedoch  Terschiedene  Werte,  je  nach  den  Fällen: 

I.  Wenn  in  Gleichung  (2)  ta  nicht  auftritt,  so  stellt  sie  ohne 
weiteres  den  genannten  Ort  dar.     Dieser  Umstand  tritt  ein,  wenn 

d  1      df  df\       r,  ^  /      ?/■    -       ^A       A 

diov    Be        "da/  '        dto  v^  ds    *      cta/  ' 

d.  k.  -.5— i—  =  ^r-^  =  0,  d.  h.  wenn  f  ^  ata  +  w(q)  ist  (das  einfachste 
Beispiel  einer  solchen  Kurve  bietet  uns  die  Archimedische  Spirale), 
Wenn  bei  diesem  Falle  in  (2)  nur  gerade  Potenzen  von  q  auftreten,  so 
ist  sie  rational  in  x  und  j/,  stellt  daher  eine  Kurve  dar,  deren  Ordnung 
gleich  dem  Grade  m  der  Gleichtmg  (2)  in  x,  y,  die  einfach  durch  den 
Punkt  (X,  Y)  geht.  Daher  gehört  die  Kurve  einem  Systeme  an,  dessen 
Charakteristiken  ft=l,  v=^m  —  1  sind.  Wenn  jedoch  in  (2)  auch 
ungerade  Potenzen  von  p  vorkommen,  so  ist  eine  Erhebung  ina  Qua- 
di-at  notwendig,  und  ist  diese  ausgeführt,  so  sieht  nian,  dafs  dann 
die  Charakteristiken  des  Systems  ^  =  2  und  )'  =  2(m  —  1)  sind. 

II.  Wenn  hingegen  in  Gleichung  (2)  cj  im  Grade  g  auftritt,  so 
führt^  die  vermittelst  der  dialytischen  Methode  von  Sylvester  aus- 
geführte Elimination  von  w  aus  den  Gleichungen  (1)  und  (2)  zu  einer 
Gleichung,  deren  linke  Seite  eine  Determinante  von  der  Ordnung 
j5  -f-  9  ist,  in  welcher  die  Elemente  der  ersten  g-Horizontalreihen 
mit  einem  der  beiden  Faktoren  {X.  —  x'j  oder  (I" — -y)  behaftet  sind; 
wenn  nun  diese  linke  Seite  nur  gerade  Potenzen  von  p  enthält,  so 
geht  der  betrachtete  Ort  §-mal  durch  den  Punkt  fX,  Y),  anderenfalls 
2g-mal  durch  den  Punlit  hindurch  Die  Spiiale  gehört  also  emem 
System  an,  fflr  welches  (t  =  g  oder  =^2^  ist  die  andeie  Chaiakte- 
ristik,  V,  ergiebt  sich  aus  der  Betrachtung  de)  genannten  lesultieien 
den  Gleichung,  die,  wenn  nötig,  lational  gemacht  ist 

189.  Zu  der  grofsen  Kategoiie  der  algebiaischen  Spiralen  ge- 
hören nicht  nur  diejenigen,  die  wu  m  den  voiigtn  Kipiteln  behandelt 
haben,  sondern  auch  eine  andeie  nicht  weniger  beat.hten'iwferte,  zu 
deren  Untersuchung  wir  uns  jetzt  wenden 

Wenn  man  eine  Archimedische  Spiiale  emei  Tiansfoim^tion  duieh 
reziproke  Radienvectoren  unterwirft,  deren  Gentium  im  Auge  dei  bpiiale 
liegt,  so  bekommt  man  eine  andere  Kurve,  die  in  Polarkoordinaten 
durch  eine  Gleichung  von  folgender  Form  dargestellt  wird 

qixi^a (3) 
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Sie  hiidet  sich  —  untoi-  anderen  allgemeineren  —  in  einer  Äbhand- 
lung  von  Varignon,  die  der  Pariser  Akademie  im  Jahre  1704  Tor- 
gelegb,  aber  erst  1722  yeröffentliclit  wurde'^);  sie  wm-de  ferner  auch 
TOn  Joh  Bernonlli  entdeckt,  der  in  einem  französieeh  geschriebenen 
Briefe  an  Hermann  vom  7.  Okt.  1710  sie  Spirale  hyperboliqne^) 
nannte,  und  ungefähr  drei  Jahi-e  später,  als  er  die  Analogieen  sowohl, 
als  auch  die  Verschiedenheiten  zwischen  ihr  und  cler  Archimedischen 
eikannt  hatte,  achrieb;  ,^ta  ut  non  incongrue  haec  spiralis  vocari 
poasit  Hyperbolica,  vel  etiam  Archimedea  inrersa;  utpote,  quae 
cum  Archimedea  ordinaria  hoc  commune  habet,  quod  in  utraqne 
diatantiae  puncfcorum  ab  umbilieo  sint  proportionales  circulationibns 
emensis,  in  Archimedea  Yulgari  directe,  in  noatra  vere  inverae"*). 
Der  Name  hyperbolische  Spirale  ist  nun  allgemein  angenommen 
worden  in  Hinsicht  auf  die  Analogie  der  Gleichung  (3)  mit  der  einer 
auf  die  Asymptoten  als  Axen  bezogenen  Hyperbel. 

Die  Gleichung  (3)  zeigt  uns,  dafs  gleichen  und  entgegengesetzten 
Werten  TOn  oj  auch  gleiche  und  entgegengesetzte  Werte  von  q  ent- 
sprechen; folglich  iat  die  hyperboliache  Spirale  eine  in  Bezug  auf  die 
sekun^^e  Polaraxe  symmetrische  Kurve,  auf  dieser  befinden  sich  un- 
endlich viele  Doppelpunkte  (Taf.  XIV,  Fig.  110),  Lassen  wir  o  bis 
+  oo  gehen,  so  geht  p  in  0  über;  demnacih  ist  der  Pol  ein  asympto- 
tischer Pnilkt  der  Knrve;  machen  wir  hingegen  e>  =  0,  so  erhalten 
wir  ß  =^  CO,  folglich  geht  die  ICni-ve  durch  den  unendlich  fernen  Punkt 
der  Polaraxe,  und  da  Gleichung  (1)  uns  sagt,  dafa 

lim  (p  sin  co)  ^=  lim  (a  ^^j  =  a , 

so  ist  die  zni'  Polaraxe  im  Abstände  «  gezogene  Parallele  eine 
Asymptote  der  Kurve. 


folglich:  Der  Ort  der  Endpunkte  der  Polar-Snbfangente  der  hyper- 
bolischen Spirale  (3)  ist  der  mit  dem  Radius  a  nm  den  Pol  be- 
schriebene Kreis.  Daraus  folgt  eine  höchst  euifache  Konsti'uktion 
der  Tangente.  Bei  dieser  Gelegenheit  wollen  wir  noch  vermerken, 
dafs  die  Kurve  ia.  k artesischen  Koordinaten  durch  die  Gleichung 

Y^~-\-~y^  arc  tg  -  -  —  ß  =  0 

dargestellt  wird,  und  daher  die  Tangente  durch 


1)  Über  diese  Arbeit  yon  Varignon  sielie  Kap,  I  des  folgenden  ÄlDsclm, 

2)  Möm,  de  Paris  1710;  Joh.  Bm-noulU  Opera  omnia  I,  S.  480, 

3)  X)e  molM  corporwm  grcmwm,  pendolmim  et  projectiUum  (Acta  erud,  Felir 
ni3);  oder  Joh.  BernowlU  Opera  I,  S,  552. 
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nelimen  wir  nun  an,  dafs  der  Punkt  P  mit  den  Koordinaten  X,  Y 
gegeben  sei,  so  ergiebt  sich  hieraus  leicht:  Die  Berührungspunkte 
der  Tangenteu,  die  man  von  einem  feeliehigen  Punkte  P  der  Ebene 
au  eine  hyperbolisclie  Spirale  ziehen  kann,  gehören  einer  Kurve 
vierter  Ordnung  au,  die  F  zum  Doppelpunkte  hat;  infolgedessen  ge- 
hört jede  hypei-bolische  Spirale  einem  System  an,  mit  den  Charakte- 
ristiken /i  =  2,  ]-  =  2. 

Die  Fläche  A  des  SettOTs  zwischen  einem  Spiralenbogen  und  den 
Radienvectoren  der  Endpunkte  gelegen  wird  gegeben  durch 


A  =  jj  Q^-do,  =  ~  Q--  —  ~)  ; 


wenn  also  ß  nach  oo  übergeht,  so  nähert  sich  A  immer  mehr  dem 
Wert  ^— ,  so  lange  tOg=f=0.  Für  das  Bogendifferentiai  hingegen  er- 
hält man       ,  ,    -i  /  ?   ,    Ide  \J  al/»'  -f  o*   , 

daher  ist         s  =  ^^  ■  ^**g   /  a     -  ä    ~  —  V"'^  +  ^^  +  ^^^^^- 1 

weiches  zeigt,  dafs  die  Rektifikation  der  hyperholischen  Spirale  von 
Logarithmen  ahhängt,  eine  Bemerkm^  von  Cötea*). 

Es  sei  ^  der  Winkel,  den  die  Tangente  mit  dem  Hadins  yector 
bildet  und  B,  der  Krümmwngaradius.     Mau  findet  dann  leicht 

und  daraus  durch  Eiimimitiou  von  oj 

i-«»*."i C) 

man  könnte  nachweisen,  dafs  dieses  eine  charakteristische  Eigenschaft 
der  hyperbolischen  Spirale  ist^). 

Zwischen  unserer  Spirale  und  der  Kochleoide  (Nr.  18Ü)  besteht 
eine  höchst  einfache  Beziehung,  die  hier  hervorgehoben  werden  soll; 
Üielit  man  darch  einen  heliehigen  Punkt  M{q,co)  der  Spirale  (3) 
die  Parallele  zur  Polaraxe  und  macht  auf  dieser  MMj^^=MO,  so 
ist  der  Ort  der  Punkte  M^{Q^,Di^  eine  Kochleoide. 

Beweis;  Es  ist  nämlich 


^r+^ 


=  2?sinf, 


1)  Phü.  Trans.  No.  29,  1714. 

2)  Tiseerand,  Becueil  c<riapUmentaire  d'escercises  sw  le  cnlcitl  infimtesimal, 
Infi.  (Paris  1895)  S.  310. 
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setzen  wir  dies  in  (3)  ein,  so  finden  wir 

welche   GleichuDg  (vgl.   Nr.  ISO)   eine   Kochleoide  darstellt,    wie  be- 
hauptet war. 

Es  gieht  aber  auch  eine  sehr-  bekannte  BaumkuiTe,  zu  welcher 
die  hyperbolische  Spirale  eine  intime  Beziehung  hat.  Betrachten  wir 
nämlich  die  Schraubenlinie  mit  den  Gleichungen 

X  ^  a  cos  CT ,       y  ^  aBino,      s  =  haco , 
und  projizieren  sie  von   irgend  einem  beliebigen  Punkte  der  Ase  — 
z,  B.   dem   mit  der  Oi-dinate  t,  —  so    erhalten  wir    eine   Fläche,   die 
durch  die  Gleichungen 

*-^'  »-ifr.  '-"'t-t-t'- 

dargestellt    werden    kann,   wobei   X    ein   neuer   Parameter    ist.     Die 
Schnittlinie   dieser   K^elfläche   mit  der  a;j/-Ebene  erhält  man,  wenn 

man  ^  =  0  macht,    d.  h,   A  = r- ;  sie  wird  daher  durch  die  Glei- 

I  dargestellt: 


sieh  hieraus  ableiten,  dai's 


'i 


oder,  wenn  man  ]/a;^-}- j/^  =  p,    1  —  --f-  =  <p  setzt:  (}<p  =  a;  folglich: 
Die  Projektion  einer  Schraabenliuie  von  einem  Punkte  der  Äxe  des 
Botationscylindcra,  auf  welchen  sie  aufgezeichnet  ist,  auf  eine  zu  dieser 
Axe  senkrechte  Ebene  ist  eine  hyperbolische  Spirale. 
190,     Die  Gleichungen 


Pi=:r:zT?        «»«^ 


0.+1 


stellen  ersichtlich  zwei  hyperbolische  Spiralen  mit  demselben  Pole  dar. 
Wir  suchen  ihre  Konchoidale  (ygl.  Nr.  68),  indem  wir  p  =  Pi  +  4>a 
setzen  und  erhalten  die  Kurve 

P-S^, (6) 

.e  gefunden  wird,  wenn  man  die  Kurve  sucht,  die  ein  fester  Punkt 
!nes  Kreisbogens,  dessen  Radius  a  ist,  beschreibt,  wenn  er  sich  auf 
ne  gegebene  Gerade,  die  er  berührt,  aufwickelt^).    Es  ist  bemerkens- 

1)  B.  Pabri,  SuUe  eurve  cidoidali  (Atti  dell'  Aoc.  Pont,  dei  Nuovi  Lincei, 
X,  1856),  und  E.  Catalan,  Note  swr  la  theorie  des  ronkttes  (Nouv.  Ann.  de  math. 
XV,  1856). 
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wert,  dals  diese   Kurve  elementar  rektifizierbar  ist;  nämlich  aus  (5) 
ei^iebt  sich  ^^  e-i-ii, 

und  also  durch  Integration 

s  =  "j/p*-]-  2«9  ; 
bezeichnet  man  nun  mit  B  den  Krümmungsradius,  so  findet  man') 

daraus  ergiebt  sich  die  natürliche  Gtleichung 

Zu  einer  anderen  algebraiaehen  Spirale  gelai^  man,  wenn  man 
eine  Kurve  von  der  Beschaffenheit  sucht,  daTs  die  Fläche  zwischen 
ihrem  Bogen  und  den  Radienvectoren  in  den  Endpunkten  proportional 
dem  Logarithmus  des  Verhältnisses  der  beiden  Vectoren  selbst  ist. 
Es  ist  dies  eine  Aufgabe,  die  R.  Cßtes  sieh  stellto  und  in  folgender 
Weise  gelöst  hat^):  Die  Bedingungen  des  Problems  übersetKen  sich 
alsbald  in  die  Gleichung 


ifo'-'" 


>i„g 


Durch  Differenz; iei-en  ergiebt  sich 

und  durch  Integrieren  o  —  (c  ^  ■ —  -5  ■ 

Setzt  man  hierin  u  —  a^w,  so  findet  man 


als  Gleichung  der  gesuchten  Kurve.  Diese  ist  symmetrisch  in  Bezug 
auf  den  Pol,  der  ein  asymptotischer  Punkt  der  Kui-ve  ist;  die  reellen 
Punkte  der  Kurve  erhält  man,  vrenn  man  dem  tp  positive  Werte  er- 
teilt (s.  Taf.  XIV,  Eig.  111). 

Transformieren  wir  (6)  durch  reziproke  Radienvectoren,  so  er- 
halten wir,  wenn  das  Centrum  der  Transformation  mit  dem  Pole 
zusammenfällt,  2  __  ja—  (j\ 

welches  eine  Fermat'sche  paraboHsche  Spirale  zweiten  Grades  darstellt 
(s.  Nr.  185);  infolgedessen  wird  die  durch  (6)  dai^esteUte  die  inverse 


1)  Es  ist  ratsam,  hier  die  u.  a.  von  Serret, 
Cofcirf  diff&entiel,  II.  Aufl.,  Paris  1879,  S.  305,  an- 
gegebene Formel  an  benutzen  r 

3)  HtM-monia   mrnisurarum   (Cambi-idge,  1732) 


hr.  +  {-,n-.i: 
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parabolische  Spirale  genannt^);  mehr  verbreitet  ist  jedoch  der  Ton 
Cötes  angewandte  Name  Lituus,  welcher  durch  Sacchi  in  Tromba*) 
übersetzt  wurde.  Da  Gleichimg  (6)  für  gi  =  oo  ergiebt,  9  =  0,  so  ist 
der  Pol  ein  asymptotischer  Punkt  der  Kurve;  der  Punkt  mit  den 
Koordinaten  g^^y,  p  =  ßy^,  ist  ebenso  wie  sein  aymmeti-iscber  ein 
Wendepunkt,  u.  s.  w.  —  Spezialisieren  wir  das  in  Nr.  188  angegebene 
Verfahren,  so  sehen  wir:  Der  Litnns  gehört  einem  System  mit  de« 
Charakteristiken  (*  =  !,  )'  =  2  an,  Schliefslich  ei^iebt  sich  als  un- 
mittelbai'e  Foi^erung  der  Gleichung  (6)  folgender  Satz:  „Ist  eine  Schar 
konzentrischer  Kreise  gegeben  und  eine  durch  ihren  gemeinsamen 
Mittelpunkt  0  gehende  Gerade  OX,  und  man  bestimmt  auf  der 
Peripherie  eines  Kreises,  dessen  auf  OX  liegender  Eadius  OA  sein 
möge,  einen  Punkt  M  derai-t,  dafs  der  Sektor  ÄOM^ja^  wird,  so 
ist  der  Ort  der  Punkte  M  ein  Lituus,  wie  er  durch  Gleichung  (6) 
dargestellt  wird"^). 


Sechstes  Kapitel. 
Die  logaritlimiselie  Spirale,  sowie  einige  davon  abgeleitete  Kurven. 

191.  In  einem  an  P.  Mersenne  gerichteten  Briefe  vom  12.  Sept. 
1638  teilt  Descartes  seinem  Korrespondenten,  der  ihn  ersucht  hatte 
„plus  pai'ticuliereraent  expliquer  la  nature  de  la  Spirale  qui  represente 
le  plan  egalement  incline"  als  Antwort  folgende  Eigenschaft  jener 
KuiTe  mit:  „Si  A  est  le  centre  de  la  terre  et  que  ANBCD  soit  la 
Spirale,  ayant  tire  les  droites  ATi,AC,AD  et  semblables,  ü  y  a 
meme  proportion  enti'e  la  courbe  ANB  et  la  droite  AB,  qu'entre  la 
courbe  ANBC  et  la  droite  AC  ou  ANBG  et  AD,  et  ainsi  des 
autres.  Et  si  on  tire  les  tangentes  DE,  GF,  BG  etc.,  les  aagles 
ADE,ACF,ABG  etc.  seront  egaux"*). 

Die  Eigenschaft,  durch  welche  Descartes  die  neue  Spirale  cha- 
rakterisiert, übersetzt  sich  leicht  in  die  Gleichung 

p  ' 

1)  Sthlömilch,  Ühungshuch  zum  Stadiuin,  der  höheren  Analysis,  1,  TL., 
in.  Aufl.  (Leipzig  1878)  S.  106, 

2)  Sulla  gemnetri»  (malitica  deUe  curve  piane  (Pavia  1854)  S.  9.  Die  Be- 
gründung dieaer  Bezeiclmuiigen  ergiebt  sich  offenbar  daraus,  dafs  man  gewöhn- 
lich von  der  Wer  behandelten  Kurve  nur  den  einen,  positiven  "Werten  von  q 
enteprechenden.  Zweig  betrachtet,  der  die  Gestalt  eines  Ktummstabes  oder  einer 
am  unteren  Ende  eingerollten  ehernen  Trompete  hat. 

3)  Laisant,  Nouv.  Gott.  Mathim.  Question  251,  1877,  8.  87—83,  wo  die 
Kurve  mit  dem  wenig  bedeutaamen  Warnen   Spirale  polaii'e   bezeichnet  wird. 

i)  Oevm-es  de  Descartes,  ed.  Cousin,  VII.  (Paris  1824)  S.  336-— 37,  ed.  Adam 
et  Tajinerr  H.  (Paris  1888)  S.  360. 
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wo  e  der  vom  Pnnkte  A  ausgehende  Radius  rector,  s  der  Kurveü- 
bogen  und  a  eine  Konstante  ist.  Differenzieren  wir  die  vorige  tSlei- 
chui^  und  setzen  für  äs  seinen  Wert  "j/rfp^^-  ^^dm^,  so  erhalten  wir 

and  dahei'  durch  Integrieren 

g^cey^',.    ........     (1) 

wo  c  eine  beliebige  Konstante  ist.     Dies  ist   die   Polargleichung  der 

fraglichen  Spirale,   wegen    ihrer   Foiin  wurde  die  Kurve  selbst  von 

Varignon^)  die  logarithmiscbe  Spirale  genannt,  und  dieser  Name 

ist  ihr  geblieben^).     Nennen   wir  [i  den  Winkel  zwischen  Tangente 

und  Radios  veetor,   so  erhalten  wir,   indem  allgemein   tg;j.  =  ß:^— , 

in  diesem  Falle  ,  ,/-^ ^  /«-, 

tg(i  =  ya'—l,       (2) 

(i  ist  also  konstant,  wie  auch  Descartes  in  der  oben  angeführten  Stelle 
bemerkt  hat.  Die  logarithmische  Spirale  ist  also  die  schräge  (gleich- 
winklige) Trakforie  eines  Stralilenbüscliels;  daher  wird  sie  auch  mit 
dem  Namen  gleichwinklige  Spirale  belegt'),  und  deswegen  be- 
hauptet Job.  Bemoulli:  „ipaamet  etiam  esset  vera  iosodromia*),  si 
terra  plana  foret".  Diese  Eigenschaft  der  logarithraisehen  Spirale 
zeigt  uns  auch,  dafs,  um  von  einem  beliebigen  Punkte  F  der  Ebene 
an  sie  die  Tangente  zu  ziehen,  es  genügt  (wenn  0  der  Pol  ist),  über 
OP  einen  Kreis  zu  beschreiben,  der  den  Winkel  /i  als  Peripherie- 
winkel fafst;  dieser  sehneidet  die  Kurve  in  den  Berührungspunkten 
der  gesuchten  Tangenten.  Hieraus  folgt:  Die  BerUhrnngspnukte  der 
von  einem  beliebigen  Punkte  der  Ebene  an  eine  logaritlimische 
Spirale  gezogenen  Tangenten  liegen  auf  einem  Kreise,  der  durch 
den  Punkt  und  den  Pol  geht.  Jede  logarithmische  Spirale  gehört 
also  einem  System  an,  dessen  beide  Charakteristiken  gleich  eins  sind. 
Aus  der  Gleichung  (1)  ergeben  sich  alsbald  einige  Folgerungen, 
die  hei'vorgehoben  zu  werden  verdienen.  Zunächst,  wenn  iw  in  —  oo 
übei^eht,  wird  p  zu  0,  und  somit  ist  der  Pol  0  oder  das  Äuge 
der  Spirale  ein  asymptotischer  Punkt.  —  Betrachten  wir  vier  Punkte 

1)  Vgl.  die  Nr.  189  genannte  Abhandlung,  von  der  wir  ausführlicher  im 
Kap,  1  dea  folgenden  Abschnittes  reden  werden. 

9)  Weniger  angewendet  ist  der  Name  „Proportionale  Spirale"  (Hoff- 
mann, Math.  Wörtei-luek,  IV,  S.  319). 

3)  Witliwortli,  Im  Spirale  igviangle.  Ses  pi'OpriMes  prmvoees  giomePrigue- 
ment  (Nouv.  Ann.  2.  Sei,  VIH,  1869  und  IX,  1870);  franaösiache  Übersetzung  einer 
Abh.  in  Ths  Messenger  of  maiK  I,  1863. 

4)  Beltanntlich  nennt  man  Losodrome  eine  sphärische  Kurve,  die  alle 
Meridiane  unter  demselben  Winkel  schneidet.  Daher  ist  die  stereographisohe 
Projektion  einer  Loxodrome  eine  logarithmische  Spirale. 
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A,  B,  C,  D  der  Kurve,  die  den  Werten  a,  ß,  y,  d  toh  m  entspreche! 
derart,   dafa  (3  —  a  =  d  — ;'.     Infolge   der  Gleichung  (1)  ist  dann 


jnd  daher  wegen  der  gemachten  Voraussetzung 


hieraus  folgt,  dafs  die  beiden  Dreiecke  ÄOB  und  COD  einander 
ähnlich  sind.  Wenn  man  also  zwei  Punkte  M,  N  der  Spirale  kennt 
und  konstruiert  über  ON  das  dem  Dreiecke  OMN  ähnliche  Dreieck 
ONP,  so  ist  P  ein  dritter  Punkt  der  Kurve;  daraus  kann  man  einen 
vierten,  dann  einen  fünften  u.  8,  w,  ableiten  (s.  Taf.  5IV,  Fig.  112). 
Diese  Konstruktion  beruht  im  Grunde  darauf,  dafs  die  in  gleichen 
Wiakelab ständen  liegenden  Tectoren  eine  geometrische  Proportion 
bilden;  ist  inabesondere  der  Winkelabstand  gleich  2?t,  ho  haben  wir: 
Die  auf  jedem  vom  Ange  der  Spirale  ausgeTienden  Steahle  Hegenden 
Vectoren  der  logariflunisehen  Spirale  bilden  eine  geometrische  Pp«- 
gression"-).  Auch  hieraus  ergiebt  eich,  namentlich  wenn  der  Quotient  g 
dieser  letzteren  Progression  gegeben  ist,  eine  Methode  die  Spirale 
piuiktweise  zu  zeichen.     Für  q  besteht  die  Beziehung 

da  diese  Gkröfae  zur  Zeichnung  der  Spirale  ausreicht,  so  sieht  man, 
daXs  die  Konstante  c  nur  den  Mafsstab,  bezw.  eine  bestimmte  der  un- 
endlich vielen  einander  ähnlichen  Wittdungen  bezeichnet,  jedoch  auf 
die  Gestalt  keinen  Einflufs  hat.  Auch  auf  andere  Weise  läfst  sich 
erkennen,  dafs  mit  Variation  der  Konstanten  e  die  Gleichung  (1) 
unendlich  viele  unter  sich  identische  Kurven  darst«llt.  Betrachtet 
man  nämlich  die  Kurve  ^ 


und  setzt  nun  0^=  ce  , 

so  ist  dadurch  der  Winkel  a  vollständig  bestimmt,  und  j 

dann  ^^^.^ 

9  =  ce  "      ; 


1)  Bei  der  a»chimedischf;ii  Spirale  bilden  sie  eine  arithmetisclie  Progressii 

2)  Eben  dieser  Quotient  ist  bei  den  in  der  Natur  an  Kouchjlien  v 
kommenden  Spiralen  (nach  Beobachtungen  dea  Übersetzers)  eine  ganze  oder  e 
fache  rationale  Zahl. 
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jtzt  man  dann  e>-|-a=o^,  so  erhalt  man  die  Gleichung 


welche  mit  (1)  verglichen  die  Bichtigkeit  unserer  Behauptung  darthut. 

Aus  dieser   folgt  unmittelbar:   Die   logarithmische  Spirale  wird 

dnrcli  jede  Inversion,  deren  Centmm  das  Auge  der  Spirale  ist,  in 

eine  gleiche  Knrve   verwandelt.     Setzen  wir  nämhoh  p  -  pi  =  k^,  so 

wird  Glei(ihung  (1)  zu  ., 


und  wenn  wir  ra,  =  - 


=  CQ^e 


welche  eine  der  (1)  gleiche  Kurve  darstellt. 

192.  Zu  der  logarithmisehen  Spirale  gelangte  Evangelist» 
Torricelli  seinerseits,  indem  er  von  anderen  Betrachtungen  ausging. 
In  welchem  Jahre  er  seine  Entdeckung  gemacht  hat,  ist  mit  Sicherheit 
nicht  bekannt;  da  er  jedoch  im  Jahre  1647  in  der  Blüte  seines  Alters 
starb  {er  war  erst  39  Jahre  alt),  so  ist  wahrscheinlich,  dafs  es  un- 
gefähr zur  selben  Zeit  wie  bei  Descartes  gewesen  sei*).  Der  be- 
rühmte Schüler  Galilei's  gab  nicht  nur  zwei  Erzeugungsweisen  für  die 
neue  Kurve  an,  eine  geometrische^)  und  eine  mechaniache^},  sondern 
entdeckte  auch  die  Rektifikation  und  Quadi-atur,  so  dafs,  wenn  Fermat, 
Neil  und  Heuraet  den  Ruhm  geniefsen,  als  erste  eine  algebraische 

1)  Über  diese  Untereuchimgeii  Torricellis  liefert  Mitteilungen  der  Sac- 
eonfa  d'alcune  proposizioni  proposte  e  pasmfe  seambievolmente  fra  wwdemiofiei  di 
Fra/ticia  e  me  dtäV  ammo  1640  in  qua,  veröffentlicht  von  Fabroni  im  I.  B.  (Pisis, 
1788,  S.  345 — 72)  von  Vitae  Italorwn  doeMna  exceltenUtim  gwt  Saecidis  XVII 
et  XVIII  ftoi-umtmt. 

3)  Polgejides  ist  der  Wortlaut,  wie  er  in  dem  citiertea  Eacconto  aicli  findet; 
„Eine  Gerade  AC  werde  durcli  B  in  irgend  einer  Weise  geteilt;  man  erricht« 
die  Sentrechte  BD  als  mittlere  Proportionale  zwischen  AB  und  BC;  auTser- 
dem  teile  man  den  Winkel  DBO  durch  BE,  so  dafe  dieses  die  mittlere  Pro- 
portionale zwischen  DS  und  BG  wird.  Von  neuem  teile  man  den  Winkel 
DBO  durch  BF,  so  daft  dies  die  mittlere  Proportionale  zwischen  DB  und  BE 
wird,  und  so  fahre  man  fort,  die  Winkel  zu  teilen  durch  Linien,  die  immer  die 
mittlere  Proportionale  sind.  So  erhalt  man  viele  Punkte  wie  J.,  D,  J",  £;,  C  u.s.w., 
dui'ch  welche  eine  Linie  hindurch  geht,  welche  die  geometrische  Spirale 
genannt  wird  und  welche  unter  anderen  die  Eigenschaft  hat,  die,  bevor  sie  d^ 
Centrum  B  erreicht,  imzählig  viele  Windungen  um  dasselbe  macht." 

3)  Angegeben  im  Indeie  der  Werke  Torrioelli's,  der  den  nach  seinem  Tode 
herausgegebenen  Lesioni  accademiche  di  Evangelista  TorricelU  (Florenz  1715) 
vorausgeht,  mit  folgenden  Worten;  „In  epitalibus  vero  quaram  radii,  tempovibus 
aequalibua  in  geometrica  ratione  procedunt,  ostendetur  ipsam  spiralium  lineam, 
licet  es  inflnitis  numero  revolutionibus  oonstet,  antequam  ad  snum  centrum  per- 
veniat,  suae  tangenti  aequalem  esee"  (a.  a.  0.  S.  41). 
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Kurve  rektifiziert  zu  haben  (s.  Nr.  187),  Torricelli  daa  Verdienst  hat, 
zuerst  eine  mathematiscli  definierte  Kurve  rektifiziert  zu  haben^);  es 
ist  ja  wahr,  daCs  die  Rektifizienmg  der  logarithmischen  Spirale  eine  un- 
mittelbare Folgerung  der  Gleichung  s  =  «p  ist,  durch  welche  Descartes 
sie  definierte,  jedoch  ist  sie  dies  nicht,  wenn  man  von  einer  der 
Torricelli'schen  Definitionen  ausgeht.  Immerhin  ist  der  Beweis  der 
Sätze  über  die  Rektifikation,  die  man  TorriceUi  verdankt,  hier  nicht 
unwichtig.  Wir  beachten  zu  dem  Zwecke,  dafs,  weil  s  =  ap,  und 
wegen  (2)  1 

cos  ft  =  - {ij 

ist,  wir  haben  s^ ; (3) 

folglich:  Zieht  man  in  einem  Punkte  M  der  logarithmischen  Spii'ale 
die  Tangente  und  ist  T  ihr  Schnittpunkt  mit  der  im  Pole  O  zum 
Vector  OM  errichteteten  Senkrechten,  so  ist  M  T  gleich  der  Länge 
des  ganzen  Spiralenhogeus  vom  Pole  bis  zum  Punkt«  M^).  Dies 
ist  der  eine  der  Torricelli'schen  Sätze,  der  um  so  mehr  beachtenswert 
ist,  weü  die  Spirale  in  unendlich  vielen  Windungen  den  Pol  um- 
kreist. — ■  Um  den  zweiten  Satz  darzustellen,  bemerken  wir,  dafs  aus 
(1)  sich  ergiebt 


p-ptgfi; 


folglich:  Die  Pläelie  des  (bei  der  Konstruktion  im  vorigen  Satze  ent- 
stehenden) Dreiecks  OMT  ist  doppelt  so  grofs,  als  die  vom  Vectop 
beschriebene  Fläche,  wenn  er  ans  der  Lage  OM  rtlckwärts  die  un- 
endlich vielen  Windungen  um  den  Pol  durchläuft.  Dies  ist  der 
zweite  der  angekündigten  Sätze. 

Zu  weiteren  Sätzen  gelangt  man  durch  die  Bemerkung,  dafs  die 
Subnormale  S^,  die  Subtangente  S,  und  der  Kriimmur^sradius  R  der 
logarithmischen  Spirale  ausgedräckt  werden  bezw.  durch 

S,  =  ofcg/*,      S„=r^,      It  =  J--.    ...     (4) 

Werden  diese  Gleichungen  in  geeigneter  Weise  miteinander  und  mit 
(3)  kombiniert,  so  erhält  man  weiter 

JJ  =  s  ctg  ft , (5) 

^^^S^=s^,         ^^-{-Sl^ie (6) 

1)  Vgl.  G.  Loria,  Evwngelista  Ton-ieelli  e  la  prima  retUficazmie  di  una 
curva  (Lineei  ßend.  5'  Serie,  VI,  2.  Sem.  1397). 

2)  Halten  wir  die  Gerade  TM  fest  und  rollen  die  Spirale  weiter,  ao  bleibt, 
da  der  Winkel  0  TM  =  90"  —  (i  eioh  nicht  ändert,  0  aiif  der  Geraden  TO  (s.  die 
Fig.  112);  folglieh:  Wenn  eine  logaritlimisclie  Spirale  anf  einer  Geraden  ohne 
zu  gleiten  rollt,  so  beschreibt  der  Pol  eine  gerade  Linie. 
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(5)  ist  die  natürliche  G-leiehiong  der  log.  Spirale;  diese  sagt  in  ge- 
eigneter Weise  interpretiert  aus:  Wena  eine  logarithmisclie  Spirale 
auf  einer  Geraden  rollt,  so  ist  der  Ort  der  Krümmungscentren  fUr 
die  einzelne»  BeriUirungspiinkte  eine  gerade  Linie^),  Von  den  Grlei- 
chungen  (6)  drückt  die  erste  ■wiederum  den  Torricelli 'sehen  Satz  über 
die  Rektifikation  aus,  während  die  zweite  besagt,  dafs  bei  der  log. 
Spirale  das  KrUmmnngscentrnm  f&v  irgend  einen  Punkt  im  End- 
punkte der  betreffenden  Subnormale  liegt  Bezeichnen  wir  nun  mit 
Qi,  co^^  die  Koordinaten  des  Krümmungscentmms  für  den  Punkt  mit 
den  den  Koordinaten  q,  ra,  so  erhalten  wir 

eliminieren  wir  ^und  ta  ans  diesen  Gleichungen  und  aus  (1')  ß  =  ce""''*"', 
welches  die  gegebene  Spirale  darstellt,  so  bekommen  wir 


welche  Gleichung,  wegen  der  S.  450  gemachten  allgemeinen  Be- 
merkung, eine  andere  der  gegebenen  gleiche  log.  Spirale  darstellt. 
Wir  sind  daher  zu  dem  Schlüsse  berechtigt:  Die  logaritlimische  Spirale 
ist  eine  Kurve,  die  ihren  sämtlichen  suceessiven  Evoluten  gleich  ist^). 
Ist  C  der  Erümmungsmittelpunkt  der  log.  Spirale  für  den  Punkt 
JK(p,  ra),  und  G'{q',  a')  der  zu  C  in  Bezug  auf  M  symmetiische 
Punkt,  so  keifst  der  Ort  der  Pmikte  C  die  Antevolute  der  ge- 
gebenen Kurve.  Da  nun  OM  die  Mittellinie  des  Dreiecks  COC  ist, 
so  haben  wir  2K«  -f  Sp^  =  S^  +  e'% 

daher  wegen  (4)  ^ 

(,'  =  p-|/4  +  ctgV  =  cl/T+lti>fl""'*s^. 
Es  ist  femer 

sm  (i  '  sm  (i»  --  CO  )  cos  (oi  —  c  -|-  )i)  ' 

daher  sin  ^  ■  sin  (oj  —  ra')  =  cos  (fi  -|-  "^  "  '^') ; 

oder  2  tg  fi  ■  tg  (ö  —  cj')  =  1 . 

Daraus  folgt  w  =  ra'  +  arc  tg  {~^) , 

und  daher  erhalt  man  sehliefslich  als  Gleichung  des  Ortes  der  Punkte  C 

1)  Mannheim,  Beck^ehes  geomeiriques  relatives  au  lieu  des  positions  sueces- 
swes  des  eenU-es  de  cowhwe  d'um  oourbe  gui  roule  smc  um  droite  {Lionvillee  Joum. 
3=  Ser.  IV,  1869,  8.  95). 

2)  Unter  dem  reellen  log,  Spiralen  giebt  es  solche,  die  ihre  eigenen  Evo- 
luten sind;  solche  Kurven  heifeen  logarithmische  Selbstevoluten:  m.  e. 
G.  Scheffers,  Einfaknmg  m  die  Theorie  der  Cui-ven  (Leipzig  ISOl)  S.  71. 
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welche  wieder  eine  log.  Spirale  darstellt;  folglich:  Die  logaritlimisclie 
Spirale  ist  eine  Knrve,  die  ihrer  Äittevolnte  gleich  ist. 

Diesen  Satz  verdanken  wir  ebenso  wie  die  vorigen  Jak.  Ber- 
noulli^);  er  bemerkte  ferner,  dafa,  wenn  man  ein  Licht  in  das 
Auge  der  Spirale  bringt,  auch  die  Erennlinie  durch  Reflexion  (Katar 
kanetika),  sowie  die  durch  Refraktion  (Diakaustika),  sowie  die  sog.Änti- 
kaustika  und  Perikaustika  wiederum  ihr  gleiche  log.  Spiralen  sind^). 
Entzückt  und  begeistert  von  dieser  Eigenschaft  der  log.  Spirale,  sich 
immer  wieder  seihst  zu  erzeugen,  schi'ieb  der  berühmte  Geometer: 
„Cum  autem  ob  propi-ietatem  tarn  singularem  tamque  admirabilem 
mire  mihi  placeat  spira  haec  mirabilis,  sie  ut  ejus  contemplatione 
satiari  vix  queam,  cogitavi  iUam  ad  varias  res  symbolice  repraesen- 
tandas  non  inconcinne  adhiberi  posse.  Quoniara  enim  semper  sibi 
similem  et  eandem  spiram  gignit,  uteumque  volvatur,  evolvatur,  radiet; 
hinc  poterit  esse  vel  soholis  parentibus  per  omnia  similis  Emblema; 
Simillima  Pilia  Matri:  vel  (si  rem  aetemae  veritatis  Fidei  mysteriis 
accomodare  non  est  prohibitum)  ipsius  aetemae  generationis  Fun,  qni 
patris  velut  Imago,  et  ab  illo  ut  Lumen  a  Lumine  emauans  eidem 
6(t<i6tog  esistit,  qualiscumque  adnmbratio.  Ant,  si'  mavis,  quia  curva 
nostra  mirabilis  in  ipsa  miitatione  semper  sibi  constantissime  nianet 
eimilis  et  numero,  eadem  poterit  esse  vel  fortitudinis  et  constantiae 
in  adversitatibus ;  vel  etiani  camis  nostrae  post  varias  alterationes,  et 
tandem  ipsam  quoque  mortem  ejusdem  numero  resnrecturae  sym- 
bolum;  adeo  quidem,  ut  si  Archimedem  imitandi  hodiemum  con- 
snetudo  obtineret,  libenter  Spiram  hanc  tumulo  meo  juberem  incidi 
cum  epigrapho:  Eadem  mutata  resurgo."^) 

Für  die  Untersuchung  der  log.  Spirale  erweisen  sich  die  Glei- 
chungen in  Polarkoordinaten  (1)  oder  (1'),  sowie  die  natürliche  Glei- 
chung (5)  als  die  geeignetsten.  Deunoeh  möge  auch  eine  Folgerung  an- 
geführt werden,  die  man  aus  der  kartesischen  Gleichung  ziehen  kann. 

1)  8.  den  Aufsatz  Lineae  eycloidales,  evolutae,  anfevolutae,  coMstime,  anfi- 
cauMicae,  pericausHcae.  Earum  usus  et  simplex  relatio  ad  se  mvicwi.  Spira 
mwabüis  (Acta  erud.  Mai  1692).  Die  von  Bemoulli  angegebenen  Reproduktionen 
der  log.  Spirale  sind  nicht  die  einsig  esistiereudeu ;  von  denen,  die  ihm  ent- 
gangen sind,  erwähnen  wir  folgende  von  Häton  de  Ja  Goupillifere  entdeckte 
(De  la  courbe  gwe  est  etle  mm>te  sa  propre  developpie,  LionviUea  Journ.  2.  Ser. 
XI,  1866):  „Wenn  man  eine  Kurve  sucht,  deren  Fufspunktkurve  eine  ihr  selbst 
ähnliche  ist,  nur  um  einen  gewissen  Winfeel  gedreht,  so  gelangt  man  au  einei' 
log.  Spirale."  Eine  weitere  ergiebt  eich  aas  folgendem  Saläe;  „Die  Aberratione- 
knire  einer  log.  Spirale  ist  eine  andere  log.  Spirale"  (P.  J.  van  den  Berg,  Over 
krommmgskegelsneäe  van  vlaicke  krmnme  l^/nen,  Amsterd.  Verh,  3.  Ser,  IX,  1892). 

2)  Vgl.  die  hnbBche  Monographie  von  A.  Michalitschke,  Bie  archime- 
äisehe,  die  hyperbolische  und  die  log<wiOvniisehe  Spirale,  n.  Äiifl,  Prag  1891. 

S)  Die  eigentliche  Quelle,  aus  der  diese  SStze  unmittelbar  fliefsen,  liahon 
Klein  und  Lie  {Math.  Ann.  ü)  entdeckt:  Die  Spirale  ist  die  BalinkurTe  für 
eine  Sckaai'  von  linearen  Transformationen  ihrer  Ebene. 
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Aus  Gfl.  (1')  ergiebt  sich.,  wenn  logarithmiert  wird 

jlog[{x +  iy)(x-iy)]  =  logc  +  etgfi- are  tg  J, 

oder  jiogl(x-\-iy)(x  —  ip)]  =  log  c  +  ^  log  J|^ ; 

wenn  man  nun  x-\-it/^i,  x  —  iy  =  'rj  setzt,  so  erlialten  wir  eine 
GleicliHng  von  folgender  Form 

f^  ■  tp' ^  Const, (7) 

die  uns  zeigt,  dafs  die  log.  Spirale  eine  spezielle,  interseendente  bino- 
miscLe  Kurve  ist  (vgl.  Nr.  120);  wir  werden  in  Nr.  338  sehen,  wie^" 
wichtig  diese  Beobachtimg  ist,  welche   die  log.  Spirale  mit  anderen 
allgemeineren  Kurven  verknüpft. 

193.  Mit  der  Befechreibung  eines  von  John  Collina^)  erfundenen 
Instrumentes  zur  Zeichnung  der  logarithmischen  Spirale  wollen  wir 
uns  nicht  aufhalten  iind  dieses  Kapitel  damit  beschliefsen,  dafs  wir 
einige  von  ihr  abgeleitete  Kurven  erwähnen: 

I.  Wir  betrachten  die  beiden  durch  folgende  Gleichungen  dar- 
gestellten Spiralen: 

offenbar  sind  diese  zwei  gleiche  zueinander  in  Bezug  auf  die  Polaraxe 
symmetrische  Kurven.  Setzen  wir  nun  p  =  Pi  +  Pa  i  ^^  erhalten  wir 
zwei  neue  Kurven,  die  wie  folgt  dargestellt  werden 

p  =  ceoS(tütgft)  .  .  .  (8)  p  =  c@in((atg;i).  .    .     (9) 

H.  Dittrich,  der  sie  zuerst  betrachtet  hat^),  nannte  die  erste  Summen- 
spirale und  die  zweite  Differenzenspirale^);  er  bediente  sich  der- 
selben, um  die  hyperbolischen  Funktionen  geometrisch  darzustellen; 
augenscheinlich  sind  diese  Kurven  auf  hyperbolischem  Gebiete  die 
Analoga  zu  den  Ehodoneen  (Nr.  134);  wir  werden  ihnen  (in  Nr.  211) 
von  einem  anderen  Ausgangspunkte  her  wieder  begegnen, 

n.  Wenn  s^=^x-\-iy  und  2=  X-l-^3^  zwei  komplexe  Varia- 
belen  sind  und  man  setzt  .  i  i 

so  wird  dadurch  zwischen  den  Punkten  (x,  j/)  und  (X,  Y)  eine  isogo- 
nale, iavohitorische  Korrespondenz  hergestellt.     Da  nun 


1)  Correspondence  of  scientific  men  of  fhe  seventeenih  Century  etc.  (Oxford 
1841).  Vgl.  A.  Favaro,  Nbtieia  storiea  sttBe  applicMioni  della  Spirale  Xogarit- 
mica  (Eibl.  mathem.  1891). 

2)  Die  logarifhmisdhe  Spirale  (Progr.  Breslau,  1872). 

3)  Aubry  {De  l'mage  des  figwes  de  l'espace  pow  la  difimtion  et  la  trans- 
formaUon  de  certaines  cowbes,  Journ.  de  math.  spöc.  4.  Ser.  V,  1896,  S,  29)  be- 
aeichnet  sie  mit  dem  Namen  Spirale  tractrice. 
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so  folgt  daraus 

X'+  y-  |^+-|;,       »c  tg  J  -  arc  tg  J^  -  arctg  J-j. 

Nennen  wir  jetzt  S,  Sl  die  Polarkoordinaten  des  Punktes  (X,  Z);  in 
der  s-Ebene  betrachten  wir  nun  die  Punkte  (+  1, 0)  und  nennen 
pj,  pa  die  Abstände  dei^elben  von  dem  ursprünglichen  Punkte  (x,  y); 
sehliefslich  seien  Mj  und  Og  die  Winkel,  welche  die  x-Axe  mit  der 
Verbindungslinie  jener  beiden  festen  Punkte  mit  diesem  beweglichen 
bildet:  die  beiden  letzten  Grleiehungen  können  dann  folgendermafsen 
geschrieben  werden 

Folglich  erhält  man,  wenn  man  die  oben  definierte  Transformation 
bei  der  logarithmischen  Spirale 

ausführt,  die  neue,  durch  folgende  Gleichung  dargestellte  Kurve 

— J^  =  -^ ; (10) 

die  die  beiden  festen  Punkte  (+1,0)  als  asymptotische  Punkte  hat; 
sie  heifst  die  logarithmische  Doppelspirale^). 

III.  Wenn  man  die  Vectoren  einer  log.  Spirale  p  =  «e"""  um 
eine  konstaute  Länge  b  verlängert,  so  erhält  man  eine  neue  Linie, 
dargestellt  durch  die  Gleichung 

Q~ae"  +  I, (11) 

Sie  wurde  1840  von  dem  Konchyliologen  C.  F.  Kaumann  vorge-" 
schlagen,  um  die  .Orthogonalprojektion  des  Konchylienhauses  auf  eine 
zur  Spindel  senkrechte  Ebene  darzustellen,  daher  der  Name  Koncho- 
,  Spirale,  mit  welchem  sie  bezeichnet  wird.  Vom  mathematischen 
Standpunkte  aus  bietet  die  Konehospirale  ziemlich  geringes  Interesse; 
dennoch  mögen  zwei  Umstände  nicht  unerwähnt  bleiben.  Erstens:  da 
die  Gleichung  (11)  ergiebt 

Ihn    (9  — &)  =  0, 

so  ist  der  Kreis  mit  dem  Centrum  im  Äuge  der  Spirale  und  dem 
Radius  i  ein  asymptotischer  Kreis  für  die  Kurve.  Zweitens:  Bei 
Variation  der  Konstanten  a,  b,  m  stellt  die  Gleichung  (11)  00^  Kurven 
dar,  unter  denen  sich  schon  bekannte  Kurven  finden;  für  fc  =  0  z.  B. 
hat  man  die  00^  logarithmischen  Spiralen  und  für  0  =  0  oder  )»  =  0 

1)  HoIzmülJer,  Ueber  die  loffarithmische  AUbüi/ung  und  die  oti«  ihr  ent- 
springenden orthogonalen  Oitrvensysteme  (Zeitschr,  f.  M.  XVI,  1871)  und  Ein- 
fiSwvmg  in  die  Theorie  der  isogonalen  Venvarndtseha/tm  (Leipzig  1882)  S.  66, 
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co^  Ki-eise.   Ferner  aber,  wenn  «  =  —  6  ==  —  gesetzt  wiriä,  so  wird  (11) 
«■-^»"•"-^  =  ¥(1+»'»  +  ^  + -l) 


läfst  man  jetzt  m  gegen  0  konvergieren,  so  erhält  man  die  Gleichimg 
p  =  (ioj,  welche  die  Archimedische  Spirale  darstellt;  achlief slioh,  wenn 
man  h^  —  la  setzt,  so  wird  die  Gleichung  (11) 

läfst  man  a  unendlich  grofs  werden,  so  erhalten  wu' 

£0  ^  —  log  A 
die  Crleichnng  einer  dnrch  den  Anfang  gehenden  Geraden^). 


Siebentes  Kapitel. 
Die  Klothoide. 

194.  Die  natürliche  Gleichung  der  logarithmischen  Spirale 
(Kr.  193)  drückt  algebraisch  aus,  dafs  sie  eine  Linie  von  der  Art  ist, 
dafs  die  Krümmung  in  einem  beliebigen  Punkte  umgekehrt  pro- 
portional dem  Bogen  ist.  Diese  Bemerkung  führt  natürlich  zu  der 
Frage  nach  der  Kurve,  bei  welcher  die  Krümmung  in  einem  beliebigen 
Punkte  direkt  proportional  dem  Bogen  ist.  Auf  diese  IVage  wird 
schon  in  einem  hinterla^senen  Aufsatze  von  Jak.  BemoulU  hingewiesen, 
sie  wird  jedoch  nicht  weiter  untersucht^);  die  Untersuchimg  läfst  sich 
aber  leicht  mit  Hufe  der  in  Note  II  (am  Ende  des  Buches)  angegebenen 
allgemeinen  Methode  zur  Bestimmung  der  gewöhnlichen  Darstellung 
einer  durch  ihre  natürliche  Gleichung  gegebenen  Kurve  ausführen. 
Da  nach  der  Annahme 

R'S-a', (1) 


1  hat  man 


1)  Weitere  Binaelheiten  über  die  fragliclie  Kurve  und  ihre  Änvrendungeu 
B.  in  der  Dissertation  von  A.  H.  Grabau,  Ueber  die  Namiiawn'scke  Conchospirale 
und  ihre  Bedeutwng  für  die  Conehyliome^e  (Leipzig  1872). 

2)  Invenire  cmiiaw,,  cujus  ourvedo  in  singuUs  pwnetis  est  proportimialis  longi- 
tudim  arcus;  id  est  guae  ah  appenso  pondere  fiectitur  in  rectam  (Jac.  Bernoulli 
opera  p.  1084—83). 
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daher  uingekßlirt  s^=ay2cp,  deswegen  ist 


Setzt  man   <p  =  —— ■ ,   so  werilen  diese  Gleichungen  zu 

X  ^  a}/^  /cos  ~~  -dv,     y  =  a  ^x  f  sin  ---  ■  dv ,  und  s  =  aY^v .  (2) 

Die  hier  auftretenden  Integi'ale  sind  die  sogenantiten^)  Freanel'achen 
Integrale,  die  in  der  mathematieehen  Theorie  des  Lichtes  Yor- 
kommen;  dann  hat  auch  der  frauzösische  Physiker  A.  Cortm^,  um 
eine  deutliche  geometrische  Darstellung  der  Diflraktionserscheinungen 
zu  erhalten,  zuerst  die  durch  die  Gleichungen  (2)  dargestellte  Kurve 
betrachtet;  jedoch  viel  später  erat  bemerkte  E,Cesfiro^),  dafa  sich  diese 
Kurve  der  durch  Gleichung  (1)  ausgedrückten  Eigenschaft  erfreut. 

Die  Gleichungen  (2)  zeigen,  dafs  für  v  =  0,  a:  =  (/  =  s  =  0  und 
daher  ~  wegen  Gl.  (1)  —  B=ao  ist;  folglich  ist  der  Aufangspunllt 
ein  Wendepunkt  der  Klotkoide.  Ehenfalls  zeigen  die  Gleichungen  (2), 
dafs  gleichen  und  entgegengesetzten  Werten  von  v  auch  gleiche  und 
entgegengesetzte  Werte  von  x  und  y  entsprechen,  folglieh  ist  die 
Knrve  symmetrisch  in  Bezug  anf  den  Ursprung.  Lassen  wir  nun  v 
unendlich  grofs  werden,  so  sehen  wir,  weil 


■dv 


=/», 


ist*),  dal's  der  Punkt  A  i-^"-,  -^-y^j  ein  asymptotischer  Pnnkt  der 

Knrve  ist.  Ein  anderer  derartiger  Punkt  ist  der  zu  Ä  in  Bezug  auf 
den  Ursprung  symmetrische  Punkt  Ä'.  Die  Kurve  heeteht  demnach 
aus  zwei  sich  im  Ursprünge  treifenden  zueinander  in  Bezug  auf  diesen 
symmetrischen  Spiralen  (Taf.  XIV,  Pig.  113).  Diese  Gestalt  veran- 
lafste  Cesäro  ihr  den  Namen  Klothoide^)  zu  gehen,  den  die  Kurve 
behalten  dürfte. 

1)  „Sogenannten",  weil  G.  Vaoca  (Revue  de  MatMmatiquea  VII,  1901, 
8.  104)  bemerkt  hat,  dafs  sie  schon  von  Buler  1781  untersucht  wurden  (vgl. 
Imt.  Galeali  Xniegr.  TV,  1704,  S.  339— S43). 

2)  Btuäes  sm-  la  di/fracldon:  ntethode  geometriqtie  pour  la  diswssion  des 
probUmes  de  diffracHon  (C.  E.  LXXVUI,  1874;  Journ.  de  Phjsique,  III,  1874), 

3)  Les  Ugnea  larycenirigms  (Nouv.  Ann.  3.  8er.  V,  1886);  SulU  curva  rap- 
presentation  dei  fenotiMni  di  diffrazione  (Naovo  Cimento,  3.  Ser.  XXVni,  1890; 
C.  E.  CX,  1890). 

4)  S.  z.  B.  Serret,  Co/ct^  inUgral,  IL  Aufl.  (Paris  1880)  S.  136. 

6)  Aufser  der  in  der  vorvorigen  Note  citierten  Abhandlung,  siehe  auch  die 
Lesioni  M  geometria  mlrinseea  (Neapel  1896)  S.  15,  und  ElemenU  di  calcolo  m- 
fimtesimale  (Neapel  1899)  S.  334. 
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Ist  B  der  Kontingenzwiakel ,  so  ist  bekanntlich  J?  = --5—  und 
diiiier  ist  (1)  gleichbedeiitend  mit 

s-cls  =  a^-de, 
und  nach  Integration  s^  ^=  2a^s , 

welche  von  ähnhcher  Form  ist,  wie  die  kanonische  Gleichung  der 
Parabel.  Das  zeigt  uns,  dafs  die  Klothoide  sich  nicht  unterscheidet 
von  einer  Kurve,  die  schon  lange  Zeit  vorher  von  A.  Peters')  und 
K.  C.  F.  Krause^)  untersucht  worden  ist,  und  von  letzterem  (aus 
leicht  begreif hchem  Gfrunde)  mit  dem  Namen  „parabola  originär ia 
longitudiuftris"  belegt  worden  war. 

Die  Klothoide  ei'fi'eut  sieh  vielerlei  Eigenschaften,  von  denen  die 
meisten  durch  Cesäro  bemerkt  worden  sind;  wir  beschränken  uns 
darauf  folgende  anzuführen: 

Der  Schwerpunkt  eines  Klothoidenbogeiis  ist  der  innere  Ähii- 
liehkeitspunkt  der  beiden  Schmiegnagskreise  in  den  Endpunkte« 
des  Bogens.  Die  Klothoide  ist  die  einzige  Kurve,  bei  welcher  der 
Sehwerpnnkt  eines  beliebigen  Bogens  anf  der  Verbindungslinie  der 
Krümmungsmittelpunkte  ffir  die  Endpnnkte  des  Bogens  liegt. 

Die  natürliche  Gleichung  der  logarithmisehen  Spirale  und  der 
Klothoide  zeigt,  dafs  diese  beiden  Kurven  Spezialfälle  der  durch  die 
*^l«'''^i»"g  R  =  hs'- (3) 

charakterisierten  Kurven  sind');  wir  werden  in  Nr.  209  sehen,  dafs  zu 
derselben  Kategorie  noch  eine  andere  bemerkenswerte  Kurve  (nämlich 
die  Kreisevolvente)  gehört.  Diese  Kurven  haben  die  EigentümEehkeit, 
dafs  ihre  Evoluten  Kurven  sind,  die  derselben  Gattung  angehören. 
Wenden  wir  nämlich  die  in  Kap.  3  des  Abschnitt  VlI  aufgestellten 
Formeln  an*),  welche  die  natürlichen  Koordinaten  der  Punkte  einer 
Kurve  mit  denjenigen  der  entsprechenden  Punkte  ihrer  Evolute  ver- 
knüpften, so  erkennen  wir,  dafs  die  natürliche  Gleichung  der  Evolute 
von  (3)  erhalten  wird,  wenn  man  aus  den  beiden  folgenden  Glei- 
chungen s  eliminiert 

E,  =  m]i^s^"'~'-,        s.  =  fts™; 


1)  Neue  Cunenlehre  (Dresden  1836)  S.  173. 

3)  Nova  theoria  Imearvm  cttrvarum  (München  1836)  S.  70. 

3)  H.  Onnen,  Discussion  d'un  Systeme  de  spirales  d't^ris  leiws  iquations 
essentielles  (Arct.  nöerlaudaises  S,  1876)  und  &.  Pirondini,  IntfH-no  a  una  fa- 
miglia  nofevole  di  Imee  jwone  (Giom.  di  Matern.  XXX,  1892).  Ein  hsllies  Jahr- 
hnnderf  vorher  war  auf  diese  Km^en  Puiseus  gestoAen  (b.  den  II.  Teil  der 
Froblemes  mr  les  developpees  et  ks  developpantes  des  cowbes  planes,  Liouvilles 
Journ.  15,  1844). 

4)  Wh'  empfehlen  dem  Leser  davon  alshald  KenntniB  za  nehmen,  da  wir 
dieselben  im  Verlaufe  dieses  Abschnittes  gelegentlich  mehrfach  anwenden  werden. 
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daher  ist  B^  =  mÄ"'s^  "" (4) 

und  diese  Gleichung  ist  also  von  der  Porra  (3).  —  Die  dem  Fall 
m  =  —  1  entsprechende  Evolute  der  Klothoidc  (1)  ist  in  Fig.  114, 
Taf,  XIV  Beispiels  halber  dargestellt. 


Achtes  Kapitel. 
Die  Cykloiden. 

195.  Der  geometrische  Begriff  der  Bewegung,  den  wir  bei  der 
Definition  der  Qnadrairix  des  Dinostratus  (Nr.  176)  und  der  Archi- 
medischen Spirale  (Nr.  183)  auftreten  sahen,  ist  der  Ursprung  einer 
grofsen  Reihe  wichtiger  Kurven,  denen  dieses  Kapitel  sowie  die  fol- 
genden vier  gewidmet  sind. 

Wenn  ein  Kreis  ohne  zu  gleiten  auf  einer  festen  Geraden,  der 
Basis,  rollt,  so  beschreibt  jeder  Punkt  seiner  Ebene  eine  Linie,  die 
man  Gykloide  oder  Badlinie  nennt,  oder  genauer  eine  gemeine 
Cykloide,  wenn  der  erzengende  Punkt  auf  der  Peripherie  des  bewegten 
Kreises  liegt,  eine  verlängerte,  wenn  er  aufserhalb,  eine  verkürzte 
wenn  er  iunerhalb  derselben  Hegt.  Wer  hat  zuerst  diese  Linie  be- 
trachtet? Diese  Frage  ist  schwer  zu  beantworten;  denn  der  Begriff 
dieser  Linie  entsteht  sehr  leicht,  z,  B.  wenn  man  die  Bewegung  eines 
Wagenrades  betrachtet,  und  ein  Ansporn  zu  dieser  Betrachtung  kann 
in  dem  Umstände  gefunden  werden,  dafs,  wenn  man  geometrisch  die 
gemeine  Cykloide  konstruieren  konnte,  man  ohne  weiteres  jeden  Kreis 
rektifizieren  konnte,  und  die  Teilung  eines  hehebigen  Kreisbogens  in 
Teile,  die  gewissen  Bedingungen  genügen  sollen,  auf  die  analoge  Auf- 
gabe für  eine  Gferade  zurückgeführt  hätte.  Nichts  also  hindert  uns, 
anzunehmen,  dafs  die  Alten  die  Cykloide  gekannt  haben.  Eine  Stelle 
bei  Jamblirus^"),  wo  die  Rede  von  einer  „Linie  doppelter  Bewegimg" 
ist,  erfunden  von  Karpus  von  Antiochien,  um  den  Kreis  zu  qua- 
drieien,  ist  als  sich  auf  unsere  Kurve  beziehend  interpretiert  worden^). 
Jedoch  genügt  diese  nicht,  um  die  Cykloide  unter  die  seit  Alters 
hei  bekannten  Kurven  zu  rechnen;  wir  können  daher  nicht  umhin, 
andeie  neuere  Namen  als  mit  der  Entdeckung  dieser  Kurve  ver- 
knüpft anzuführen').    Abgesehen  von  dem  Kardinal  von  Cusa,  der  von 

1)  Commenf   tn  Anstotelis  phys.  libros  gwritMor  priores,  ed.  Diels,  S.  60. 

2)  P.  Tannery,  Fem-  l'histoire  des  lignea  et  swffaees  combes  dam  Vanti- 
quiU,  %.  II  (Bull.  Am  Sc,  matb.  et  asti-.  2.  Ser.  Vni,  1884). 

3)  Vgl.  S.  Günther,  War  die  Zykloide  bereits  im  16.  Jidtrhundert  beiarmt? 
ßjbl.  matb.,  1887). 
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Wallis^)  aof  Grund  von  Zeugnissen  ziemlich  zweifelhaften  Wertes 
unter  die  Entdecker  der  Cykioide  gerechnet  wird,  treffen  wir  zu- 
nächst auf  Karl  von  Bouvelles,  der  im  Jahre  1501  ihr  Auftreten 
bei  dem  Problem  der  Quadratur  des  Kreises  bemerkte^)  und  Galileo 
Galilei,  der  ungefähr  100  Jahre  später  (1599)  die  gemeine  Cykloide 
betrachtete,  ihr  den  Namen  gab,  mit  dem  wir  sie  heute  bezeichnen 
und  rergebens  versucht  hat  ihre  Fläche  zu  bestimmen,  indem  er  sich 
dabei  der  Wage  bediente^). 

Diese  Gelehrten  gehören  der  Periode  an,  die  wir  als  die  prä- 
historische Periode  der  Cykloide  bezeichnen  können;  ibre 
eigentliche  Geschichte  beginnt  etwa  1625  und  genau  genommen, 
als  P.  Mersenne  im  Jahre  1628,  weil  es  ihm  nicht  gelaug,  die 
Eigenschaften  der  Cykloide  aufzudecken  (deren  Definition  er  wahr- 
scheinlich von  Schülern  Galilei's  erfahren  hatte)  Eoberval  auf- 
forderte, sie  zu  untersuchen.  Dieser  Geometer  fand  nun  1034,  dafs 
die  ganze  F^che  der  gemeinen  Cykloide  (von  ihm  Trochoide,  von 
tQÖxoe  Rad,  genannt)  gleich  dem  Dreifachen  der  Fläche  des  erzeugen- 
den Ki^eiaes  sei:  ein  höchst  beachtenswerter  Satz,  der  die  Blicke  der 
mathematischen  Welt  auf  die  Cykloide  zu  lenken  vermochte  und  als- 
bald (1638)  von  Descartes  und  Format  bestätigt  wurde.  Kui-z 
darauf  gelang  Wren  die  Rektifikation  dieser  Kurve  und  etwa  um 
dieselbe  Zeit  entdeckte  Pasea]  an  ihr  —-  er  nannte  sie  Roulotto  — 
so  viele  und  so  elegante  Eigenschaften,  dafs  er  es  für  angemessen 
hielt,  den  Beweis  derselben  als  Thema  eines  öffentlichen  Wettbewerbes 
auszusetzen  (1658).  Welches  das  Resultat  desselben  gewesen  und 
welches  die  Grunde,  weshalb  Wallis  und  P.  La  Loubfere  (die  einzigen 
Bewerber)  die  ausgesetzte  Prämie  nicht  erhielten,  das  hat  Pascal  weit- 
läufig erzählt*);  wir  werden  uns  weder   damit  aufhalten,   noch   auch 

1)  An  extract  of  a  UUer,  of  May  i,  1697,  conceming  the  Cyeloiä  Imown  to 
Cardinal  Onsatmo,  about  fhe  year  liSO;  and  to  Caroht3  Bovillus  alout  Oie  year 
1600  (Fhil.  Trans.  1697,  S.  561). 

2)  Bovillus,  Geometriae  infrodiictiofds  Ubn  sex  (Paiisiis  150J).  Die  be- 
trefEende  Stelle  ist  in  Maupin,  Opinions  et  curiosites  touchant  les  matkematiques 
(Paris  1898,  S.  11)  atigedraokt. 

3)  „Quella  linea  arcuata  sono  piü  di  cinquant  anni  che  mi  venne  in  mente 
il  deBcriverl»,  e  rammirai  per  una  curvita  graziosissäma  per  adattarla  agii  archi 
di  un  poate.  Feci  Bopra  di  esaa  e  sopra  lo  spazio  da  lei  e  dalla  aua  corda 
compreeo  diversi  tentativi  per  dimostrai'ne  qualche  passione,  e  parve  da  piin- 
cipio  che  tale  spaaio  potesse  eesere  triplo  dei  cetchio  che  lo  desorive  ma  non 
fu  co8i{?),  beuche  la  differenaa  non  sia  molta."  Auszog  aua  einem  Briefe  von 
G.  Ctalilei  an  B.  Cavalieri  rom  24.  Febr.  1640  abgedruckt  in  Lc  opei-e  di 
Galileo  Galm,  ed.  Albferi,  Suppkmento  (Florenz  1856)  S.  366.  Tgl.  auch  Pab- 
broni,  Vitae  Jtalorm»  äocWima  exeelleniiwm,  II.  (Pisis  1738)  S.  12. 

4)  Histoire  de  la  Soulette,  appeU6e  awtrement  Trochoiäe  ou  Cydo'ide,  ou  Vom 
rapporte,  pa/r  guels  degyis  on  est  arrive  A  la  cotmaissance  de  cetle  ligne  (Oeuvres 
de  B.  Pascal,  V,  La  Haye  1779,  S.  135—314). 


y  Google 


i62  VI.  Abschaitt:  Transscen deute  Kurven. 

wollen  wir  in  die  Klagen  der  Besiegten  mit  einstimmen;  wenn  wir 
auf  diese  öffentliche  Herausforderung  hinweisen,  so  geschieht  das,  um 
hervorzuheben,  dafs  diese  der  Cykloide  eine  ungemeine  Berühmtheit 
verlieh  und  wahrscheinlich  nicht  zuletzt  die  Ursache  war,  da,fs  so  viele 
hervorragende  öeometer  des  17.  Jahrhunderts  sich  mit  ihr  beschäftigten: 
diese  bezeichnen  die  erste  Periode  in  der  Geschichte  unserer  Kurve^), 

Die  Erfindung  der  Infinitesimalrechnung  lieferte  neue  Methoden 
zur  Untersuchung  der  Cykloide:  die  wichtigen  von  Huygens,  Leihnia 
und  Job.  Bernoulli  entdeckten  Sätze  über  die  Quadratur  zeigten, 
wie  viel  noch  zu  thun  übrig  blieb,  ehe  man  die  Untersuchung  ihrer 
Eigenschaften  erschöpft  hatte;  dann  waren  es  Fragen  der  Natur- 
philosophie, bei  denen  die  gemeine  Cykloide  auftrat,  und  die  von 
Huygens  und  anderen  angegeben  wurden^),  welche  diese  zweite 
Periode  der  Geschichte  der  Cykloide  verlängerten  und  bewirkten, 
dafs  sie  nicht  weniger  wichtig  erscheint  als  die  erste. 

In  den  obigen  Zeilen,  in  denen  die  allmähliche  Entwickelung  der 
Theorie  der  Cykloide  in  grofsen  Zügen  wiedergegeben  wurde,  ist  zu 
gleicher  Zeit  das  in  diesem  Kapitel  zu  entwickelnde  Programm  vor- 
gezeichnet, nämlich  die  Darlegung  der  hervorragendsten  Eigenschaften 
der  Cykloiden  mit  Angabe  ihrer  Entdecker,  so  dafs  der  obige  histo- 
rische Überblick  durch  bestimmte  und  präaise  Angaben  beleuchtet  wird. 

196.  Wir  beginnen  mit  der  Aufsuchung  der  Gleichung  der 
Cykloide,  sowohl  der  gemeinen  (Galilei'schen)  als  auch  der  anderen 
(Roberval'sehen  oder  Descartes'schen  ?).  Es  sei  C  der  Mittelpunkt, 
r  der  Radius  des  bewegten  Kreises  und  d  der  Abstand  des  erzeugenden 
Punktes  P  von  C;  wir  nehmen  ferner  die  Basis  als  a^-Axe  und  das 
von  der  Anfangslage  des  Punktes  P  auf  diese  gefällte  Lot  als  j/-Axe. 
Ist  nun  (s.  Taf.  XIV,  Fig.  115  a,  h,  c)  P'  eine  beliebige  Lage  dea 
erzeugenden  Punktes,  6"  die  entsprechende  des  Mittelpunktes,  K'  der 
Berührungspunkt  der  entsprechenden  Lage  des  bewegton  Kreises  mit 
der  «-Axe,  und  scbliefslich  (7  die  augenblickliche  Lage  desjenigen 
Punktes  der  Peripherie  des  rollenden  Kreisea,  der  ursprünglich  sich 
in  dem  Koordinatenanfange  0  befand,  so  ist  ofi'enbar  OK'  =  OK'. 
Jetzt  ziehen  wir  den  Durchmesser  K'C  und  projizieren  auf  ihn  den 
Punkt  F'  in  JV';  dann  ist  ersichtlich 

x=OK'—  iV'P',      y  =  (J'K'  —  G'N'; 

bezeichnen  wir  nun  den  Winkel  O'C'K'  mit  ip,  so  ist  klar,  dafs 

1)  In  diese  Periode  gehört  ein  lebhafter  Prioritätsstreit  zwischen  Torricelli 
und  Eoberval;  der  Leser  ILadet  die  Einzelheiten  im  IT.  B.  der  Vorlesimgen  voa 
M,  Cantor,  sowie  in  der  Histoire  des  matheniati^ues  von  Montucla  (II,  S.  Aufl. 
S.  52—73). 

2)  Vgl.  Poppe,  Ausführliche  Geschichte  der  Anwendimgen  aUer  hrummem 
Linien  etc.  (Nflmlierg  1802)  S.  122—124. 
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ai-c  O'K'  =  rrp ,       N'P'  ^  dsin^,       C'N'  =  d  eos  9 , 

daher  ic  =  rtp  —  ds'mqi,      y  =  r  —  dcos<p.      ...      (1) 

Damit  haben  wir  die  parametrieche  Darstellung  für  alle  drei  Cykloiden; 

im  Falle  der  gemeinen  Cykloide  (<?  =  )■)  wird  diese  zu 

X  =  r(jp  ^  sing)),      y  =  r(l  —  cosq^).*).     .     .     (!') 

Lassen  wir  die  Axen  sich   um    einen  Winkel  — ^A  drehen,   und 

nehmen  wir  dajm  den  Änfaugapunkt  in  geeigneter  Weise,  so  können 

wir  die  Gl.  (1)  durch  folgende  Gleichungen  toh  symmetrischer  Form 

ersetzen  ,    .  ,  ,  ■,,,■', 

X  ^  asiatl)  —  if-r  cos  a,       y  ^  ä  cos  i;  —  ij>-r  sml, 

oder  auch 

X  =  damii>  — pip,  y  ='  f^  cos^  ■ —  $^; 

in  diesem  letzteren  Falle  ist  ]/j)^  -]-  <f  der  Radius  des  erzeugenden 
KreiscFi,  und  daher  ist  die  Cykloide  eine  verlängerte,  gemeine  oder 
verkürzte,  jenaohdem  V'i'^+5^    ^d  ist. 

Die  Gleichungen  (1)  bieten  im  allgemeinen  das  bequemste  Mittel, 
die  Cykloiden  darzustellen;  zuweilen  kann  sich  aber  die  Gleichung  in 
X,  if  als  nützlich  erweisen,  die  man  erMlfc,  wenn  man  tp  aus  den 
Gleichungen  (1)  eliminiert;  sie  ist 


,.  -,-M-0  00<  i^--l/(,i  +  .- -S)(<i -.•  +  »),  .  ,  (2) 
welche  im  Falle  d^^r  wird  zu^) 

a;  ^  r  arc  003  - — -  —  ]/2rj/  ■ —  y^. (2') 

Wir  bemerken  alsbald,  dafs  aus  (2)  sieh  ergiebt 

rfic  y  ' 

somit  lautet  die  Gleichung  der  Tangente  an  die  Cykloide  im  Punkte  {x,  y) 


^ldJ^r-y){d^r^y) 


(3) 


1)  Es  folgt  da  1  s  daf  be  le  konfo  men  Abbild  ng  be  durch  die 
Tunktion  js  =  1  4- 1  —  e  defin  e  t  st  de  Gera  len  =  d  e  g  me  ne ,  durch 
den  Kreis  mit  dem.  Rad  1  e  ze  gte  Cjilo  le  entsj  ht  ^1  ™  cos  11, 
y  =  «i  — mnu;  vgl.  Ämste  n  Q  elq^  e  e  a  lies  J  i  e  e  tat  of  me  (Bull, 
de  Soc.  Taudoise  X'VI   188  ) 

2)  Schreiben  b      die  t  le   hmig  (   )  folgende  "mafsen 

)  findet  man  eine  v  n  Le  bn  z  entdeckte  ml  z  eml  ch  lerühmte  Cleichung; 
E.  einen  Biief  an  Huygens  vom  liyal.  Juli  1690  {Leihni^  ed.  Gerhardt,  II, 
S.  43—44)  und  einen  an  Wallis  vom  19./^9.  Mars:  1697  (das.  IV,  8.  14),  außer- 
dem einen  168G  in  den  Acta  eruditomm  veröffentlichten  Aufsatz  mit  dem  Titel 
De  geometfia  recondita  et  analysi  mdiindbilmm  atque  infinitoi'wm  (das.  V,  S.  23)). 


=fv 
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Daraus  folgt,  dafs  die  Berührungspunkte  der  vom  Punkte  P{X,  Y) 
an  die  Cyk!oide  gezogenen  Tangenten  auf  einer  Kurve  liegen,  deren 
Gleichung  ist 

(X-xy(d  +  ,^,j)(d-r  +  p)^f(Y-!,)'-0.    .     (4) 

Da  diese  im  allgemeinen  eino  Kurve  vierter  Ordnung  mit  P  als 
Doppelpunkt  ist^),  so  folgt:  Die  Berühmugspniiktc  der  von  einem  be- 
liebigen Punkte  ihrer  Ebene  au  die  veriäugerte  oder  verkürzte 
Cykloide  gezogenen  Taugeuten  liegen  auf  einer  Kurve  vierter  Ord- 
nung, die  jeEen  Punkt  zum  Doppelpunkte  hat;  dies  zeigt  femer: 
Jede  verlängerte  »der  verkürzte  Cykloide  gehört  einem  Systeme  au 
mit  den  Charakteristiken  ft^2,  v^2.  —  Im  Falle  der  gemeinen 
Cykloide  wird  aber  die  Gleichung  (4) 

(X^xY(2r^y)^y(Y^yy  =  0,  .  .  .  .  (4') 
folglicli:  Die  Berührungspunkte  der  von  einem  beliebigen  Punkte 
ihrer  Ebene  an  die  gemeine  Cykloide  gezogenen  Tangenten  liegen 
auf  einer  Kurve  dritter  Ordunng,  die  Jenen  Punkt  zum  Doppelpunkte 
hat;  jede  gemeine  Cykloide  gehört  einem  System  au  mit  den  Cha- 
rakteristiken ii  =  2,  v^l. 

Um  eine  gute  Konstruktion  für  die  Tangente  oder  Normale  in 
einem  Punkte  der  Cykloide  zu  erhalten,  beachten  wir,  dafs  aus  Gl.  (1) 
sieh  ergiebt  ^  _  i^  .  ^  _      ^sing.      . 

äo:  dqi    '  dq:  r  —  d  COS  q»  ' 

diese  Funktion  hefert  die  trigonometrische  Tangente  des  Winkels,  den 
die  Tangente  im  Punkte  P'  (mit  dem  Parameter  9)  der  Cykloide  mit 
der  3:-Axe  bildet,  oder  auch  des  Winkels  @,  den  die  Normale  in  diesem 
Punkte  P'  mit  der  y-Axe  bildet.  Weitn  wir  nun  (s.  Taf  XIV,  Fig. 
115  a,  h,  c)  die  Gerade  F'K'  ziehen  und  mit  ^  den  Winkel  P'JE'JV' 
bezeichnen,  so  erhalten  wir  aus  dem  Dreiecke  K'N'P' 

tg*  =  ^^^  =  ^— ^— ; 

also  ist  i/"^©.  Folglich  bildet  die  durch  P'  gehende  Normale  mit 
der  Gferaden  K'N'  einen  Winkel  gleich  F'K'N',  fäUt  daher  mit  P'K' 
zusammen.  Um  also  die  Normale  in  einem  beliebigen  Punkte  der 
Cykloide  zn  konstruieren,  genfigt  es,  diesen  Punkt  mit  demjenigen 
zn  verbinden,  in  welchem  die  eutspreehende  Lage  des  erzeugenden 
Kreises  die  Basis  berührt^). 


(5) 


1)  Der  Punkt  P(X,  Y)  ist  eine  Spitze,  wenn  er  einer  der  Geraden  r=  0, 
Y=  r  +  d  angelidrt 

2)  Dieap  Konstruktion  findet  sicli  in  einem  ungemein  wichtigen  Briefe  von 
Descartea  an  Marsenne  Tom  23,  August  1638  (Oeuvres  de  VeBCartes,  ed.  Cousin, 
Vn,  Paxis  1824,  h  SS,  ed  Tanneiy  et  Adam,  ü,  Paris  1898,  ö.  307—311).  Für 
die  gemeine  Cykloide  findet  sie  sich  schon  in  dem  herühmten  Methodms  ad  dis- 
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19?.  Besehen  wir  uns  die  Grleiciningen  (1),  so  erkennen  wir, 
dafs,  wenn  wir  in  ihnen  9  in  <p-\-2Ic7t  yerwandeln  (wo  Je  eine  ganze 
Zahl  ist)  «/  sieh  nicht  verändert,  und  x  nur  um  2h!tr  zunimmt;  dies 
ze^:  Wird  eine  Cykloide  einer  tpaiisla(«pischen  Bewegung  in  der 
Richtung  der  Basis  von  der  Grölse  2k^r  unterworfen,  so  iSllt  die 
Kurve  wieder  mit  sich  seihst  zusammen.  Die  Kurve  besteht  aus  un- 
2ähligen  einander  kongruenten  Teilen;  um  die  Gestalt  eines  einzelnen 
derselben  zu  erkennen,  genügt  es  z.  B.  tp  zwischen  0  und  2*,  oder 
zwischen  —  %  und  -j-  ^  variieren  zu  lassen.  —  Die  Ö-leichnngen  (1) 
und  (2)  aeigen,  dafs  die  Punkte,  in  denen  die  Cykloide  die  Basis 
schneidet,  dwch  9)  =  arocos-j  gegeben  sind;  diese  Punkte  sind  nur 
dann  reell,  wenn  r^ä;  folglich  treffen  nur  die  gemeine  und  die  ver- 
längerte Cycloide  ihre  Basis.  Die  Maximal-  und  Minimalwerte  von  y 
sind  r  +  d;  folglich  liegt  die  Kurve  (1)  vollständig  innerhalb  des 
von  den  Geraden  y=sr-{-d  und  y=.r  —  (l  hegreiizten  Streifens. 

Um  die  Doppelpunkte,  falls  solche  existieren,  aufzufinden,  mufs 
man  solche  Wertepaare  gj,  ^  aufsuchen,  denen  gleiche  Werte  sowohl 
von  X  als  auch  y  entsprechen;  es  entstehen  also  die  Beziehungen 

rrp  —  d%mif  ^=  rip  —  d smip,       cos cp  =  cos^; 
schliefsen  wir,  weil  nichtssagend,  die  Lösung  q[)  =  ^  aus,  so  ergiebt 
sich  wegen    der   zweiten   Beziehung  nur  noch   die  zweite  ij^  =  ~q>, 
welche  die  erste  Beziehung  verwandelt  in 

rip  - —  ci  sin^  =  0. 
Die  Lösung  ^  =  0  ist  auszuschliefsen,  weil  sie  nichts  anderes  als  die 
Anfangslage    des   bewegten  Punktes   liefert;    zur   Bestimmung   des  ip 
bleibt  also  nur  die  Gleichujig 


da  mm  immer  ■  ■  ■  ■  —  ^  1  ist,  so  mufs,  damit  diese  Gleichung  reelle 
Wurzeln  habe,  r^d  söiu,  folglich  hahen  die  verkürzten  Cykloiden 
keine  Boppelpunkte.  Im  Falle  -j  <  1  läfst  die  vorige  Gleichung  zwei 
reelle,  einander  gleiche  aber  entgegengesetzte  Wurzeln  zu;  Grleichung  (5) 
zeigt   dann,   dafs  die  entsprechenden  Tangenten  gleiche  Winkel  mit 

qmrendam  mawimam  et  mmimam  voa  Pecmat,  dem  Descartea  am  10.  Jan.  1638 
mitgeteilt  (Oeuvres  de  Ferimt  I,  S.  130,  in,  S.  144;  vgl.  den  Brief  v.  Femat  an 
P.  Mersenne  vom  22.  Okt.  1638,  das.  11,  S.  171).  tjbei-  dasselbe  Tliema  siehe 
Boberval,  Obsei-vations  sur  la  composiUon  des  mouvements  (Möm.  de  l'Acad. 
des  Sciences  VI,  1730)  S.  68,  ebenso  einige  Briefe  von  R.  de  Slnse  an  PaBcal 
und  Oldenbnrg,  datiert  vom  6.  Jul.,  3.  Aug.  u.  13,  Sept.  1858,  ferner  vom  29.  Apr. 
u.  26.  Mai  1659,  veröffentlicht  alle  von  C.  Le  Paige  im  XVm.  B.  des  BvMettmo 
S  BibUografia  e  Storia  etc. 
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466  ^'  Absehnitt:  TraMaacendente  Kuryen, 

(Jer  y-Ase  bilden,  während  (1)  und  (1')  erkennen  lassen,  dafs  für 
itren  gemeinsamen  Berührongapunkt  a:  =  0  ist.  Die  vwläügcpte 
Cykloide  hat  demnacli  unzählig  viele  Doppelpuukte,  deren  Abscissen 
Vielfaelie  vom  Umfange  des  rollendeu  Kreises  sind.  Im  Gi-enzfalle 
»-  =  (?  faJlen  jene  Tangenten  zusammen,  folglieh  hat  die  gemeine 
Cykloide  unzählig  viele  Spitzen. 

Noch  eine  Gestalteigenschaft  der  Cykloide  ergiebt  sich  aus  der 
Bemerkung,  dafs  der  Krümmuu.gsradius  derselben  im  allgemeinen 
durch  die  Formel  gegeben  wird 


und  im  Falle  der  gemeinen  Cykloide  durch 

i!-4..kf. («') 

Aus  (6)  geht  herror,  dafs  Wendepunkte  der  Kurve  die  durch  die 
Gleichung  tg-^  =  1/  -rj  bestimmten  Punkte  sind;  damit  diese  nun 
reelle  Wurzeln  habe,  mufs  r^d  sein,  folglich:  Die  verlängerten 
Cykloiden  haben  keine  Wendepunkte;  im  Falle  d  =  r,  sind  diejenigen 
Punkte,  in  denen  ü  =  0  die,  für  welche  9  ^  0  (mod.  2  31;);  dies  sind 
die  Spitzen,  demnach  sind  nnr  die  verkürzten  Cykloiden  mit  Wende- 
punkten ■>  ersehen  Aus  unherer  Diskussion  ergiebt  sich,  dafs  man 
die  verküizte,  gemeine,  verlängerte  Cykloide  in  einer  ansehaiüicheren 
Berechnungs weise  Wendepunkts-,  Spitzen-  und  Knotenpunkt- 
Cykloide  nennen  konnte 

198.     Bezeichnen  wn   mit  ds^   das  Bogendiffereuzial   der  durch 
Gleichung  (1)  dai^estellten  Cykloide,  so  haben  wir 

d->^^=  dfp}  )^-\-  d^ — 2rdoofiip (7) 

Wir  setzen  nun  r-\-d^=  -^,       \r — -ri,  =  — 

und  erhalten  ds,  =  ^  ")/^^  +  («^  -  6^)  sin^ -|- , 

und,  wenn  wir  <p  =  2^  setzen, 

ds^  =  di(>  yb^  ~j-  («^  —  b^)  sin^  ■$ . 
Betrachten  wir  jetzt  die  Ellipse 

oder  X  =  a  coBip ,      1/  =  ft  sin ^ , 

so  ist  deren  Bogen  s^  im  Differenzial 

ds^  =  d-^  yb^  -f-  («^  —  b^)  sin^  ^ , 
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demnach  ist  ds^  =  ds^.  Diese  beachtenswerte  Beziehung  zwischen 
einem  Cykloiden-  und  Ellipsen-Bogen  ist  von  Blaise  Paacal  ent- 
deckt worden  und  kann  kurz  wiedergegeben  werden,  Ladern  man  sagt; 
Die  Rektifikation  einer  belieliigen  Cykloide  hängt  im  allgemeinen 
von  der  Rektifikation  einer  Ellipse  ab^).  Wenn  es  sieb  jedoch  um 
eine  gemeine  Cykloide  handelt,  so  erfordert  die  Rektifikation  nur  die 
Anwendung  der  Ifi'eisfunktionen ;   für  d  =  r  wird  nämliob  Gfl.  (7)  zu 

ds^  =  2r  sin  Y  ■  (iq^ , (7') 


welche  zwischen  0  und  9  integriert  « 

s,  =  4r(l  -  coa-|)  =  8rsin^-|--       ....     (8) 

Um  die  Länge  des  zwischen  zwei  Spitzen  gelegenen  Cykloidenbogens 
zu  erhalten,  genügt  es  hierin  9  =  2ie  einzusetzen;  mau  erhält  dann 
als  Resultat  8r,  und  somit  kommen  wir  zu  dem  folgenden  Satze  von 
Wren:  Der  zwischen  zwei  anfeioander  folgenden  Spitzen  gelegene 
Bogen  einer  gemeinen  Cj'kloide  ist  gleich  dem  vierfachen  Durch- 
messer des  erzengenden  Kreises^. 

Die  von  der  Ordinate  der  Kurve  (1)  beschriebene  Fläche  8,  wenn 
(j>  von  0  bis  2:rr  variiert,  wird  gegeben  durch 

8  =  2jy  ■  dx  =  2j(r  —  d  cos  ipy  ■  d<p 

=  V2r^  +  d^)^  —  idr  fimip  +  ^-^^Y={2r^+ä^)7t=^2%r^ ^%dK 

Die  Fläche  ist  also  gleich  dem  doppelten  Inhalte  des  rollenden 
Kreises  vermehrt  nm  den  Inhalt  des  Kreises,  der  den  Abstand  des 
erzeugenden  Punktes  vom  Mittelpunkte  des  rollenden  znm  Radius  hat. 

Setzt  man  im  speziellen  (?  =  r,  so  erhält  man  den  Satz  vonRoberval, 
welcher  besagt:  Bei  der  gemeinen  Cykloide  ist  die  Plä«he  zwischen 
der  Basis  und  dem  von  zwei  aufeinander  folgenden  Spitzen  be- 
grenzten Bogen  gleich  dem  Dreifachen  des  rollenden  Kreises^). 


1)  Bimensions  des  Ugnes  eowbes  de  toutes  les  rowlettes  (Oeuvres  de  B,  Pascal 
V,  LaHayel779,  S.411),  Hacli  Wallis,  Tractatus  duo.  {Opera mafhewatiea,OsomBte 
1695,  S.  538)  wurde  der  Satz  von  Wren  16S8  entdeckt.  Vgl.  ajich  Giannini, 
Opuseula  maffiemaiica  (Parma  1773)  S.  85,  und  Küpper,  Uebwigsaufgaben  für 
Schüler  (Archiv  der  Math.  XXVH,  1856), 

2)  S.  Wallis,  Traetatus  dm.  (Opera  mathem.  I,  S.  533—541);  vgl.  die 
Note  Froposüio  Dmnmi  Wren,  Demomtrata  a  Claudio  Mylon  die  36.  Jimuarii  1659, 
beigefügt  einem  Briefe,  den  Mylon  unter  dem  31.  Jan.  1659  an  Huygens  schickte 
(Oewres  de  Huygens  n,  S.  335). 

3)  De  troehoide  ejmgite  spatio  (M^m.  de  i'Acad.  des  Sciences  VI,  1730) 
S.  311;  s.  auch  einen  Brief  an  Fermat  v.  1.  Juni  1638  {Oeuvres  de  Fermat  II, 
S.  151),  ebenso  zwei  Briefe  zwischen  Mersenne  und  Deseartes  gewechselt,  28.  Apr. 
u.  27.  Mai  1638  {Oeuvres  de  Deseartes,  ed.  Cousin,  VII,  1834,  8.  134  u.  140;  ed. 


y  Google 
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Bei  der  AufetelluHg  dieses  wichtigen  Satzes  wm-de  Boberval  ver- 
aalafst,  die  Betrachtung  einer  neuen,  mit  der  Cykloide  eng  verhuadenen 
KuiTe  einzuführen,  die  er  zu  dem  Zwecke  die  Gefährtin  der 
Cykloide  (trochoidis  comes  sive  socia)  nannte^).  Sie  wird  in 
folgender  Weise  konstruiert:  Durch  einen  beliebigen  Punkt  JP'  der 
Cykloide  (Taf.  XIV,  Fig.  115  a)  ziehe  man  die  Parallele  zur  Basis 
und  trage  auf  ihr  von  P'  aus  in  dem  Sinne,  in  welchem  die  Be- 
wegung erfolgt,  die  Strecke  PN'  gleich  der  Hälfte  der  Sehne,  welche 
der  erzeugende  Kreis  auf  dieser  Parallelen  ausschneidet,  ah;  der  Punkt 
N'  liegt  dann  auf  der  Gefähi'tiu  der  Cykloide.  Die  Koordinaten 
Tou  N'  werden  offeuhar  ausgedrückt  durch 

x  =  rip ,         y  ^  r(l  —  eos  <p) ; 
durch  Elimination  von  g>  erhält  man 


welche  Gleichung  ersichtlich  eine  der  Tsehimhausen'schen  Quadratrix 
ähnliche  Kurve  (die  Sinusversuslinie)  darstellt;  die  vollständige 
Untersuchung  derselben  wollen  wir  auf  eine  andere  Gelegenheit  ver- 
schieben (Nr.  222),  nur  das  wollen  wir  bemerken,  dafs  die  von  der 
Gefährtin  der  Cykloide  und  der  Basis  begrenzte  Fläche  Si  gegeben 
wird  durch  « 

Sie  ist  also  die  mittlere  Proportionale  zwischen  (ar^),  der  Fläche  des 
roUendeu  Kreises  und  derjenigen  [sr-  2r  )  des  Kreises,  der  zum  Radius 
den  Durchmesser  des  ersteren  hat.  Boberval  hat  aufserdem  bemerkt, 
dafs  S  —  Si=  str^.  Er  bediente  sich  femer  derselben  Hilfskui-ve,  um 
das  durch  Kotation  der  Cykloide  (immer  begrenzt  zu  denken  zwischen 
zwei  Spitzen)  um  ihre  Basis  erzeugte  Volumen  Fzu  ermitteln^).  Um 
die  von  ihm  erhaltenen  Resultate  zu  bestätigen,  bezeichnen  wir  mit 
Fj  das  ähnlich  erzeugte  Volumen  der  Begleitkurve  der  Cykloide  und 
mit  ü  das  des  umbeschriebenen  Cyhnders.  Durch  Anwendung  be- 
kannter Formeln  finden  wir 

r=5jrV,       F,  =  3jrV%       f7=8^V. 


Adam,  et  Tanaerj  II,  1893,  S.  116  u.  135).  Ein  geometrischer  sehr  einfacher 
Beweis  des  Eoberval' sehen  Sataes  steht  in  The  inaihemcdical  and  othet-  Writings 
of  E.  L.  £ßis  (Cambridge  18G3)  S.  224. 

1)  De  trochoide  etc.  8.  63  u,  306.  Montucla  dagegen  gebraucht  {HistoWe 
des  maik^iatiques,  Nouv.  6ä.  Paris  1799,  II,  S.  73)  denKsunen  „petite  cycloide". 

3)  Anspielungen  auf  die  Fragen  der  Kubatur  machen  Descartes  in  einem 
Briefe  an  P.  Mersenne  vom  11.  Okt.  1638  {Oevwes  de  Descartea,  ed.  Cousin,  VII, 
1834,  8.  450j  od,  Adam  et  Ta,Dnerj  II,  1898,  S.  395)  und  Fermat  in  einem  Briefe 
an  denselben  vom  1.  April  1640  (Omwes  de  Fermat  H,  S.  191),  Ebenfalls  be- 
deht  sich  darauf  die  Frop.  SX  des  Traetatus  Meehanicorwm  von  Wallis  (1670) 
{O^ra  maikemaliea  I,  S.  815—835). 
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D.wi,i     .j;._i,        S._|,         r+r,~u, 

wie  auch  der  französische  GEeonieter  erhalten  hat.  Sind  daher  g  und  g^ 
die  Ordinaten  der  Schwerpunkte  der  Flächen  8  und  S^,  so  hat  man 
nach  dem  Guldin'schen  Satze 

r=27rg-S,       7i=2:ii/j-S'i, 

folglich  ist  ?  =  5  »* '  ^1=4^' 

Wir  überlassen  es  dem  Leser  in  ähnlicher  Weise  (wie  es  Roberyal 
1649  gethan  hat)  das  durch  Rotation  der  Cyhloide  um  ihre  Mittel- 
linie erzeugte  Volumen  ku  berechnen,  sowie  den  Schwerpunkt  des 
Bogens  zu  hestimmen'^)  und  kehren  zur  Quadratur  der  gemeuien 
Cykloide  zurück,  um  einige  wichtige  darauf  bezüghche  Sätze  anzu- 
führen. 

199,    Derjenige  ältesten  Datums  wurde  vonHuygens^)  entdeckt. 

Um  ihn  darzulegen,  beachten  wii-  yor  allem,  dafa  die  Gleiehui^en  (1') 

erffehen  />      ,  ,  /•'       ■  ■',•,-, 

jx-dy  =  r'j  [q>  sin <p  —  sm''  cp)  dtp 

=  r^  \  —  ip  cos  (p  -\-  sin  qu  —  ö'  9^  ~l~  T  ^^  ^  9°  I  H~  Const. 

Zeichnen  wir  nun  den  erzengenden  Kreis  in  der  Lage,  in  welcher  er 
den  Kulminationspunkt  A  der  Cykloide  berührt  (Taf.  XV,  Fig.  116), 
und  sei  -B  sein  Mittelpunkt  und  S  der  Berührungspunkt  mit  der 
Basis;  durch  den  Mittelpunkt  (?  des  Radius  ÄS  die  Parallele  zur 
Bttöis  der  Cykloide,  welche  die  Kurve  iu  L  und  die  y-Ase  in  L' 
schneidet;  sei  dann  noch  Ä'  der  Schnitt  dieser  Äxe  mit  der  durch  Ä 
zus  Basis  gezogenen  Parallelen,  so  haben  wir 

Fläche  A'L'LA^ jx-dy 

=  r^\ —  rp  cos  9^  -\-  sin  qci  —  —  ip  -|-  -jSLQ  2qfi  "^"ä '        a. i 

folglich    ist    the    Fläche     AGI)LA  =  -^ — ,     und    da«    Segment 

3l/3,.3 
ADLMEA  =  ---■■- —     Letzteres  bedeutet  aber  die  Fläche  des  einem 


1)  Saiat-Germaia,  Mec&dl  complemeniaiie  d'exeicises  sut  la  incramqite 
ratiomlle  (Paria  1889)  S.  56. 

ai  Dieser  Sata  wurde  zuerst  von  Huygens  an  Ism  BouiUdud  dunh  Bnef 
vom  25.  Juni  1658  mitgeteilt  {Omvres  de  Huygens  II,  5  200l  miA  na:,hh«  a,n 
Caroavj  (Brief  v.  16.  Jan.  1659),  das.  S.  315;  veroäenthcht  wurde  er  durch  Pascal 
in  der  o.  a.  JSistoire  de  la  roulelte. 
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Kreise  mit  dem  Radius  r  einbeschriebenen  regelmäfsigen  Seebseeks; 
demnach  ist  die  Cykloidenzone  ADLMEA  exakt  quadrierbar. 

Dies  bemerkenswerte  von  Huygens  erlangte  Resultat  vcranlafste 
Leibniz  nach  weiteren  zu  suchen,  und  das  nicht  vergeblich.  Er  fand 
nämlich  folgendes^):  Zieht  man  durch  den  Mittelpunkt  B  des  er- 
zeugenden Kreises  in  der  Lage,  in  welcher  er  den  Kulminations- 
punkt A  berührt,  die  Parallele  zur  Basis,  welche  den  Kreis,  die  Cyk- 
loide  und  die  y-Axe  bezw.  in  JS,  F  und  J5'  schneidet  (Taf.  SV,  Fig. 
117),  so  ist  das  von  der  Geraden  AF  und  dem  entsprechenden 
Cykloidenbogen  begrenzte  Segment  gleich  dem  Dreiecke  ASE.  Man 
hat  nämlich 
Segment  AFDA  =  Trapezfläche  AÄBFA  —  Fläche  AA^BFBA 


wie  behauptet  war. 

Die  beiden  einzeln  soeben  bewiesenen  Sätze  führten  Job. 
noulli  zur  Auffindung  eines  anderen  Satzes,  der  diese  beide: 
Spezialfälle  in  sich  schliefst;  er  gelangte  nämlich  zur  '. 
unendlich  vieler  exakt  quadrierbarer  Flächen  bei  der  gemeinen  Cyk- 
loide^.  Um  darzulegen,  wie  diese  bestimmt  werfen,  betrachten  wir 
wiederum  den  rollenden  Kreis  in  der  Lage,  in  der  er  die  Cykloide 
im  Kulminationspunkte  A  berührt;  sei  S  der  Mittelpunkt  (Taf.  SV, 
Fig.  118)  und  F  der  Berührungspunkt  der  Basis;  es  seien  I  und  K 
Punkte  des  Durchmessers  AH  derart,  dafs  AK^HI=rj-,  durch  K 
und  I  ziehen  wir  die  Parallelen  zur  Basis  D'DMD  und  B'BLB 
und  wollen  nun  die  Fläche  der  Segmente  BGDB  und  BCBDB 
berechnen,  wo  C  ein  beliebiger  Punkt  des  Bogena  BD  sein  möge. 
Die  den  Punkten  B,D,B  entsprechenden  Werte  des  Winkels  ip  be- 
zeichnen wir  mit  91^,  ®,  0,  und  die  entsprechenden  Koordinaten  mit 
x^,  J/(|,  X,  Y,  X,  Y;    dann  haben  wir: 

cosgjg  =  -—  — ,  sin 9)0  ^=  ■--— ^ ; 

cos  $  ^  cos  *  ^  —  -  ■  ^  ,       sin  *  =  ~  ein  0  ^  ■--■  ■  -■^■~'  ^   ■ 


1)  Eadrait  d'wie  lettre  de  M.  Leibim  iaite  d'Hannovre  ä  1'av.teti/r  iJm  Journal 
touehcmt  la  guadratm-e  d'vMe  portMn  de  la  rouJette  (Jonm.  des  Savants  1678),  oder 
Leibniz,  ed.  Gerhardt,  T,  S.  116—17).  Vgl.  auch  einen  Brief  von  Leibnia  an 
Oldenburg  v.  16.  Juli  1674  (Das.  I,  S.  62),  ebenso  die  zwischen  Leibniz  und  dem 
Marquis  de  l'Höpital  gewechselten  Briefe  v  30  '^ept.,  1.  Dea.  1695  n.  15.  Jan. 
1696  {Das.  II,  S.  299,  304,  311) 

3)  Cycloidis  primariae  legmenta  mnmnera  quadraturae  determmaüo  etc. 
(Acta  erud.  Juli  1699;  Joh.  Bermmlh  O^era  I,  S  322—337). 
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Nim  ei^iebt  sich  aus  der  Figur  und  dem   zu  AnfBng  dieser  Nr. 
aufgesteilten  aUgenieinen  Ausdrucke  für  fx-dy: 

Fläche  J?6'i?If  =  'i'rapez  BJ^D'B  —  Flikhe  BBB'CB 

—  —  (p  cos  95  4"  si^^  "^  3  9'  "l~  Tsi^^?"  I 

und  nach  einigen  Redaiitionea 


Ähnlich  ergieht  sich 

Fläche  scnB - idJipHä  +  i^'~v}Yi^-i'-i- . 

Verbindet  man  aber  F  mit  den  Punkten  L  und  M,  so  hat  man 
Dreieck  FJL    =  -  (r  -f-  rj^Yr^^^—if , 

Dreieck  i-'i)? ^  =  |-  (2r  —  ij)  y^r^-^^ ; 
folghch  ist 

Fläche  SCBB       ]  ■,  ^-r  ^ 

—  =  Dreieck  FIL  +  Dreieck  FMK.      .     (9) 

Fläche  BCBDB  \  ^  ^  ' 

Diese  Doppelbeziehung  enthält  den  Satz,  durch  welchen  Joh.  Bernoulli 
die  beiden  vorigen  von  Huygens  und  Leibniz  verallgemeinerte.  Er 
sowohl,  wie  auch  sein  Bruder  Jakob,  stellten  noch  weitere  ähnliche 
Untersuchungen  an,  auf  welche  näher  einzugehen  uns  versagt  ist^); 
wir  wollen  nur  andeuten,  dafs  sie  zur  Entdeckung  einer  ähnlichen 
Relation  wie  (1)  führten,  die  für  alle  Cykloiden  verlängerte  und  ver- 
küi-zte  Gültigkeit  hat^). 

200.  Zu  anderen  beachtenawerten  Eigenschaften  der  gemeinen 
Cykloide  führen  Betrachtungen  über  ihre  Krümmung;  da  nämlich 
[m.  s.  die  GL  (6%  (8)  und  (1')] 

iJ  =  4i{sin-|,       s=  l  +  r(l— cos-f),       )/  =  2rsin^f , 
so  folgt 

E^+(s  — 4r)^  =  4i^'  .  .  .    (10)  m^^r-y.      .     .     .     (11) 

Verlegen  wir  den  Anfang  des  Bogens,  so  wird  die  Gleichung  (10)  zu 
B^ -\- s^  =^  {iry.  Dies  ist  die  natürliche  kanonische  Gleichung  der 
gemeinen  Cykloide;  in  geeigneter  Weise  interpretiert,  besagt  sie: 
Wenn  eine  Cylcloide  auf  einer  festen  Geraden  rollt,  so  ist  der  Ort 


1)  Joe.  SemoulK  Opera,  S.  1129—1134;  Jok.  BemoulU  Opera  I,  S.  3'28— 335. 

2)  Acta  Brudit.  Juni  1700;  Joli.  Bernoulli  Opera  1,  S.  300. 
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der  Krummungscentren  füi'  die  aufeinander  folgenden  BerUhnings- 
pnnkt«  ein  Kreis,  dessen  Radins  viermal  so  grofs  ist  als  der  des 
erzeugenden  Kreises^).  Die  GleiehuBg  (11)  hingegen  besagt:  Der 
Erämmniigsi'adiiis  in  einem  leliebigeu  Punkte  der  gemeinen  Cykloide 
ist  die  mittlere  Proportionale  zwischen  der  zugehörigen  Ordinate 
und  einer  konstanten  Gröfse:  eine  weitere  charakteristische  Eigen- 
schaft der  Cykloide^). 

Sind  a^i ,  j/j  die  Koordinaten  des  Mittelpunktes  der  Krümmuüg 
im  Cykloidenpunkte  («p),  so  findet  man  leicht 

x^'^  r(<p-\-Bm<p),       yi=  —  ^(1  —  cosgj);   .     .     .     (12) 
wenn  mau  nun  die  Koordinatentransformation,  die  dnrch  die  Formeln 

definiert  wird,  ausführt  und  einen  Winkel  i^  einführt,  der  mit  (p  durch 
die  Beziehung  qj  =  sr  -j-  ^  verknüpft  ist,  so  verwandeln  sich  die  vorigen 
Gfleichungen  in 

x'  =  r(^i'  —  sin  i/i) ,       y  '=  r(l  —  cos  j/j)  , 
und  diese  mit  (1')  verglichen  beweisen;  Die  Evolute  einer  gemeinen 
Cykloide  ist  eine  ihr  gleiche  Kurve  ^). 

Das  zwischen  dem  Kurvenpunkte  und  dem  Schnitte  mit  der 
Basis  gelegene  Stück  N  der  Noi-malen  zur  Cykloide  wird  gegeben 
durch 

weshalb  B  =  2N.  Der  Krümmungsradius  ist  also  doppelt  so  grofs 
als  die  Normale;  die  sämtlichen  Kränimungsradie«  werden  durch 
eine  fest«  Gerade  (die  Basis)  halbiert;  auch  diese  Eigentümlichkeit 
kommt  aus  schlief  such  der  gemeinen  Cykloide  zu*). 

Schliefslich  wollen  wir  noch  beweisen:  Jede  Parallelprojektion 
einer  Cylinder-Schrauhenlinie  anf  die  Basisehene  ist  eine  Cykloide, 
und  zwar  eine  gemeine,  verkürzte  oder  verlängerte,  jenackdem  die 
Neigung  der  Projektionsstrahlen  gegen  die  Erzengenden  des  Cyliaders 
gleich,  kleiner  oder  grSfser  als  die  Steigung  der  Schranhenlinie  ist^). 

1)  Mannlieim,  Becherches  giomitriguea  swr  Je  lieii  des  posifions  successives 
des  centres  de  cowbure  d'itne  cowrbe  qui  rmtle  sur  une  droite  {Lioavilles  Joum. 
2.  Ser.  IV,  185S)  S  99 

2)  TiBserand,  Sei.uetl  complemewiaite  d'exei'eises  sur  le  edtcwl  m,fin>tesimal 
(Paris)  n.  Aufl  S   261 

3)  Huj-gens,  Smölogiim  oscülatonum  i'1673)  3.  Teil,  Prop.  VI. 

4)  Oesäio,  Lezwm  di  i/eometi-w  mtrmstca  (Neapel  1896)  S.  34. 

6)  Wer  zuerst  diesen  Sata  bemeitt  hat,  witsen  wir  nicht.  Für  den  Pall  der 
gemeinen  Cykloide  spricht  Montucla  davun  (Sistoire  des  matk.  Nonv.  ^d.  Paris 
1799,  11,  S.  78)  dia  von  einer  von  üun  gefundenen  Sache  und  leitet  daraus  ah, 
dafs  die  Cykloide  sich  au,  Unendliche  erstrecke,  während  es  scheint,  dafs  man 
früher  nur  den  zwischen  zwei  aufeinander  folgenden  Spitzen  liegenden  Teil  be- 
trachtet hat. 
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Betrachtet  man  näniUeh  die  Schraubenlinie 

X  =  r  C08 9 ,       y  =  r 'sin 95 ,       ^  =  r  cotg fi ■  95 

und  projiziert  diese  in  den  durch  die  Winkel  a,  ß,  y  definiei-ten  Hieh- 

tungen,  so  erhält  mau  den  Cylinder  dargestellt  durch  die  Gleichungen 

cc  —  r  «OB  cp  ^  y  -  r  sin <f>  ^  z  —  ratg,i-rp  _ 

Setzen  wir  hierau  ^  =  0,  so  erhalten  wir  die  beiden  folgenden  Gflei- 
chnngen  für  die  Darstellung  der  Projektionskurve 


welche  ihatsiichlich  einer  Cjkloide  angehören  (a.  Nr.  196).    Der  Radius 
des  erzeugenden  Kreisi 


daher  ist   die  Cykloide  e 
nachdem  r  atgfi-tgy^r 


•i  L —    "X     "  ^  =  f  ctg  (i  ■  tg  y, 


ine  verkürzte,  gemeine  oder  verengerte,  je- 
■sfc,  d.  h.  jenachdem  y  =  ii  ist,  wie  der  Satz 

Die  für  die  gemeine  Cykloide  hier  bewiesenen  geometrischen 
Eigenschaften  —  es  sind  bei  weitem  nicht  die  einzigen,  die  sie  be- 
sitzt^) —  zeigen  hinlänglich,  welch  eine  bemerkenswerte  Kurve  sie 
ist,  und  erklären  hinlänglich  die  Häufigkeit  der  seit  dem  \1.  Jahr- 
hundert an  ihr  angestellten  Untersuchungen.  Jedoch  wuchs  die  Wert- 
sehätzung derselben  noch  ungemein,  als  Huygens  bemerkte^),  dafs 
sie  die  Tautochrone  (von  taiitög  ;(p(ii'og,  dieselbe  Zeit)  im  leereu 
Kaume  sei*),  indem  er  entdeckt  hatte,  dafs  die  Kurve  von  der  Eigen- 


1)  Unter  den  von  uns  übergangenen  S'ätaen  erwälmen  wir  besonders  den  von 
Jac,  BernouUi  i»  der  Note  De  evolutione  swccessiva  et  altemante  curoae  cujus  guo- 
gm  etc.  dargelegten  (Opera  IV,  S.  98);  dieser  wurde  weiter  untersucht  von  Legeo- 
dre  {Exerdses  de  caleul  intigral  n,  Paris  1817),  von  PoisEon  {Joum  de  l'ßc. 
pol.  XVIH,  Cah.)  und  verallgemeinert  von  Cf.  Mainardi  {ßullo  svihippo  tmper- 
fetto  contirmo  di  una  cmva  piana  (Annali  delle  Sdenze  del  Regno  Lombardo- 
Teneto,  Vn,  18ST).  —  Von  Problemen,  die  dnrch  die  Cjkloide  gelöst  werden, 
möge  folgendes  erwähnt  werden:  „Eine  Kurve  zu  finden,  die  durch  zwei  ge- 
gebene Punkte  geht  und  mit  den  zugehörigen  Normalen  und  dem  Bogen  der 
Evolute  ein  Viereck  von  kleinstem  Flächeninhalt  begrenzt"  (Kneser,  Lehrbuch 
der  Tariationsredmwtig,  Braunschweig  1900,  8.  203). 

2)  Ho7-ologiwm,  oseülatormm  H.  Teil.  Piop.  XXV.  M.  s.  auch  de  la  Hire, 
Traite  de  mecanigwe,  IX,  1666^1609.  Ein  sehr  einfacher  Beweis  fflr  den  Tauto- 
chroniamuB  der  Cykloide  findet  sieh  in  The  maSi.  amd  other  WHtings  of  R.  L. 
Ellis  (Cambridge  1863)  8,  326;  vgl.  auch  Lehmann,  Theorie  dm-  Cydoide  als 
Tautodhrona.  Dishmsion  nach  der  antiken  geomet^-ischm  Meffiode  (Ci'olle'a  Joum. 
VI,  1830). 

3)  Joh.  Bernoulli  wendet  hingegen  den  Namen,  linea  tachystoptota 
an  (Brief  an  Leibnia  v.  16.  Juni  1696;  L&ibniz,  ed.  Gerhardt,  III,  S.  291)  und 
Jac.  Bernoulli  den  Namen  curva  oügoehrona  (Acta  erud.  Mai  1997;  Ofera 
S.  768—778). 
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sehaffc,  dafe  ein  schwerer  Puntt,  der  sie  durchläuft,  immer  in  derselhen 
Zeit  den  tiefsten  Punkt  erreicht,  gleichgültig,  von  welchem  Punkte  er 
auegehe,  eine  gemeine  Cykloide  mit  horizontaler  Basis  sei,  jedoch 
mit  der  Konkavität  nach  oben  gerichtet.  Doch  nicht  genug  damitl 
Joh.  Bernoulli^)  stellte  in  den  Acta  eruditorum  vom  Juni  1696  und 
dann  in  einem  Frogramma  editum  Groningae  A^-  1697  als  „problema 
novum,  ad  cujus  solntionem  mathematici  invitantur"  folgendes:  „Datis 
in  piano  verticali  duobus  punctis  A  et  B,  assignari  mobili  M  viam 
AMB,  per  quam  gravitate  sua  descendens,  et  moveii  incipiena  a 
puncto  A,  hreviasimo  tempore  peryeniat  ad  altrum  punctum  B".  Die 
lösende  Kurve  (in  jenem  Programm  als  linea  celerrimi  deacensus 
bezeichnet)  und  heute  Brachistochrone  genannt  (von  j5ßK%t6TOg 
%^6vaq,  kürzeste  Zeit)  ist  nun  eine  gemeine  Cykloide,  und  nicht,  wie 
Galilei  glaubt«^),  ein  Kreisbogen:  bewiesen  wurde  dieses  vonLeibniz, 
Jak.  Bernoulli,  dem  Marquis  de  l'Hdpital  und  Newton^). 

Ferner:  Betrachtet  man  bei  der  Bewegung  eines  Punktes  auf  einer 
Cykloide  die  Horizontale  durch  den  Ausgangspunkt,  die  durch  den 
tiefsten  Punkt  und  diejenige,  die  den  Abstand  dieser  beiden  halbiert, 
so  ist  die  Zeit,  die  der  bewegte  Punkt  gebraucht,  um  von  der  ersten 
Lage  ziu:  dritten  au  gelangen,  gleich  der,  welche  er  gebraucht.,  um 
von  der  zweiten  in  die  dritte  Lage  zu  kommen*);  dies  wu:d  dadurch 
ausgedrückt,  dafa  man  sagt:  die  Cykloide  ist  eine  mesochrone 
Kurve^). 

Schliefslich  ist  die  Cykloide  noch  mit  den  Anfängen  der  Theorie 
der  synchronen  Kurven  verknüpft;  Joh.  Bernoulli  stellte  nämlich 
in  den  Ada  eruditorum  vom  Mai  1697  folgende  Aufgabe*);  „Quaeritur 
in  piano  verticali  curva  FB,  quam  synchronam  appellare  liceat,  ad 
cujus  singula  puncta  B,  grave  ex  A  descendens  per  cycloides  conter- 
minans  AB  aequah  tempore  perveniret".  Später  wurde  der  Begriff 
der  synchronen  Kurven  bedeutend  verallgemeinert:  man  betrachtete 
nämlich  eine  Familie  von  Kurven,  gelegen  m  einer  vertikalen  Ebene, 
aasgehend  von  einem  Punkte  A,  und  untersuchte  den  Ort  der  Positionen, 
den  im  selben  Augenblicke  die  Punkte  einnehmen,  welche  die  ge- 
gebenen Kurven  unter  dem  Einflüsse   gegebener  Kräfte   durchlaufen, 

1}  Joh.  BenmdU  opera  I,  S.  155—161  u,  166—169. 

2)  Discorsi  e  dimostrcmom  matemaliche  intmtto  a  dme  iiM&oe  seieme.  Gior- 
nata  III,  Prop.  36,  Seolio  (Opei'e  di  GaUleo  Galilei  VIII,  Milano  1811,  S.  363). 

3)  Die  ersten  drei  Lösungen  des  Problems  von  Bemoulii  finden  sich,  in  den 
Acta  erudit.  Mai  1697,  die  letzte  anonym  in  der  Nr.  224  der  Phil.  Trane,  (Jan. 
1697).  S.  auch  LdhniZ;  ed.  Gerhard,  in,  S,  290,  und  Is.  Neivtonii  opuscuia  I, 
(Lausannae  et  Genevae  1744)  S.  285. 

4)  Serret,  Des  meffiodles  en  g^omiffne  (Paris  1855)  S.  132. 

6)  Brocard,  Note  de  hihUograpkie  des  courbes  geometriques  (Bar-le-Duc 
1897)  S,  201. 

6)  Joh.  Beenoulli  Opera  I,  S.  192. 
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wenu  sie  zu  gleicher  Zeit  von  Ä  ausgegangen  eind^).  Die  Behandlung 
dieser  Aufgabe,  sowie  die  Probleme  der  tantochronen  nnd  brachisto- 
chronen  Kurven  —  sei  es  in  der  ursprünglichen  Form  oder  unter  der 
Annahme,  dafs  die  Bewegung  in  einem  resistenten  Medium  erfolge  — - 
überschreitet  jedoch  die  dieser  Arbeit  gesteckten  Grenzen^). 

201.  Die  Definition  der  Cykloide  ist  verschiedener  Verallgemeine- 
rungen fähig;  einige  derselben,  die  schon  in  der  Periode  auftraten,  in 
welcher  diese  KuiTe  besonders  eifrig  untersucht  wurde,  mögen  hier 
erwähnt  werden.  Fermat  bezeichnete  m  einem  Briefe  an  Carcavy 
vom  Jahre  1660'),  den  dieser  dem  Huygens  unter  dem  6.  März  des- 
selben Jahres  mitteilte*),  eine  Eigenschaft  einer  Kurve,  die  schon  seit 
20  Jahren  allgemein  bekannt  war,  indem  P.  Laloubere  davon  in 
dem  Anhange  seines  Werkes  Yeterum  Geomeiria  promoia  in  Septem 
de  Cydoiäe  libris  (Tolosae  1640)  gesprochen  hatte").  Es  sind  Kurven, 
die  affin  zur  gemeinen  Cyloide  sind,  indem  sie  durch  Gleichungen  von 
folgender  Form  dargestellt  werden: 

X  =  kr(ip  —  sinqa),       ?/ =  *■(! — eosqo),      .     .     ,     (18) 

wo  k  eine  gegebene  Zahl  ist.  Wenn  Ä>  1,  so  haben  wir  es  —  nach 
der  Fermat'schen  Beaeichnuugsweise  —  mit  verlängerten,  wenn  7(;<1 
aber  mit  verkürzten  Cykloiden  zu  thun.  Fermat  hat  bemerkt,  dafs 
die  verlängerten  Cykloiden  durch  Kreisbögen,  die  verkürzten  da- 
gegen durch  FarabelbSgen  rektiftzierhar  siad.  Um  dies  nachzuweisen, 
beachten  wir,  dafs  aus  (13)  sich  einlebt 


ds  ==  r  ■  d<p'\/{k^  -]-  1)  —  2^^  cos  tp  -f-  (k^—  1)  cos^q^; 
en  wir  tg^^  =  u,  so  können  wir  schreiben 
,    4rM  ■  duyi  4-  fc'i*' 

,  wenn  wir  statt  M  eine  neue  Variabcle  s  einführen,   derart,  dafs 
^i-{-k^ti^,  so  erhalten  wir 

4Pr  '    ? 


1)  S  l  e  be  leu  o  E  1p  h  nte  Idssenen  AbhandluHgen,  abgedruckt  im 
IX  B   (18  4)  dei  3fen    le  1 A  u2  des  S   e  ci.    de  *«.  Peiersbourg. 

2)  Der  Leser  welchei  genauere  Berichte  wunBcht,  nehme  Lacrois,  Tratte 
de  Cfdctil  difterenttel  et  de  calcul  integral  U  (Pana  1798)  S.  696;  Pascal,  Öcd- 
colo  delle  vana^iO'H  e  caleolo  deUe  dfferense  ßttte  (Milano  1897)  S.  172;  Saint- 
Germain  Heciie  1  eoirpl^entane  dexercises  sur  la  micani^e  raUomtelle  {Paris 
1818)  "^  292  98  u  s  w  Aufserdem  veiweisen  wir  auf  die  historischen 
Aibeiten  von  C.  Ohrtmann,  Das  Problem  dei  Taittochromn  (Berlin  1872)  und 
F.  Amodeo,  Monografia  deüe  cmfe  tautocrone  (Avelliuo  1883). 

3)  Oeuvres  de  Fermat  H,  S.  445—48. 

4)  Oewöres  de  Hn^gens  BJ,  S.  39 — 40. 

5)  Vgl.  Oeuvres  de  Fermat  I,  S.  202,  und  III,  S.  175. 
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Integrieren  wir  in  Teilen,  so  ergiebt  sich 

27c'r  3'  +  ft'_l  TV  ir^  +  Ä;'— 1' 

und  wenn  die  noch  unterbliebene  Integration  ausgefütrfc  wird, 


3  Z!>]  . 


Da  mm,  wenn  fc<l,  man  es  mit  Terkürzten,  wenn  /c>l,  mit  ver- 
längerten  Fermat'schen  Cykloiden  zu  thiin  hat,  so  kann  man  hieraus 
den  oben  ausgesprochenen  Satz  erschlielsen'^). 

Den  Fermat'schen  Cykloiden  begegnet  man  in  Fragen  der 
darstellenden  Geometrie^).  Bemerkenswert  ist  die  Thatsache,  dafs, 
wahrscheinlich  ohne  die  Beobachtungen  des  berühmten  Tolosanischen 
Senators  2U  kennen,  Laisant  diese  Kurven  wieder  auffand,  als  er  die 
Entstehungsweise  der  gemeinen  Cykloide  yeraUgem einer te^).  Laisant 
bemerkte  nämlich:  wenn  ein  Punkt  sich  auf  der  Peripherie  einer 
Ellipse  mit  gleichförmiger  Geschwindigkeit  bewegt,  während  diese 
selbst  sieh  in  einer  mit  einer  Ase  parallelen  Richtung  gleichförmigen 
Bewegung  befindet,  so  ist  die  Trajektorie  der  resultierenden  zusammen- 
gesetzten Bewegung  eine  Kurve,  die  durch  zwei  Gleichungen  von 
folgendem  Typus  darstellbar  ist: 

X  =^—j{ip  —  sm<p),       y  ^  r  cos tf  ,  (14) 

aus  diesen  geht  hervor,  dafs  die  Kurve  für  a  =  1  tme  j^cmemc,  je- 
doch für  « =]=  1  eiae  Fermat'sche  Cykloide  ist.  Laisant  nannte  sie 
elliptische  Cykloide  zum  Unterschiede  von  der  ähnlich  vermittelst 
einer  Hyperbel  erzeugten  Kurve,  die  er  hyperbolische  Tykloide 
nannte,  und  die  durch  folgende  Gleichungen  dargestellt  wird: 

a;  =  -^  (g,  —  ©in  (p),      y  =  r  ISdS  rp (15) 

302.  Unter  dem  6,  Mai  1674  schrieb  Michelangelo  Ricci  an 
Huygens:  „Man  nehme  eine  Gerade  AB  von  behebiger  Länge  (Taf  XV, 
Fig.  119),  au  die  sich  zwei  gleiche  und  ähnlich  gelegene  Halbkreise 
AGB,  BGB  anschhefsen,  deren  Durchmesser  AB  und  BD  senkrecht 

1)  Dieser  Satz  wurde  von  B.  Tortolini  im  J.  1839  wiedergefunden;  mau 
sehe  die  Abb.  fM  metodo  inverso  delle  tangenU  im  Giornale  arcadico  und  über- 
setzt in  Crelies  Joum.  XSVI,  1843;  vgl.  auch  Tortolini,  Bivüta  bibliografica. 
Sugli  weft»  di  eieloide  (Ann.  di  Matern.  VI,  1866). 

2)  r.  J.,  Sxercises  de  g^omitrie  d^seriptive  (III.  6d.  Paria  1893)  S.  546. 

3)  Essai  sur  les  fonctions  hyperboligues  (Paris  1874)  S.  6S  ff.  S.  auch  S. 
Günther,  Die  Lehre  vdu  den  gewÖhAickm  v/nd  veraUgemeineTten  Hyperbet- 
fwnctionm  (Halle  a.  S.  1881)  S.  243  ff. 
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auf  AB  stehen;  dann  nehme  man  auf  der  Peripherie  des  letzteren 
die  Punkte  C,  C  u.  s.  w.,  ziehe  durch  diese  die  Parallelen  zu  AB  und 
bestimme  auf  diesen  die  Punkte  F,  F  u.  s.  w.  derai-t,  dafs  der  Bogen 
BGI)  sieh  verhält  zu  1)C,  DC  u.  s.  w.  wie  AB  zu  CF,  CF  u.  s.  w.; 
die  Punkte  F,  F  u.  s.w.  liegen  dann  auf  einer  Linie,  die  eine  primäre 
Cykloide  ist,  wenn  AB  gleich  der  Periphei-ie  BCD,  eine  sekundäre, 
wenn  xannAB  davon  verschieden  annimmt.  Dieselbe  Kurve  BFF.-.A, 
gleichsam  Diagonale  des  krummlinigen  Parallelogi'amnisJOCC.BjlG^ 
teilt  dieses  in  zwei  gleiche  Teile;  hieraus  folgt,  dafs  das  kinimmlinige 
Dreieck  ÄFF ...BCG ...B  die  Hälfte  von  diesem,  als  auch  von  dem 
Rechtecke  AEDB  ist.  Zieht  mau  die  Gerade  AI),  so  ist  der  krumm- 
linige Teil  ABFF...A  gleich  der  erzeugenden  Figur  BCG...D."^) 
Um  die  Gleichung  der  sekundären  Cykloide  von  Ricci  zu 
finden,  nehmen  wir  AB  als  x-Axß,  AB  als  y-Axe,  setzen  AB^  a, 
BB^2r,  ^BOC=a  (0  sei  der  Mittelpunkt  des  Halbkreises 
BGB).     Dann  finden  wir  alsbald 

a;  =  a  —  r  sin  to ,       ?/  =  r  +  r  cos  ra ; 

oder,  wenn  wir  a  =  %  —  (p ,    ra  =  jtü  setzen, 

X  =  E(p  —  r  sin  g) ,  y  ^r  —  r  cos  9 .  .     .     .     (16) 

Dies  ist  die  gesuchte  analytische  Darstellung;  da  für  E  =  r  Gl.  (16) 
mit  (1')  übereinstimmt,  eo  ist  ersichtlich,  dafs  die  gemeine  Cykloide 
ein  Spezialfall  dieser  neuen  Kurve  ist.  Aus  der  Gleichung  (16)  er- 
giebt  sich  ferner: 

Fläche  ABBFF...A^Jy-äx  =j'(r  —  r  cosg»)(B  —  r  c.o&qi)d(p 

==  Er  j'dip  ■ —  2BrJcos(p-d(p  -\-  r^Jaos^cp-dtp  =  ^{Rr  -\-  —) , 

und  daher 

Fläche  ÄBCO...BFF...A  =  jcBr  =  ■^jrE2f=  |ö-2r 

=  I  EeLhteck  ABBE  =  I  4.B(  <       BGEÄ . 

Diesei  Satz  ist  der  wichtigste  dei  \ou  Ricci  ausgesprochenen;  die 
ubiigen  smd  Polgeuingen  hieiaus  Sie  scheinen  der  Allgemeinheit 
unbekannt  gebUfben  zu  sein,  bis  zu  dem  Zeitpunkte  (1897),  als  der 
oben  erwähnte  Biief  ans  Tagesheht  kam  zugleich  mit  denen,  die  den 
wissenschaftlichen  Biiefweclisel  von  Huygens  betieffen.  Jedoch  die 
L-urve,  auf  die  sich  die  Satze  beziehen,  blieb  nicht  ganz  unbekannt. 
Wenn   mau   namlich    die   Normalen   der   duich   Gl  (!')  dargestellten 


1)  Oeu/eres  de  Ilwygens  VII,  ' 
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Cykloide  in  einem  konstanten  Verhältniase  Ä  teilt,  so  erhält  man 
eine  Knrve  von  folgender  analytischer  Darstelhmg: 

a^  =  izpit  {Cl+''=)9'— sin^J  ,         y^  ^^(1— coag;); 

da  diese  von  der  Form  (16)  ist,  so  stellt  sie  eine  sekundäre  Cykloide 
7on  ßicei  dav.  Von  solchen  Betrachtungen  ausgehend  stiefs  Manu- 
heim^)  auf  diese  Kurven,  von  denen  er  zeigte,  dafs  sie  durch  EUipsen- 
bogen  rektifizierbar  seien,  welche  Thatsache  sich  auch  leicht  aus  der 
Gleichui^5  (16)  nachweisen  läfet^).  Ferner  faud  Clairaut^)  bei  der 
Behandlung  gewisser  Fragen  ans  der  Mechanik,  dafs  eine  solche  ge- 
liefei-t  wird  von  dem  Endpunkte  eines  Kreisradius,  wenn  der  Mittel- 
punkt gleichförmig  eine  Gerade  durchläuft,  und  der  Radiua  sieh  gleich- 
förmig um  den  Mittelpunkt  dreht.  Eine  solche  Kurve  kann  offenbar 
dai^estellt  werden  durch  zwei  Gfleiehungen  von  folgendem  Typus 

a;  =  ffli  +  6  —  r  ain(a(  -f-  ft  I       y  ^^  —  r  cos(k(  +  ß) 
und  diese  sind  leicht  auf  die  Form  (16)  zu  reduzieren.     Es  möge  be- 
merkt werden,    dafs  Clairaut,  nachdem   er  die  losende  Kurve  in  der 
obigen  Weise    definiert   hat,  hinzufügt:   „tont  le  monde   reconnaitra 
dans  cette  description  la  cycloide  aUongee  ou  aecourcie". 

Die  neue  Cykloide  erfreut  sich  nicht  hervorragender  Eigen- 
schaften*), wir  verlassen  daher  die  Kuiwe,  um  uns  zu  anderen  wich- 
tigeren Verallgemeinerungen  der  gemeinen  Cykloide  zu  wenden. 

Zuvor  möge  hier  noch  folgendes  bemerkt  werden:  Alle  Cykloiden 
(gemeine,  verlängerte  und  yerkürzte)  können  auch  durch  die  Bewegung 
eines  Punktes  erzeugt  werden,  der  mit  gleichförmiger  Geschwindigkeit 
die  Peripherie  eines  Kreises  durchläuft,  während  der  Kreis  selbst 
auch  mit  konstanter  Geschwindigkeit  auf  einer  Geraden  gleitet.  Setzt 
man  nun  voraus,  dafs  die  Geschwindigkeiten  der  beiden  Bewegungs- 
Komponenten  nicht  mehr  konstant,  sondern  variabel  nach  gewissen 
Gesetzen  sind,  so  erhält  man  Kurven,  die  thateächüch  Verallgemeine- 
rungen der  Cykloiden  sind.  Sie  wurden  als  solche  von  Varignon 
in  einer  der  Pariser  Akademie  unterm  31,  März  1693  vorgelegten  Ab- 
handlung*) untersucht. 

1)  KouY.  Ann,  Questioa  6'»9,  gelost  im  IV  Bde  (1805)  dei  3  ^er  S  jt> 
S.  auch  die  Abhandl.  yon  Mannheim,  SeeherfMi,  g^onieti iquea  sm  le&  longiiewii 
comparies  de  diffirentes  courbes  (Jouin    de  1  Ecole  polyt    Heft  XL    186J) 

2)  A.  Clairaut,  Sohitior>s  de  qiielijues  piohUmcs  de  dynamtque  pa/i  rapport 
aux  tracUons  {M^m.  de  Paris  1736) 

3)  Der  Leser  wird  noch  leicht  naüiweisen,  dafs  sie  seinem  Systeme  mit 
den  Charakteristiken  fi  ^  2,  v^2  angehört 

4)  Des  cycMäea  im  rovJeftis  a  IhnfttA,  tratUes  a  la  manteie  des  hgnes  gio- 
metrigues  {Möm,  de  Paris  X), 
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Neuntes  Kapitel. 
Die  Epicykloiden,  Hypoeykloiden  und  (tie  Kreisevolventen. 

203.  Der  Gedanke,  welclier  Ton  der  Konehojde  des  Kikomedes 
zur  Paacalschon  Sclineeke  führte,  nämlich  die  Idee,  an  Stelle  der  gerad- 
linigen Baals  einen  Kreis  (vgl.  Nr.  69)  zu  setzen,  führte  auch  zu  den 
neuen  cykloidischeQ  Kur¥en,  denen  dieses  Kapitel  gewidmet  ist.  Diese 
Idee,  die  sich  hiei  ziemlicli  von  selbst  aufdrängt,  indem  man  die  Holl- 
bewegung  emes  KJreises  auf  einem  festen  Kreis  betrachtet,  geht  min- 
destens bis  m  die  Zeit  Hipparchs  zurück,  der  sich  derselben  bediente, 
um  eine  plauaibele  Erkläi^mg  der  himmlischen  Bewegungen  zu  geben 
ftivstem  der  Epicyklen). 

Wenn  ein  Kreis  auf  einem  festen  Kreise  roUt,  so  kann  er  ihn 
dabei  immer  entweder  von  aufsen,  oder  immer  toq  innen  berühren; 
im  ersteren  Falle  erzeugt  ein  beliebiger  Punkt  seiner  Ebene  eine  Epi- 
cykloide  (Epitrochoide  oder  äufsere  Epicykloide),  im  zweiten 
eine  Hjpocykloide  (Hypotrochoide  oder  innere  Epieykloide) ; 
die  Beiwörter  gemeine,  geschweifte  oder  verkürzte  und  ver- 
schlungene oder  verlängerte^)  werden  benutzt,  um  anzudeuten, 
dafs  der  erzeugende  Punkt  auf  der  Peripherie  innerhalb  oder  aufser- 
halb  des  rollenden  Kreises  liegt,  oder  anders  gesagt,  dafs  der  feste 
Kreis  und  der  durch  den  erzeugenden  Punkt  um  den  Mittelpunkt 
des  bewegten  beschriebene  Kreis  durch  die  Peripherie  des  rollenden 
getrennt,  resp.  nicht  getrennt  werden.  Dieselben  Beiwörter  fügt 
man  auch  bisweilen  dem  Namen  Periejkloide  bei,  wenn  der  be- 
wegte Kreis  mit  seiner  Innenseite  den  festen  von  aufsen  berührt 
und  gröfser  ist  als  dieser'').  Die  Epi-  und  Hypocykloiden  werden 
zwecbmäisig  auch  mit  dem  gemeinsamen  Namen  cyklische  Kurven 
belegt^). 

Die  älteste  Betrachtung  dieser  Kurven  findet  sich  in  dem  Werke 
Albrecht  Dürer's*!  Unäervieysmig  der  Messung  mit  (lern  Zyrhel  mtd 
rychtsckeyd  (Nürnberg  1525J,  woselbst  eine  spezielle  Epieykloide  als 
Spinnenlinie    benannt    und    mit   Hilfe    eines    besonderen    Instru- 


1)  Nach  E.  Wölffing  müfatea  die  Bezeichnungen  „verlängert"  und  „ver- 
kürzt" »ufgegelieii  werden,  da  sie  von  den  Schriftstellern  in  verschiedenem  Sinne 
gebraucht  worden. 

2)  Die  Pericykloidcn  sind  daher  Epiojkloiden. 

3)  Weifsenborn,  Sie  cycMschen  Curven  mftJiodiseh  uud  mit  besonderer 
RiicksicM  auf  ComtracUomn  u.  s.  w.  (Eisenach  1856).  Perigal  schlug  für  die 
cyklischen  Kurven  den  Kamen  Biciroloids  vor  (vgl.  Draeh,  Fhil.  Mag.  '2.  Ser. 
SXXIV,  1849).    Über  andere  Namen  s.  Ifdennidiaire  VI,  1899,  S.  366. 

4)  S.  aucli  Albei-ti  Bwren  Institutiomim  geometricarum  Ubri  ^atuor  (Am- 
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iiieiitea  toustmiert  wird').  Jedoch  scheinen  die  Worte  des  genialen 
deutschen  Malers  auf  die  Mathematiker  keinen  Eindruck  gemacht  zu 
haben;  zum  weni^ten  "war  es  mindestens  100  Jahre  später,  als  sie 
unter  anderm  Himmelstriche  Früchte  zeitigten;  es  war  immlich  ein 
Franzose  —  de  La  Hire  — ■  der  die  erste  methodische  Abhandlung 
über  sie  schrieb.  Dennoch  scheint  es,  dafs  er  in  der  Bestimmung 
dieser  Kurve  und  der  Entdeckung  ihrer  Anwendung  auf  Zahnräder, 
die  die  geringste  Reibung  darbieten,  in  Frankreich  einen  scharfsinnigen 
Vorläufer  gehabt  habe,  denn  in  der  Vorrede  zu  seinem  Traite  de  Me- 
eanigue  weist  La  Hire  auf  ein  Rad  hin,  „dont  la  premiere  invention 
etoit  due  ä  Mr.  Desargues,  qui  etoit  un  des  plus  escelleuts  geometres 
de  notre  sifecle"^).  Ebenfalls  sagt  La  Hire  im  Anfange  seines  Trmte 
des  epicyd<Mdes  et  de  lefwrs  usages  dam  les  mecamigues,  indem  er  auf 
denselben  Gegenstand  zurückkommt:  „mais  je  n'ai  point  su,  que  cet 
exceUent  göometre  (Desargues)  eut  Jamals  rien  explique  de  sa  con- 
struction  et  comme  il  n'etoit  pas  appliquö  ä  cette  parfcie  de  la  Geo- 
metrie, je  crois  qu'il  en  avait  seulement  determine  la  figure  meeanique- 
ment"^,  und  diese  Vermutung  scheint  zweifellos  unannehmbar  für 
jeden,  der  den  hohen  Wert  und  die  Originalität  der  Ansichten 
~  "  als    Geometer   anerkennt.     Auf  jeden   Fall    ist   es    sicher, 

picykloiden  und  ihre  wichtigsten  Anwendungen  in  Prank- 
reich um  die  Mitte  des  17.  Jahrhunderts  bekannt  gewesen  sind.  Dort 
wird  wahrscheinlich  auch  Homer  von  ihnen  Kenntnis  erhalten  haben, 
der  einer  der  ersten  Mitarbeiter  Cassinis  in  dem  zu  Paris  im 
Jahre  1667*)  gegründeten  grofsen  Observatorium  war,  auf  welchen 
viele,  dem  Beispiele  von  Leihniz^)  folgend,  die  Erfindung  dieser 
Kurven  und  die  Entdeckung  des  Auftretens  derselben  in  der  prak- 
tischen Mechanik  zurückführen;  jedoch,  wenn  wir  auch  zugeben 
wollen,  dafs  Römer  im  Jahre  1674  zu  den  beiden  Kurvenarten  ge- 
lar^  sei,  so  gebührt  die  Priorität  immerhin  dem  Desargues,  der 
1662  zu  Grabe  getragen  war.  Dem  La  Hire  hingegen  gebührt  der 
Ruhm,  die  geometrischen  Untersuchungen  dieser  Kurven  begonnen  zu 
haben,  indem  er  eine  ziemliche  Anzahl  eleganter  Sätze  bewies,  welche 
sich  auf  die  Tangenten,   die  Rektifikation   und   Quadratur  beziehen; 

1)  Ein  anderer  älmliolier  Apparat,  der  Epicyklograph,  ist  von  Eidolfi 
beschrieben  worden,  Di  cäami  usi  deUe  epidchidi  e  di  tmo  stntmento  per  la 
loro  deserizione  e  specialmeftte  per  gueUa  deW  eJUsse  (Firenae  1844)  S.  43, 

3)  Mem.  de  l'Acad^mie  des  Sdences  depms  1666  j-iisgii'ä,  1699,  IS.  (Paris  1730). 
Vgl.  Oeuvres  de  BeBa/rgues  r^tmies  et  amtlysies  pur  P<mdi-a  (Paris  1864)  S.  31. 
Dieser  wicttigen  Anwendung  bei  Verzatnungen  verdankt  eine  Vomohtnng  zum 
Zeichnen  der  cyklieeheii  Kurven  den  Naroen  Odontograph. 

8)  Mem.  de  l'Ac.  des  Se.  depuis  1666  jmcpi'ä  1699,  IX,  S.  222. 

4)  B.  Wolf,  Geschickte  der  Ast^-onomie  (Münolien  1877)  S,  453. 

5)  Vgl.  den  Brief  an  Joh.  Bemoulli  v.  18.  Jan.  1698  und  1.  Fetir.  1707 
{Leibniz,  ed.  Gerhardt,  ni,  S.  477  u.  8111 
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wir  werden  ihnen  im  Verlaufe  unserer  Betrachtongen,  mit  läetien  wir 
mm  begumen  werden,  begegnen '^). 

304.  Wir  bezeiclmen  mit  B,  den  Radius  des  festen,  mit  r  den 
des  beweglichen  Kreises,  mit  Ä  den  Abstand  des  erzeugenden  Punktes 
P  YOm  Mittelpunkte  ß  des  letzteren^).  Als  Koordinatenanfang  nehmen 
wir  das  Centrum  0  (s.  Taf.  XV,  Fig,  120  a,  h)  des  festen  Kreises,  ala 
x-Axe  eine  Gerade,  die  durch  den  Berührungspunkt  A  des  festen 
Kreises  mit  dem  beweglichen  geht,  wenn  dieser  sich  in  solcher  Lage 
befindet^  dafa  P  gerade  auf  der  Centrale  Oil  liegt").  Wir  betrachten 
EÜsdann  den  beweglichen  Kreis  in  einer  anderen  beliebigen  Lage;  es 
sei  jetzt  Sl'  sein  Mittelpunkt,  B  der  Berührungspunkt  mit  dem  festen 
Kreise,  P'  die  entsprechende  Lage  des  erzeugenden  Punktes  und  A' 
der  Endpunkt  des  Radius  ßP'.     Dann  haben  wir  ersichtlich 

arc  ALB  =  arc  A'AB ; 
setzen  wir  nun  ^POJ.  =  qD,    BSl'A'  =  ili,  so  ist 

rtp^Bii) (1) 

Beachten  wir  nun,  dafs  die  Gerade  OF'  und  die  gebrochene  Linie 
OSl'P'  dieselben  Endpunkte  haben,  so  ist  die  Projektion  von  0P'=^ 
Proj.  OiJ'-(- Proj.  Ü'P';  wir  projizieren  nun  senkrecht  auf  die  beiden 
Axen:  es  ist  jedoch  hierhei  der  Kall  der  Epieykloide  von  dem  der 
Hypocykloide  zu  trennen.  Für  die  Epicyldoide  {Fig.  120  ö)  haben 
wir  dann 

Oß'  =  B  -\-  r,       Winkel  zwischen  F'Sl'  und  Ox  =  q>  -\-  ip  ■— st . 
Dagegen  ist  für  die  Hypocykloide  (Fig.  113  &) 

OSl'  =  B  —  r,       Winkel  zwischen  P'il'  und  Ox  =  ^  —  ^ . 
Demnach  bestehen  für  die  Epicyldoide  die  Gleichungen 

iT  =  (P  +  »■)  cos qj  —  ]i  cos {(p  -\-  lp),) 

y  ^  (B  -{-r)  ■ —  hsm{(p  -\-  f)  J 

dagegen  haben  wir  für  die  Hypocykloiden 

a;  =  (P  —  r)  Gos^  -\-  h  cos {ip  —  ip),)  ,,  , 

(/  =  (P  —  ,-)  +  /(  sin  (cp  —  f)  1 

Diese  Gleichungen  in  Verbindung  mit  (1)  liefern  die  analytische  Dar- 

1)  Eine  reichhaltige  Liste  der  bezüglichen  Arbeiten  wurde  von  E.  Wölff  ing 
aufgestellt  im  hOemidiaire  V,  1898,  S.  235,  und  VI,  1899,  S.  11;  s.  ferner  den 
Beri<M  über  den  gegewvärtigen  Stand  der  Lehre  von  dm  cyhliscken  Kurven  des- 
selben Verf.  (Bibl.  Math,  3.  Beihe,  U,  1901). 

2)  h  ist  positiv  zu  iielimen,  wenn  P  auf  den  von  ß  nach  A  liin  gehenden 
Strahl  fällt,  negativ,  wenn  es  nach  entgegengesetzter  Richtung  fällt. 

3)  Damit  macht  man  allerdings  eine  beschränkende  Annahme,  um  die  ge- 
wöhnlichen Formehl  zu  erhalten;  es  ist  jedoch  leicht  sich  davon  zu  befreien, 
wie  Weifsenborn  a.  0.  gezeigt  hat. 

Locia,  Ebene  Kurten.  31 
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stellimg  allor  cjkloidischen  Kuryen;  es  ist  im  allgemeiiieii  zweek- 
raäfeig,  einen  der  beiden  Winkel  <p  und  ip  zu  eliminieren.  Eliminieren 
wir  p,  so  werden  die  Gleichungen  (2) 

a:  =  (E  +  r)  cos  a)  ~  A  cos  (^±^  ., , , , 


«/  =  (B  -|-  r)  sin  95  — ■  h  siu  I ; — <p\ ; 

X  =  [B  —  r)  cos  (p  -{-■  h  cos  f — _-  ipj , 
y  ^  (B  — ■  r)  sin  (p  —  h  sin  f ■■  qsj  , 


(3.) 


Die  beiden  durch  diese  Gleichungen  dargestellten  Kurven  woUen 
wir  mit  E(JJ, »*,/()  bezw,  H(i?,r,7i)  bezeichnen.  Wenn  ü  <  y,  so 
■wechseln  die  positiven  Riebtungen  der  Koordinatenaxe  und  die  (3J 
werden  zu  ;,.__ß    \ 

X  ==  (r  —  R)  eoa  <p  —  h  cos  ( — ^ —  <pj , 

y  =  (r  — ■  If)  sin  ep  —  h  sin  ( — ,     <p)  - 

Eliminieren  wir  hingegen  <p,  indem  wir  setzen 

i  - « (1) 

(n  heifat  dann  der  Modnlus  der  KuiTe),  so  erhalten  wir 

—  =  — ■ —  COS  nip  —  -~  coa  [n  -\-  1)  ^ , 

,  \       •     ■     ■     \  /J 


PS  )i^  -| coa  (1  —  *«)  ^ ,  I 

l  (4,) 


^-  = smnip sm  (1  —  n)il>, 

man  kann  sich  merken,  dafa  (4,j  aus  (4^)  entsteht,  indem  man  r,^,)» 
in  —r,  —  i/",  —n  verwandelt;  damit  sind  wir  in  der  Lage,  Folgerungen 
aus  den  Gl.  (4J  sogleich  auf  die  Gl.  (4J  auszudehnen. 

Aus  den  ao  gefundenen  Gleichui^en  ergiebt  sieh  leicht  eine 
Folgerung  von  grofser  Wichtigkeit.  In  (3^)  führen  wir  nun  an  Stelle 
der  E,r,h  andere  Konstanton  I{^,}\,\  ein,' die  mit  den  ersteren 
durch  folgende  Beziehungen  verknüpft  sind 

R,-f,     ,-.  =  '"-»  +  ''',      \-B  +  ,-,.     ...     (6) 

infolgedessen  ist  R^-CTj^,  und  jene  werden  dann 

X  ^\  cos  fp  -j-  (i?j  i\)  cos       ^jj-  , 

y  =  \  sin  ^  +  (-Bi  -  '-i)  sin  -^V  i 
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setzen,  so  können  wii'  schreiben 

a^i  =  {^k  —  »"i)  coB  y,  —  Äi  eoe  (-^^  Vi) , 
y  =  (Bi  —  rj  sin  gi^  —  A^  sin  (— ~^-  <f^  ■ 

"Vergleichen  wir  diese  mit  der  Gleichung  (3J,  so  erkennt  man,  dafa 
die  durch  aie  dai'gestellte  Kurve  symbolisch  mit  H  (li^,  r^,  h^  bezeichnet 
werden  dai-f.  Folglich:  Die  Epicykloide  E(E,  3*,  7t)  unterscheidet 
sieh  nicht  von  der  Epicykloide  E{Kj,  i\,  ftj),  wenn  die  Beziehungs- 
gleichungen (5)  bestehen.  In  ähnlicher  Weise  ergiebt  sich:  Wenn 
die  Beziehungen 

_R^=.^,       r^^'^Jl^,      h^=r^R    .     .     .     (5') 

bestehen,  so  ist  die  Hypocykloide  H(B,  »*,  ft)  identisch  mit  der  Hypo- 
eykloide  H(Kj,  ^i,  fi-J.  Wenn  Ii<ir,  so  ist  in  diesen  Formeln  das 
VoTzeiehen  der  DifPerenz  umzukehren.  Betrachten  wir  den  Modulus 
n,  =  -^ ,  so  hat  man,  wenn  die  Gleichungen  (5)  bestehen,  m^  =  »  -}- 1 , 
und  wenu  (5')  bestehen,  M^=n^ — 1.  Im  Falle  der  gemeinen  Epi- 
und  HypocyMoiden  ist  /t  =  r;  die  Grleichuogen  (5)  werden  dann  B^=iJ, 
rj=\=  B-\-ry  während  (5')  sich  Terwandeln  in  Bi^  =  B,  '''i^K 
^  r  —  B.  Man  gelangt  so  zu  der  doppelten  Erzeugung  der  Epi-  und 
Hypocy kleiden,  die  von  La  Hire  und  Euler^)  bemerkt  worden  ist; 
der  ähnliche  allgemeine  Satz  wiirde  von  mehreren  entdeckt  und  ver- 
schiedentlich bewiesen^. 

Weitere  Folgerungen,  die  sieh  aus  der  gefundenen  analytischen 
Darstellung  der  cykiischen  Kurven  ergeben,  betreffen  die  Gestalt  der- 


1)  De  duplici  genesi  tarn,  epicydoidvm  quam  hypocyeloülmn  (Acta  Petrop. 
pro  anno  1781,  Pars  I,  1784).  Derselbe  Satz  wurde  von  Daniel  Bemoulli  be- 
merkt und  dem  öoldbach  Ton  Nicolaus  BevBouUi  in  einem  Briefe  vom  2.  Juu. 
1725  mitgeteilt.  Goldbach  lieferte  einea  Beweis  desselben  in  seiner  Antwort 
vom  18.  Sept.  1725  (P.  3.  Fufs,  Correspondance  moSiimatigue  et  phys.  äe  gwel- 
gues  ceUbres  gimiiims  du  XVIU  Siiele,  II,  St.  Petersburg  1843,  S.  168—170. 

2)  Gildemeister,  De  Jmeis  curvis  epicydoidibm  et  h^pocycloidibus,  Diss. 
Marburg,  1806;  Bellermann,  EpkyUoidm  wnd Hypocyltloiden,  Diss.  Jena,  1867; 
Pouret,  8ur  la,  dimble  geniration  des  ^cycltfides  plames  (Nouv.  Ann.,  2.  Ser. 
Vin,  1869).  Vgl.  Proctor,  A  treaiise  om  the  cycloid  and  all  forms  of  cyeloidal 
earves  (London  1878)  S.  164—157;  Vietor,  Die  PoVereispaare  mier  Gydoide  (Zeit- 
schr.  f.  Math.  XXT,  1880),  und  Chr.  Wiener,  Doppelte  Entstelmngsweise  der 
gesckmeiftm  wnd  verschhingenen  cyhlischeti.  Cwrven  (Das.  XXVI,  1881,  n.  SSVII, 
1882).  —  Schilling,  in  einer  sogleich  zu  nennenden  Arbeit  (Zeitschr.  f  Matt. 
SLIV,  1899)  unterscheidet  die  zwei  Brzeugungs arten  als  solche  mit  bedecktem 
und  freiem  Centrum,  jenachdem  die  Pläche  des  roOenden  Kreises  den  Mittel- 
punkt des  feston  bedeckt  oder  freUäfst. 
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selben.  Almliche  Betrachtungen,  wie  die  in  Nr.  197,  führen  uns  ku 
dem  Schlüsse,  dafs  die  gemeinen  Epicykloiden  im  allgemeinen  unend- 
lich viele  Spitzen  auf  der  Peripherie  des  Basiskreises  haben;  die  ver- 
längerten besitzen  unzählig  viele  Doppelpunkte,  die  verkürzten  un- 
zählig viele  Wendepunkte;  alle  (reellen)  Punkte  der  Kurve  (3J  liegen 
in  dem  von  den  Kreisen  um  0  mit  den  Radien  |  J^  +  ^'  +  ^l'  "^^  "^^^ 
Kurve  (3 j)  innerhalb  des  von  den  Kreisen  mit  den  Radien  \B  —  r  +  h\ 
begrenzten  Kreisringes. 

205.  Die  Erzeugung  der  Epicykloiden  erhält  gröfsere  Klai-heit 
und  führt   zu  neuen  Folgerungen,  wenn  man  sie  als  Gfrenzfall  einer 

gewissen  Bewegung  eines  Polygons  ÄBCB auffafst,  welches  sich 

in  der  Ebene  derart  umlegt,  daü  seine  Seiten  mit  den  (im  allgemeinen 
gleichgrofsen)  Seiten  eines  festen  Polygons  ÄB'C'JD' . . .  zusammen- 
fallen'^). Betrachten  wir  die  Polygone  in  der  Lage,  dafs  die  Seite 
AB  des  ersteren  mit  der  Seite  AB'  zusammenfällt;  man  stelle  sich 
nun  vor,  wie  das  bewegliche  Polygon  sich  um  den  Eckpunkt  B' 
dreht,  bis  seine  Seite  BC  sich  auf  B'C  gelegt  hat;  ein  unveränder- 
lich mit  dem  ersteren  verbundener  Punkt  P  beschreibt  dann  einen 
Ki'eisbogen  PP^  mit  dem  Mittelptuiktc  B'  und  dem  Radius  B'P,  und 
es  wird  der  Winkel  FB'P^  =  CB'C  sein.  Kippen  wir  nun  das 
Polygon  ein  zweites  Mal  um  die  Ecke  C,  so  dafs  eine  Ecke  B  auf 
B'  fällt,  ao  beschreibt  der  Punkt  P^  einen  zweiten  Kreisbogen  mit 
dem  Radius  C'I)^  um  den  Mittelpunkt  C.  Indem  wir  so  fortfahren, 
erkennen  wir,  dafs  die  Bahn  des  Punktes  P  aus  einer  Reihe  von 
Kreisbogen  besteht,  deren  Mittelpunkte  in  den  Ecken  des  festen 
Polygons  liegen.  Nehmen  wir  jetzt  an,  dafs  die  Seiten  der  Polygone 
unendlich  klein  sind,  so  erhalten  wir  eine  Bewegung,  die  durch  das 
Abrollen  einer  bewegliehen  Kiure  auf  einer  festen  definiert  ist,  und 
die  Bahn  des  Punktes  P  (eine  sogenannte  Roulette  oder  ßoll- 
kurve;  vgL  Nr.  212)  wird  die  Enveloppe  einer  Reihe  von  Kreisen 
sein,  die  ihren  Mittelpunkt  auf  der  festen  Kurve  haben.  Da  nun  die 
Enveloppe  in  jedem  ihrer  Punkte  die  Tangente,  und  also  auch  die 
Normale  mit  der  Eingehüllten  gemeinsam  hat,  und  weil  die  Normale 
der  Eingehüllten  (nämlich  des  Kreises)  durch  den  (Mittelpunkt,  d.  h. 
den)  Berührungspunkt  der  entsprechenden  Lage  der  bewegten  Kurve 
mit  der  festen  geht,  so  hat  man  hiermit  eine  sehr  einfache  Methode, 
die  Normale  in  jedem  Punkte  der  Bahnlinie  zu  finden;  es  ist  dies 
eine  beachtenswerte  Bemerkung  von  Huygens^),   die  als  einfachsten 

1)  E.  Hennig,  Beitrag  zur  Theorie  der  ebenen  Rouletten  (Grelles  Joom. 
LXY,  1S66) ;  daselbst  werden  die  beiden  Linien  durch,  die  Bollen  innerhalb  und 
aufaerhalb  derselben  Kurve  auf  derselben  Basis  erzeugt  werden,  als  die  Glieder  einer 
zweiseitigen  oder  Doppel-Boulette  betrachtet);  SchlOinilch,  Uebmtgs- 
hwh  zwm  Studmm  der  Mieren  Andhfsis,  IL  Tl.  2.  Aufl.  (Leipzig  1874)  S.  320  ff. 

2)  Hm-ologium  osciUalorimt,  Pars  I,  Prop.  15.  (BekannUich  ti^gt  die  Wid- 
TOung  dieaea  berühmten  Werkes  das  Datum  des  25.  März  1673.) 
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Fall  die  von  Descai-fees  entdeckte  Konstruktion  der  Normale  an  die 
CyMoide  (s.  Nr.  196)  in  sicii  schliefst.  Fassen  wir  die  vorigen  Be- 
trachtungen zusammen,  so  hahen  wir  gesehen:  Jede  Rollknpve  kann 
als  Enveloppe  eines  Kreises  mit  varial^elem  Radius,  dessen  Mittel-' 
puukt   eine   feste  Kurve  durchläuft,   anfgefafst  wenden. 

Für  die  Epi-  und  Hjpocykloiden  können  wir  diesen  Satz  auch 
durch  folgende  Berechnung  bestätigen  und  besser  präzisieren^).  Wir 
nehmen,  wie  vorhin,  den  Mittelpunkt  0  des  festen  Kreises  als  Koordi- 
natenanfang und  als  a;-Axe  die  Gerade,  welche  den  Mittelpunkt  £1  des 
rollenden  Kreises  entMlt,  wenn  er  die  Lage  hat,  dafs  auch  der  er- 
zeugende Punkt  P  in  diese  (gerade  hineinfällt  (Taf.  XV,  Fig.  112 a,b). 
Dann  betrachten  wir  den  rollenden  Kreis  in  einer  beliebigen  Lage, 
und  wir  suchen  die  Enveloppe  des  Kreises  mit  dem  Mittelpunkte  il' 
und  dem  Radius  ß'P'.  Behalten  wir  die  früheren  Bezeichnungen  bei, 
ao  sehen  wir,  dafs  die  Gleichung  des  eingehüllten  Kreises  ist 

(a;  —  B  cos  <py  +  (?/  —  -B  sin  q^Y  =h^-\-r^  —  2kr  cos  ^ 
oder  wegen  (1) 

x'>  -\-  f-^  B^—2Iix  i.os^  —  2B!/  shx-^  =  h^+r^--2]irGo%i!.  (6) 
Differenzieren  wir  diese  nach  if     so  ergiebt  eich 

X  im  '  '  ~  y  POS  '-^  =  A  sin  i/f (7) 

Vermittelst  (6)  und  (i)  Linnen  Tur  ^r  und  y  in  Funktionen  von  ip 
ausdrücken;  zu  dem  Zwet.ke  setzen  wir 

3:-Ji60sa_g,       s-B»inr*_,.     ...     (8) 
Die  Gleichungen  (6)  und  (7)  werden  dann 

|a-[-^ä^Ä3-f,-ä-^2Arcosi/-..(6')      |sin-J  — 7jcos^  =  Asm^.  (7) 
Der  Gleichung  (6')  wird  genügt,  wenn  man  setzt 
I  =  cos  A  ]/Aä  4-  r'  —  2kr  cos  i^ ,      ij  =  sin  ^  yh^-\-r^  —  2hrGos^    (9) 
und  die  verwandeln  die  (7')  in  folgende 


und  dem  entsprechend 


(wo  Ä  ^  +  1)  oder  wegen  Gleichung  (ö) 

I  COS^-  4"  V  äiu-^  =  £(»' ?(COSli') (10) 

I)  0.  WetEell,  Die  cycUsdten  Oai-vm  als  EifiMUirngscunien  eines  beweg- 
lichen Kreises  (Diss.  Mai-ljurg,  1880). 
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Losen  wjr  (V)  und  (10)  bezw.  nach  |  ■und  ij  auf,  so  orhiilt  luaa 

jj  =  —  a  smip  coa -5-  -]-  f(r  —  k  cos i^)  sin -^- , 
d.  h.  wegen  der  Grleichiing  (8) 

X  ^  (li  -\-  Er)  cos-ö-  —  hs  cos  - 

?  =  («  +  -)  »"^- 


(II) 


Dies  ist  die  analytische  Darstellung  der  Enveloppe,  sie  neigt,  dafs 
diese  ans  zwei  verschiedenen  cyklischen  Kurven  besteht,  entsprechend 
den  beiden  Werten  +1,  die  man  für  s  nehmen  kann. 

Die  Epicykloiden  sind  noch  einer  zweiten  Erzeugangs weise  als 
Bnveloppen  fähig;  es  ist  nämlich  leicht  zu  beweisen  (und  wir  über- 
lassen es  dem  Leser),  „wenn  zwei  Punkte  die  Peripherie  eines  Kreises 
mit  Winkelgeschwindigkeiten  durchlaufen,  die  in  konstantem  Ver- 
Mltnisse  stehen  (vgl.  den  Spezialfall  in  Nr,  75),  so  ist  die  Enveloppe 
der  verbindenden  Geraden  eine  Epicykloide')".  Bemerkenswert  ist 
femer,  dafs  eine  ähnliche  Kurve  entsteht,  wenn  man  alle  diese  Ver- 
bindungsgeraden in  demselben  Verhältnisse  teüt^). 

Nicht  weniger  bemerkenswert  ist  die  in  folgendem  Satze  an- 
gegebene Erzcugungsweise:  Wenn  zwei  anfeinander  folgende  Seiten 
O-E-i,  0£ä  *iDßs  Gelenk-Parallelogramms  sich  gleichförmig  (aber  mit 
verschiedener  Geschwindigkeit  w^ ,  toj)  am  den  Eckpnnkt  O  drehen, 
8«  beschreibt  die  vierte  Ecke  eine  Epicykloide  oder  Hypocykloide^). 
Um  dies  zu  beweisen,  beachten  wir,  dafs  man  immer  annehmen  kann, 
dafs  zu  Anfang  die  beiden  Seiten  OE^  und  OE^  in  eine  Gerade  zu- 
sammenfallen^  diese  nehmen  wir  als  ai-Ase,  setzen  OE=^l^,  OE^^^l^, 
und,  was  ja  gestattet  ist,  ■^.  Ej^Ox^^tm^,  -^E20x  =  tio^,  wo  (  eine 
!  Vanabele   (die  Zeit)  ist;   sind   dann  s^,s^,s  die  komplexen 


1)  Vgl.  auch  K.  Schwering,  Theorie  imd  AmcendMug  dee Liniencoordmai;en 
pzig  1884)  S.  77  ff. 

2)  Eckhardt,  JEinige  Sätze  ■über  dk  Epieycloide  imd  Hypocyoloide  (Zeit- 
schrift f.  Math.  XV,  1870).  Als  Spezialfall  würde  dcli  ergeben,  „dafs  hei  einer 
Uhr  mit  gleichlangen  2eigera,  die  Enveloppe  der  Verbindungslinien  der  Bnd- 
punkte entEptechender  Zeigeratellungen  eine  Hypocykloide  ist";  sind  die  Zeiger 
verschieden  lang,  bo  würde  die  Enveloppe  die  Evolute  einer  Epicykloide  sein 
(s.  IntermdMaire  II,  1895,  S.  9  u.  396). 

S)  Diese  Erzeugungs weise  wurde  von  Bellermann  in  der  S.  483,  Note  2 
eitierten  Dissertation  angegeben  und  in  einem  Spezialfälle  von  Neuherg  (5iw 
la  cycUnäe,  Kouv.  oorr.  math.  V,  1879);  F.  Schilling  benutzte  diese  neuerdings 
Bur  Konstruktion  von  Apparaten  aar  Zeichnnng  aller  cyklischen  Kurven;  b.  die 
Abb.  Ueher  nette  itinetmiMsche  Modelle,  sowie  eine  neue  EinfüTwwng  in  die  Theorie 
dei-  eyclischen  Curvett  (Zeitschrift  f.  Math.  XLIV,  1899). 
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Zahlen,  die  in  gewohnter  Weise  die  Puukte  E^,  F.^,  M  darstellen,  so 
haben  wir       ^  ._=i  gimj       ^   ^  ;  gia^t       ^  =  ^  J-  ^ 

lind  daher  a  =  i^e'"'"'-j- ^e'"^' (12) 

Trennen  wir  das  Keelle  nnd  Imaginäre,  so  ergiebfc  sieh 

X  =  l^  cos  Oj i  -|-  ^  cos Bj^t,      y  =  ij  sin (Oj i  -f-  ^  sin a>^ t 

als  analytische  Darstellung  des  Ortes  von  Jüf;  die  Form  dieser  Glei- 
chung führt  zur  ohigen  Behauptung.  —  Wenn  man  nun  (12)  in  fol- 
gender Weise  sckreiht: 

und  bekannte  Sätze  die  geometrische  Darstellung  der  komplexen 
Zahlen  betreffend  anwendet,  so  schliefst  man:  Jede  Epi-  oder  Hj'po- 
cytioide  kaun  durch  einen  Punkt  M  erzengt  werden,  der  gleicii- 
förmlg  nm  einen  Punkt  i?  rotiert,  welcher  mit  konstanter  Geschwin- 
digkeit die  Peripherie  eines  festen  Kreises  dBrchlänft.  Dies  ergiebt 
eicli  aucb  durch  einfache  Betrachtungen  aus  der  ursprünglichen  Ent- 
stehung sweise.  Beachten  wir  schliefslich'),  dafs  der  Mittelpunkt  des 
Parallelogramms  OE^^ME^  durch  die  komplexe  Zahl  -^  dargestellt 
wird,  80  beschreibt  dieser  eine  zu  der  dm'ch  M  erzeugten  homo- 
tbetiscbe  Kurve,  nämlich  eine  zweite  Epi-  oder  Hypocykloide^). 

306.  Die  Polargleichung  der  Epi-  hezw.  Hypocykloiden  ergiebt 
sich  als  von  so  komplizierter  Form,  dafs  sie  sozusagen  keinen  Vor- 
teil bietet,  selbst  wenn  man  sich  auf  die  gemeinen  beschränkt.  Nütz- 
lich erweist  sich  dagegen  in  manchen  Fallen  die  polare  Differential- 
Gleichung  derselben  Kurve.     Um  sie  zu  erhalten,  beachten  wir,  dafs, 


i)  Reincke,  üeher  cydist^ie  dtrven,  dargestellt  als  geometrisehen  Ort  des 
Mitlelpwnktes  derjerrdgen  Geraden,  Vielehe  ztcei  auf  mnei  cmieeijMsehen  Kreisen 
gleiehförmig  bewegte  PwnMe  m  jedem  Momemi  verbindet  (Programm  Malchin  1892). 

2)  Die  G-Ieichnng  (13),  mittelst  derer  man  jede  Epicykloide  darstellen  kaan, 
ist  ein  Spezialfall  von  folgender; 

s  =  Z„-|-;,e''"''H ly""' , 

wo  L,  i,  ,,,.?„,  o.  ..  .  m„  reelle  gegebene  Zahlen  sind  und  t  eine  unabhängige 
Variabele.  Die  durch, sie  dargestellten  Kurven  wurden  von  Bellermann  (o.  a. 
Dias.,  wo  der  Name  Cjkloiden  höherer  Ordnung  angewendet  wird)  und 
Eichler  betraclitet  {Die  DmsteUtmg  der  cyldischen  OiMfem  und  ihre  Bedmitmig 
fik-  die  Schtmngungstheorie,  Hamb.  Mitt.,  Teil  II,  1890),  der  auch  ilu-e  Erzeugung 
vormittelst  eines  gegliederten  Polygons  angab,  die  älmUch  der  oben  angegebenen 
för  die  Epicykloiden  vermittelst  eines  Gelenkparallelogramms  ist.  Wir  be- 
merken aueh,  dafs  man,  ohne  der  Allgemeinheit  Abbruch  au  thun,  immer  1^  =  0 
annehmen  darf;  daraus  können  wir  ableiten,  dafs  „jede  Kurve  der  fraglichen  Ari 
als  Ort  der  Schwerpunkte  eines  Polygons  angesehen  werden  kann,  von  welchem 
M  Ecken  gleichförmig  konzentrische  Kreise  durchlaufen".  Unter  den  fraglichen 
Kurven  finden  sich  viele  bei  Untersuchungen  aus  der  Optik  und  Mechanik. 
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wenn  man  ip  =  rp  und  ä  =  r  setzt,  die  G-leichungen  (4J  werden  zn: 
~  =  ^^-cosw?)  — cos(ra+  1)91,  -^  =  '  sin  w 7)  — sin  (m-]-  l)?); 
darans  ergiebt  sich 

|-"=(-ii)"+l-^+-i'«o.^ (13) 

Da  nun  andererseits  « 


1  hat  miin 


-J^ '-?+'>"■+"  (l-»°.y).;y. 


Differenniercn  wir  die  Gleichung  (13),  so  erhalten  1 

(?p  =  -^ suxfp-äfp , 

infolgedessen  wird  die  vorige  Gleichung  zu 


(ip  0         f     J^  +  cos  qi' 

oder  auch  wegen  Gleichung  (13) 


e     1/    ii  _      e 


(14) 


n+iy 

Dies  ist  die  angekündigte  Differenzial-Gfleichung. 

Wir  wollen  sie  auf  die  Untersuchung  der  von  einem  Punkte  jl(p(p,6)o) 
an  die  Bpicykloide  gezogenen  Tangenten  anwenden,  Ist  P(p,(o)  der 
Berührungspunkt  einer  derselben,  und  fi  der  Winkel  der  Tangente 
mit  dem  Radius  vector  des  Berührungepunktes,  so  ergiebt  sich  aus 
dem  Dreiecke  OÄF 

P  =  g/"'^"°r"  +  ''^  =  Py[sin(oo—  «)■  ctg^  +  cos(ö)o—  «)] . 

Es  ist  aber  tg /t  =  p  ■,— ,  und  daher 

p_p.[8m(«,.-a,).j5^  +  cos(».-o)].')   .     .     (16) 

1)  A  f  l'e  0  Fo  ui  1  kann  man  immer  Eurö.okgreifea,  wenn  es  sieb,  darum 
tändelt  von  e  nem  Punkte  1  e  Tangente  an  eine  Kurve  zu  zieten,  die  in  Polar- 
koorlnaten  dirge  teilt  et  Min  kann  darana  ableiten,  dafa  die  Kurve  einem 
algel  B,   eben  Sj  tem  an^ehö  t     allemal  wenn   eine  algebraische  Gleichung  von 

folgendei  Form  statt  hat  f  I ~ ,  g ,  coa  to ,  sin  »ol  =  0 .  80  kann  man  z.  B.  be- 
weisen  dafs  l  e  1  ar^non  sehe  Isochrone  (Nr.  186)  einem  algebraischen  System 
angehört 


y  Google 


Neuntes  Kapitel;  Die  Epicjkloiden,  Hjpocykloiden  u.  d,  Kreis evolventen.    489 

Setzen  wir  hier  an  Stelle  toh  p  -^  seinen  durch  (14)  gegebenen  Aus- 
druck, gehen  dann  zu  kartesischen  Koordinaten  über,  so  ergiobt  sich 
daraus  ^  s       a^s  _l  „a 

Nun  stellt  diese  Gleichung  eine  Kurve  sechster  Ordnung  dar,  die  den 
Punkt  A  als  Doppelpunkt  hat;  folglich:  Die  Berülipungspunkf«  der 
Taiigeuteu,  die  maH  von  einem  belieliigen  Pnntte  ihrer  Eftene  an 
eine  (algebraisclie  oder  traiisscendente)  Epi-  oder  Hypoeykloide  ziehen 
kann,  liegen  anf  einer  Knrve  sechster  Ordnung,  die  jenen  Punkt  nnd 
den  Mittelpunkt  des  festen  Kreises  zu  Doppelpunkten  hat.  Damit 
ist  gezeigt,  dafs  jede  Bpicykloide  einem  System  angehört,  weletes 
die  Charakteristiken  fi  =  2 ,  v  ^  4  hat, 

r  mit  s  den  Bogen  der  durch  die  Grleichungen  (3,) 
Epicykloide,   so   erhalten  wir  durch  Differentiation  die 
Gleichung  _ 

'^^-YW+w^-t^y^  "■-''"'■"''?■  ■  <"^ 

Wir  setzen  nun     r -]~h  =  a,      r  —  h  =^b,      —  =  ra 
und  erhalten  __  2(S-f  r),y7-g- 


-  ]/ö^  +  (a^  —  b^)  sin^  w  ■  da . 
Betrachten  wir  dagegen  die  EUipse  —^-{-^=1    und  nennen   deren 
Bogen  ß,  so  bekommen  wir,  wie  bekannt, 


d0  =  Yb^  -j-  (a^  —  b^)  sLn^  a  ■  dto, 

und  folglich  ist  ds  =^ — ^-—-dß. 

Rechnen  wir  nun  sowohl  auf  der  Elüpse  als  auch  auf  der  Epicykloide 
die  Bogen  von  dem  Punkte  an,  für  welchen  cj  =  0,  so  ergiebt  sich 
folgende  bemerkenswerte  Relation 

-*«±^- 

Die  Rektifikation  der  Bpi-  und  Hypoeykloiden  hSngt  somit,  wie  die 
der  Cykloiden  im  allgemeinen  (vgl.  Nr.  198)  von  elliptischen  Inte- 
gralen ah  (s.  auch  8.  387).  In  dem  speziellen  Falle  jedoch,  dafs 
h^r,  wird  die  Gleichung  (16) 


j    =  2(i;  +  r)smyf 


und  giebt 
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daher  ist  die  Rektiöbatioii  der  gemeiuen  Epi-  und  Hypocykloide 
elementai'  ausführbar. 

Wählt  man  den  Anfengspunkt  des  Bogens  derart,  dals  für  g>  =  0 
auch  s=0,  so  hat  man  im  besonderen 

s  =  „l_rj,^„._. (17J 

hieraus  kann  man  die  Länge  des  zwischen  zwei  aufeinander  folgenden 
Spitzen  gelegenen  Epicykloidenbogeas  ableiten,  indem  man  f^^'w 
setzt;  man  erhält  dann  als  Resultat 

8f(l  +  i)-8r(l  +  «), 
wie  auch  La  Hire-'^)  fand. 

Bezeichnen  wir  mit  äS  die  Fläche   des  Elemeutar-Sektors,   der 
als  Bogen  das  Bogenelement  der  Epicykloide  (3^)  hat,  so  erhalten  wix 

und  daher  durch  Integration 

eine  Konstante  fügen  wir  nicht  hinzu,  da  wir  annehmen  wollen,  dal's 
für  9  =  0  auch  S  =  0  sei.  Im  Spezialfälle  der  gemeinen  Cykloiden 
wird  der  Ausdruck 

S -'■''  +  •■'•  f+"^v-i>mS±]    0      .     .     .     (19) 

Machen  wir  hiervon  eine  Anwendung,  indem  wir  ip  =  -^^-g-  setzen; 
wir  erhalten  S  =^  — — ^-'^■-  -  -  ;  ovm  hat  der  von  den  beiden,  den 
Winkeln  y  =  0  und  cp  ^  -jj—  entsprechenden  Radien  begrenzte  Sektor 
des  festen  Kreises  den  Flächeninhalt  -^B- -^  B  =  7crB-^  der  Unter- 
schied jener  beiden  Sektoren  beträgt  also  srr^ (3  -|-  2 -^ j  ^^  itr^(^  -\-  2m), 
wie  auch  La  Hire  gefimden  hat'). 

Im  Falle  der  gemeinen  Epi-  oder  Hypocykloide  wird  der  Krüm- 
mungsradius St  gegeben  durch 


1)  M^.  de  l'Ac.  des  Sc.  depms  1666  jusqu'ä  1699,  IX  (Paiis  1T30)  S.  234  u.  239 

2)  Newton,  Pi-iwcipia,  Lib.  I,  Prop.  49. 

3)  Mem.  de  l'Acad.  des  Sciences  etc.  S.  330  u,  231;  vgl,  auch  Caawell, 
The  quadrature  of  a  porHon  of  the  epieycloid  (Phil.  Traas,  1696,  Nr.  217),  und 
E.  Haliey,  A  gsneral  propoaitiwi  for  tneaewring  all  • 
(Das,  Nr.  218). 
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Elimmieren  wir  ip  aus  den  Gleiclimigen  (17)  und  (20),  so  flnden  wir 


Dies  ist  die  natürliclie  Gleichung  der  betrachteten  Epicykloide^);  in 
der  üblichen  Weise  interpretiertj  sagt  sie  aus;  Weiin  eine  gemeine 
Epicykloide  anf  einer  festen  Geraden  rollt,  so  liegen  die  Krfimmuiigs- 
centren  der  aufeinander  folgenden  Berührnngspunltte  der  Kurve  anf 
einer  Ellipse^). 

Aus  der  oben   bewiesenen  Thatsache,    dafs   die  natürliche   Glei- 
chung einer  jeden  gemeinen  Epicykloide  von  folgendem  Typus  ist 

f +  P-] (21) 

läfst  sieh  eine  wichtige  Folgei-ung  Kiehen.  Diese  Gleichung  kann 
nämlich  durch  folgende  beiden  ersetzt  werden 

§1  =  acosl,      s  =  ?» sin  A , 
wo    X   eine    unabhängige    Variabele    ist.      Sind   nun    Sl^    und   s^    der 
Krümmungsradius  und  der  Bogen  der  Evolute  von  (21),  so  hat  man 
(Tgl.  Nr.  261)  a_a«        ,_a 

oder  wegen  der  vorhergehenden  Gleichungen 

(^j  =  —  -^  sin  J. ,       Sj  ^  a  cos  A . 
Durch  Elinünation  von  A  ergiebt  sich,  dafs 


die  natürliche  Gfleichung  der  Evolute  der  Kurve  (21)  ist;  vergleicht 
man  sie  mit  (18)  selbst,  so  schliefst  man:  Die  Evolute  einer  gemeinen 
Hypo-  oder  Epicykloide  ist  eine  andere  ihr  ähnliche  Kurve'),  eine 
bemerkenswerte  Eigentümlichkeit,  die  ebenfalls  von  La  Hire  bemerkt 
worden  ist*). 

Aus  den  für  die  Koordinaten  einer  Epi-  oder  Hypoeykioide  als 
Funktionen  eines  Parameters  aufgestellten  Ausdrücken,  die  uns  zu 
den  bemerkenswerten,  in  dieser  Nr.  dargelegten  Sätzen  führten,  lassen 

1)  Nach  Aoust  {Analyse  mfinitemnale  des  cowhes plcmes,  Paris  1873,  S.  99) 
soll  sich  diese  Gleichung  bereits  hei  Bicoafci  vorfinden.  Daraus  kann  man 
wiederum  die  doppelte  Erzengtmg  dieser  Kurve  folgern. 

2)  Mannheim,  Becherches  geometrigues  relatives  fflw  Ueu  des  positions  suc- 
eessives  des  eentres  de  cowrhm-e  d'une  coarbe  qui  roule  gm-  itwe  droite  (Liouviilea 
Joum.  2.  Ser.  IV,  1859)  S.  99. 

3)  Die  Evoluten  der  anderen  Epiojkloiden  sind  neue  Kurven,  die  von  Chr. 
Wiener  untersucht  wurden  (Die  Evoluten  der  geschioeiften  v,nä  verschlungenen 
cyklüekm  Oimie»,  Zeitschrift  f.  Math.  XXVII,  1882). 

4)  Mem.  de  VAe.  des  Sdences  etc.  DC,  S  265. 
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sich  noch  andere  Beziehungen  herleiten,  die  wir  jetzt  angeben  wollen. 
Bezeichnen  wir  die  Ableitungen  jener  Ausdrücke  nach  (p  mit  Accenten, 
so  liefern  uns  die  Gleichungen  (SJ  für  den  l'all  Ä  =  »": 


xy 


b'^  +  ij'^ 
x'y 


=  4:r(E-\-r)  sin^- 

=  4(i2+r)^dn^^;^, 

=  2(7i  +  r){ii+2.)sin^^, 


daraus  folgt  die  Identität 


oder 


E^- 


-(w^  +  f) 


0 


=  0, 


y'  x^  +  y'^ 

oder  auch  x  p  H^ 

y  xx  +yy' 

y"  x'^  +  y'^  +  xx"'i-yy" 
Diese  Identität  ist  nun  einer  wichtigen  geometrischen  Interpretation 
fähig,  Sie  sagt  nämlich,  dafa,  wenn  X,  Y  die  laufenden  Koordinaten 
sind,  die  di-ei  Gteraden 

xX  +  yY^R^ («) 

(X-^x)x-\-iY^y)y'=0 (ß) 

(X~x)x -{-il—y)y  ^x'  +  y' (y) 

in  einen  Punkt  zusammenlaufen  Nun  stellt  (ß)  die  Normale  im 
Punkte  {x,y)  dar-,  (";)  ist  die  Ableitung  von  {ß),  stellt  also  eine  Ge- 
rade dar,  die  durch  dtn  Beluhn^n^8punkt  jeuei  Normalen  mit  ihrer 
eigenen  Enveloppe  geht,  d  1  dai  dem  Punkte  (x,  y)  entsprechende 
Krüramungseeutrum,  folglich  schneiden  sich  die  Geraden  (/3)  und  (y) 
in  diesem  Punkte.  Duich  denselben  Punkt  geht  nun  auch  die  Ge- 
rade (k);  diese  ist  aber  die  Polare  des  Punktes  (x  y)  in  Bezug  auf  den 
festen  Kreis  mit  dem  Radius  R.  Erinnern  wir  uns  nun  derHujgens'- 
schen  Konstruktion  der  Normalen  (Nr.  205),  so  können  wir  schliefsea: 
Um  das  Krümmungscentniiii  fär  einen  Pnnkt  _P  der  gemeinen  Epi- 
oder  Hypocykloide  zu  fliiden,  braucht  man  nur  den  SchnittpHnkt  der 
Polaren  von  P  in  Bezug  den  festen  Kreis  mit  der  Verbindungslinie 
JPA  aufzusuchen,  wo  A  den  Berührnngspunkt  jenes  Kreises  mit  der 
entsprechenden  Lage  des  rollenden  bedeutet^). 

1)  Zehme,  Blemmtare  und  analytische  Behandlung  der  verschiedenen  Cyk- 
loideti  (Iserlohn  nnd  Elberfeld  1854).     S.  auch  Cesäro,  Bemw^e  de  geovietrie 
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207.     Aus  den  Gleieliimgen  (3J   in  Nr.  205   ergiebfc  sich,  dafs 
die  Gleichung  der  Normalen  an  die  Kurve  dargestellt  wird  durch 

(x  —  Iicosq>)  —  rms(p  +  Jicosi  -7' 95)   (siugs  — -ain  ( — r-?*))  — 

[(*/-iäsiiiq>)-rsin9)  +  Äsiu(^^-.q3)](cos9)-Jcos(-^9:)))  =  0. 

Dieaei  Gleichung  wiid  offenbar  genügt  durch  x  =  E  cos  tp,  ?/  =  JE  sin  95 ; 
demnach  geht  die  Noimale  durch  den  so  bestimmten  Punkt,  und 
diesei  ist  nichts  anderes  als  der  Punkt  B  (Taf.  XV,  Fig.  120  a,  V),  in 
welehem  der  bewegliche  Kieii  den  festen  berührt;  die  Normale  io  P' 
ist  also  die  Geiade  PB  m  Ubeiemstimmung  mit  dem  allgemeinen 
&atze  von  Huygens,  den  wir  m  Nr  205  gebracht  haben. 

Wenn   wu    fm    den    Fall   der    gemeinen   Epieyliloiden   uns    der 
WleKhungen  (-i,)  bedienen,  &o  eikennt.n  wir,  dafs 

X  .in  £"4»!;  -  y  es""  t ""  -  -t-  '  "i"  -I  ■   ■     ■     W 

™-|.     .     .     (24) 

die  Tangente  bezw.  die  Normale  der  Epicykloide  im  Punkte  {(p)  dar- 
stellen. Bezeichnen  wir  nun  mit  u  und  v  die  Plücker'schen  Koordi- 
naten der  Normalen,  so  haben  wir 

2  cos  ^^^-^)^                            2  sin  (^±dl^)_? 
U^- ■ ,  V  ^ ■       ■       \^^) 

(»-l),oo.|-  (»-l),co.f 

Denken  wir  uns  nun,  dafs  wir  die  Normalen  zur  Epicykloide  in  den- 
jenigen Punkten  gezogen  hatten,  in  denen  sie  von  Geraden,  die  durch 
den  Punkt  {x,  y)  gehen,  berührt  wird,  so  wird  der  Winkel  91  der 
Gleichung  (23)  genügen;  wenn  wir  demnach  ip  aus  den  Gleichungen 
(23)  imd  (2Ö)  eliminieren,  so  werden  wir  die  Tangential-Gleichui^ 
einer  Kurve  erhalten,  die  aUe  jene  Normalen  zu  ihren  Tangenten  hat. 
Nun  liefern  die  Gleichungen  (25) 

„'+.•_  ' ; 

(.-,.,.„..^' 

aufserdem  erhält  man  durch  Einsetzen  der  durch  (25)  gegebenen 
Werte  von  sin'^"'^^^'^   und   cos^^^^^  in  die  Gleichung  (23) 

uy  —  va:=  ^^^_j^^'  tg-^-, 

inßnitfyimale  (Mathösie  VII,  18S7)  und  8m-  deux  elasses  remarguahles  de  ligiies 
plafies  (Nonv.  Ana.  3.  Ser.  TR,  1883.  —  Dieselbe  Frage  wird  auch  von  Dieu, 
Note  sur  les  hypoeycliMes  (Nout.  Ann.  XIX,  1860)  und  von  Henning  im  %.  1 
des  Beitrag  sw  Thewie  der  ebenen  Jtoaktten  (Crelle's  Journ.  LXV,  1866)  be- 
handelt. 
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und  dnreh  Elimination  von  (p  ans  diesen  beiden  letzteren 

{XU  -  yvf  =  [-^)  r=  (u'  +  v^)  ~  (-^(-J^y)  ■ 

Da  diese  Gleichung  vom  zweiten  Grade  in  u  und  v  ist,  so  kann  man 
mit  C.  JueP)  den  Schlufs  ziehen:  Die  Normalen  einer  Epi-  oderHj'po- 
cykloide  in  den  Punkten,  in  welchen  sie  von  Geraden  eines  Strahlen- 
hUscliels  berührt  wird,  sind  Tangenten  eines  Kegelschnittes.    Nun 

woUen  wir  noch  bemerken,  dafs  die  Polare  des  Punktes  (^)  der  ge- 
meinen Epicykloide  (SJ  in  Bezug  auf  den  Kreis  x^-j-iß^t^  als 
Gleichung  hat 


^[(B+f)c 


r  cos  -   - — 


±1 


■j-  yUlt-\-r)  sin  ip  —  r  sin  — —-—  (p\  =  l^. 

Differenzieren  wir   diese  nach   (p  und    kombinieren   das  Kesultat  mit 
der  ursprünglichen  Gleichung,  so  finden  wir 


»y  = 


als  Gleichungen  für-  die  Darstellung  der  Polarreziproken  jener  Epi- 
cykloide  in  Bezug  auf  diesen  Kreis.  Führen  wir  nun  ein  Polar- 
koordinatensystem ein,  dessen  Axe  mit  der  j/-Äxe  zusammenfallt,  indem 
wir  — Y~. — "  'P  "^  Y  —  "^  setzen  und  den  Quotienten  -„  mit  n  be- 
zeichnen, so  können  die  obigen  beiden  Gleichungen  durch  die  folgende 
ersetzt  werden  la  , 


2«  +  l 
da  diese  eine  uns  schon  bekannte  Kurve  darstellt  (vgl.  Nr.  137),  so 
scbliefsen  wir:  Die  Polarreziproke  einer  Epi-  oder  Hypoeykloide  in 
Bezng  anf  einen  mit  dem  Basiskreise  konzentrischen  Kreis  ist  eilte 
Ährenknrve  ^). 

Benutzen  wir  die  Gleichungen  (23),  so  sehen  wir,  dafa  das  vom 
i\Iittelpunkte  des  Basiskreises  auf  die  Tangente  gefällte  Lot  daj^estellt 
wird  durch  die  Gleichung 

=  0, 


daher  sind  die  Koordinaten  des  Fufspunktes  jenes  Lotes 

fl!  =  — ^ — r  sm^'  sm^ — i— ^;      'ti^  —  - — ~~/-r  sm^-cos  - 


1)  Iniermediaire  I,  1894,  S.  32  u.  243;  II,  1895,  8,  208. 

2)  S.  JeSabek,  Couirbes  polaires  riciprogues  des  ipie^dotdes  et  hypoeyclcüäex 
(MathösiB,  2.  Ser.  IX,  1399). 
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füliren  wir  auch  liier  Polarkoordinat«ii  ein,  indem  wir  q  =^  Yx^ -\-y^ , 
i — J"  '^  =  (a  setzen,  so  erkennen  wir,  dafs  der  Oi-t  des  genannten 
Fufspxiuktes  als  Gleichui^  hat 

und  folglich:  Die  Fufspnnktknrve  einer  gemeinen  Epi-  oder  Hypo- 
cykloide  in  Bezug  auf  das  Cejitrum  des  Basiskreises  ist  eine  Rhodonee  *). 

Die  oben  dai^elegten  Sätze  ^)  zeigen,  wie  bemerkenswert  gerade 
die  Epi-  und  Hjpocykloiden  sind,  bei  denen  Ji  =  r  ist.  Es  giebt  jedoch 
noch  einen  anderen  spezieilen  Wert  yon  h,  der  besonders  vermerkt 
zu  werden  verdient,  nämHch  h^^Il  —  r\  in  diesem  Falle  werden  die 
Gleichungen  (3^)  zu 

3;=(2i— r)  eos9)-["''os{ — ~~'p]  b  ^  =  (-R  —  ?")  sin qj  —  sinf  ■ ,  ■  y  I  , 
oder  auch 

a:  =  2 (ü  —  r)  cos  -^ ■  cos ^^ — ^  ,  '^ ,  y  =  2{E  —  r)  cos --f  ■  sm ^^ — 7,——  • 
Nun  folgt  aus  diesen 

wenn  wir  daher  Polarboordinaten  einführen,  indem  wir 

ro  =  arc  tg  I ,        p  =  Yx^  +  tf 
setzen,  so  bekommen  wir 

und  nach  Elimination  von  ip 

Q  =  2{R  —  r)  C09      _  p  - 

Da  diese  Gleichung  eine  allgemeine  Rhodonee  (vgl.  Nr.  134}  darstellt, 
so  ist  bewiesen:  Jede  Rhodonee  kann  dnrch  Bollen  eiaes  Kreises 
auf  einem  anderen  festen  Kreise  erzeugt  werden,  indem  man  sie  ent- 
weder als  Epicykloide  oder  als  Hypocykloide  betrachten  kann;  es  ist 
dies  eine  wichtige  Ttataache,  die  1752  von  G.  B.  Suardi  empirisch 
bemerkt^),  1844  von  Luigi  Ridolfi*)  bewiesen  und  20  Jahre  darauf 

1)  Eellayitis,  Sulla  derwanione  delle  mrve  (AnEali  di  Tortolini,  III,  1852); 
Böklen,  Smige  geometrische  Sätze  üher  ÄitntäM  (Zeiiichnft  f  Math   III,  18551 

3)  Denselbeii  kann  man  noch  folgenden  hmEufügen  ,,EoUt  eme  gemeine 
Epi-  oder  Hypocjkloide  auf  einer  geraden  Linie,  so  bebchreibt  deren  Mittel- 
punkt eine  Ellipse"  (6.  Bellermann,  JJeber  BouMlen,  wehhe  entst^en,  nenn 
eine  Cyhloide  auf  einer  amderen  rollt,  Berlin  1893,  S  14) 

S)  Wmob*  sfrutnenti  per  la  descrisione  di  ditM'se  c«ne  ctntu,he  e  moiJone,  e 
di  moUe  aUfe  (Brearaa  1752). 

4)  8.  die  Note  1,  S.  480  citierte  Sciiriffc,  S.  11. 
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von  Durege^)  wieder   aufgefunden  wurde,    sowie   später    noeli   von 
□euem  durcti  E.  W.  Hyde'). 


Alle  unsere  biskeri 
welchee  auch   der  Wei-t  des 
über  den  Wert  desselben  gewi 
neuen  Eigenschaften  der  Epi- 
nUchst,  dafs  aus  (3J  sieh  ergi 


!gen  Betrachtungen  bestehen  zu  Recht, 
Moduius  sein  möge;  wenn  man  jedoch 
läse  Annahmen  macht,   gelangt  man  ku 

und  Hypocykloiden.     Beachten  wir  zu- 

ebt 


x±iy  =  {B  +  r)e-"f—'he-    >•      . 

Wenn  nun  der  Moduius  rational  ist,  so  wird  ---^^-  ein  Bruch  sein, 

der  soweit  als  möglieh  gekürzt  mit  —  bezeichnet  werden  kann  (p>2). 

Setzt  man  nun  e''''=l'!,  x-\-iy=^^,  x  —  iy  =  ti,  so  werden  die 
Torigen  Gleichungen 

|  =  (_R  +  r)A'-Ai^     ^^(j;  +  r)2-'^7a-''^^-^+''^g~'~'';(26) 

diese  neue  parametrische  Darstellung  zeigt,  dafs  man  in  diesem  Falle 
es  mit  einer  algebraischen  Kurve  von  der  Ordnung  2p  zu  thun  hat; 
demnach:  Alle  Epi-  und  Hypocykloiden  mit  n*atioiialem  Modnlns  sind 
algehraische  Kurven.  Jene  pai-ametrische  Dai-steUimg,  die  analog  zu 
derjenigen  ist,  der  wir  bei  der  Untersuchung  der  Lissajous 'sehen  Kurven 
begegnet  sind  (s.  Nr.  173),  erweist  sich  als  vortrefflich  zur  Bestimmung 
der  Plücker'schen  Charakteristiken  der  fraglichen  Kurven^). 

Wenn  wir,  was  noch  spezieller  ist,  annehmen,  dafs  »  eine  positive 
ganze  Zahl  sei,  so  kann  die  GHeichung  (23),  falls  x  und  y  als  ge- 
geben vorausgesetzt  werden,  dazu  dienen,  die  Berührungspunkte  der 
(2»  4"^)  Tangenten  zu  bestimmen,  die  man  vom  Punkte  {x,y)  an  die 
Kurve  ziehen  kann.  Durch  Einführung  von  Polarkoordinaten  wird 
diese  Bestimmui^  noch  erleichtert.  Setzen  wir  mmlich  x  =  q  cos  to, 
j/  =  ß  sin©,  so  wird  die  Gleichung  (23)  zu 

.     /aM  +  l  \        3n-|-l       .     (p 

9  sm^-^:^ -9.  -  «j  =  ^^r  sm  y 

Setzen  wir  im  besonderen 


1)  Jiher  eine  besondere  Art  cyklis(^r  Curven  (Zeitsoli!-,  f.  Matt.  IX,  18öi); 
daselbst  werden  die  Rhodoneen,  von  diesem  Standpunkte  betraehtet,  mit  dem. 
Namen  aternförmige  Cjkioiden  belegt. 

2)  Foliate  Owrves  (The  Analyst  H,  1375). 

3)  S.  Roberts,  Note  <m  the  Pliickeiimi  Characteristica  of  Epi-  emd  Hypo- 
h-oehoids  and  aUied  Owrvea  (Proc.  of  the  L.  M.  S,  IV,  1873);  Elling  Holst, 
JJeher  algebraische  cydoidische  Gurven  (Lie's  Archiv.  VI,  1881);  F.  Morley,  On 
the  Epkyeloid  (Amer.  Journ.  Xm,  1891). 
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daim  wird  die  letzte  Gleichung 

sm  ( — ~~  (p  —  ral  =  sm  Y ; 
dieser  wird  genügt,  wenn  man  setzt 

!^+iy_a  =  |_^2/cji:     oder     =  {2k-\-l)^  —  ^ , 
oder,  wenn  man  setzt 

,*y  —  0,  =  2h:t     oder     {n  +  t)^  —  to^(2]c-{-  l)m, 
d.  h.  wenn  man  nimmt 

(p=^-^l oder     y  = -11-^----^-^— - 

Bei  der  ersteren  dieser  Formeln  wird  es  genügen,  dem  Ä  die  Werte 
0,1,2  ...,  n^l  au  erteilen,  bei  der  zweiten  die  Werte  0,1,2 — w; 
man  erhält  so  zwei  Gruppen,  die  eine  von  n,  die  andere  von  w  + 1 
Tangenten  der  Epicyldoide,  jede  gebildet  von  einem  regulären  Büschel. 
Also:  Die  Tangenten  einer  Epi-  oder  Hypoeykloide  mit  ganzzahligem 
Ittodnlns  n  lanfen  zu  je  n  und  je  «.  -f- 1  in  eiaen  Punkt  eines 
Kreises  znaammen,  indem  sie  in  jedem  Punkte  desseltten  ein  reguläres 
Bäschel  bilden;  jener  Kreis  ist  mit  dem  Basiskreise  der  Kurve  kon- 
zentrisch, und  sein  Radius  steht  mit  dem  Radius  des  rollenden  Kreises 
im  Verhältnisse  (2«.  -|-  1) :  «.*)  Es  ist  dies  eine  bemerkenswerte  Ver- 
allgemeinerung einer  bekannten  Eigenschaft  der  dreispitzigen  Hypo- 
eykloide (s.  S.  152)  1). 

Unter  den  algebraischen  Epicykloiden  finden  sieb  mehrere  uns 
schon  bekannte  Kurven,  die  wir  an  dieser  Stelle  aufzählen  woUen: 

I,  Es  sei  r  =  h  =  Y-  I^ie  Gleichungen  (3j  werden  dann: 
x  =  jR  cos  tp ,  y  ^Q  und  stellen  dann  den  mit  der  a^-Ase  zusammen- 
fallenden Durchmesser  des  Baeiakreises  dar;  daraus  folgt:  Wenn  ein 
Kreis  sich  so  bewegt,  dafs  er  immer  einen  anderen  vom  doppelten 
Radius  von  innen  faerühi-t,  so  beschreibt  ein  beliebiger  Punkt  der 
Peripherie  einen  Durchmesser  des  festen  Kreises.  Dieser  merk- 
würdige Sata,  der  sich  im  Tratte  des  e^icyel(ndes  von  de  la  Hire^) 
findet,  wui-de  vielfach  diesem  Geometer  zugeschrieben;  er  wurde  je- 
doch, soviel  man  weifs,  schon  früher  bemerkt^),  nicht  blofs  in  einei- 
Arbeit  von  Tacquet,  1651  gedruckt,  sowie  in  einer  von  Gardano, 
1572  gedruckt,  sondern  auch  indem  berühmten  Werke  von  Cop  er  nicus, 

1)  Dieser  elegante  Satz  ist  implicite  enthalte»  in  einer  Abhandlung  von 
P.  Serret,  Sur  lea  eqttüatires  d'ordre  guelcotigiie  (Comptes  R,  CXI,  1896). 

2)  Mem.  de  l'Acad.  des  Sciences  etc.  IX,  8.  S5i. 

8)  C.  Le  Paige,  Sm-  wn  tMorhne  attrilme  ä  La  Hwe  (Bibl.  math.  1887); 
M.  Curtae,  Ueber  einen  JDe  La  S.we  zugeschriSenen  Lehrsatz  (Das.  1886). 
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De  revohiUonibtts  orbiv/m  coelestimn,   das   bekarmtlieli  1Ö43   veröffent- 
licht wTirde,  und  noch  früher  bei  Nasir  Eddin^). 

II.  Für  R  =  2r  (Ä  belieWg)  werden  die  Gleichungen  (3J  zu 
X  ^=  (r-\-}i)  coBfp,  y  ^=  (r  —  Kjsinfp,  nnd  stellen  eine  EUipae  dar; 
auf  dieser  Beobachtung  beruht  die  Konstruktion  eines  besonderen 
E  Ihp  so  gr  aphen  ^) . 

in.  Wenn  M^sr,  werden  die  Gleichungen  (3J  x  =^2r  ßoscp  — 
hsm2(pf  y=  2r  smip  —  h  B'm2(p,  oder  auch 

X  —  A  =  2  cos  fp-(r  —  h  cos  ip) ,       y  =  2suiip(r  —  7*  cos  ip) ; 
führen  wir  jetzt  Polarkoordinaten  ein,   indem  wir  x- — h^^cosm, 
«/  =  p  ■  sin  (0  setzen,  so  erhalten  wir 

p  ^  2(r  —  h  cos  gj)  ,        ra  =  91 , 
somit  nach  Elimination  von  <p 

Q  =  2(r  —  A  coscj), 
welches  (vgl.  S.  137)  eine  Pascal'sehe  Schnecke  darstellt^).  Wenn  im 
besonderen  h  =^  r,  so  sieht  man,  dafs  die  Kardioide  eine  spezielle 
Epicykloide  ist;  diese  Auffassung  der  Kardioide  stammt,  wenn  nicht 
von  einem  früheren,  von  Gr.  Gramer*)  her;  jedoch  die  spezielle  Epi- 
cykloide, die  dem  Falle  JJ  =  r  ==  /t  entspricht,  wurde  viel  früher, 
nämlich  1678  vom  Abt  de  Vaumesle*)  betrachtet;  es  waren  auch 
die  von  ihm  gemachten  Mitteilungen,  die  Huygens  veranlafsten,  sich 
mit  den  Epicykloiden  im  allgemeinen  zu  befassen^). 

IV.  Für  R^Zr,  h^V  werden  die  Gleichungen  (3/,)  zu 
x^r('2  cosg5  -|-  cos  2g)),       J/  ^  ^(2  sin  95  —  sinSg^), 

\ind  stellen  (vgl.  8.  150)  die  dreispitzige  Hypoeykloide  dar. 

V.  Für  B  =  4»*,  h  =  v  werden  (3^) 

3;  ^=  3j-  cos 9  -|-  r  eoB3q),       y  ^  Zr  smtp  ■ —  r  sin  39, 
oder  auch  —  =  4  cos'  (p ,       4  =  —  ^  sin^  9) , 

demnach  durch  Elimination  von  90 


welches  eine  reguläre  Ästroide  darstellt  (s.  S,  227) '). 

1)  Vgl.  P.  TanEery,  Beeherehes  sw  l'histoire  de  l'astronoviie  aneimne  (Paria 
1893)  S.  3*8—349. 

3)  Eidoifi,  a.  a.  0.  S.  25. 

3)  Salmon-Fiedler,  AwüyUsehe  Geom.  der  höh.  eb.  Omven  (Leipzig  1873) 
S.  345. 

4)  In-koAuctiom  äVamalyse  des  Ugnes  eowbes  algibriq^es iß&akvn  1750)  S.431. 

5)  S.  den  Brief  an  Huygens  v.  39.  Okt.  imd  19.  Nov.  1678,  sowie  31.  Juli 
1679  [Oeuvres  de  Em/gens  Ym,  S.  117,  137,  189);  daselbst  werden  die  fraglichen 
Kurven  oircuiare  Cyoloiden  genannt. 

6)  Oeuvres  de  Sm/gms  YHI,  S.  117,  Note  6. 

7)  Die  Bemerkung,   äaSa   die  reguläre  Aatroide   als   spezielle  Hjpocykloide 
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Die  Epicykloiden  können  auch  zur  Teilung  eines  Winkels  in 
gleiche  Teile  benutzt  werden'),  sie  finden  vielfache  Anwendung  in  der 
Kunst*),  sowie  bei  physikalischen  Fragen*)  und  Problemen  der  Mecha- 
nik*), mit  denen  wir  uns  aber  nicht  aufhalten  wollen. 

209.  Nichts  bindert  uns  bei  der  Allgemeinheit  der  Definition  der 
Epi-  und  HjpocyMoiden  anzunehmen,  dafs  der  Radius  entweder  des 
Baeiskreises  oder  der  des  rollenden  Kreises  unendlich  grofs  sei^).  Im 
ersteren  Falle  kommen  wir  nämheh  auf  die  Cykloiden  zurück,  im 
zweiten  Falle  erhalten  wir  eine  neue  Kurve,  deren  Untersuchung  den 
Schlufs  dieses  Kapitels  ausmachen  wird. 

Wenn  der  erzeugende  Punkt  auf  der  bewegten  Geraden  liegt,  ao 
ist  die  entstehende  Kurve  nichts  anderes  als  die  gewöhnliche  Kreis- 
evolveute"),  andernfalls  eine  verlängerte  oder  verkürzte  Evolvente, 
jenachdem  der  eraengende  Punkt  auf  derselben  Seite  oder  auf  der 
entgegengesetzten  Seite  der  Geraden  liegt  wie  das  Centrum  des  Basis- 
kreises''). Die  Gfleichungen  dieser  Evolventen  konnten  wir  durch  einen 
Grenzübergang  aus  den  früheren  Gleichungen  (3^)  erhalten*);  wir  ziehen 
es  jedoch  vor,  sie  direkt  zu  entwickeln.  Wir  werden  annehmen,  dafs 
der  erzeugende  Punkt  von  einer   solchen  Lage  P  ausgehe,   dafs  die 

angesehen  werden  kann,  scheint  zuerst  tob  C.  Sturm  gemacht  zu  sein;  s.  die 
Queetion  39  der  Nouv.  Ann.  gelöst  1843  von  Breton  (de  Ohamp). 

1)  Eidolfj,  a.  a.  0.  8.  13—17;  van  Leeuweii,  Nimw  Arch.  voor  Wis- 
hm.de,  TU,  1831;  Proctor,  o.  a.  0.  S.  246. 

2)  Poppe,  ^Ms/ilArKcAe  Gesehidtte  der  Äntuendung  aller  brummen  Lmien  etc. 
(NOrnberg  1802)  S.  124  u.  210. 

3)  Blumenthal,  Die  Bewegimg  der  Ionen,  heim.  Zeematm'seh&n  Phänomen 
(Zeitachr.  für  Math.  XLV,  1900). 

4)  Schon  seit  ITewtona  Zeiten  (s.  Prindpia,  Lib.  I,  Sect.  X)  war  ea  bekannt, 
dafs  die  Epiojkloiden  Probleme  des  Tautocbronismus  im  resistenten  Medium 
lösten;  jedoch  das  allgemeinere  Problem  dieser  Art  ist  das  von  Häton  de  la 
Goupillifere  aufgestellte  in  der  Note:  Theoreme  mr  Je  fwttoch/ronisme  des  epi- 
cyeloides  guand  on  a  egard  au  frottememi  (Liouvilles  Jonm.  2.  Ser.  XUE,  1868). 

5)  Die  entstehenden  Kurven  werden  von  Eeuleaux  {Verh.  des  Ver.  aw 
Bef  lesGe  erbefl  LV  1876)  Oithocykloiden  resp  C y kl oorthoi den  genannt 

6)  D  ese  Kurve  —  von  der  De  La  Hire  n  seinem  TiaU  def  io  kttes 
spiicht  "Mem  de  lAc  des  Sciences  1709  S  369)  —  wurde  meÜiodisch  behau 
dolt  von  Diderot  m  An  Alh  Exanei  de  la  de  elo2pa  te  du  ee  cle  welcher 
den  weiten  Tp  1  eineiJUf'no  es  t  i  d  fte  eOs  s  jtts  m  tl  n./t  g- ts  (Paris  174B) 
bldet 

)  D  P6e  Kurven  kommen  n  dei  angewandten  Mathematik  bei  Piagpn  aus 
de  Me  hanik  oi  z  B  bei  der  Lösung  tolgenier  Aufgabe  Sme  Ebene  dieht 
s  ch  m  t  gleicbförnuger  Geschwindigkeit  um  eine  zn  ihr  senkiechte  Äse  E  ner 
ihtei  Punkte  bewegt  sich  infolge  e  nes  anfänglich  erhaltenen  An-tofsea  1er  Trag 
he  t  gemifs  se  ne  Bahn  aufenflnden  fEoth  JJehe  die  Bah  e  let  f  e  et  Tel 
che  S  fe  e  h  ß  chma/Mg  d  he  k  S  fte  ?e  R  i  rlor  n  1p  Phjs  h  XXII 
1886) 

8)  Für  die  gewÖhnl  chen  Kre  sevolventen  mzB'^e  et  LI  l  J  fte 
rentiel,  U.  Aufi.  (Paris  1879)  S.  356. 
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VI.  Absolmitt:  Transsoenciente  Kurven. 


Yerbindungalinie  mit  dem  Cenferum  0  des  festen  Kreises  auf  der  zu- 
gehörigen Lage  g  der  bewegten  Geraden  senkrecht  steht.  Als  Än- 
fangspmikt  nehmen  wir  0,  als  x-Axe  die  Gerade  OF  (Taf,  XV, 
Fig.  121).  Der  Radius  des  gegebenen  Kreises  sei  a;  der  Endpunkt 
des  Radius  heiTse  A,  und  es  sei  der  Abstand  J.P=  Ä.  Ist  nun  ^ 
eine  andere  beliebige  Lage  der  bewegten  Geraden,  ß  ihr  Berührungs- 
punkt, so  wird,  wenn  BA'  gleich  dem  Bogen  BA  ist,  A'  ein  Punkt 
der  gewöhnlichen  Kreis evolvente  sein;  eiTichten  wir  nun  auf  g'  in  A' 
das  Lot  A'P'^h,  so  wird  P'  ein  Punkt  der  durch  P  erzeugten 
EYolTente  sein.     Wir  setzen  jetzt 

•^A'Ox  =  fp,       ^^BOA'^ij,       OA'=^q; 
dann  haben  wir 

a(fp  -f-  ^)  ^  Vq^—  «%       a  ^  p  cos  (/j , 


oder  auch  p  ^=  ,  ip  = —  ^ (_lj 

Diese  Gleichungen  können  als  eine  parametrische  Darstellung  der  ge- 
wöhnlichen Kreis BTolvente  angesehen  werden;  durch  Elimination  des 
Hilfswinkels  Tp  bekommt  man  ihre  Polaj-gleichung: 


■')■ 


.    .    (2) 

Bezeichnen  wir  jetzt  mit  §  und  i;   die  Koordinaten  des  Punktes  A', 
nämlich  die  Produkte    Qcostp   und   p  sin  9:1,  so  ergeben  die  Gl.  (1) 
I  =  acos(tgi/>)  -f  «tgiA-sin(tgi^), 
Tj  =  a  sin  (tg  i/-)  —  «  tg  ^  ■  cos  (tg  j^) , 

und  wenn  wir  setzen  tgii>  =  w, (3) 

I  ^  a  cos  ra  -j-  ao  sin  fi) ,         j;  =  tt  sin  o  — ■  aa  cos  cj . 
Weil  nun  die  Strecke  A'P'  parallel  zum  Radius  OB  ist,   so   haben 
wir,  wenn  x,  y  die  Koordinaten  Ton  P'  sind 

a;  =  I -f  Ä  cos  (9  + 1/;) ,  !/  =  :;  + /«sin  (9 +  (i;); 

aufserdem  ist  wegen  (1)  und  (3) 

(f  -\-  -4,  =  ig%,  =  m , 
daher  ist  schliefslich 
X  =  ia-\-}ij  aQsei-\-aia  sinco,       y  =  (a-\-}i)  sin  o  —  ao  cosra  .  (4) 


1)  Beachten  v 


\  dafs  die  GL  (8)  S.  432  i 


!  folgt  geschrieben  werden  kann 


,.  Ü.  betrachteten 
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die  analytische  Darstellung  aller  Kreis evolventen.  Wir  wollen  aus  ihr 
einige  Folgerungen  ziehen.     Zunächst  ergiebt  sich 

|^_l/F+Äf (6) 

und  somitj  wenn  Ä=|=0, 

s  =  i  yF+^'"^'  +  ^  log  -^^^===  +  Co^st. ;     .     (0) 

ist  dagegen  Ä  ^  0  und  nimmt  man  als  Änfeugspunkt  des  Bogens  den- 
jenigen, fiir  welchen  0  =  0  ist,  so  bekommt  man 

s=  2«oj^ ^^'^ 

Beachten  wir  ferner,  daLps 

dx  ■  dy  . 

-j—  =  asmm  —  y,        ;j  —  acosa  -f-  x, 

^—j  =  2a  eos  CO  —  x,      -^-^  ==  za  ein  o  ■ —  y, 
so  erhalten  wir  für  den  Krümmungsradius  M,  wenn  7(,  =|=  0 , 

ü-  ,"'.'l»'"''l (') 

und  wenn  ä  =  0  -R  ^  «03 (?') 

Die  Gleichungen  (6)  und  (7),  indem  sie  B  und  s  ia  Funktionen  des 
Parameters  m  liefern,  genügen  zur  analytischen  Darstellung  der  Kurve 
in  natürlichen  Koordinaten;  eliminiert  man  z.  B.  aus  (6')  und  (7')  w, 

so  erhält  man  R^  ^  2as , (8) 

welches  die  natürliche  Grieichung  der  gewöhnlichen  Kreisevolvente  iat^), 
sie  zeigt,  dafs  die  betreffende  Kurve  zur  Klasse  der  in  Nr.  192  be- 
zeichneten Kurven  gehört,  ferner  beweist  sie:  Rollt  eine  gewöhnliche 
Kreisevolvente  auf  einer  Geraden,  s»  ist  der  Ort  der  Krümmung^- 
centren  für  ilie  aufeinander  folgenden  Berührungspunkte  mit  der 
Geraden  eine  ParaheP).  Beachten  wir  auch,  dafs,  wenn  e  der  Kon- 
tingenzwiakel  ist,  im  allgemeinen  Falle  g-  ^  B,  und  im  vorliegenden 
Falle   E  =  y2as   ist;    folghch   ist   hier   —  =  "|/2ra-(^ß;    integriert: 

1)  Ampfere,  Memoire  sw  hs  avantages  gu'on  peut  tirer  dtms  la  tMorie  des 
eowbes  de  la  comideration  des  paraboles  osculaiTices  (Joum.  de  l'Eo.  polyt.  XIV 
Cah.  1808). 

2)  Mannlieim,  Hecheri^s  giomiPrigues  etc.  (LiouriUes  Journ.  2.  Sex.  IV, 
1869)  8,  97.  Ein  ähnlicher  Satz  wurde  später  von  G.  Beliermann  (Ueber  Bou- 
Mten,  welche  enislekm,  werm  eine  Cykloide  auf  emer  fmderen  rollt,  Berlin  1892, 
S.  17—18)  angegelien;  er  lautet:  Rollt  die  Evolvente  eines  Kreises  auf  einer 
fleraden,  so  beschreiltt  ihr  Mittelpunkt  eine  Para1)el;  rollt  sie  aber  auf  einer  ihr 
kongruenten  Kurve,  so  dafs  sicli  die  entsprechenden  Punkte  einander  heriihren, 
m  besehreilit  der  Mittelpunkt  des  Kreises  eine  aruhimedische  Spirale. 
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2s  =  aB^,  welche  Gleichung  analog  der  kanonischen  Form  der  Parabel 
ist:  daraus  erkort  sich  der  Name  parabola  originaria  angularis, 
der  von  Krause  zur  Bezeichnung  der  vorliegenden  Kurve  angewendet 
wurde^),  —  Eine  ganz  älmlieh  wie  auf  S.  487—89  ausgeführte  Rechnung 
führt  KU  dem  Satze:  Die  BerührangspTinkte  der  von  einem  Pnukte  an 
die  gewöhnliclie  Kreisevolvent«  gezogenen  Tangenten  liegen  auf  einer 
Pascal'sclien  Schlieclie;  jede  gewöhnliche  Kreisevolvente  gehört  daher 
einem  System  mit  den  Charakteristiken  /t  =  v  ^=  2  an. 

Die  Quadratur  der  gewöhnliehen  Kreisevolvente  liefert  einen  ele- 
ganten von  Mannheim^)  entdeckten  Satz.  Um  diesen  darzulegen 
bezeichnen  wir  mit  S  den  Inhalt  des  Dreieckes,  welches  die  Ereia- 
tangente  TM,  den  Kreisbogen  TA  und  den  Evoiventenhogen  AM  zu 
Seiten  hat  (Taf.  XV,  Fig.  122);  aus  Gleichung  (1)  ergiebt  sich  nun 

Sektor   OAM=  ^fo^.d(p  =  ^  fJ^(-t      _  l\  =  ^  tgV. 
Ist  nun  N  der  Schnittpunkt  von  OM  mit  dem  Kreise,  so  ist 

Sektor  OJ.iV  =  yaV  =  Y(tgi^  — 1^),       Sektor  TON^^^^l 
Dreieck  OTM  =  j  a- a{q) -\- ip)  =  "^  tg>p  . 
Da  nun  S  =  Sekt.  OAM—  Sekt.  OAN  +  Dreieck  O^iff  — Sekt,  TON 
ist,  so  ist  ebenfalls  S  ^=  g-  tg^^. 

Nun  ist  wegen  (6')  Bogen  AM  ==  y  tg^^, 

daher  ^  =  ^  ^°^''"  -^^ '  ^"^°  ^^5 

diese  Gleichung  besagt:  Die  zwischen  dem  Kreisbogen,  dem  ent- 
spreehenden  Evoiventenhogen  und  der  zugehörigen  Tangente  des 
ersteren  gelegene  Fläche  ist  gleicli  einem  Drittel  des  Produktes  aus 
der  Länge  jener  beiden  Bogen. 

Zwischen  der  gewöhnlichen  Kreisevolvente  und  anderen  uns  schon 
bekannten  Kurven  bestehen  Beziehungen,  die  wir  nicht  gänzhch  mit 
StiUschweigen  übergehen  können. 

a)  Da  im  allgemeinen  arc  coa^  ^  "ä  "~  ^^^  sina:,  so  wird,  wenn 
wir   -r-  +  9  =  0)  setzen,  die  Gleichung  (2)  zu 


(3  = -*-J- [-aresin— ■       (2') 

Wir  wollen  diese  benutzen,  um  die  FuXspimktkurve  der  Evolvente  ab- 
zuleiten.    Es   seien  (Taf.  XV,  Fig.  122)   p^,  <a^    die   Koordinaten   des 


1)  Novae  (keoriae  Unearwn,  ewmarum  (München  1835)  S.  79. 

2)  S.  die  in  obiger  Note  oitierte  Abb.  S.  98. 
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FuTspunttos  F  des  vom  Pole  auf  die  Tangente  in  M(q,  et)  gefällten 
Lotes;  nennen  wir  den  Winkel  OMF   fi,  so  haben  wir 

(0 -f  o)i  =  y  —  ft,       0j  ==(.  sin/t,       smii^^—^ , 

daher                                               [/~äZ7~3  ^^_-^ 

cos  (dj  —  m^)  =  sin  /*  = ■ ,         pj  =  ^q^  —  a^. 

1^^  ei-k    ^=  Qro  i'ftti  i— 1- — ■ .  :^=  art*  mii  —  . 


Daraus  folgt  in  Verbindui^  mit  (2'),  dafs 

(0,=  ^,      oder    Q^^am,, (9) 

welches  eine  Ärehimedisehe  Spirale  darstellt.  Also:  Die  FufspuJlkt- 
kurve  der  Evolvente  eines  Kreises  in  Bezug  anf  dessen  Centnini  ist 
eine  Archimedisclie  Spirale^). 

b)  Man  beschreibe  einen  Kreis  um  0  mit  dem  Radius  l,  auf  der 

Geraden  OJ^  nehme  man  den  Punkt  P(ca',p')  «^e^'^rt,  dafs  OF-OF  =  l% 

so  ist  der  Punkt  P  der  Pol   der  Tan.gente  MP  in  Bezug  auf  diesen 

Kreis,  und  der  Ort   von  P   ist    die  Polarreziproke   der   betrachteten 

Evolvente;  da  nun  &'  ^  ca^,  p'-pj  ^  1%  so  wird  die  Gfleichung  (9)  zu 

P  ,         ,         ,    ,        l^ 

-T  =  aco ,     oder    pra  =^, 

welches  eine  hyperbolische  Spirale  daratellt.  Demnach:  Die  Polar- 
reziproke  der  Evolvente  eiaes  Kreises  in  Bezng  auf  einen  konzen- 
trischen ist  eine  hyperbolische  Spirale^). 

c)  Wir  betrachten   schliefslieh   die    durch   folgende    Gleichm^en 
dai-gesteHte  Cylinder-Schraubenlinie: 

die  allgemeine  Gfleichung  der  Tangente  ist 

X  —  r  cos  (p        y  —  r  sin  cp         z  —  hif 

Setzen  wie  darin  « =  0,  so  erhalten  wir 

X  =  r(cos  9  +  9  sin  95) ,       y  ^  r(sin  g;  —  gj  cos  tp") . 
Vergleichen  wir  diese  Gleichung  mit  (4),  so  schliefsen  wir:  Die  Schnitt- 
linie einer  aliwickelliaren  Schrauhenfiäche  mit  der  Grundebene  ist 
eine  gewöhnliche  Kreisevolvente'). 


1)  Clairaut,  Mein,  de  l'Ac.  des  Sciences  de  Paria,  1740.  S.  auet  La  Goiir- 
aerie,  Traiti  de  geometrie  deseriptive,  Art.  990. 

2)  Neuberg,  Nouv.  Oorr.  math.  Tf,  1880.  — -  Eine  andere  minder  wichtige 
Beziehung  zwischen  diesen  beiden  Kuryen  ist  in  der  Abb.  von  Schiffner  dar- 
gestellt, Ueber  die  Tangentm  der  hyperboUsehen  Spkale  {Archiv  der  Math,  LXVI, 
1881). 

3)  Monge,  Geometrie  deacriptive  (Paris,  An  VII)  S.  113, 
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Zehntes  Kapitel. 
Die  Pseadoeykloiden. 

310,     Wir  nehmen  wieder  die  Gleiclnujgen  (3j)  aus  Nr.  304  und 
wollen  untersuchen,   ob   sie    auch  dann   eine  reelle  Kurve  darstellen 
können,  wenn  die  in  ihnen  auftretenden  Konstanten  B,  r,  h  nicht  alle 
reell  sind*).     Wir  setzen  daher  zur  Yerallgeineinerung 
Ji=i^-|-iiJg,      r  =  rj^-{-ir^,      h  =  \-\-i\,     ?>  =  (Pi  +  *'?2)''') 

wo   die  B^j  i^, Pb  reelle  Konstanten  sind.     Der  Kürze  wegen 

wollen  wie  femer  setzen 

<i,  +  ii,  =  (B,  ~  r,)  +  i(S,  - .-,) ,       <..  +  .■«,-  <?JlM($_H4)  , 

Die  angezogenen  Gleichungen  werden  dann 

X  =  (d^+  id^)  cos  (pi  +  ipg)a)  +  Qi^  +  iAa)  cos  (0,  +  iV^o  |  _ 

Damit  iC  und  y  für  alle  reellen  Werte  Yon  a  reell  seien,  müssen  die 
eingeführten  Konstanten  gewiesen  Eediagungsgleichungen  genügen, 
und  eine  nicht  schwierige  Diskussion  zeigt  uns,  dafs  dies  nnr  in  fol- 
genden beiden  Fällen  eintritt: 

II.  ö^i  =  Äj,  (^  =  ^,  pi ^  —  ff^,  S>2'^  ^s-  ■  ■  (2) 
Man  erkennt  alsbald,  dafs  im  ersten  Falle  »-2=^0,  Jäg=0  und  des- 
halb Tersohwindet  in  den  Gleichungen  (1)  jede  Spur  des  Imaginären, 
sie  gehen  daher  auf  die  Gleichung  (Z^)  in  Nr.  304:  zurück,  weshalb 
die  entsprechende  Kurve  eine  gewöhnliche  Hypocykloide  ist. 

Im    zweiten    Falle    hat    man    ä^  —  iä^=  \-j-  ih^,    e^+'(e3  = 
—  (pj  —  *p2),  und  die  Gleichungen  (1)  werden  dann  zu 

X  =  2d^  cosp^Ki-  SoSpgCJ  -|-  2(^  sin  pjß»'  ©iiip^o  |  , 

1/  =  2(^1  sinp^ca-lSD§p3(o  —  2(?3  cosp^cu-Sinp^ra  I 
Da  die  so  dargestellten  reellen  Kurven  durch  Rollen  eines  komplexen 
Kreises  auf  einem  ebensolchen  Kreise  erzeugt  werden,  so  wurden  sie 
von  E.  Cesäro  und  E.  Wolf  fing  Pseudocykloiden  oder  Pseudo- 
trochoiden  genannt. 
Da 


1)  Betreffs  des  Folgenden  s.  die  wichtige  Abh.  von  E.  Wölffiog,  lieber 
Pseudoirochoideti  {Zeitechrift  f.  Math.  XLIV,  1899),  woselbst  sich  auch  voll 
st^dige  bibliographiscte  Notizen  finden. 
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und  da  wegen  (2)   6^=  —  p^,   e^  =  pg,    so  findet  man 


ex(''i'^i+  *'a'^+  '■1'+ V)  +  Qiid^r^~<^ri)  = 


demnacli  durch  EHmination  von  pj  und  p^ 

d^^ -\- d^"  =  Tj^ -j- r^^ (5) 

oder  auch  Ii^''  -\- M^^  —  2Ii^r^  —  2R^r^  =  0 (5') 

Nun  stellt  l/V-F^  dafs  MaTs  für  den  Abstand  des  Mittelpunktes 
des  beweglichen  Kreises  Tom  Mittelpunkte  des  festen  dar,  wählend 
~\'r^  -\-  r^  das  Mafs  für  den  Radius  des  ereteren  ist;  folglich:  Uamit 
ein  komplexer  Kreis  durch  Rollen  anf  einem  anderen  eine  reelle 
Psendocj'kloide  erzenge,  nrafs  der  absolnte  Wert  seines  Radius  gleich 
dem  absoluten  Werte  des  Abstandes  seines  Mittelpnnktes  von  dem 
des  Basiskreises  sein. 

Die  Gleichungen  (3)  lassen  sich  ein  wenig  anders  sehreiben.    Setzt 
man  niknhch  fi=  — ,  so  geben  die  G-leichnngen  (4)  und  (5) 

Je,  Sr  'ß\ 


und,  wenn  man  noch  statt  ra  den  Winkel  O^p^ra  einführt,  bekommt 
"'^=a:  =  2(Ei  — ri)cosö--SDS(t*  +  2(iis,  — »■s)sin*.©inft*| 
1/ =  2(iS^— ri)ßin*.©D§/j.*  — 2(i^  — r2)cos&-@inf('&l 

wo  (t  durch  die  Gleichung  (6)  bestimmt  ist. 

Jedem  die  Gleichung  (5')  befriedigenden  Quadrupel  der  Werte 
B^,  B^,  r.^,  r^  entspricht  demnach  eine  Pseudocykloide;  daher  giebt  es 
00*  verschiedene  Pseudocykloiden,  von  denen  00^  von  verschiedener 
Gestalt  sind.  —  Ebenso  wie  unter  den  Cjkloiden  diejenigen  bemerkens- 
wert sind,  bei  denen  der  erzeugende  Punkt  auf  der  Peripherie  des 
rollenden  Kreises  liegt,  so  verdienen  auch  unter  den  Pseadocykloiden 
diejenigen  eine  besondere  Beachtung,  bei  denen  A  =  +  r.  Nehmen 
wir  zunächst  h  ^  r,  so  liefern  die  Gleichungen  (2)  iJ^^  2»*j,  Jäg^O; 
daher  ist  B,^B^,  r  ^ -—■ -\- ir^;  die  Kurve  wird  erzeugt  durch 
Rollen  eines  komplexen  Kreises  auf  einem  reellen;  sie  heifsen  Para- 
cykloiden^)  und  haben  zur  Gleichung 

a;  =  2»-,  cosS-©D§it#  — 2rs  8inS-(silt«.9'l  ,    .  ,■ 

„  f ,    wobei  11^= ■  -    fs) 

;/  =  2riSm#eo§jA^ +  2j-äC0B»©tnft*J  '  H      ^' 

Setzen  wir  hingegen  Ä  -|-  »■  =  0,  so  ergeben  die  Gleichungen  (2)  lt^  =  0, 

1)  R.  de  Sauaeure,  Sw  la  generaUon  des  courbes  par  roulement  (Diss. 
ßenfeve  18ü&)  8.  41—55;  Note  sur  les  lignes  cydoidales  (Amer.  Joum.  XVIII,  1896). 
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i?a  =  2r^;  daher  ist  E  =  iJR^  und  »■  =  r^  +  -^-^ ;  die  Kurven  werden 
erzeugt  durch  Rollen  eines  Kreises  mit  komplexem  Radius  auf  einem 
festen  mit  rein  imaginärem  Radius;  sie  heifsen  Hypereykloiden*) 
und  haben  zur  Gleichung 

x  =  —  2r,  cosS-ßDäfi»  4- 2»",  sin-B' ®irt(*^  1  .  i-„        ,„, 

„  ^  ^.  f  I  wobei  it  =  —   .   (y) 

y  =  —  2r^  sm  a- SoS  fi#  —  SraCos^Stitftö- )  '.        ^  ' 

311.  Die  PsGudoey kleiden  erfreuen  sich  vieler  Eigenschaften, 
die  ähnlich  denen  der  Epicykloiden,  z.  B.  sind  sie  vermittelst  ellip- 
tischer Integrale  roktiflzierbar^).  Die  Paracykloiden  und  Hypercykloiden 
besitzen   jedoch   noch  weitere    der  Erwähnung   werte   Eigenschaften. 

So  erhält  man  aus  den  Gleichungen  (8)  und  (9)  als  Ausdruck  für 
den  Bogen  s  und  den  Krümmungsradius  Sl 

s  =  +  2'"^°  +  ''''  fSo§!id',        31  =  2'-i^^'  Sitl/i«-. 

Durch  Elimination  von  %■  ergiebt  sich 

es  ist  dies  die  natürliche  Gleichung  der  Paracykloiden  sowohl  wie 
der  Hypercykloiden;  sie  sagt  aus:  Rollt  eine  Para-  oder  Bypercykloide 
auf  emer  Geradea,  so  ist  der  Ort  der  Krümmungsmittelpankte  für 
die  aufeinander  folgenden  Berührungspunkte  eine  Hyperbel.  Ver- 
gleichen wir  die  Gleichung  (10)  mit  der  ia  Nr.  206  gefundenen  natüi'- 
lichen  Gleichung  der  Epicykloiden,  so  können  wir  sagen:  31^  =  as^  + 
bs -\- c  ist  die  natflriiche  Gleichung  einer  Epicykloide,  wenn  ffl<0, 
dagegen  die  einer  Para-  oder  Hypereykloide,  wenn  a>0^). 

Noch  eine  weitere  Folgerung  verdient  hervorgehoben  zu  werden. 
Es  sei  Sit        s*  _  j 

die  natürliche  Gleichung  einer  Para-  oder  Hypereykloide.  Setzen  wir, 
was  ja  gestattet  ist, 

St  =  a  See  A ,       s  =  bigl, 

wo  X  ein  Parameter  ist,  und  bezeichnen  wir  mit  c^^  und  s^  den 
Krümmungsradius  und  Bogen  der  Evolute,  so   finden  wir  durch  Äu- 


1)  S,  die  vorhin  citierten  Aafs&tae 

2)  Um  dies  zu  beweisen,  bann  man  das  ?>  489  daigestellte  Rechnungs- 
V erfahren  anwenden. 

3)  B.  Cesäro,  5m»  deux  elasses  remmguables  des  hgnes  planes  (Nouv,  Ann. 
de  Math.  3'  Ser.  VIII,  ISSS")  Vgl  eme  von  demselben  im  XnUrm^äiaire  I,  1894 
(S.  153)  vorgelegte  Fiage  und  die  Beantwortungen  von  C  Juel  (U,  S.  ISO), 
E.  de  SauBsure  (das  8  356)  und  &  Tarrv  (das  =1  390;  —  In  dem  ausge- 
schlossenen Falle  a  —  0,  bekommt  man  offenbai  eme  gewöhnliclie  Kreisevolvente. 
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Wendung   eines    bekannten   Vei-fahrens    (vgl.   Nr,  351)   für    die   Dar- 
stellang  der  Evolute  die  beiden  GHeicIiungen 

Sl,  =  -,-  tg  A ,       s,  =  a  sec  X . 
Wenn  wir  nun  mit  M^  und  s^   die  nämlichen  Elemente  der  zweiten 
Evolute  beaeichneji,  so  finden  wir  ähnlieli 

^g  =  yj  see  1 ,      Sg  =  y  tg  A ; 
durch  Elimination  von  X  ergiebt  sich  als  Gleichung  der  zweiten  Evolute 


Daraus  folgt:  So  wie  die  gewölinlichen  Epicykloideii  Knrveu  sind, 
die  ihrer  ersten  Evolute  äSnlieh  sind,  so  sind  die  Parar  und  Hyper- 
cykloiden  Kurven,  die  ihrer  zweiten  Evolut«  ähnlich  sind.  Somit 
erklärt  es  sich,  dafs  schon  Euler  auf  diese  Kurven  traf  im  Verlauf 
seiner  Untersuchungen  über  diejenigen  Kurven  beliebiger  Ordnung, 
die  ihrer  Evolute  ähnlich  sind^).  "• 

Ändere  bemerkenswerte  spezielle  Pseudocykloiden  entstehen,  wenn 
man  B^^r^  oder  B^^  r^  setzt.  Im  ersten  Falle  werden  die  Glei- 
chungen (7) 

a:  =  2(J?,— rJcos*.SD§/i.*,         i/ =  2(K,  —  r^)  ain*  Sos^ii^; 
gehen  wir  zu  Polarkoordinaten  über,  so  erhalten  wir 

welches  eine  Summenspirale  (Nr.  193)  darstellt.  Im  zweiten  Falle 
ergeben  dieselben  Gleichungen  (7) 

X  =  2(ß^~  r^)  ain&  Sin ii& ,         ?/ ==  —  2(ü:a  — r^)  cos'9' ©in/tfl-, 
und  gehen  wir  auch  hier  zu  Polarkoordinaten  über: 

9  =  2(^2  — rj)  ©in  ftS-, 
welches  eine  Differenzenspirale  (Nr.  193)  darstellt.  Somit  haben 
wir  zwei  Erz eugungs weisen  dieser  Kurven.  Bemerkt  werden  soll  noch, 
dafs  sie  sich  auch  als  Fufspunktkurve  der  Pseudocykloiden  in  Bezug 
auf  den  Mittelpunkt  des  festen  Kreises  ergeben;  dies  läfst  sich  durch 
ein  ähnliches  Verfahren  nachweisen,  wie  das,  durch  welches  wir  die- 
selbe zwischen  den  Epicykloiden  und  Rhodoneen  bestehende  Be- 
ziehung (in  Nr.  307)  nachgewiesen  haben;  ebenso  möge  nicht  un- 
erwähnt bleiben,  dafs  sie  sich  bei  gewissen  Problemen  des  Tauto- 
ohronismus  vorfinden^. 

1)  InvesUgaiio  curvarvm  quae  evolutae  Bui  simiks  prodacwnt  (Coimn.  Petrop. 
Xn,  1760,  S.  19—23)  und  IwoesUgatio  cv/rvarum,  gme  simika  sunt  suis  evol/uUs 
vel  ptimis  vel  secandis  vel  krtÜs  vel  adeo  m-diniB  cujm(yanque  (Nova  Acta  Petrop, 
I,  17S3,  S.  97—106). 

2)  Puisens,  Sur  les  courbes  faufoehrottes  (Liouvillea  JoTira.  IX,  1844). 
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Zum  Schlüsse  führen  wir  an,  dafs  die  Peeudocykloide  ( 
Kurve  ist,  welche  folgendes  Problem  löst:  j,Eme  Kurve  rotiert  mit 
gleichförmiger  Geschwindigkeit  um  eine  zu  ihr  senkrechte  Ase;  auf 
ihr  bewegt  eich  mit  Berücksichtigung  der  Eeibung  ein  Punkt  infolge 
eines  ursprünglich  erhaltenen  Antriebes;  seine  Bahn  zu  finden."  Diese 
wird  nämlich  durch  die  beiden  Oleichungen 


—  nl'    '')'m,[{r- 

«>)*-«} +?i«" 

-(>< 

''«os{(r  +  ei.)(. 

_(,e('"^)*™{(,- 

")'  —  );}— ?ie 

-(f< 

''  sm[{y-\-w)i 

dargestellt,  wo  t  die  unabhängige  Variabele  (die  Zeit)  darstellt.  Es 
ist  leicht  nachzuweisen,  dafs  die  fragliche  Kurve  auch  erzeugt  werden 
kann  durch  einen  Punkt,  der  eine  logarithmische  Spirale  durchläuft, 
während  der  Pol  eine  andere  logarithmisehe  Spirale  beschreibt;  diese 
neue  Erzeugungsweise  veranlalste  Roth^),  diese  Kurve  als  Ephelix 
zu  bezeichnen^ 


Elftes  Kapitel. 
Die  Kurven  von  Delannay  nnd  C.  Sturm  (RoUkurven  der  Ellipse). 

212,  Indem  wir  die  geradlinige  Basis  mit  dem  Kreise  vertauschten, 
kamen  wir  von  den  Cykloiden  zu  den  Epi-  und  Hypocykloiden;  nehmen 
wir  an  Stelle  dessen  eine  aridere  Kurve  und  ersetzen  zugleich  den 
rollenden  Kreis  durch  eine  beliebige  andere  Kurve,  so  erhalten  wir 
Kurven,  die  von  den  i>anzosen  und  Engländern  Rouletten  genannt 
werden,  und  die  wir  Trochoiden,  Radkurven  oder  Eollkurven 
nennen^).  Die  Betrachtung  derselben  geht  bis  in  das  17.  Jahrhundei-t 
zurück  {vgl.  die  von  Huygens  für  dieselben  gegebene  Konstruttiou 
der  Normalen  auf  S.  484);  ihre  methodische  Untersuchung  geschah 
jedoch  erst  im  Anfange  des  folgenden  Jahrhunderts,  besonders  durch 
La  Hire^)  und  Nicole*).     Man  kann  aufserdem  annehmen,  dafs  die 

1)  (7e6e)-  die  Bahn  eines  freien  Teilchens  auf  einer  sieh  gleichmäfsig  drehen- 
den Scheibe  {Repertorium  der  Phjsik,  XXIII,  1887). 

2)  Eine  andere  Verallgememermig  der  ojklisohen  Kurven,  die  wir  nicht 
verfolgen  werden,  erhält  man,  wenn  man  mehrere  Kreise  betrachtet,  yon  denen 
jeder  auf  dem  vorigen  rollt.  So  entateben  die  höheren  Bpioykel,  welche 
durch  Littrow  (BisqvdsiÜones  ad  theoriam  epi<:yclOi~WM  pertinentes,  Möm.  de 
St.  P^tersbourg,  5.  Ser.  "VII,  1820)  und  Eaahe  {AXlgemeine  Them-ie  der  EpieyUen, 
Grelles  Jonm,  I,  1836)  erforscht  wurden.  Wenn  man  drei  Drehungen  hat,  bo 
heifsen  die  entstehenden  Knrven  nach  Bellavitis  (Atti  dell'  Ist.  Veneto,  4.  Ser. 
II,  1873)  Bpiepicykloide  oder  Hjpoepicykloide: 

3)  Traiti  des  rmlettes  (Möm.  de  l'Acad.  des  Sciences  MDCCVI,  Paris  1707). 

4)  Methode  generale  pow  determiwr  la  natwe  des  c<mrhes  formees  par  le 
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rollende  Kurve  nicht  einen  Punkt,  sondern  eine  andere  Kurve  mit 
sieh  fahrt,  und  dann  die  von  dieser  eingehüllte  Kurve  betrachten; 
letztere  gehört  einer  noch  umfangreicheren  Kategorie  von  Kurven  an, 
die  von  Beeant^)  als  Enveloppe  Roulettes  bezeichnet  wurden,  und 
die  wir  mit  dem  Namen  trochoidale  Hüilkurven  benennen  wollen^). 
Die  Theorie  der  EoHkurven  und  der  ti'ochoidalen  Hüilkurven  ist 
weniger  das  Studium  einer  speziellen  Kurveaklasse  als  eine  besondere 
Betrachtungsweise  aller  möglichen  ebenen  Kurven,  indem  La  Hire  den 
Nachweis  geliefert  hat,  dafs  jede  beliebige  ebene  Kurve  als  Rou- 
lette angesehen  werden  kann :  daher  können  und  dürfen  wir  in  einem 
Werke,  welches,  wie  daa  vorliegende,  denjenigen  Kurven  gewidmet  ist, 
die  sich  in  irgend  einem  Sinne  von  den  allgemeinen  Kurven  unter- 
scheiden, auf  diese  Theorie  „nicht  eingehen.  Wir  empfehlen  deshalb 
dem  Leser  andere  Ärbeiten^^)  und  gehen  zu  der  Bemerkung  über,  dafs 
von  den  speziellen  Troehoiden  zunächst  diejenigen  betrachtet  wurden, 
die  durch  EoUen  eines  Kegelschnittes  auf  einer  festen  tfei'aden  er- 
zeugt werden;  unter  diesen  wieder  treten  diejenigen  hervor,  die  von 
einem  Brennpunkte  oder  dem  Mittelpunkte  der  rollenden  Kurve  be- 
sehrieben werden*). 

Die  Gelegenheit  und  die  Veranlassung  zur  Untersuchung  der 
ersteren  ist  iu  folgendem  Satze  von  Delaunay  zu  suchen:  „Um  die 
Meridianturve  der  Rotationsfläche,  deren  mittlere  Krümmung  konstant 
und  gleich  -^  ist,  zu  finden,  genügt  es,  auf  der  Axe  der  Fläche  eine 
Ellipse  oder  Hyperbel  ohne  Gleiten  rollen  zu  lassen,  deren  Äxe  gleich 
2a  ist;  jeder  Brennpunkt  des  Kegelschnittes  beschreibt  die  gesuchte 
Kurve  ^)".     Wegen  dieses  Satzes  ist  die  fragliche  Linie  nach  einem 


rouhment  de  tonte  sorte  de  com'hes  sur  une  comVe  gueleongue  (Möm.  de  l'Ac.  des 
Sc.  MDCCVII,  Paris  1730);  Methode  g^erale  pov/r  recHfier  toutes  lea  roukttes  ä 
läse  droite  et  dreulaire  (Das.  MDCCYIII,  Paris  1730). 

1)  Notes  ofi  Bowkttes  and  Glisettes  (3.  Aufi.  Cambridge  1890)  S.  33. 

2)  Zu  dieser  Klasse  geliöreii  instieBondere  die  von  W.  Mevkelbach  in 
seiner  Dissertation,  Über  Eolleurven,  die  von  einer  Geraden  eingehüllt  wet-den, 
imtersuchten  Kurven  (Marburg  1881). 

3)  Lamatle,  Expose  giometHgue  du  Ocäctd  differentiel  et  iiitigral,  3.  Teil, 
(Paris  1863)  R  218—329,  Aoust,  Analyse  infinitesimale  des  eourbes  planes  (Paris 
1873);  Onnen,  Note  concemant  la  theorie  des  egttations  essenUelks  des  courbes 
planes  (Äichives  nöerlandaises ,  5IV,  1879),  daselbat  wird  das  Beiwort  anti- 
cjcloidal  angewendet,  «m  die  beiden  durch  Rollen  derselben  Kurve  auf  den 
beiden  entgegengesetzten  toeiten  derselben  Basis  eraeugtea  Knrven  au  beaeidmen; 
B.  Cesaro,  Lezunn  di  yenmebia  intrimeca  (Napoli  1896)  S.  66—77;  aufserdem 
siete  die  oben  crtaerte  Aibeit  von  Besant. 

4)  Bezngl  anJerer  FSUe  s.  Brocard,  Roulettes  de  conigues  (Nouy.  corr. 
math.  II,  1875,  und  III,  1876). 

5)  Sur  la  surface  de  levoluticm  dont  la  courbure  moyenne  esi  constante  (Liou- 
Tilles  Joura   VI,  1841) 
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Vorschlage  von  P.  Mansion')  mit  dem  Namen  die  Kurve  von 
Delaunay  belegt  worden,  welcher  Name  dem  von  Lindlöf^)  ange- 
wandten, Kettenlinie  {elliptische,  hyperbolische,  parabolische, 
je  nach  der  Art  der  rollenden  Kurve)  vorgezogen  wird.  C.  Sturm') 
fand  mit  Anwendung  der  Variationsrechnung  die  Differenzialgleichung 
der  Kurve  von  Delaunay  als 

?/'±2«J/J  +  &^  =  0, (1) 

oder  auch  dx  =  --7. ^=^— -----  ■  dy (2) 

Um  zu  beweisen,  dafs  diese  der  angegebenen  Bollkurve  angehört,  be- 
trachten wir  eine  Ellipse  mit  den  Axen  2«  und  2b,  die  ohne  Gleiten 
auf  der  a:-Äxe  rollt  (Taf.  XV,  Fig.  123).  Ihr  Brennpunkt  F  wird 
dann  eine  Kurve  beschreiben,  die  (infolge  des  Huygens'schen  Satzes, 
s.  Nr.  205)  als  Normale  die  Verbindungslinie  von  F  mit  dem  ent- 
sprechenden Berühmngspunkte  K  der  Ellipse  mit  der  Gi-undlinie  hat. 
Es  seien  OP  =  x,  FF  =  y  die  Koordinaten  von  i^;  wir  haben  dann 
°^^^^^^  y^FK-smFKF. 

Nun  ist  FKP  das  Komplement  des  Winkels,  den  die  in  F  die 
Delaunay'sche  Kurve  berührende  Gerade  FT  mit  Ox  bildet;  demnach 

'^*  sin  FRF  =  cos  FTK  =  ~ ; 

und  also  y  =  FK  ■  -1—  - 

Betrachten  wir  auch  den  anderen  Brennpunkt  i^"  mit  den  Koordinaten 
OF'=x,  F'F'^y.  üadie  Winkel  PiffP  und  ii"ZP'  gleich  sind, 
so  findet  man  ebenso  j™ 

y'^F'K-^- 

Nun  beachten  wir,  dafs 

FK  +  F'K  =2«,      y-y  =  &'; 
man  kann  nun  FK,  F'K  und  y    eliminieren  und  findet  so 
2/^  — ä«y-^-f6^  =  0 

als  Difi'erenzialgleichung  der  vom  Brennpunkte  F  beschriebenen  Kurve. 
Wechseln  wir  nun  das  Vorzeichen  des  zweiten  Gliedes,  so  bekommen 
wir  eine  Gleichuug,  die  der  von  F'  beschriebenen  Kurve  angehört;  da 
die  gefundenen  Gleichungen  mit  (1)   übereinstimmen,  so   ist  die  Be- 

1)  Habich,  Sw  Mwe  guesUon  de  rmlettes  (Math^eis  VI,  1880). 

2)  TMorie  des  sttrfaceB  de  Hvdlwtion  ä  courbure  moyenne  constante  (Mem. 
de  la  Soc.  des  Sciences  de  Fiidaiide,  1863). 

3)  Note  d  Voccasion  de  Vorfiele  pricedettt  (von  Delaunay)  (Liouvillea  Journ. 
VI,  1841). 
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liauptung  bewiesen.  Ändert  man  das  Vorzeichen  von  h^,  so  yerwandolfc 
sieh  (1)  in  die  Differenzialgleichung  der  ähnlich  durch.  Rollen  einer 
Hyperbel  erzeugten  Kurve.  —  Wir  überlassen  es  dem  Leser  in  ähn- 
licher Weise  zu  zeigen,  dafs  wenn  die  rollende  Kurve  eine  Parabel 
ist,  ihr  Brennpunkt  eine  Kurve  beschreibt,  deren  Differenzialgleichung 

dx  =  a~-=J^.^-'    ist:    integriert  ergiebt  sie   J/^-^le" — e     "  ) , 

die  (wie  wir  später  in  Nr.  234  sehen  werden)  eine  Kettenlinie  darstellt. 
Bevor  wir  uns  mit  der  Gl.  (1)  näher  beschäftigen,  wollen  wir  noch 
die  vom  Centrum  (?  der  rollenden  Ellipse  erzeugte  Kurve  aufsuchen. 
Wir  ziehen  deshalb  (Fig.  123)  den  Halbmesser  Grl  parallel  zur  x-A.xe 
und  verbinden  G  mit  K.     Die  Säiae  von  Apollonius  liefern  dann: 

G'f  +  'GK^  =  «s  +  b\       Gl-  GK sm  GIK  =  uh ; 
und  wenn  wir  nun  die  Koordinaten  von  G,  OH^=x,  NG^^y  ein- 
führen, so  haben  wir 

am  IGK  =  sin GKS^^,       »,=  GH=  GK-&mIGK, 

daher  GI^  +  (if-^^^=  a^  +  h\       GI-y  =  o,l; 

durch  Elimination  von.  Gl  aus  diesen  beiden  ergiebt  sich 

oder  auch  dx  =    ,       ^^'^^      =.- :     •     (3) 

Dies  ist  die  Differenzialgleichung  des  Ortes  des  Punktes  G;  diesen 
könnte  man  —  dem  grofsen  Geometer  zu  Ehren,  der  ihn  zuerst  be- 
trachtet hat  — ■  die  Sturm'sche  Kurve  nennen. 

Wir  kehren  zu  den  Gleichungen  (1)  und  (2)  zurück,  indem  wir 
sie  folgen dennafsen  schreiben: 

dce  j/'  -t-  ''*___ ^ äay  ^^_ 

#" "  yia'y^-ijf^  +  by  '       '^y'^  yia'y'^  - ö/'  +  by 

Die  zweite  ist  leicht  zu  integrieren  und  giebt 

j,'_o>[l  +  e'+2eBmi:=^'], (4) 

WO  Sq  die  Integrationskonstautö  und  e  =  — — —  die  Exceutrizität  ist. 
Nehmen  wir,  was  jetzt  gestattet  ist,   SQ  =  ^7ta,   so  haben  wir  noch 

einfacher                    ,         ,  r,        ,,          s     ,     ,1     ,-,  ^  <  -■, 

ya  =  «,äj^l  — 2ecos-  4-e^J-  ^) (4) 

1)  Spitaer,  MerJcwiä-dige  Eigenschaften  detjenigm  Cw've,  welche  mm  Brenn- 
pwnMe  einer  Ellipse  besdn-iehen.  wird,  wmn  diese  auf  einer  Geraden  rollt  (Archiv 
der  Math.  XLTIII,  1868). 
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Nennen  wir  nun  ü  den  Krümmungsradius  der  Delaujaay'acheii  Kui-ve, 
so  finden  wir  olme  Schwierigkeit 

it-4%    (6) 

eine  Relation,  die  es  gestattet  y  aus  (4')  zu  eliminieren:  man  findet  so 
l_2,cosl  +  .- 
-ß-«— 7 irr- (6) 


als  natürliche  Gleichung  der  Delaunay' sehen  Kurve  ^), 

Wenn  iV  die  Länge  der  Normale  der  hier  untersuchten  Kurve 
istj  80  finden  wir  durch  Anwendung  der  hereits  aufgestellten  GElei- 
chungen  ^      ds_  __     ds     ^^    Sa;/'  _ 

"  dx        ^  dy     dx        j/'-)-  6^ ' 
eliminiert  man  y  aus  dieser  und  aus  Gfleichung  (5),  so  hekonimt  man 

a  \B  ^  N)         2  ' 
folglieh:  Bei  der  Delaunay'selieii  Kurve  ist  das  harmonische  Mittel 
zwischen  dem  Krlimmiingsradius  und  der  Normale  konstant. 

Die  Gleichung  (6)  zeigt,  dafs,  wenn  e<l,  also  die  rollende  Kurve 
eine  Ellipse  ist,  die  Delaunay'sche  Kurve  unendlich  viele  Wendepunkte 
hat,  nämlich  alle  diejenigen,  für  welche  s  =  a  arc  cos  e  ist,  sie  ist 
von  ähnlicher  Gestalt  wie  die  verkürzte  CyHoide.  Wenn  hingegen 
e>l,  also  die  rollende  Kurve  eine  Hj'perbel,  so  hat  die  erzeugte 
Kurve  keine  Wendepunkte,  besitzt  aber  unendhch  viele  Doppelpunkte; 
sie  iat  von  ahalicher  Gestalt  wie  die  verlängerte  Cykloide. 

Von  den  nunmehr  naturgemäfs  folgenden  Fallen,  dafs  eine  EUipse 
auf  einem  Kreise,  einer  anderen  Ellipse,  einer  Hyperbel  oder  Parabel 
rollt,  ist  der  Fall  besonders  bemerkenswert,  dafs  eine  Ellipse  auf  einer 
ihr  kongruenten  Ellipse  rollt.  Es  ist  klar,  dafs  nach  einer  vollen 
Umwälzung  die  bewegte  Ellipse  und  jeder  mit  ihr  fest  verbundene 
Punkt  wieder  die  ursprüngliche  Lage  einnimmt,  luid  daher  sind  die 
entstehenden  Rollkurven  geschlossene  Linien.  In  Bezug  auf  ihre 
Gestalt  unterscheiden  sie  sich  nicht  sonderlich  von  den  Taf.  IV, 
Fig.  28a,b,c  dargestellten  Epicykloiden,  sind  aber,  wie  C.  Schwe- 
ring^  nachgewiesen  hat,  mit  alleiniger  Ausnahme  des  Falles,  dafs  zu 
Anfang  der  Bewegung  die  Scheitelpunkte  der  grofsen  Axen  einander 
berühren,  tranaseendente  Kurven.  Dies  ist  um  so  mehr  bemerkens- 
wert, als  vielfach  die  Ansicht  heiTscht  —  und  alle  bisherigen  Bei- 
■  dafs  die  transsoendenten  Kurven 


1)  Ceaäro,  die  o.  a,  Le^oni,  S.  70. 

2)  Über  eine  Gattimg  tramscendevter  Kurven,  welche  geschlos, 
Schrift  f.  Math.  SS,  1876). 
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niclitgeschlossene  Xurren  seien,  Obiges  Beispiel  zeigt  aber:  Es 
cxistieiwn  traiissceudente  Kurven,  die  in  sich  geschlossen  sind. 

313.  In  der  atlgemeitieu  Daflnition  der  Rollkurven  treten  drei 
Kurven  auf:  die  Basis,  die  bewegte  Kurve  und  die  erzeugte  BoU- 
kurve;  nimmt  man  die  beiden  ersteren  ala  gegeben  an,  so  bildet  die 
Aufeuchmig  der  dritten  das  Problem  der  Troehoideu;  nimmt  man 
hingegen  die  dritte  ala  gegeben  an  (und  man  kann  infolge  des  zu 
Anfang  von  Nr.  213  eitierten  La  Hire'scben  Satzes  eine  ganz  be- 
liebige Kurve  als  solche  nehmen),  so  wfirden  die  beiden  ersten  auf- 
zufinden sein:  es  entsteht  dann  das  umgekehrte  Problem  der 
Trochoiden.  Bei  der  Lösung  solcher  Probleme  trifft  man  zuweilen 
auf  schon  bekannte  Kurven,  häufiger  jedoch  gelaugt  man  zu  neuen 
Kurven,  wie  folgende  Sätze  zeigen:  1)  Dio  Linie,  auf  der  man  eine 
_  I  roUeu  lassen  mufs,  damit  ein  fest  mit  ihr  verbundener  Punkt 
j  Gerade  beschreibe,  ist  eine  Delaunay'sehe  Kurve  ^).  2)  Die  Kurve, 
die  man  auf  einer  Geraden  rollen  lassen  mufs,  damit  ein  mit  ihr  ver- 
bundener Punkt  einen  Kreis  beschreibe,  hat  in  Polar koordinaten  die 

Differenzialgleichung       g  -da &  /ij-> 

dQ    —  ]/(¥-  q)'  -  b'  ' ^  -^ 

deren  Integration  vollständig  ausführbai'  ist^).  3)  Die  Kurve,  auf 
welcher  man  eine  Ellipse  mit  den  Äxen  2«  und  2b  roUen  lassen  mufs, 
damit  ihr  Mittelpunkt  eine  Gerade  beschreibe,  wird  durch  die  Gleichung 

S-«*! (8) 

dargestellt^).  4)  Das  analoge  Problem  für  die  Hyperbel  wird  gelöst 
durch  die  Kurve  a  =  ycn~=^^- (9) 

Auf  die  ähnlichen  durch  die  Gleichungen 

y  =  h  sn—  ,  ^cnm  =  Const. 
dargestellten  Kurven  trifi't  man  bei  Fragen  aus  der  Mechanik,  die 
vorletzte  wird  von  den  Franzosen  eourbe  ä  aauter  (Seilapiinger- 
kurve)  genannt,  da  sie  die  Gestalt  eines  schweren,  homogenen,  bieg- 
samen, aber  nicht  dehnbaren  Fadens  wiedergiebt,  wenn  man  denselben 
um  eine  horizontale  Axe  rotieren  läfst*). 

1)  M.  a.  den  in  vor.  Nr.  eitierten  Habich'sehen  Aufsatz, 

2)  Koeniga, LeQons de  a^  —  b^ 

ci«^c[f*Vt(e(Pai-i8l897)S.170    ™*""  '*"^'''     ^  —  W=^  (vgl.  ö.  ^54), 

—71.     Pölirt  man  die  Inte-  «  +  fceoG- — ^— 

grationa™.  so  erhält  man.       ^enn«  =  B,      e  =  -^,       (vgl.  S.  446); 

3)  Greenhill,  2Äeap-  '      "^       1  — m'       ^°  " 

plicatwns  of  eUiptic  fwnctions  -         a'  —  b' 

(London  1892}  8.  71— 73.  ^^'"'^  *>"'      "  ,  ^      T/anLÜ«  ' 

4)  Appell  etLftcour,  a  +  hd-o^  ■— ^    ■■ 
Principes  de  la  Üieorte  des  fonetions  eUiptigwes  (Paris  1897)  S.  188, 
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Zwölftes  Kapitel. 
^iiitiepdite  imd  iNotrepente  Kurven. 

314  Kinematiufhe  Methoden,  die  uns  zu  den  meisten  der  in 
den  voiigen  Kapiteln  untei suchten  Kurven  führten,  bilden  auch  die 
Giundlage  fies  Begrjfles  weiterci  Kurven:  mit  der  Betrachtung  der- 
jenigen nntei  ihnen,  die  duich  einen  fest  mit  einer  Kurve  verbundenen 
Punkt  pizeugt  ivtiden,  mdem  die  Km-ve  sich  parallel  zu  sich  selbst 
und  immei  eine  teste  Kurve  beiuhtend  bewegt  (die  sog.  ßeptorien 
Joh  Bemoullia^j,  wollen  wir  im«  nicht  aufhalten,  da  sie  von  einer 
Allgemeinheit  sind,  die  mit  der  der  Olistoiden  (Nr.  103)  nnd  der  Tro- 
choideu  (Nr.  212)  vergleichbar  ist.  Wir  werden  uns  daher  mit  anderen 
spezielleren  beschäftigen,  zu  denen  uns  folgende  Betrachtungen  fiihren. 

Wenn  zwei  materielle,  in  einer  Ebene  liegende,  um  ihren  Mittel- 
punkt drehbare  Kreise  derart  mit  einander  verbunden  sind,  dafs  die 
Diatanz  7c  ihrer  Mittelpunkte  gleich  der  Summe  r-\~r'  ihrer  Radien 
ist,  so  können  sie  sich  drehen,  ohne  dafs  der  Umfang  des  einen  auf 
dem  des  anderen  zu  gleiten  braucht.  Diese  Idee  verallgemeinern  wir 
und  nennen  zwei  Kurven  F  und  F'  syntrepent*)  (von  sw-t^ä^eiv, 
zugleich  drehen),  wenn  sie  sieh  um  die  beiden  in  ihrer  Ebene  liegen- 
den Punkt«  0  und  0'  zugleich  drehen  können,  ohne  ihre  gegenseitige 
Berührung  aufzuheben,  und  ohne  dafs  die  eine  auf  der  anderen  gleitet. 
Daraus  ergiebt  sich,  dafs  die  in  derselben  Zeit  den  gemeinsamen  Be- 
rührungspunkt G  (der  zwar  variabel  ist,  aber  immer  auf  der  Geraden 
00'  verbleibt)  durchlaufenden  Kurvenbogen  CM  und  CM'  gleich  sind. 
Praktische  Anwendung  finden  syntrepente  Kurven  im  Maschinenbau 
bei  der  Herstellung  der  sogenannten  „unrunden"  Räder,  z.  B,  der 
quadratischen,  polygonalen,  elliptischen  Räder,  der  ezcentrischen  Kreis- 
räder,  SpiralroUen  u.  s.  w ,  wenn  es  sieh  darum  handelt,  die  gleich- 
förmige Rotation  in  eine  ungleichförmige  zu  Terwandebi.  Beispiels- 
weise sind  zwei  kongruente  Ellipsen,  die  eme  solche  Anfangslage 
haben,  dafs  die  grofse  Axe  AC  der  emen  die  Verlängerung  der  anderen 
bildet,  und  sie  um  die  beiden  entsprechenden  Brennpunkte  0  und  0' 
drehbar  sind  (deren  Entfernung  gleich  jenei  Axe  ist^  isntrepent.  Denn 
sind  P  und  tP'  die  beiden  anderen  Brennpunkte  und  M  und  M'  zwei 


-1)  S.  die  Abhandlung  MotUS  teptonus,  ejusque  inngms  mw:  pio  ItHeü  cm-vis 
in  unam  omnibus  aegualem  eoUigerKÜB,  vel  a  se  mufuo  subttahwdis,  atgue  hmc 
deducla  prohlematis  de  trtmsfomuitione  cwvarum  tn  Dtano  Galheo  Fans,  12.  Fehr. 
1702  propoBtU  gemtma  solufio  (Acta  Erad  Aug  1705,  Joh  Berjioulli  opera  I, 
S,  408);  aufserdem  Sacchi,  Sulla  geometria  amalitica  delle  cwrve  piane  (PaTia 
1864)  S.  106—108. 

2)  A.  Miquel,  Sur  quelques  gttesUons  relatives  ä  la  theorie  des  courbea 
(LionvilleB  Journ.  III,   1838). 
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Punkte  derart,  dafs  die  Bogen  GM  und  GM'  gleich  sind,  so  ist 
OM-\~aM  ^OM -\-PM^AC.  Folglich  bleiben  die  beiden 
Ellipsen  hei  der  Drehung  um  0  und  (X  immer  in  Bcriihnmg,  ohne 
dabei  zu  gleiten.  Im  allgemeinen  Falle:  wenn  F  und  JT'  zwei  syn- 
trepente Kurven  sind  (Taf.  XV,  Fig.  124)  und  M,  M'  zwei  entsprechende 
Punkte  derselben,  so  mufs  die  Summe  0M~\-  O'M"  der  beiden  Radien- 
veetoren  immer  konstant  =^  00'  ^Ic  sein;  aufserdem  möasen  die 
Winkel  dieser  Radienvecioren  mit  den  zugehörenden  Tangenten  gleich 
sein,  weil  hei  der  BeiTihrung  der  Kurven  die  beiden  Radien  sowohl 
als  auch  die  Tangenten  in  eine  Gerade  zusammenfallen.  Beziehen 
wir  daher  F  und  F'  auf  zwei  Polarkoordinatensysteme  mit  0  und  0' 
als  Polen  imd  00'  als  gemeinsamer  Polaraxe,  so  haben  wir 

?  +  ?'-*:,         cff-P'ff-' (1) 

Nehmen  wir  nun  an,  dafs  ra  =  ^{q)  und  <a'  =  <p{(>')  die  Gleichungen 
TOn  F  und  F"  seien,  so  wird  die  zweite  der  obigen  Gleichungen  zu 

oder  wenn  wir  sie  mit  der  ersten  kombinieren 

ß.,^'(4'}  =  (Ä  — p)-9''(^  — P) (2) 

Nehmen  wir  jetzt  die  Funktion  <p  als  gegeben  an,  so  wird  i^  durch 
eine  Integration  zu  bestimmen  sein,  nämlich  dnrch 

<,{,)~f!t=^~-^-<l,; (S) 

es  ist   zu  bemerken,   dafs  die  Integrationskonstante  nur  Einflufs   auf 
die  Lage,  nicht  auf  die  Natur  der  Kurve  F  hat. 
Nehmen  wir  als  Beispiel  für  F'  die  Ellipse 

dp  — B' 
oder  w  =  arc  cos  — — : 

dann  wird  die  Gleichung  (3)  zu 

V'fe)  -  -  */- 


(ii-t)i,-f 


=  arc  cos  -- 


■  diese  in  folgender  Weise: 


(4) 


SO  sehen  wir,  dafs  die  entsprechende  Kurve,  wenn  ft  ^  2a,  eine  der 
gegebenen  kongruente  Ellipse  ist  (vgl,  das  oben  angewandte  Beispiel). 
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Im  übrigen  ist  sie  algebiai'^eh  oder  tiansacendent   jenaehleni   1er  Wert 

^-^ — ^L lational    st  odei  niclit    ist  dieser  Wert  eine  ganze  Zahl 

(n),  so  ist  "^le  eine  Kurve  mit  n  Bauehen  {s    S    )54j 

Wir  kehren  zu  den  allgemeinen  Betiachiungen  zurück  und  fragen, 
ob  es  —  luftei  dei  Ellipse  und  dem  Kreise  —  njch  weitere  Kurven 
giebt,  die  zi  sich  selbüi  syntiepent  smd  m  welchem  F'ille  wir  sie 
isotrepent  nennen  'wellen  Um  zu  unteisuclien  ob  es  deien  giebt, 
bedienen  wir  uni  dei  Gleichung  (2)  mlen  wu  (p  m  «teile  yoü  %• 
setzen;  sie  wird  dann 

9-9(9)  =  Q<'—q)-¥U'  —  q)] 

daraus  ergiebt  sich,  wenn  wir  /'(p)  =  p  ■  g^  (?)  setzen, 

rt«) -/(*-?), 

wo  f  eine   symmeti-iache  Funktion  YOn  q  und  ft  —  9  ist-     Bezeichnen 
wir  sie  mit  F(fi,k-~Q),  so  haben  wir 

und  daher  ist  9?  (p)  =^  /  —^ —  dQ . 

Dies  beweist,  dafs  die  Gleichung 


,^fS 


.    ^    ^    .    (S) 

wo  F  eine  symmetnsche  Funktion  von  p  und  Jc^q  ist,  die  allge- 
meine analytische  Dai-stellung  der  isotrepenten  Kurven  liefert.  —  Im 
einfachsten  Falle  F^h  wird  die  Gleichung  (Ö)  zu 


integriert   1 


welches  die  Gleichung  der  logarithmischen  Spirale  ist;  damit  ist  zu- 
gleich ein  neuer  Fall  der  Erzeugung  dieser  interessanten  Kurve  ge- 
funden. 


Dreizehütes  Kapitel. 
Die  Debeaune'selien  Kurven. 

215.  „Gegeben  eine  Strecke  n  sowie  zwei  Geraden  GL  und  FE, 
die  miteinander  einen  Winkel  ^  =  -r  bilden  (Taf  XV,  Fig.  125);  eine 
Kurve  AB  zu  bestimmen  derart,  daJs,  wenn  man  in  einem  beliebigen 
Punkte  Ji  die  Tangente  zieht,  die  GD  in  L  schneidet,  und  dann  auf 
GD  das  Lot  BO  fäUt,  welches  FF  in  I  schneidet,  man  immer  hat 
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Diese  Aufgabe  wurde  yonDebeaune^)  dem  DescarteB  TOrgelegt,  imd 
dieser  hat  sie  in  einem  seiner  Briefe  Überliefert^^;  dies  ist  wohl  die 
erste  Aufgabe,  die  dahin  zielt,  eine  Kurve  zu  finden,  die  als  Tangenten 
Gferaden  hat,  die  einer  bestiramten  allgemeinen  Bedingung  genügen 
soUen;  daher  besitzt  sie  ein  nicht  gewöhnliches  historisches  Interesse, 
indem  sie  den  Beginn  des  sogenannten  „calculus  tangentiura  inversus" 
bezeichnet. 

Um  die  Gfleiehung  der  gewünschten  Linien  (die  man  mit  Recht 
Debeaune'schö  Kurven  nennen  darf^))  zu  finden,  nehmen  wir  ein 
rechtwinkliges  kartesiseh^  System,  dessen  x-Axe  die  Gerade  GD, 
und  dessen  Anfang  ihr  Schnitt  0  mit  ^F  ist.  Dann  wird  —  wenn 
wir  den  "Winkel  l  vorläufig  beliebig  nehmen  —  die  Gfleiehung  der 
Geraden  EF  lauten 

;,-^tg;i  =  0, 

und  die  Gleichung  (1)  wird  dann  gleichbedeutend  mit  folgender 


die  wir  alsdann  so  schreiben: 

dy  ^     n 
Betrachten  wir  y  als  Funktion  von  x,   so  sehen  wir,  dafs   diese  e 
lineare  Differenzialgleichung  iat,  deren  allgemeines  Integral  lautet 


(2) 


'm^ 


fv,' 


die  teilweise  Integration  zeigt  uns  aher,  dafs 

.     .  ^       tgJ,-'  tgU 

und  daher  _!LÜi 

»=-ip--i?i  +  "     " (3) 

Dies   ist   die    allgemeine  Gleichung  der   Debeaune'schen  Kurven, 
in  dem  speziellen  Falle   X  =  -j-  vereinfacht  sie  sieh  und  wird 

X  =  y  —  n  -\-  ce    "  ; (3') 

1)  Wir  schreiben  dem  P,  Taanerj  folgend  (Bibl.  math.  3.  Reihe,  11,  1901, 
S.  149)  Debeaune,  statt,  wie  man  gewöhnlich  thut,  De  Beaune. 

2)  Brief  an  Debeaune  vom  30.  Febr.  1639  {Oeuvres  de  JDesecertes,  ed.  Adam 
et  Tannery,  IT,  Paris  1898,  S.  510—519. 

3)  CourbeBeanniene  schreibt  Saverien  S.  241  des  I.  Bd.  seines  Wctew- 
naire  wmersel  de  matiiematigue  et  de  phydi^e  (Paris  1753). 
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iu  jedem  Falle  sind  die  Debeaune'sclien  Kurven  transscendent.     Die 

Gl.  (2)  zeigt,  dafs   die  Tangente   im  Punkte  {x,  y)  die  Gleichung  hat 

«(x-i)-(r^j,)(,-«ig»), 

und  hieraus  folgt,  wenn  man  X  und  Y  als  gegeben  ansieht;  Die 
Beröhmngspunkte  der  Tangenten,  die  man  von  einem  ibeliebigen 
Punkte  ihrer  Ebene  an  eine  Debeaune'sche  Knrve  ziehen  kann,  liegen 
anf  einer  durch  jenen  Punkt  gehenden  Hyperhel;  dies  zeigt  somit: 
Jede  DeJ)eanne'sehe  Knrve  gehört  einem  System  mit  den  Charatte- 
ristikcn  ft  =  v  =  1  an. 

An  der  Lösung  der  Debeaune' sehen  Aufgabe  rersuchte  sich  auch,  und 
zwar  nicht  vergebens,  Leibniz*);  die  Ton  ihm  gefundene  Lösung  ver- 
öffentlichte er  jedoch  nicht,  sondern  überliefs  dem  Marquis  de  l'Höpital 
das  Vergnügen,  sie  zuerst  der  Allgemeinheit  durch  das  Journal  des 
Savants  mitzuteilen^).  Der  französische  Geometer  fand  auch  eine 
Asymptote  der  lösenden  Kurve,  die  parallel  der  Geraden  E£  läuft; 
in  der  That  hat  die  Kurve  (3)  als  Asymptote  die  Gerade,  deren  Glei- 
chung ^   j,  « 

ist;  für  die  Kui-ve  (3'}  hingegen  ist  Asymptote  die  Gerade 

X  ^  y  —  n, 

die  thatsächlich  parallel  zm-  Geraden  Ulf'  ist.  Derselbe  Geometer 
löste  auch  Probleme,  die  die  Quadratur  der  Kurve  und  die  Kubatur 
der  durch  ihre  Rotation  um  die  a>Axe  entstehenden  Volumina  be- 
treffen; er  bemerkte  ebenfalls,  dafe  ihre  Konstruktion  sich  unmittelbar 
ergiebt,  wenn   die   (logarithmische,  s.  Nr.  334)   durch  die  Gleichung 

a:  =  ce  "  dargestellte  Kurve  konstruiert  torliegt.  Über  die  Rekti- 
fikation sagt  er:  „mais  eomme  on  a  besoin  d'une  adresse  particuliere 
pour  rectifior  cette  courbe,  en  supposant  la  quadrafcure  de  l'hyperbole, 
je  propose  ce  problöme  aux  geomfetres  en  leur  assurant  qu'il  merite 
leur  recherche";  ob  diese  Ermunterung  den  gewünschten  Erfolg  ge- 
habt, wissen  wir  nicht,  gewifs  ist  aber,  dafs  die  angegebene  Frage 
hentigen  Tages  keine  Schwierigkeit  mehr  bietet;  da  nämlich 

1)  „Haue  ourvam  —  schreibt  er  am  27.  Aug.  1676  an  OHenbnrg  —  nee 
Cartesius  nee  Beaunius  neo  quiBfniam  alius  (qnoad  sciam)  invenit.  Ego  vero 
qua  primum  die,  iino  hora,  coepi  quaerere,  etatim  certa  Analjai  solvi"  (Leibniz, 
ed.  Gerhardt,  I,  S.  121).  Die  Methode,  auf  welche  Leihniz  anspielt,  ergiebt  eieh, 
ans  dem,  was  er  an  G.  Manfredi  unterm  10.  Ang,  1708  über  die  Integration  der 
linearen  Differenzialgleichungen  schrieb  (vgl.  G.  Loria,  Abhandl.  mr  Geschichte 
der  Math.  IX,  1899,  S.  274). 

2)  Vgl.  den  Brief  von  de  l'Höpital  an  Leibniz  vom  26.  Apr.  1693  {Leibnil, 
ed.  Gerhardt,  II,  S.  234). 
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£s  _  "1/ _J 

dy~  V    sinn 


SO  genügt  es  ß  "  ==  ij  zu  setzen,  um  für  ds  einen  Ausdruck  von 
der  Form    L^Hl_i+_^.  .  ^^   gu  erlialten,  der  loiolit  integiierLar  ist. 

216.  In  späterer  Zeit  hat  sich  auch  Joh.  Bernoulli  yerschie- 
dentlich  mit  der  Deheanne'schen  Aufgabe  befafst^).  Sein  Bruder  Jakob 
verallgemeinerte  sie  aufserordentlich,  indem  er  ihr  folgenden  Aua- 
druek  gab:  „Gegeben  eine  behebige  Kurve;  eine  zweite  zn  finden 
derart,  dafs  die  Ordinate  eines  beliebigen  ihrer  Punkte  zur  Subtangente 
in  demselben  Verhältnisse  stehe,  wie  eine  gegebene  Konstante  n  zur 
Summe  oder  Differenz  der  Ordinalen  der  gegebenen  und  der  gesuchten 
Kurve;  oder  auch,  dafs  das  erstere  Verhältnis  gleich  dem  reziproken 
des  zweiten  sei"^).  Diese  Probleme  übertragen  sich  —  wenn  y^f{x) 
die  Gleichung  der  gegebenen  Kurve  ist  —  in  die  beiden  Gleichungen 
il.  _       "  ^y  _  ^±!^  (A\ 

dx        t(!^)±y'        ätc  n       ' ^*-' 

die  erste^)  gehört  einem  Typus  an,  den  man  nicht  in  geschlossener 
Form  integrieren  kann,  es  sei  denn,  dafs  f  eine  lineare  Funktion  von 
y  ist,  in  welchem  Falle  man  auf  die  ursprüngliche  Debeanne'sche  Auf- 
gabe zurückkommt;  die  zweite  ist,  wenn  man  sc  als  Funktion  von  y 
auffafst,  eine  lineare  Differenzialgleichung,  die  integriert  ergieht: 

xye~'^  +  A~  '^f{x)-dx  +  c  ■=  0, 
wo  die  Integrierung  je  nach  der  Natur  der  Funktion  f{x)  ausführbar 
ist  oder  nicht*). 

Eine  andere  Verallgemeinerung  desselben  Problems*)  führt  zu  der 
Differenzialgleichung  y     ^^  *^ 

^  dy 

1)  S.  die  unter  Beihilfe  des  Harciiüs  de  THöpital  gefertigte  Ahiandlung, 
Solution  du  probUme  cpte  Monsteur  de  Beaune  proposa  OMtrefois  ä  M.  des  Garfes 
et  que  l'on  trowee  äans  la  79'  de  ses  lettres  (Journal  des  Savanta,  1392;  Joh.  Ber- 
noulli Opera  J,  8.  62—63),  aufBerdera  Solutw  probkmaUs  Cartesio  propositi  a 
B""  De  Beaime  (Acta  emd,  Mai  1693;  Opera  I,  S.  65—66),  Demonstratio  ana- 
hftiea  et  synthefica  suae  comtntetionis  omvae  Beminiamae  (Acta  erud.  Pehr,  1606; 
Opera  1,  8.  145—148)  und  die  XI.  der  Lediiones  maSiematicae  (Opera  I,  8.  438). 

2)  Prollema  Beceuniani  universälius  conc^tum  (Acta  erad.  Juli  1696;  Jacobi 
Bernoulli  opera  H,  S.  7S1— 799). 

3)  Tgl.  E.  Collignon,  Problemes  dieers  wr  la  methoäe  vtmerse  des  tangentes 
Nouv.  Amu.,  3.  8er.  XVm,  1899  und  5IX,  1900). 

4)  AuHiiilirbar  ist  sie  z,  B.,  wenn  f(s:)  ein  ganzes  Polynom  in  a:  ist,  oder 
gleich  e""  u.  s.  w.  ist. 

6)  S.  Eiccati  und  H,  Saladini,  Instüutioms  anahfticae  K,  (Bononiae 
1767)  S.  500. 
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wo  F  eine  gegeljene   Funkfcion  ist.     Setzt  man   y  —  xtgl  =  z,    so 
wird  sie  dz  n 

'B'  +  S-F»' 

und  giebt  x  =  j , (5) 

womit  das  Problem  auf  eine  Integration  zuriickgefülirt  ist. 

Die  0.  a.  Forschungen  Johann  Bernoulli's  führten  ihn  zur  For- 
muherang  eines  anderen  Problems,  das  er  den  Mathematikern  seiner 
Zeit  YOrlegte^).  Es  ist  folgendes:  ,^ine  Kurve  aufzufinden,  deren 
Suhtangente  in  einem  gegebenen  Verhältnisse  wi  zur  Tangente  steht," 
Es  übersetzt  sieh  in  folgende  Differenzialgleichung 

x-dy  —  y-dx  =  my  ydx^  -\-  dy^ ; (6) 


da  diese  homogen  ist,  so  ist  ihre  Integration  auf  Quadraturen  zurück- 
föhrbar,  die  auch  in  jedem  Falle  ausführbar  sind.  Die  bezügliche 
Eechnung  ist  wegen  der  auftretenden  Wurzelausdrücke  umständlich; 
um  jene  zu  rermeiden,  hat  Hermann  einen  Kunstgriff  erdacht,  der 
nicht  ohne  Interesse  ist^;  er  schlug  vor,  zu  setzen 

y~i'^ri',^.(t,)         -,|J_2|,,    ....     (7) 

WO  I  und  ri  zwei  neue  Vai-iabelen  bedeuten;  setzen  wir  diese  Werte 
in  (5)  ein,  so  erhalten  wir 

»-«(|'+,')-2|'J (8) 

Infolge  der  GHeichimgen  (6)  und  (8)  wird  Gleichung  (7) 
ldl-~n-än  _i_  mi:%-di  +  7i-dn) ^ i^-dn  +  n-äj)  _ 

2|iJ 


i    1    "Hs"6-t-'y«'ij  —  i,s'»Ji-r^r"sj  ^^  q 


oder  auch 


■  d-%-idn  ^^^id-j  +  n-dn 


k  —  n  ST'*  s'-TT 

Die  Integration  ist  ausführbar,  und  man  findet 

lfl=(^'T (9) 

wo  «  die  Integrationskonstante  ist.     Die  kartesische  Gfleichung   der 
Kurve  ist  nichts  anderes  als  das  Besultat  der  Elimination  von  |  und  i; 

1)  Problema  ab  eruäitia  solvendutn  (Acta  eruii.  Mai  169S).  Einige  Lösungen 
desselben,  s.  in  dem  Artikel  Ad  problema  in  Actis  Er'aditorv.m  an.  1693  weme 
Majo  propositum  (Leibnis,  ed.  Gerhardt,  V,  S.  238—294).  M.  s.  auch  de  I'H6- 
pital,  Solution  d'un  Probleme  de  giomePrie  cpie  Von  a  propose  depms  peu  dans  le 
Journal  de  Leijisic  (Mgm.  de  Paris  5,  1866—1899). 

2)  Brief  an  Leilmiz  vom  23.  Okt.  1705  {Leibmä,  ed.  Gerhardt,  IV",  S.  286—7), 
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ans  den  Gleichungen  (6),  (8),  (9).     Setzt  man  z.  B.  m='  1,  so  werden 
die  Gleichnnffen 


3/  = 

(i  +  vn-v), 

X  — 

(1- 

-i)', 

aus 

diesen  fol^t  dann 

er  ist 

y 

l'+n' 

-i'- 

dah 

2s       ' 

-t- 

Da 

nun  i 

-,  =  yi,so 

folgt,  diiTs 

■\/ax  + 

f-y\ 

iX  — 

^— 

die  Gleiclinng  der  gesucMen  Kurve  ist;  macht  man  rational,  so  wird  sie 

welches  eine  Cissoide  des  Diokles  darstellt  (Nr.  24). 

Die  hier  erhaltenen  Kurven  sind,  ebenso  wie  die  Debeaune' sehen, 
die  Integrale  von  Differentialgleichungen  erster  Ordnung;  von  diesem 
Gesichtspunkte  aus  stehen  sie  anderen,  die  durch  Eigenschaft  ihres 
Bogens  definiert  werden,  nahe'-);  bei  diesen  werden  wir  jedoch  nicht 
verweilen,  da  sie  wichtiger  geometrischer  Eigenschaften  entbehren, 
und  wenden  uns  zu  anderen,  in  deren  Definition  das  Krümmungs- 
mafs  eintritt. 


Vierzehntes  Kapitel. 
Die  Rihaucour'schen  Kurven. 

217.  Dem  Johann  Bernoulli  verdanlcen  wir  die  Stellung  und 
erste  Lösung  einer  anderen  wichtigen  Aufgabe,  nämlich  folgender: 
„Über  einer  gegebenen  Geraden  AG  als  Ase  und  durch  den  Punkt  A 
eine  Kurve  zu  ziehen  von  der  Beschaffenheit,  dafs  der  Krümmungs- 
radius in  einem  behebigen  Punkte  H  von  der  Ase  in  einem  gegebenen 
Verhältnisse  geteilt  wird,  sowie  die  orthogonalen  Trajektorien  der 
obiger  Bedingung  entsprechenden  Kurven  zu  bestimmen"^).  Von 
Leibniz  alsdann  den  ei^lischen  Mathematikei-n  vorgelegt,  zog  sie  die 


1)  8,  unter  anderen  folgende  Abhaftdlungen;  N.  Fufs,  Sxercitatio  ana- 
lytico-geowetrica  circa  Imeam  cmnam  smgulari  proprielctte  praedifam  (Acta  Petrop. 
pro  anno  MDCCLXXS  Pars  U,  1784)  und  Disqmsüio  andl^eo-geometi-wa  de  va- 
riis  speckhus  Imearum  curvarum  smgiOari  proprietate  praeditarum  (Das.  pro  anno 
MDCCLXXXI,  Para  I,  1784);  Ä.  Valde,  Ueber  die  Gwven,  deren  Bogen  der  Tan- 
gente des  LeitstroMwinkels  proportional  ist,  und  die  damit  veiwandten  Curven- 
elassen  (Archiv  2.  Ser.  XIV,  1895). 

3)  8.  den  Brief  an  Leibniz  vom  11,  Mg.rz  ]716  (Ldbnis,   ed.  Gerbardt,  III, 
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Aufmerksamkeit  Tieler  Gelehrten  auf  sich,  besondera  in  Hinsicht  auf 
die  orthogonaleii  Trajektorien  ^) ;  beute  ist  sie  eines  der  klassischen 
Beispiele  in  den  Lehrbüchern  über  Differenzialgleiehungen  für  deren 
Anwendungen  auf  die  Geometrie.  Auf  die  das  Problem  lösenden 
Kurven  traf  Eibaueour  im  Verlauf  seiner  berühmten  Untersuchungen 
über  die  Minimalflächen ^),  daher  wurden  sie  Bibaucour'sche  Kurven 
genannt;  wir  werden  uns  dieser  Bezeichnung  bedienen,  um  keine  neuen 
Namen  einzuführen,  können  jedoch  nicht  verschweigen,  daCs  es  rich- 
tiger und  gerechter  gewesen  wäre,  sie  BernouUi'sche  Linien  zu 
nennen. 

Nimmt  man  die  Abscisse  als  unabhängige  Variabele,  so  lautet  die 
Differenziaigleichung  für  das  Bernouili'sche  Problem: 

da:' 

oder  emfädier  S  -  ^  [l  +  (|f )"] ' 

Li  Anwendung  allgemeiner  Methoden  ersetzen  wir  diese  Gleichung 
durch  die  beiden  folgenden 

da:        ^  '         dx^         dx         y  ^      \    j   j 
Nach  Elimination  von  dx  ergiebt  sich 

l+y'^  y  ' 

die  alsbald  integriert  ergiebt: 


"■-VW- 

ert  —  wemi  r 
_   /         dy 


Eine  neue  Integration  liefert  —  wemi  man  als  Anfang  den  Ausgaii^- 
punkt  der  Kurve  nimmt  — 

(2) 


welches  Resultat  im  wesentlichen  schon  der  Aufgaben  stell  er  erhielt. 

Aus  der  Theorie  der  binomischen  Differenziale  ergiebt  sieh,  dafs  die 
angegebene  Quadratur  ausführbar  ist,  wenn  5—  ^  ^  oder  ^ --^^h 


also  gleich  ^  ist,  wo  h  eine  beliebige  ganze  Zahl.     Wir  setzen  nun 

1)  Vgl.  Joh  BemouUi  Opera  H,  S,  290—91. 

2)  Etüde  sur  les  elassoides  ou  swfaces  ä  cfwrburc  itioym^e  titdle,  §§.  128 
—129  (Möm.  de  Belgique,  XLIV,  1880). 
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der   Bequemlichkeit   halber    » =  —  ■-■—■-■^   wo  m   eine   neue   i 
Zahl  und  erbalten  dann  an  Stelle  von  (2) 

oder  auch,  wenn  man  j/^+i  =  ij,     c™  +  ^  ^  y    setzt, 

,?.-'"+;'-'+'■■"'. 

Setzen  wir  endlich  tj  ^=  y  smip,  so   sehen  wir,   dafs   2 

der  gesuchten  Kurven  folgendes  Gfleichungspaar  dienen  kann: 

a;  =  (m+  l')ejsm"''^^(p-d^,         y  =  c  sin^+^g)       .     .     (4) 

lind    dies    bestätigt,  dafs   die   angedeutete    Quadratur    ausführbar   ist, 
wenn  m  eine  ganze  Zahl. 

Bevor  wir  die  Untersuchung  der   Gleichung  (4)    fortsetzen,  be- 
trachten wir  einige   Spezialfälle,   die  besonderen  Werten  von  m  ent- 


1)  m  =  0.     Gleichimg  (4)   werden  dann  a;''=ccos(p,    j/^csingi 
und  stellen  dann  den  Kreis  dar 

2)  m  =  1 .     Wir  bekommen 

X  =  2c/sin^  (p-dip,  y  ^=  c  sin^  ff> , 

oder  X  =  cfi).  —  cos  2 9) (/y,      y  =^  --(1  —  eos29), 

oder  endlieh 

x  =  ^(2cp^sm2q^),         »/=  |(1— eosSgo), 

die  (vgl.  Nr.  196)  eine  gemeine  Cykloide  darstellen. 

3)  m  =  —  2 ,     Aus  (4)  ergiebt  sieh 

:c^^ef-S^,  y-=^, 

oder  X  =  —  C  log  tg  -  ij>,  y  =  ■-■■-  ■ 

Nun  giebt  erstere 
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uad  wenn  wir  dies  mit  der  zweiten  kombinieren 


\(f  +  ^^). 


welche   Gleichung  —  wie  wir  Nr.  334   sehen  werden  —   einer 
Kettenlinie  angehört. 
4)  «*  ^  =  3.     Die  Grleichnngen  (4)  gehen  Uher  in 

und  nach  Elimination  von  (p 

also  die  Gleichung  einer  Parabel. 

Diese  vier  speziellen  Kurven  dienen  als  Typen  für  di«  vier  Kate- 
gorien, in  die  (wie  schon  Johann  Bernoulli  bemerkte)  die  fraglichen 
Kurven  zerfallen,  jenachdem  m  gerade  oder  ungerade,  positiv  oder 
negativ  ist.  Die  Glieder  jeder  dieser  Klassen  erfreuen  sich  besonderer 
Eigenschaften,  wie  wir  jetzt  zeigen  wollen. 

I.  »n  -|-  1  eine  positive  ungerade  Zahl.  Wird  die  angegebene 
Quadratur  ausgefühi-t,  so  werden  die  Gleichungen  (4) 


'^+2,:%:^,:!% 


i^  +  2) 


Führt  man  den  Parameter  r  =  tg^q7  ein,  so  sieht  man,  dafs  diese 
Kurven  rational,  von  der  Ordnung  2  (m  -f- 1)  und  symmetrisch  zur 
x-Axe  sind,  sowie  die  unendlich  fernen  Kreispimkte  als  (»M  +  l)fache 
Punkte  haben;  für  sw  =  0  gehen  sie  in  einen  Kreis  über;  sie  können 
daher  —  wie  es  Ribaueour  gethan  hat  —  mit  dem  Namen  Kreise 
höherer  Ordnung  belegt  werden. 

II.     nt,  -{-l  eine  positive  gerade  ZaM.   Die  Gleichungen  (4)  liefern 
dann  ,a—t 


-  —  cos^    sm'" 


■(m-2k+r, 


=  Bin"'+^c 


^   2.4...(™  +  l)' 

und  diese  stellen  ti-ansscendeute  Kuiwen  dar,  die  aus  unzählig  vielen 
cykloidenformigon  Wellen  bestehen;  für  m  =' 1  findet  man  wieder  die 
gewöhnliche  Cykloide. 

ni.     «t  -)- 1  eiue  negative  ungerade  Zahl.    Die  entsprechendön 
Kurven  werden  foigendermafsen  dargestellt 
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>y    I  ^(~  +  »)(..  +  5)-.-(»  +  2t-l)  _, 


(».+  1)0        m+sr'"        »-T^j^   (m+4)(m+B)...-(m+2l) 
,    1-3-Ö-  ■■  (m+3)  ,       ,     Ol  w  -  ™^i 

+  2:1:»— (S+2)'°S's|-'      7  =  »"-"')'- 
An  eil    diese    sind   ti-ansseendent    und   liaben    die    typische    Form    der 
Kettenlinie. 

IV.    m  +  ]  eine  negative  gerade  Zahl.    In  diesem  Falle  werden 
die  Gleichungen  (4) 


°+I^ 


Sie  stellen  rationale  Kurven  von  der  Ordnung  m  -f- 1  'l^r,  welche, 
da  sie  die  Parabel  als  typische  Form  haben,  —  nach  dem  Vorschlage 
ßibaucour's  —  mit  dem  Namen  Parabeln  höherer  Ordnung  be- 
legt werden  hörmten. 

318.     Wir  nehmen  die  Gleichungen  (4)  wieder  auf,  um   daraus 
folgenden  Ausdruck  für  den  Bogen  abzuleiten 

s-im  +  l)eßm-v-dv (5) 

Es  folgt  daraus,  wenn  m  positiv  ist,  und  wir  mit  L^  die  Länge  des 
zwischen    den  Punkten   ^j  =  0  und  95  ==  v  gelegenen  Kurvenbogens 

bezeichnen,  dafs 

!,        ,     ,\      1  -3  ■  ■  ■  ■  m  —  1    !t  , 

(m -\-  l)c — s-j — ^  0"  j  wenn  m  gerade, 

(m  -j-  Ijc  „■■-      "^  ,  wenn  m  ungerade; 

in  jedem  Falle  aber  ist 

i„^  _  "»  +  1 

eine  bemerkenswerte  von  E.  Dubois^)  entdeckte  Beziehung.  Dieselben 
Gleichungen  (4)  geben,  m  immer  als  positiv  vorausgesetzt, 

Jy-dx^  ()M+l)c^j"einä("'+ 11 95-1^9); 
daher,  wenn  wir  zwischen  q^  =  0  und  q^  =  -g-  integrieren,  und  mit  A^^^ 
die  entsprechende  Fläche  bezeichnen 

1)  Sw  mie  famille  des  cowrbes  cycMdales  (Nouv.  Con-,  Miith..VI,  1880). 
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■    TT-^™. 


ist,  eine  zweite  elegante  Relation,  die  man  ebenfalls  Dubois  verdankt. 
Als  Ausdruck  für   den  Kriimmungsradius  R  erhält  man  im  all- 

gameinen  J!  _  -  (m  +  1)»  sk-> (8) 

Eliminiert  man  91  aus  (5)  und  (8),  so  bekommt  mau 
dB 


-¥n 


(9) 


welches  die  natürliche  Gleichung  der  fraglichen  Kurve  ist.     Setzen  wir 

{m  +  l)c-u,        »-1—, 
SO  nimmt  sie  folgende  bequemere  Form  an 

.     .    (9') 


nit  der  natürli 


Vergleichen  -wir  diese  mit  der  natürlichen  Gleichung  der  Sinusspivalen 
{Nr.  173) 


-1 

<  sehen  wir,  dafs  diese  und  die  Eibaucour'sehen  Kurven  zu  einer  all- 
gemeinen Kurvenklasse  gehören,  die  folgende  natürliche  Gleichung  hat 

.-, (W) 

-1 

Sind  nun  ifj  und  Sj   Krümmungsradius  und  Bogen   der  zugehörigen 
Evolute,  so  findet  man,  da  (vgl.  Nr.  245) 

B,-B-ß,         s,-iä. 


Jvm 


^m 


iä,  - -"L  l-  i     -  1 


als  natürliche  Gleichung  der  Evolute;  nun  werden  wir  (Nr.  236)  sehen, 
dafs  dies  die  natürliche  Gleichung  einer  Kurve  ist,  bei  welcher  der 
Bogen  proportional  einer  Potenz  der  Abscisse  ist:  daher  geliiiren  die 
Sinusspiralea  und  die  Ribaucotip'schen  Kurven  za  eiuer  Klasse,  die 
geiiildet  wird  von  solchen  Kurven,  bei  deren  Evolventen  die  Abscisse 
proportional  einer  Potenz  des  Bogens  ist^. 

1)  Cesäro,  Lezioni  äi  geomein-ia  intrinseca  (Napoli  1806)  S.  49. 
3)  Ceaäro,  Sur  um  Note  de  giomürie  infinitesimale   (Koiiv,  Ann.    3.  Ser. 
Xm,  1894).  —  Dieselben  Karven  sind  auch  besondere  Fälle  der  (nach  E-  Wolf- 
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Bemerkenswert  sind  diejenigen  Bibaucoiir' sehen  Kurven,  bei  denen 
m  positiv  und  ganz  ist;  sie  können  nämlich  als  spezielle  trociioi- 
dale  Hüllkurven  aufgefafst  werden.  Man  betrachte  einen  Kreis  C^ 
einen  Durchmesser  d  desselben  und  eine  feste  Gerade  r;  wenn  Cq  ohne 
zu  gleiten  auf  r  rollt,  so  umhüllt  der  Durchmesser  d  eine  gemeine 
Cykloide  6\:  es  ist  dies  ein  interessanter  Satz,  den  Chasles')  1837 
entdeckt«  imd  den  Todhunter  ziemlich  viel  spater  wiederum  auf- 
fand^). LäTst  mau  nun  die  Cykloide  Cj  auf  der  Geraden  r  rollen,  so 
wird  ihre  Basisgerade  eine  neue  Kurve  C^  umhüllen.  Aus  dieser  ent- 
steht in  ähnlicher  Weise  eine  Kurve  Q,  u.  s.  w.  Eine  dieser  Kurven 
wird  durch  die  Gleichungen  (4)  dargestellt.  Diese  bemerkenswerte 
Thatsache  wurde  zum  ersten  Male  durch  N.  Nicolaides^)  und  dann 
von  E.  Dubois*)  veröffentlicht,  war  aber  schon  1868  von  Mannheim 
und  Itibaucour  beobachtet  worden,  die  ein  Verfahren  entdeckt  hatten, 
der  ßeihe  nach  alle  fi-aglichen  Kurven  zu  erhalten*).  —  Die  vorhin 
betrachteten  speziellen  Ribaucour'schen  Kurven  gehören  einem  System 
an,  dessen    Charakteristiken  fi  =  2(m-f-l)   und  11  =  2    sind;    daher 


fing's  Voraolilag)  sogenannten  Ceaäro'schen  Kurven,  bei  denen  der  Erüm.- 
mungsradins  proportional  dem  vom  Incidenzpnnkte  an  gerechneten  Kormal- 
abscfanitte  ist,  welchen  die  in  Bezng  auf  einen  festen  Ki-eis  genommene  Polare 
dieses  Punktes  abgrenzt 

1)  Apetpi  htstm-ique,  2  Aufl.  (Paris  1875)  S.  69.  —  Dieser  schöne  Satz  Mist 
Eich  leicht  mit  Benutzung  der  Fig.  llö  a  unter  Beibehaltung  der  in  Nr.  196  an- 
gewandten Bezeichnungen  beweisen.  Man  erkennt  nämlich  leicht,  dafs  die  Glei- 
chung des  Durthmesaeis  0  ff  ist 


oder 
Wird 

diese 

differenzieit. 

•r-_j,.c 
nq,  —  yc' 
«0  erhält 

tg9  = 
mau 

:,-(ysi 

-  0%  *), 
ncp-c( 

welche  Glei 

t,lmng 

X  cos  ip  +  y  sii 
mit  der  \origen 

ergiebt 

so  gehen  diese  über  in 

a^i  =  |-  (^-i  —  sin  q»,) ,  ?/i  =  "2  (1  —  cos  rp,) , 

welches  die  kanonischen  Gleichungen  einer  gemeinen  Cykloide,  erzeugt  durch 
einen  Ereis  mit  dem  Eadius  -- ,   sind. 

2)  Houv.  Corr.  Math.  Question  203  (gelöst  in  IV,  1878,  S.  65).    Vgl  Beaant, 
Notes  <m  rmtleties  cmd  glkettm,  2.  Aufl.  (Cambridge  1890)  S.  34. 

3)  Analeetes  ou  M6moires  et  Notes  s»r  le$  dtwises  parties  des  mathitnatiques, 
i'  Livraiaon  (Athfenes  1971)  S.  103  ff. 

4)  8.  den  o.  a.  Aufsatz. 

5)  Nouv.  Corr.  Math.  VI,  1880,  S.  224—25.     S,  auch  P.  Morle  j,  On  adjvs- 
table  cycloidal  and  Iroehoidal  cwrves  (Amer.  Journ.  XVI,  1894). 
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liegen  die  Berührungspunkte  der  von  einem  Punkte  an  sie  gezogenen 
Tangenten  auf  einer  KurTe  Yon  der  Ordnung  2(m-^2),  von  welcher 
jener  Pimkt  ein  2(Mf  +  l)-facher  ist. 

Ribaucour'sche  Kurven  treten  auch  bei  der  Lösung  mechanischer 
Probleme  auf,  wie  folgendes  Beispiel  zeigen  möge.  Job.  EemouUi 
hat  vor  etwa  200  Jahren  folgende  Frage  aufgeworfen^):  „In  einer 
Vertikalebene  eine  Kurve  zu  finden,  von  der  Art,  dafs,  wenn  ein 
Körper  sie  infolge  seines  Eigengewichtes  frei  durchläuft,  er  in  allen 
ihren  Punkten  einen  Druck  auf  sie  ausübt,  der  gleich  seinem  abso- 
luten Gewichte  ist."  Es  ist  klar,  dafs  der  bewegte  Punkt  noch  einer 
anderen  Kraft  unterworfen  sein  mufs  aufaer  der  Schwerkraft,  da  sonst 
die  horizontale  Gerade  die  einzige  Kurve  sein  würde,  die  der  Aufgabe 
genügt.  Wenn  nun  das  Gesetz,  nach  welchem  der  Drnek,  dem  der 
bewegte  Körper  unterworfen  ist,  für  alle  Pimkte  der  Kurve  derselbe 
ist,  so  heifst  diese  —  wenn  wir  die  Namengebuug  von  B.  Peiree^) 
benutzen  —  Barytrope,  wenn  aber  der  Druck  konstant  ist,  Tauto- 
baryde.  Die  Aufgabe  BernouUi's  war  kaum  gestellt,  als  sie  auch 
schon  die  Aufmerksamkeit  bochberühmter  Geometer  auf  sich  zog,  wie 
der  Marc[uis  de  l'Höpital,  Varignon's  und  Euler's;  P.  Jullien*) 
und  C.  H.  Müller*)  haben  die  so  erhaltenen  Resultate,  die  weniger  der 
Geometrie  als  der  Mechanik  angehören,  zusammenfassend  dargelegt. 
Letzterer  hat  dann  iusbesondere  folgendes  Problem  eingehend  behandelt: 
„Es  sind  diejenigen  ebenen  Kurven  zu  bestimmen,  auf  denen  sich  ein 
materieller  Punkt  unter  dem  Einflüsse  einer  treibenden  Kraft  derart 
bewegt,  dafs  das  Verhältnis  (n)  zwischen  dem  durch  die  Kraft- 
komponente allein  ausgeübten  Drucke  und  dem  von  der  Centrifugal- 
kraft  herrührenden  ein  bestimmtes  sei."  Als  Differenzialgleichung  der 
gesuchten  Kurven  findet  sich 


dx  = 


y. 


'iy 


k{v,  +  2gy)"-l 


die  Kurven  sind  also,  wie  angegeben,  Eibaucour'sche  Kurven. 

319.  Das  durch  die  Bibaueour'schen  Kurven  gelöste  Problem 
bietet  eine  unbestreitbare  Analogie  mit  folgendem,  zu  Ende  des 
18.  Jahrhunderts  von  einem  wenig  bekannten  Mitgliede  der  Petersbui^er 
Akademie  behandelten^):  „Eine  Kurve  von  der  Eigenschaft  zu  finden, 
dafs  das  Verhältnis  des  Krümmungsradius  iä  zur  Subnormalen  jS„  ein 
konstantes  {^  m)  ist."     Es  läfst  sieb  alsbald  leicht  lösen,  wenn  man 


1)  Acta  erud.  Suppl.  11,  8.  291;  Jok.  BemoulU  opera  I,  S.  141. 
3)  Phjfsical  and  eelesUal  Meehames,  S,  370. 

3)  P^-dblimee  de  iniami^ie  rationelle  I,  S.  405. 

4)  Ueher  barytrope 'und  tautoliaryde  Cumen  (Diss.  Marbui-g,  188 

5)  M.  Platzmana,  SohiUo  pi-oblemcttis  ex  meüiodo  tangentiwn  iti 
Acad.  Petrop.  pro  anno  MDCCLXXXI,  Pars  IT,  Petropoll  1785). 
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als  unabhängige  Variabele  den  Winkel  q>  der  Noi-malen  mit  der 
x-Axe  wab.lt;  nennen  wir,  wie  gewöhnlich,  den  Knrvenbogen  s,  so 
haben  wir 

dqi         sin  qi  ■  Ätp  ' 
daher  lantet  die  Bedingung  des  Problems 


m(x-\-y(itgip), 


oder  dx  ^  m(xmu<p-}'P  coe(p)d(p (II) 

Dieser  Auadruct  ist  integiierbar,  und  liefert,   wenn  mit  a  die  Inte- 
grationskonstante bezeichnet  wird, 

X -\- a  ^  m(ifsüi(p — 3;cosg)) (12) 

Eliminieren  wir  y  aus  (11)  und  (12),  so  erbalten  wir 
dx  sin  (p  —  (x-\-a)  cos  ip-  d<p  ^^  mx  ■  d(p 

oder  äx  —  x-^ -d(p  =  a  G\ig<p-dfp (13) 

Setzt  man  nun  —  = —  -dtfi , (14) 

so  hat  man  log  —  ==  m  iog  rr-j- 1-  log  sin  ip , 

das  heifst  «  =  -T^^- (15) 

Wegen  Gleichung  (14)  aber  wird  (13)  nun  zu 
dx  -\-  X—  =  ö  ctg  (p-d(p, 
daher  ist  x^  =  oT^  ctg ip-d<p; 

also  ist  wegen  (15) 

(i+C....)-  _  „    /■(l+COB.prC.S„  ^  AäÜ?!^^.?.  ä  (16) 

Unter  der  Vorauasetzuug,  dafs  jn  =^  1,  erhält  man  durch  Integriereü, 
wenn  man  die  Integrationskonstante  mit  i  bezeichnet: 

x{l  +  coa  q.)"* 1^__        Bin*" -'gl 1 3iii"'+V  ,     , 

.■ii-  +  V  2C»>"1)   (l-oo,,)— '  8("  +  l)    (l-co.,)-  +  >^ 

oder,   wenn   wir   mit  c  die  beliebige  Konstante  ab  bezeichnen,   und 
dann  (12)  anwenden 

«'-«(i'°co.»f+"     »"~T'i  1 (17) 

_     (l  +  »CT.,).iii-,,  a,in. 
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Dies  ist  die  analytische  Darstellung  der  gesuchten  KuiTe,  im  Falle 
m^l.  Offenbar  sind  diese  Kurven  algebraisch  oder  nicht,  jenacb- 
dem  m  rational  ist  oder  nicht;  wenn  m  eine  ganze  Zahl,  so  sind  sie 
anfaerdem  rational. 

In  dem  bis  jetzt  ausgeschlossenen  Falle  «j  =  1  wird  Gl.  (16) 


P      oosfp  ■  dy)        1   Pain  cp  ■  difi         1  p  dip    _ 

J  (1  ^  cos  q;)  sia  9  ^J   l  —  cosip  2t/    sing)' 


wird  integriert  und  die  Integrationskonstante  mit  y~  bezeichnet,  so 
ergiebt  sich 

2«;  +  ff  =  c(i  —  cosqp)  -  a(l  —  cosy)  log  ^  ""J,  ^  ,  ] 
und  bei  Anwendung  der  Gleichung  (12)  >  ■  ■  (18) 

2i/  =  c  sin  9.  +  a(l  —  cos  g;)  —  «  sin  9  ■  log  ^  ^°  J^  ^  ■  J 

Diese  Gleichungen  stellen  die  Kurve  in  dem  jetzt  betrachteten  Falle 
dar;  sie  ist  im  allgemeinen  transscendent.  —  Setzen  wir  im  beson- 
deren a  =  0,  so  erhalten  wir 

X  ==  c(l  —  cos  (p),        )/  =  c  sin  q; ; 
durch  Elimination  von  (p  ergiebt  sich  hieraus 

x^  -{-  y^  —  ex  ^  0 , 
die  Gleichung  eines  Kreises.     Dafs   dieser  sich  unter   den  gesuchten 
Kurven   befinden   mufste,    war  Torauezusehen,    daher    ist   dies   nichta 
weiter  als  eine  Bestätigung  der  Rechnung 

Zum  Schlüsse  sei  bemerkt  Wenn  man  m  dei  von  BernouUi 
gestellten  Aufgabe,  die  durch  die  Ribancour'schen  Kuryen  gelöst  wird, 
an  Stelle  des  Verhältnisses  das  Produkt  ans  dem  Krümmungs- 
radius und  der  entsprechenden  Normalen  setzt,  so  erhält  man  eine 
neue  Art  von  Kurven,  deren  vollständige  Bestimmung,  die  von 
G.  Scheffers^)  ausgeführt  wurde,  elliptische  Integrale  verlangt. 


Fünfzehntes  Kapite]. 
Die  Spirale  von  Norwich  oder  Sturm  und  die  Enler'sclie  Kurve. 

330.  Ein  ziemlich  allgemeines  Problem,  das  zuerst  von  Jakob 
Riccati  gelöst  wurde,  ist  f  Igendes  E  ne  K  ve  z  bestimmen,  für 
welche  der  Ausdruck  des  Kr  mmungsra  li  s  n  einem  bei  eb  gen  Punkte 
als  Funktion  des  zugehöi  ge     Päd    s  vector   gege>en    &fc    )      Dieses 

1)  Sinfirhrung  in  die  Theor  e  der  K  "ve  de  Ebene  d  i  Maiiiiie 
(Leipzig  1901)  8.  98—105. 

2)  Siehe  SohtMone  generale  del  problema  jnverso  *ntomo  a  raggt  ostmlatori 
(Giom.  de'  Letterati  dltalia,  XI,  1712). 
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Problem  führt  zn  einer  Differenzialgleichung  zweiter  Ordnung,  die 
durch  eine  Quadratur  bei  folgendem  Verfahren  integrierbar  ist:  Sind 
Q,o)  die  Polarkoordinaten  und  B^rp(^)  der  Krümmungsradius,  so 
haben  wir  die  Gleichung 


(e^  +  e")' 


-.,e-        ^  =  ^^9) W 


Mau  setze    y'  =  -j—  =  p ,   dann  hat  man 

,,       ä^Q  dg'  dg  dp 

"  dio'         dQ    da        ^  d(f  ' 

und  daher  wird  die  Gleichung  (1) 

^<^)  =  ^77T^.- ^'^ 

Integriert  man  diese  Gleichung,  so  erhält  man  p  als  IVinktion  von  p, 
und  demnach  ist,  den  gemachten  Bestimmungen  gemäfs, 

"  +  «n/;f- (ä) 

Nun    setzen    wir,    um    (2)    zu    integrieren,     (f^  =  x,    p^  +  ii^  =  ^, 
q>(f>)  =  fpiY^)  =  f{^),  ind  wir  können  dann  schi^eibeu 
J_  ^  _3 ^  dp_ 

fix)  '        -)fy  -^y"    ä,X  ' 

d.h.  J^        2^('4.V 

fix)  da:  \y^ /' 

,         ,   .  ,  ^1  rdx 

demnach  ist  --  =  17/  w  ■:  ■ 

y        2J  f{ce) 

Setzt  man  jetzt  für  x  und  y  wieder  ihre  Werte  ein,  so  findet  man 

sebt,  sich  ergiebt  p  -  Ü^jß^f]! . 

Setzen  wir  in  (3)  für  p  diesen  Wert  ein,  so  ergiebt  sieh 

^^»-e 4 

QV9^-Me)-er  ^ 

Dies  ist  die  Polargleichung  der  Kurve  ^);  aus  dieser  folgt  nun,  dafs 
MdB 


woraus,  wenn  man 


=/^ 


-A 


Vlf~bKE)-<!f *■ 


1)  Die  Gl,  (4)  findet  sich  ohue  Beweis  im   Uehicngsbiteh  zum  Studium  d 
hÖlieren  Analysis  yon  Setlümilcli,  II,  2,  Aufl.  (Leipzig  187i)  S.  S40, 
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die  natürliche  Gfleiehung  derselben  ist.  Wenden  wir  nun  die  Formeln 
an  (vgl.  Nr.  251),  welche  die  Elemente  R  und  s  mit  den  entsprechen- 
den der  Eyolute  Tcrknüpfeu,  nämlich    ^  =  1^-5-,    Si  =  Ji,     ao   er- 

Mte.  wir  B._yv- [♦(«.)-«]' (6) 

als  natürliche  Gleichung  der  Evolute  TOn  (1). 

Mehr  als  ein  Jahrhundert  nach  Riccati  zog  ein  Spezialfall  dieses 
Prohleme  —  der  einfachste  —  die  Aufmerksamkeit  der  Mathematiker 
auf  sich,  nämlich  der  Fall,  dafs  der  Krümmungsradius  gleich  dem 
Radius  vector  ist.  Von  ihm  spricht  C.  Sturm  in  einer  Note  zu 
seinem  Cours  d'a/nalyse^)  1857,  daher  der  Name  Spirale  von  Sturm, 
den  man  dieser  Kurve  beigelegt  hat^);  elf  Jahre  später  beschäftigte 
sich  J.  Sylvester  mit  ihr  während  des  1868  zu  Noi'wich  abgehaltenen 
Kongresses  der  British  Association  foi-  thc  Advancement  of  Science; 
daher  der  Name  Spirale  von  Norwich,  den  man  der  Kurve  ge- 
geben hat');  ein  Jahr  darauf  lieferte  dieselbe  Kurve  Stoff  zu  einer 
Abhandlung  von  0.  Schlömilch*).  -^  Die  Polargleichung  der  neuen 
Kurve  erhält  man  ans  (4),  wenn  man  tpifi)  =  p  und  demnach  auch 
i^(p)  =  p  setzt;  sie  ist  demnach 

"^        J  (.yace-e*' 
nach  Ausführung  der  angegebenen  Integration  ergiebt  sich  dann 

»  +  ._-l/äHf_2„„tg-)/üEi  .  .  ,  ^  (7) 

oder  auch,  wenn  wir  c  =  2 «  setzen, 

o  +  t,_|/?^— 2arcc(is|/-- (7') 

Die  natürliclie  Gleicliung  lautet  ( 
ii  +  e 


^^, (8) 

oder,  wenn  man  wieder  c  =  '2a  setzt, 

,_s±^y«Ei. (80 

Die  natürliche  Uleichung  der  Evolute   hingegen  ergiebt  sich,   wenn 

man  in  Gl.  (6)  ^(s,)  =  s^  setzt,  und  ist  daher 

iJi^  =  2cSi  — c^ (9) 

1)  Vgl.  e.  Aufl.  (Paris  1880)  H,  8.  106. 

a)  Micolafdes,  Aftalectes  oit  Mimoires  et  Notes  swr  les  diverses  parties  des 
matkimatiques,  8.  136  (Äthanes  1872). 

8)  Note  m  the  successwe  evdlwte  to  a  ekele  (Phil,  mag.  4.  Ser.  XXXVI, 
1868);  OufUfie  trace  of  fhe  Tkeory  of  reducible  Gyelodes  (Proc.  of  the  Loadon 
raath,  8oc.  n,  1809). 

4)  Über  eine  Spkale  (Zeitschr.  für  Math.  XIV,  1869). 
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Schreiben  wir  diese  in  der  Form 

SO  erkennt  man  (vgl.  Nr.  209),  dafs  diese  eine  gemeine  Kreisevolvente 
daratellt.  Die  Spirale  von  Sturm  ist  demnach  die  Evolvente  der  Kreis- 
evolvente, d.  h.  die  zweite  Evolvente  eines  Kreises. 

Wir  wollen  hier  zugleich  bemerken,  daTs  die  Gleichung  (6)  Ahn- 
lichkeit  mit  folgender  hat 


V' 


-  -\-  arc  bin  —  (10 

die  eine  Kurve  darstellt  die  ui  der  an^ew^ndten  Mathematik  voi 
kommt,  und  die  von  Sylveftter^"]  weil  sie  durch  R  Htm  eines  Kreises 
erzeugt  werden  kann,  Ccnvolute  des  Kieises^)  gei  annt  wuide 

221.  Wenn  man  die  Polai kooi dmatcn  p  o  einer  ehenen  Kmve 
als  Funktionen  einer  unibhdni,igen  Variabelen  t  ansieht  und  ihien 
Bogen  mit  s,  ihren  Kriunmungsra  lius  mit  P  bezeichnet  si  hat  man 
wie  leicht  zu  beweisen  ist  /J'>\^ 

(111 


*  Ut)  "•"  Ut)  dt     ^  dt^  dt'^  ^  dt  dt^ 

Wird   im    besonderen   vorausgesetzt,    dafs    man   als   Variabele  t   den 
Radius  vector  p  nimmt,  so  hat  man 

S  [('f)'+']'  „2. 

»fej+'ä^  +  'i? 
Nennen  wir  nun  den  Winkel  zwischen  Tangente  und  Radius  vector  fi, 
'und  die  Länge  des  vom  Anfang  auf  die  Tangente   gefällten  Lotes  p, 
so  haben  wir  ^o, 

tg>  =  4>^,        P  =  &  siu;i (13) 

und  daher  ist 

und  infolgedessen  R=^p-- (14) 

1)  M.  e.  die  oben  oitierten  Aufsätze. 

2)  Es  möge  noch  bemerkt  weiden,  dafs  Barrow  in  seinen  Leciiones  gm- 
meU'icae  sich  schon  des  Ausdruckes  Conyolute,  jedoch  in  einem  gana  anderen 
Sinne  bedient  hat:  siehe  The  mathematical  WorJcs  of  J.  Barrow  ed.  Wkmiiell  (Cam- 
bridge ISaO)  S.  395—97. 


y  Google 


534  ^'^I-  AtacLiiitt:  Transscendente  Kurven, 

Dieser  eleganten  Bezielmng  bediente  sich  Euler  —  in  einer  der 
Petersburger  Akademie  am  20.  Aug.  1781  vorgelegten  Abhandiung  ^)  — 
um  die  Aufgabe  zu  losen  (von  der  wir  die  Lösung  Riccatis  in  der 
vorigen  Nr.  dargelegt  haben),  nämlioli  „eine  Kurve  zu  finden,  bei 
welcher  der  Krümmnnggradius  in  einem  beliebigen  Punkte  eine  Funktion 
des  Abstandes  jenes  Punktes  von  einem  festen  Punkte  0  ist".  Nehmen 
wir  0  als  Pol,  so  wird  JJ  eine  Punktion  von  41  sein,  also 

JJ  =  /■(?). 

Demnach  giebt  (14)  p  —fj^ (1^») 

Da  überdies  der  Winkel  fi  der  Kathete  p  in  dem  rechtwinkligen  Drei- 
ecke, das  p  zur  Hypotenuse  hat,  gegenüberliegt,  so  ist 

und  also  wegen  (13,  1") 


Setzen  wir  hierin   für  p  seinen  Wert  ans  (15),  so  erhalten  wir  nach 
einer  Integration  ^  , 

m  =  /  —f=ä==       (16) 

J  eye  —p 

und  dies  ist  die  allgemeine  Gleichung  der  gesuchten  Kurve. 

In  dem  einfachsten  Falle,  in  welchem  /'(p)  =  — ,  wird  (15)  zu 
p  =  ftp  -|-  c,  wo  c  eine  Konstante  bedeutet;  die  Gfl.  (16)  wird  dem- 
nach ^  /■     (iiQ  +  c)-de 

J  e|/e'-(^p  +  c)'  ' 
eiue  Quadratur,  de:-  elementar  ai^führbar  ist^).     Wenn   insbesondere 
c^O,  so  hat  man  i/i_:,":5 

"  ^  W^J  "^  ^  W^   "^  ^       "  ^^        ^  ^  '^^' 
weshalb  die  gesuchte  Kurve  eine  logarithmische  Spirale  ist. 

Komplizierter  ist  der  Fall  /'(p)  =  — ,  mit  dem  Euler  sich  be- 
fafst  hat;  dann  werden  die  Grleichnngen  (15),  (16)  zu 


X)  De  citrvis,  qucm'mn  raääi  osculi  tenent  rationetn.  duplkata-vi  d 
puncto  /ixo,  eariimgue  mirabüibus  propiitstatibus  (M^m.  de  TAc.  de  St.  Peters- 
bourg,  IX,  1824). 

2')  Dafs  diese  Kncven  Evolventen  cyklisoher  Kurven  siad,  welche  den  festen 
Kreis  ihrer  Evolute  rechtwiiLklig  schneiden,  wird  B.  Wölffing  in  einem,  dem- 
nächst im  Archiv  der  Math,  erscheiaenden  Aufsatze  zeigen. 
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p  =  af^  =  a  log^,         o  =  /  ^ '  ■    .    (17) 

Diese  Integration  ist  nicht  ausfülirbar.  Dennoch  hat  Euler  gezeigt, 
wie  man  nichtsdestoweniger  die  erhaltene  Kurve  in  ihre  kleinsten 
Einzelheiten  hinein  diskutieren  kann.  Wir  wollen  ihm  darin  nicht 
folgen,  sondern  uns  darauf  beschränken,  eine  besondere  Eigenschaft, 
die  die  Euler'eehe  Kurve  besitzt,  anzuführen.     Aus  der  Gl.  (17)  folgt 

da  «log|-  ^^^ 

3—  = ; ,     ferner  ist   -^-  =  — -=^i=z^^^-=r^- ,  .  (18) 

P  (/  e  —  [»  log  -^-j  |/  e^  —  (^«  log  ^j 

daher  ris  —  «'rfw  =  dl/p*-—  (a  log-J  , 

und  wenn  integriert  wird, 

s  =  ftw  +  l/ß^ —  (ttlog-J  +  Üonst. 

Nun  giebt  l/p^  -^  f tt  log  — )  die  Projektion  q  des  Radius  vector  auf 
die  Tangente,  also  ist 

s  =  ««  +  2  +  Const., 

welche  elegante  Beziehung  sieh  leicht  in  einem  Satze  aussprechen  läfst. 
Beachten  wir  schlieislich,  dafs  der  Voraussetzung  gemafs  q=yaB,, 
und  setzen  wir  h  =^  ~  ,   so  wird  Gleichnng  (18) 


=  Yci, 


p  dJi 


und  dies  ist  die  natürliche  Gfleichung  der  Kurve. 

Die  soeben  angeführten  Formeln  (14) — (16)  sind  es,  die  man  in 
der  Eegel  herbeizuziehen  hat,  wenn  es  eich  um  die  Untersuchimg 
solcher  Kurven  handelt,  die  durch  ©ine  Beziehung  zwischen  dem 
Krümmungsradius  B,  und  dem  Abstände  j)  der  entsprechenden  Tangente 
von  einem  festen  Punkte  definiert  sind.  Nehmen  wir  einmal  an,  dafs 
diese  Beziehung  folgende  sei 

E  =  hp", (19) 

wo  Ic  und  n  gegebene  Konstanten  sind.     Wegen  (14)  kann  man  dann 


schreiben 


p  =  'kp'^-dp, 


die  integriert  ergiebt  ^^i. 
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und  zur  Darstellung  aller  fraglichen  Kurven  dienen  kann.  Ihre  Eto- 
luten  erfreuen  sich  einer  eleganten  Eigenschaft,  die  wu-  jetzt  darlegen 
wollen^).  Zu  dem  Zwecke  beachten  wir,  dafs  aus  den  Beziehungen, 
welche  die  natürlichen  Kurpenelemente  R  und  s  mit  denen  der  Evo- 
lute verknüpfen  (Nr.  251),  eich  ergieht,  dafs 

Nun  kann  man  aus  Gleichung  (16)  der  Reihe  nach  ableiten: 


P-äg 


,ä+ßS. 


_   Q^-dg' 


hieraus  und  aus  (19)  fcilgt 


Wenn  man  nun  durch  das  Krümmrmgecentrum  C  eines  beliebigen 
Kurveupunktes  P  die  Parallele  zur  Tangente  zieht,  und  deren  Schnitt 
D  mit  dem  Radius  veetor  OP  bestimmt,  so  hat  man 

Cß  =  -R  -  ctg  ;i ; 
setzt    man    für    B    seinen  Wert    Icp",    und    für    ctgjt    den    Ausdruck 

>-^ —,  SO  kann  man  schreiben 

P       '  

Folglich  ist  i?j  =  m  -  CD , 

welche  Beziehung  die  oben  angedeutete  elegante  Eigenschaft  aus- 
drückt und  die  KrümmungsraiJien  der  Evoluten  aller  durch  die  Cflei- 
cLnng  (19)  dargestellter  Kurven  zu  konstruieren  lehrt.  Unter  diesen 
befinden  sich,  wie  wir  hinzufügen  wollen,  viele  uns  schon  bekannte 
Kurven;  man  erkennt  dies,  wenn  man  die  Formeln  (15)  und  (16)  an- 
wendet, indem  man  berücksichtigt,  dafs  nach  Elimination  von  p  aus 
(19)  und  (20)  man  erhält 


Ii  =  lc\ 


■9'+c 


1)  Sie  bildet  den  Gegenstand,  der  Question  49S  der  Nouv.  Atm.  de  Math.; 
die  so  lautet:  „P  sei  ein  Punkt  einer  Kurve  A,  C  das  Ktömmungscentimm  für 
P,  0  ein  fester  Punkt  als  Ausgangspunkt  der  Kadienvectoren ;  GS  sei  senk- 
recht au  GP  und  D  der  Schnittpunkt  von  CD  mit  dem  Veetor  PO  hezw.  seiner 
Verlängerung,  Wenn  der  Krümmungsradius  der  Kurve  A  proportional  einer  be- 
liebigen Potenz  11  des  von  0  aui'  die  Kuryentangente  gefällten  Lotes  ist,  so  ist  der 
ErümmungsradiuB  der  Evolute  von  A,  der  dem  Punkte  C  entspricht,  gleich  n  ■  CD"; 
eine  Lösung  derselben,  die  von  der  im  Teste  gegebenen  verschieden  ist,  findet 
sich  im  1.  Bd.  (1863)   dieser   Zeitschrift  (S,  321—22);   sie  rührt  von  Saochi  her. 
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weshalb  man  im  vorliegenden  Falle  in  diesen  Formeln  ku  setzen  hat 


^(,)=A[^,^+.f 


Für  M  ;=  0  erhält  man  ersichtlich  einen  Kreis;  für 
wenn  /;  ^=  1  der  Reihe  nach 


1   erhlilt  mün, 


fw-y*  !/<,>+£ 


i>  — - 


=/^ 


erinnern  wii-  uns  der  Gleichung  (14)  auf  S.  488,   so  sehen  wir,  dafs^ 
wenn  wir  bierin 

setzen,   sie  eine  Epi-  oder  Hypocykloide   darstellen.     In  dem   aus 


t  Falle,  h'^l,  hat  man 


=/^ 


„!^. 


setzen  wir  hierin  c^  —  a^,  so  sieht  mau,  dafn  die  dargestellte  Kurve 
eine  Kreisevolvente  ist  — ■  Einige  andeie  Kurven  erhält  man, 
indem  man  0  =  0  setzt  und  dem  n  verschiedene  Werte  erteilt,  wie 
wir  kurz  noch  vermerken  woUen: 


._ 

«(■)- 

j,= 

Gleichung 

Kurve 

1. 

1 

li 

— U^log-?- 
-[/yt  — 1       "^  9» 

o-o..'^^'- 

Logarithm. 
Spirale. 

2. 

3 

V^ 

VI 

-^  yi 

ft 
9-r+To.-^ 

Parabel. 

S. 

1 
s 

yfip 

.      40. --/ä 

arc  sm  ^-^ — 

p=J(l  +  sin«.) 

Kardioide. 

4. 

1 

3Ä' 

9F 

1             .       q' 
3  ^^'^  ^^^  SF 

p2=9Aäsin2ffl 

Beruoulli'acte 
LemniGkate. 

5. 

-3 

-^  arc  sin  1^ 

^J/  +  T  =  0 

glßiohseitige 
Hyperbel. 

Dem  Leser  überlassen  wir  es,  zu  verifizieren,  dafs,  wenn  c  4=  0,  für 
n  =  — -3  die  entsprechende  Kurve  ein  centi'ischer  I 
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Sechzelintes  Kapitel. 
Die  trigonometrischen  und  liypertrigonometrisciien  Kurven. 

332.  Wir  bezeichnen  mit  trigonometrisclieii  Kurven  die 
durch  folgende  Gleichungen  dargestellten 

y  =  h  sm-  .  .  .  (Y)        y  =  &  tg  -  .  .  .  (2)        ?/  ^  &  sec -  .  .  .  (3) 

j/  =  ^  cos  -  .  .  .  (4)        )/  =  Z>  ctg  -  .  .  .  (ö)        y  =  i  cosec  -  ...  (6) 

wo   a  und  h  Konstanten   sind,   die   immer   als   positiv   angenommen 

werden  tonnen^).     Da,   wenn   man  x^=— x'  setzt,  man  von  den 

drei  ersten  der  Reihe  nach  zu  den  drei  letzten  gelangt,  so  genügt  es, 
jene  drei  ersten  zu  imtereuchea.  Im  Falle  a^b^l  dienen  sie  dazu, 
die  gewöhnlichen  trigonometrischen  Funktionen  geometrisch  darzu- 
stellen; da  man  sie  aber  auch  in  folgender  Weise  schreiben  kann 

*'  =  ffl  arc  sin  ^ ,      x  =  a  arc  tg  y ,      x==a  arc  sec  y , 

x^  a  arc  cos  4- ,      x^a  arc  ctg  -f ,      x^=a  arc  cosec  -^ , 

so  können  sie  auch  dazu  dienen,  die  Umkehrung  der  trigonometrischen 
Funktionen,  die  cyclometrisehen  Funktionen  darzustellen,  wenn 
wieder  a  =  6  =  l.  Variiert  man  die  Konstanten  a  und  i,  so  erhält 
man  Kmrven,  die  einander  affin  sind. 

Kurven  vom  Typus  (1)  sind  uns  schon  begegnet  (Nr.  181  u,  200): 
nämlich  die  Gefährtin  der  Cykloide  und  die  Tschimhausen'sebe  Qua- 
dratris;  jene  entspricht  dem  Falle  a  =  &,  diese  dem  a^2nh.  Die  sehr 
einfachen  geometrischen  Beziehungen,  die  zwischen  den  durch  Variation 
der  Konstanten  a  und  b  entstehenden  oo^  verschiedenen  Kurven  (1) 
bestehen,  erlauben  uns,  diese  als  im  wesentlichen  identische  Kurven 
anznsehen;  somit  erklärt  es  sieh,  wie  Wallis  behaupten  konnte:  „Et 
Gallorum  socia  Cycloidis  est  ea  Ourva,  quae  (mihi)  terminafc  Sinuum 
rectorum"^);  es  ist  dieselbe  Linie,  die  Leibniz  die  linea  sinuum^ 
und  die  man  heute  die  Sinuskurve,  Sinuslinie,  oder  Sinusoide 
nennt,  wogegen  die  Kurve  (4)  die  Cosinusoide  heifst.     Man  kann 


1)  Ihnen  analog  sind  die  durch 

y=^hsn-  (vgl,  Nr.  213,  Schlufs) ,      y^icn-,       y^hdn  — 

wiedergegeben en  Kurven,   welche  die  Jacobi'scheu   elliptischen  Funktionen   geo- 
metrisch darstellen;   die  erste  könnte  man  elliptische  Sinusoide  nennen, 

2)  Brief  an  Laibniz  vom  6.  Apr.  16S7  {Leibniz,  ed.  Gerhardt,  IV,  S.  18). 

3)  Brief  an  Huygens  vom  4./14.  Sept.   1694  (a.  a.  O.  II,  S.  195). 


y  Google 


16.  Kapiteh  Djp  tiigonomPtusihPii  und  hTpeitiiginomp tuschen  Kurven.    539 

dieselbe  aucli  eihalteii,  wenu  man  einen  Ki  eiac^  Imdei  mit  einer  be- 
liebigeii  Ebene  schneidet  und  dann  duf  eine  Ebene  abioUt^),  aucli 
als  Orthogonal-Piojektion  einer  Schraubenlinie  auf  eme  zur  Cylinder- 
axe  parallele  Ebene  Sie  ttitt  femei  auf  in  dei  mathematischen 
Theorie  der  Schwmgimgen  sppziell  m  der  Akustik,  wo  sie  die  har- 
monische Emve  genanufc  wird-),  zu  Unrecht  wurde  sie  dagegen 
mit  der  Gestalt,  die  eine  schwingende  Seite  annimmt,  identifiziert^); 
von  Ästhetikern  wurde  '^is  au(.h  als  die  fechonheitslinie  bezeichnet. 
Die  Gtleiehung  dei  Tangente  im  Punkte  (j ,  v)  dti  Kurve  (1)  ist 


macht  man  diese  Gleichung  rational,  so  sieht  man:  Die  Berührnugs- 
pnnkte  der  von  einem  Punkte  ihrer  Ebene  an  die  Siniisknrve  ge- 
zogenen Tangenten  gehören  einer  Kurve  vierter  Ordnung  an,  für 
welche  jener  Punkt  ein  Doppelpunkt  ist;  daraus  folgt  dann;  Jede 
Sinusknrve  gehört  einem  System  an  mit  den  Charakteristiken  f(  =  2, 
v  =  2. 

Die  durch  Gfleichung  (2)  dargestellte  Kurve  heilst  die  Tangens- 
kurve oder  Tangentoide*),  (5)  hingegen  die  Cotangentoide.  Sie 
besteht  aus  unendlich  vielen  gleichen  Zügen,  die  im  Unendlichen  zu- 
sammenhängen; die  Schnitte  mit  der  x-A'se  sind  Wendepunkte,  wie  bei 
der  Sinuskurve.     Die  Tangente  im  Punkte  [x,  y)  hat  die  Gleichung 

~X  —  x  ab      ' 

woraus  sich  mit  Leichtigkeit  ein  einfacher  Ausdruck  für  die  Sub- 
taugente  und  somit  eine  Konstruktion  der  Tangente  herleiten  läfst^). 
Die  Gleichung  selbst  beweist:  Die  von  einem  Punkte  an  die  Tangens- 
kurve  gezogenen  Tangenten  haben  ihre  Berührungspunkte  auf  einer 
Kurve  dritter  Ordnung  liegen,  die  durch  jenen  Punkt  geht;  jede 
Tangensknrve  gehört  daher  einem  System  mit  den  Charakteristiken 
ftssl,  v  =  2  an.  Die  Fläche,  die  zwischen  der  Kurve,  der  Abscissen- 
axe  und  der  zur  Abscisse  x  gehörenden  Ordinate  liegt,  wird  ans- 
gedrüekt   durch   F^  ab  log  sec  — ;  dagegen  das  durch  Rotation  dieser 

1)  G.  Loria,  Le  scieme  esatte  tieW  anticit  Greda,  Lib.  I  n.  67  Note  (Mo- 
aena  1893). 

3)  Lord  ßaleigh,  The  Them-y  of  Soimil  I.  (3.  Aufl.,  London  1894)  8.  21. 

3)  M,  Cantor,  Yorleswihgwi,  über  Geschichte  der  Math.  UL  (2.  Aufl.,  Leipzig 
1001)  S.  232. 

4)  „Figure  des  tangentes"  wird  sie  genannt  in  Sfcone,  Analyse  des  infini- 
ment  petUes  trad.  Bondet  (Paris  1736)  S.  66. 

6)  Barrow,  Lectiones  mathematieae  (Londini  1670);  3.  The  mathematical 
Works  Of  Is.  Barrow,  ed.  Wheweil  (Cambridge  1860)  S.  360. 
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Fläche  um   Ox  erzeugte  Volumen  durcli  V=nJ>^{atg xj:    diese 

Sätze,  von  Cötes  aufgesteltt,  sind  leicht  zu  heweisen"-). 

Schliefslich  heifsen  die  durch  die  Gleiobungea  (3)  und  (6)  dar- 
gestellten KuiTen  beew.  Seeantoide^)  und  Cosecantoide.  Die 
Tangente  an  die  erstere  im  Punkte  (x,  p)  hat  die  Gleichung 


daraus  folgt:  Die  von  einem  Punkt«  ihrer  Eliene  an  die  Secantoide 
gezogenen  Tangenten  haben  ihre  Berührungspunkte  auf  einer  Kurve 
sechster  Ordnung  liegen,  für  welche  jener  Punkt  ein  Doppelpunkt 
ist;  jede  Secantoide  gehört  daher  einem  System  mit  den  Charakte- 
ristiken ft  =  2,  11^4  an.  —  Die  von  der  Secantoide,  den  Koordinat- 
asen  und  der  zur  Aljscisee  x  gehörenden  Ordinate  begrenzte  Fläche 

wird  gegeben  durch  i''=aö  loglseo h%~)  = '*'' ^^gctgi—  —  ö~)  ■ 

dies  fand  Cötes*),  und  es  kann  durch  eine  Integration  leicht  nach- 
gewiesen werden, 

323.  Wir  halten  es  für  überflüsaig,  noch  länger  bei  diesen 
Kurven  au  verweilen,  da  ihre  Eigenschaften  nicht  sehr  bemerkens- 
wert sind,  und  woUon  zum  Schlüsse  dieses  Kapitels  einige  Kurven 
erwähnen,  die,  weil  aie  durch  Funktionen  dargestellt  werden,  die  aus 
trigonometn8L.hen  zusammengesetzt  sind,  als  eine  neue  Kurvenfamilie 
gelten  können,  naralKh  die  hypertrigonometrischen  Kurven. 

Die  älteste  deiselhen  bat  die  Gleichung 

y  =  fei/ cos  — ; 

Fermat  lehrte  die  Tangente  an  sie  zu  finden*).  Es  folgt  dann  jene 
mit  der  Gleichung'*) 

cos  my  =  h  coamx, 
alsdann  die  durch  folgende  Gleichung  dai^^tellte*) 

a  sin  j/ ■  sin my  =^  b  sinx ■  sinnx  -\-  c ; 
femer  die,  welche  als  Gleichung  hat 

y  ^  a-sinshix, 

1)  Harimmta  nwmwarutn  (Cambridge  1722)  S.  78  u.  81. 
3)  „Fignre  des  secantes    na^li  Stone  Eondet. 

3)  Harmonta  mensu)aium    S  78 

4)  Bnef  an  P  Mersenne  v   22  Okt  1638  {Oemres  de  Fermat  n,  S,  173). 

Ö)  Htllsen  E/Jt  die  Cmi,e  <^oamy^i:  cosm/e  (Programm  Kaumburg, 
1859). 

6)  A  Newton  and  A  W  Philippi  On  the  kanseendeittal  curves  wkose 
equatian  ü  ^in  i/  sia  ni/  ^  a  sm  ^im  »jj-^-b  (Trans,  of  the  Connecticut  Äca- 
demy  IIF,  1875) 
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welche  die  Doppelainuakurre  heifst*).     Einfacher  sind  die  Kurven 

y  =  sin"  X , 
welche  P,  Mansion  gerade  oder  ungerade  Sinusoide  nennt,  je- 
nachdem  n  gerade  oder  ungerade  ist^).  Ee  lassen  eich  unzähhge 
andere  ausdenken^);  jedoch  nichb  alle  bieten  Interesse  oder  besitzen 
eine  thatsäehliche  Wichtigkeit.  Wir  erwähnen  schlieMich  von  ihnen 
noch  die  Leniniskatrix  von  Oekinghaus^),  die  durch  folgende  Glei- 
chung definiert  ist  sbxiy  =  ic,OBX (7) 

Dafs  in  ihr  das  Imaginäre  nur  scheinbar  eintritt,  erkennt  man,  wenn 
man  sie  folgendennafsen  schreibt: 

y  =  log  (cos  X  -\~  yi  -\-  coH^xj (7') 

Aus  dieser  folgt; 


^V_ . 


(8) 


d^  yr+  coä"^^  '  da;^         )/(r+  cos=^)=  ' 

demnach  sind  alle  Punkte  mit  den  Koordinaten  x  =  k7C,  2/=log(V2  +  l) 
Kubninationsp unkte,  wähi-end  die  Punkte 

fli  =  (2Ä:  +  l)|,        i/  =  0 

Wendepunkte   sind.  ~  Bezeichnen  wir,  wie  gewöhnlich,   den  Bogen 
mit  s,  den  Krümniui^sradina  mit  H,   so  folgt  aus  der  Gleichung  (8) 

folglich  nach  Elimination  von  x 


welches  die  natürliche  Gleichung  der  Lemniskatrix  ist.  Erinnern  wir 
uns  nun  der  Betrachtungen  in  Nr.  318,  so  schliefsen  wir  in  ähn- 
licher Weise  wie  bei  den  Sinus spiralen  und  den  Eibaueour'sehen 
KuiTen:  Die  Lemniskatrix  ist  die  Evolvente  einer  Kurve,  bei  welcter 
die  Äbscisse  proportional  einer  Potenz  des  Bogens  ist. 


1)  E.  Sang,  On  fhe  eune  of  seeond  smes  and  its  variafiona  (Ediaburgh 
Proc,  "VIII,  1874). 

2)  Aires  des  smasoides  et  foi-miüe  de  WaVts  (M^thösl^  2  Reihe,  X,  1900). 

3)  Z.  .B.  hat  P.  Franklin  (On  some  appheafwnf,  of  CDmlar  eoordmates, 
Amer.  JoTirn.  XU,  1890)  die  Integralkurven  dei  Diffetenzialgleichung  smx-dx 
^ siay-dy  unfceraueht. 

4)  S.  die  Abh,  Die  Lemnishate  (Archiv  dei  "Math    Spi   j    MI  u  VIII,  1839). 
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Siebzehntes  Kapitel. 

Bie  logaritliinisdie  Knrve  ninl  die  liyperf;eometrlsehe  Kurve  von 

Wams. 

324.     Die  Gleichunff  ^ 

y^h.^log^ (1) 

stellt  bei  Variation  der  Koastanten  a,b,£  unendlich  viele  Kurven 
dar,  von  denen  jede  eine  logarithmiache  Kurve  oder  Logistica 
genannt  wird.     Schreiben  wir  (1)  in  folgender  Weise 

X  =  aB'^, (2) 

so  sehen  wir,  dal's  es  anderseits  berechtigt  ist,  sie  mit  dem  von 
Leibniz  und  anderen  gebTa.uehten  Namen  Exponentialkurve  zu 
belegen.  Da  die  Logarithmen  entdeckt  wurden,  ak  die  graphiaohe 
Darstellung  der  Funktionen  schon  bekannt  war,  so  mufste  der  Be- 
griff der  logarithmiBchen  Kurve  eine  zeitgemäfse  als  auch  leichte  Sache 
sein;  kein  Wunder  daher,  dafs  der  Ui-aprung  dieser  Kurve  nicht  genau 
bestimmt  ist.  Cantor  bemerkt  bei  dieser  Gelegenheit,  dafs  Huygens, 
der  die  sehr  schönen  Eigenschaften  dieser  Kurve  bekannt  giebt^),  von 
ihr  als  einer  schon  bekannten  Linie  spricht^),  und  in  der  That  er- 
wähnt Montucla^}  ihr  Vorkommen  in  dem  Werke  J.  Gregory's, 
Geomelriae  pars  universalis  (Venetiae  1667);  Torricelli  spricht  von 
ihr  in  einem  Briefe  an  Michelangelo  Ricci  Tom  24.  Aug.  1644*)  — 
woselbst  die  kürzlich  veröffentlichte^)  Abhandlung  De  hemihyperbola 
logariikmica  citiert  wird  —  und  schliefslicli  lost  sie  eine  von  Debeaune 
1638  dem  Descartes  vorgelegte  Aufgabe^).  Es  geht  hieraus  hervor, 
dafs  die  Vaterschaft  dieser  Kurve  eine  ungewisse  oder  mehrfache  ist; 
als  Geburtsdatum  kann  man  aber  das  Dezennium  1635 — 1645  aimehmen. 
Da  B^  e'"^,  so  kann  Gleichtue  (2)  auch  geschrieben  werden 


und  man  sieht,  dafs  die  wesenthchen  Konstanten  m  (1)  unl  (^2l  nur 
zwei  sind,  und  man  kann  daher  unmei    umehmen,   dal»  JJ  =  6  sei. 

1)  S   die  Abb   De  la  caiise  de  la  pesanteur   vei6ft  nthcht  16Jn  ii    1cm  An» 
h'inge  zum  Ttatte  de  la  ImniLre 

2)  Jorlesuttgen  «iei  GeschicMe  det  Ma^emutil  III   (2   Aufl     Leipzig  liOl) 

3)  ätstmres  des  «iothematiguet,,  Kouv   Öd  II   (Pans  1789;  "^  85 

4)  G   Ghiaaa^i    Letteie  fin  gtii  uiedite  dt  Evmtgehfta  Tmncelh  precedttte 
dalla  vaa  di  Im  (Faenza  1864)  %  17 

5)  G  Loria  Le  }^cerehe  inedite  diEiangehstaToi-ncelh  soptala  cmva  loga- 
}ttm%ca  (Bibl   math    8  Ser  I   1900 

6)  Vgl.  aucbeineNote  V.  P.Tannery  imJ«(m)Mdiaw-e  Vn,  1900,  S.  94— 95. 
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Wenn  wir  daher  zugeben,  dafs  nur  die  Neper'schen  Logaritlunen  in 
Betracht  kommen  sollen,  so  können  wir  die  (1)  schreiben 

j^  =  6  log  ~  ; (3) 

demnach  ist  * 

a:  =  ae''  .  •-') (4) 

Hieraus  folgt  weiter,  dafa 

x^^~^ W 

die  Gleichung  der  Tangente  im  Punkte  (x,  y)  ist.  Wenn  wir  hierin 
X=0  setzen,  so  zeigt  sich :  Die  Subtangente  in  Bezug  auf  die 
y-Ax6  ist  l)ei  der  logapithmischen  Kurve  konstant,  nämlich  =  —  b; 
es  ist  dies  —  wie  leicht  zu  zeigen  —  eine  für  diese  KuiTe  charakte- 
ristische Eigenschaft,  die  zuerst  von  E.  Torricelli  und  dann  von 
Huygens^)  bemerkt  worden  ist.  Wenn  man  in  (5)  X  und  Y  ala  ge- 
geben ansieht,  so  zeigt  sie;  Die  ßerälirungspuntte  der  von  einem 
beliebigen  Punlite  an  die  iogarithmische  Kurve  gezogenen  Tangenten 
liegen  auf  einem  Kegelschnitte,  der  durch  jenen  Punkt  geht;  folg- 
lich gehört  jede  derartige  Kurve  einem  System  mit  den  Charalcte- 
ristilten  jt  =  J ,  v  =  1  an. 

Stellen  wir  uns  ein  rUumliches  kartesisches  Koordinatensystem 
vor  mit  den  drei  zaeinandsr  senkrechten  Axen  Ox,  Oy,  Os,  und 
legen  durch  Ox  eine  beliebige  Ebene  ö,  so  können  wir  die  Punkte 
derselben  auf  zwei  Axen,  die  0  als  Anfangspunkt  haben,  beziehen, 
auf  Ox  ala  Ahscisaenaxe  imd  die  Senkrechte  in  0  dazu  als  Ordinaten- 
axe.  Sind  nun  x^^,  y^  die  Koordinaten  eines  Punktes  P^  von  U,  x,  y 
die  des  Punktes  P,  welcher  die  Orthogonalprojektion  von  P^  auf  die 
iCM-Ebene  ist,  so  haben  wir 


wenn  a  der  Winkel  der  Ebene  a  gegen  die  xy-Eheue  ist.     Betrachten 
wir  jetzt  in  der  Ebene  e  die  Kurven  mit  den  Grleichungen  bezw. 

-i  =  l0g-^,  .2l  =  log^, 

so  werden  diese  als  Projektionen  die  Kurven  haben 

-  =^  log  cos  K  +  log  -r ,       1^  cos  K  ^  log  -  ■ 

1)  Schreibt  man  die  GL  (3)  in  der  Form 

I  =  log  ^  +  log  ^ 

so  sieht  man,  daJs  die  Acnalmie  ö  ^     n      e  nei  besoude  ea  V,  ahl  let  Koo  d 
iiat«na]ifaiiges  entspricht. 

S)  Die   von  Huygens    blos    ausgesprochenen  Theoreme   wn  den   zue  at     on 
Gf.  Grandi    1701  bewiesen  (ßeometrica   daioneiiatM  iheo  ei    t  m   Eugen  o-v, 
circa  logisticam  eeu  logwridimicam,  ^Florenz)     M   s    au  h  G  Pontana     Sopa    l 
centro  d%  gravitä  äella  hgistiea  finita  eä  nnßntfamente  lunga  ^Tormo  Mem.  X  n.  XI). 
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Nun  stellt   «^ie   erate   eine    zur  nrsprfingHchen  gleiche  Kurve  dai-,  die 
zweite  eine   der  entsprechenden  affine,  und  somit  schliefsen  wir  auf 
folgenden  Doppelsatz: 
Die  Projektion  der  logarithmisclien  Kurve  auf  eiue  jede  Ebeue  welche 

airch  die  AsympMe  UeM,  Ist  «in.  Ito(''»"«''°™''l&rve')- 

eme  zur  Asymptote  seukr.  Axe  J "      '  t  arfine  ) 

Die  logaritbmische  Kurve  nähert  sich  unbegrenzt  dem  negativen 

Teile  der  i/-Axe,  welche  eine  Asymptote  der  Eurve  ist;  da  es  für  die 

Betrachtung  bequemer  ist,  dafa  die  asymptotische  Aimäherung  in  die 

positive  Richtung  der  a:-Axe  faile,  so   wollen  wir  die   Gleichung  (4) 

durch  folgende  gleichwertige  < 


=  be 


alsdann  ergiebt  sich  a  als  die  Eonstaute  für  die  öubtangente  in  Bezug 
auf  die  x-As.e.    Es  ergiebt  sieh  dann  weiter 

Jy-dx  =  hje    " ■  dx  =  a(yg — Y) . 

Es  verhalten  sich  also  die  Flächen,  gelegen  zwischeu  der  Kurve, 
der  Asymptote  und  zwei  Ordinaten,  wie  die  Differenzen  dieser  Ordi- 
nalen, da  sie  durch  das  Produkt  dieser  Differenzen  und  der  Sub- 
tangente  gemessen  werden^).  Setzen  wir  im  speziellen  X^oo, 
T=0,  80  wird  die  rechte  Seite  der  obigen  Gleichung  «-^o,  folg- 
lich; Die  zwischen  der  Kurve,  der  Asymptot«  und  einer  Ordinate 
gelegene  unbegrenzte  Fläche  ist  gleich  der  Hälft«  des  Rechtecks, 
welches  diese  Ordinate  und  die  Suhtangente  zu  Seiten  hat. 

Diese  eleganten  Sätze  über  die  Quadratur  rühren  von  Torricelli 
und  Huygeua  her;  auch  mit  Fragen  Über  die  Eubatnr  haben  diese 
sich  befafst  und  erhielten  bemerkenswerte  Resultate. 

Wenn  die  Fläche  zwischen  Eurve,  Asymptote  und  der  zu  x  gehören- 
den Absciase  um  die  Asymptote  rotiert,   so  erzeugt  sie  das  Volumen 


Ttib^e     "  •  dx  =  — — ^(ß     ")" 


=  ö-T'^«r, 


d.  h.  ein  Volumen  gleich  -j  desjenigen  Kegels,  der  zur  flöhe  die  Sub- 
tangente  nnd  als  Gmndkreisradius  jene  Ordinate  hat  Lassen  wir 
dieselbe  Fläche  um  jene  Ordinate  rotieren,  so  bekommen  wir  einen 
anderen  Ausdruck   für  das   erzeugte  Volumen;   nehmen  wir   nämlich 

1)  Dem   Verf.    brieflich    mitgeteilt    von    Oberleluer   J.   fmsterbusoh    in 
Zwickau. 

2)  S.  auct  Craig,  Tlie  quadraiwe  of  logarithtmc  curvt  fPliil   Trans,  n".  242, 
1698). 
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jene  Ordinate  als  y-Axe,  so  sehen  wir,  da.Cs  jenes  Volumen  ausgedrückt 
wird  dnrch 

V  =  7tix^.dy  =  — ■  —jx^e    "-dx  =  haUx^ -^  2ax-\-2a^)e    " 

es  ist  also  seohsmal  so  grofs  als  der  Kegel,  dessen  Höhe  jene  Or- 
dinate nnd  dessen  Omndkreisradius  die  Subtangente  ist.  Aus  den 
beiden  vorigen  Sätzen  ergiebt  sich  durch  eine  zweimalige  Anwendung 
der  Pappus-Gruldin'schen  Regel,  dafs  der  Schwerpunkt  des  ersteren 
Flächenstücks  (begrenzt  von  der  Kurve,  Asymptote  und  der  Ordinate) 
von  der  Asymptote  einen  Abstand  gleich  ein  Viertel  der  Ordinate 
und  von  der  Ordinate  den  Abstand  gleich  der  Subtangente  hat. 

Die  Rektifikation  der  logarithmischen  Kurve  kann  vermittelst  Loga- 
rithmen ausgeführt  werden.  Dies  hat  der  Marquis  de  l'Höpital  in 
einem  Briefe  vom  14.  Dez.  1692,  mit  dem  er  seinen  Briefwechsel  mit 
Leibniz  begann,  bemerkt^);  die  bezügliche  Rechnung  wurde  bald  darauf 
und  unabhängig  von  dem  französischen  Geometer  durch  Hujgena^) 
ausgeführt  und  von  Cötea  in  seiner  Ha^monia  mensuranim  mitgeteilt 
(zugleich  mit  der  Berechnung  des  durch  Rotation  der  Kurve  um  die 
Asymptote  erzeugten  Volumens):  das  so  erhaltene  Resultat  kann  man 
in  eine  bemerkenswert  elegante  Form  bringen  durch  Einführung  der 
hyperbolischen  Punktionen').  Ohne  uns  jedoch  mit  den  Einzelheiten 
hierüber  aufzuhalten,  wollen  wir  einen  beachtenswerten  Satz  betreffend 
die  Rektifikation  der  lo gar ithmia eben  Kurve  beweisen*). 

Bezeichnet  s  wie  gewöhnlich  den  Bogen  der  Kurve  (6),  so  findet 


man 


ds 


dx~\/  , 


daher  a{s  — a;)  =J  rf^  (k»^ -f  &^e    ""— (i).    .     .     .     (7) 

Um  die  Integration  ausführen  zu  können,  setzen  wir 


K 


^hh     "  ~a  =  s  (8) 

1)  Leibniz,  ed   (jerhardt  H   S  216 

2)  Gonstmctwn  dun  piobUme  de  geOTnetiit  Trouia  wie  h<int  ihmte  ^gale 
a  ime  portion  donnee  de  Itgm  hgartßimictue  (Hist  des  Oaviages  des  Savants 
Pövrier  1693) 

3)  Barsotti  Dekrmmaetone  dd  cerdio  dt  gramfa  dt  aleune  Itvw  ptane 
eoir  uso  delle  funeiow  i^erbohche  (AamaJi  di  Törtolmi  n  1861)  Vgl  dunther 
Sie  Theorie  det  gewöJmltckfM  und  ierdUgemetnerten  HyperhelfunUionw  (Halle  a  S 
1881)  S.  241. 

4)  P.  Fufs,  QuaniMm  differat  longtludo  arcus  cttTPae  oft  asymptota  utjaque 
W  vnßmim/m  vsqve  ptoiernsa    mnuintm   (M.Ara    d.«  st  PötPinli    I^    1>'24 
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und  erhalten 

x-s  =/^-  =  ^-  «  log (2«  +  ^)  +  Consi. 
Integriert  man  nun   zwischen  x^O  und  3;=oo,  oder  was   dasselbe 
ist  wegen  Gleichung  (8),  zwischen  s  =  ~\/<^  +  ^^  — '  «  i^'^'i  5  =  0,   so 
erhält  man 

Um(^-s)==>V+^-«  +  «log^^_=^|— ■     .     .     (9) 

Demnach  strebt  die  Differenz  zwischen  einem  Bogen  der  log.  Kurve 
und  seiner  Projektion  auf  die  Asymptote  einem  endliehen  Grenz- 
werte zu,  wenn  der  eine  Endpunkt  des  Bogcns  sich  unbegrenzt  der 
Asymptote  nähert.  In  dem  speziellen  Falle  tt  =  &  =  1  liefert  Gl.  (9) 
Jim  (^-s)  =  1/2-1  + log^, 

wie  zuerst  P.  Fufs  gefunden  hat^). 

Die  Frage  nach  der  Bestimmung  der  Gestalt  der  log.  Kurve  fällt 
zum  Teil  mit  der  Frage  nach  der  Entscheidung,  ob  auch  die  negativen 
Zahlen  ihre  Logarithmen  haben,  zusammen,  und  im  Bejahungsfälle, 
welcher  Art  dieselben  seien,  und  diese  Frage  hat',  wie  bekannt,  seit 
Leibniz'  Zeiten  die  Mathematiker  beschäftigt.  Unter  den  in  dieser 
Hinsicht  gemachten  Bemerkungen  möge,  wenigstens  der  Kuriosität 
halber,  die  von  Joh.  Bernoulli  gemachte  Deduktion  nicht  uner- 
wähnt bleiben,  der  aus  der  Beziehung  —  =  --■__  -  ■  auf  die  Identität 
log  X  =  log  (— a;)  schlofs;  desgleichen  möge  bemerkt  werden,  dafs  der 
erwähnte  Geometer  hinzufügte:  „unde  vides  curvam  Logarithmicam 
habere  suam  comparem  ut  es.  gr.  Hyperbola"*).  Die  genannte  Beweis- 
fuhrung  ist  verfehlt,  nichtsdestoweniger  wird  oft  angenommen,  dafs 
die  Kurve,  um  die  es  sich  hier  handelt,  aufser  einem  kontinuier- 
lichen Zuge  oberhalb  der  a!-Axe  einen  diskontinuierlichen  sog.  punk- 
tierten auf  der  anderen  Seite  derselben  habe^);  setzt  man  mimiich  in 
Gleichung  (6)   x^  —,  so  wird  diese  zu 

wenn  nun  n  ungerade  ist,  so  giebt  die  rechte  Seite  nur  omen  emzigen 
reellen  Wert,  wenn  aber  n  =  2p,  so  hat  y  zwei   gleiche   aber  ent- 

1)  Dassellie  ßeaultat  scheint  schon  früher  erhalten  zu  sem,  and  zwai  von 
.Totann  AIhrecht,  dem  ältesten  Sohne  Leoahard  Euler's:  s  die  Adneteaua  mathe- 
matica,  veröffentlicht  im  I.  Bde.  von  L.  Enleri  Opera  postitma  mathematjca  et 
physka  (Petropoli  1863). 

2)  Brief  an  Leibniz  Tom  25.  Mai  1712  {Leibniz,  ed    Gerhardt,  HI,  &   887). 

3)  Vgh  Salmon-Fiodler,  BbeM  Kuyven,  H.  Aufl  (Leipzig  1882)  8  374; 
W  Eeymann,  Die  Logarithmem  negatiuer  Zahlen  bei  dei  Auflösung  Uanaseen- 
detii&e  Gleichimgen  (Hoffmann'8  Zeitechr.  f.  d.  math.  Unten  XXXII,  1901,  Heft  8). 
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gegen  gesetzte  Werte;  demnaeh  würde  die  Kurve  in  der  That  unter  ihren 
Punkten  unendlich  viele  mit  negativer  Ordinate  und  mit  Abscisaen  von 
der  Form  3;  =  ^  besitzen.    Gegen  diese  Auffassung  mufs  aber  geltend 

gemacht  werden,  dafs  die  Exponentialfunktion,  wie  aus  der  Funktioncn- 
theorie  bekannt  ist,  eine  eindeutige  Funktion  ist;  der  punktierte  Zug 

entsteht  daher  nur  aus  einer  Vei-wechselung  der  Funktion  e    ^^^  mit 

der  Funktion   f   e    *".  ^) 

Schliefslich  wollen  wir  bemerken,  dafs  man  die  Kurve  leicht 
punktweise  konstruieren  kann.     Setzt  man  nämlieh  in  Gleichung  (6) 

der  Reihe  nach  ein  3;  =  %,  2^^,  3%, nx^  und  bezeichnet  mit 

Vi!  Vs^Vs  ■  ■  ■  •  Vn  ^^^  zugehörigen  Werte  von  y,  so  erhält  man 

yi  =  he    " ,     y^  =  be     "    ,   J/„_i  =  Öe        "     ?     y„=^he     "  , 

und  daraus  ersieht  sich 

^  y!-y„_i 

wenn  man  also  den  Punkt  (x^,  y^)  kennt,  kann  man  die  übrigen  ver- 
mittelst ähnUcher  Dreiecke  konstruieren^). 

lat  die  logarithmische  Kvirve  konstituiert,  so  hat  man  damit  einen 
Weg,  auch  andere  Kurven  zu  zeichnen;  z.  B.  lassen  die  Glei- 
chungen ((3)  in  Nr.  216),  durch  welche  wir  die  Debeaune'schen 
Kuryen  darstellten,  erkennen,  dafs  diese  konstruiert  werden  können, 
indem  man  die  entsprechenden  Ordinaten  einer  Geraden  und  einer 
Exponentialkurve  addiert.  Ähnheh  kann  man  Kurven  erhalten,  deren 
Ordinaten  die  figurierten  Zahlen  darstellen^);  halten  wir  nämlich 
daran  fest,  dafs  indem  Ausdrucke 


^  jTi—  a  —  2,- 


(«  +  l)...(w-|-i-l) 


1)  Diese  scharfsinnige  Bemerkung  verdankt  der  Verf.   Prof.  E.  Wölffing. 

2)  Der  Leser  wird  die  Konstruktion  des  Krümmungamittelpiiaktea  der  log. 
Kurve  ira.  §  11  des  Aufsatzes  Ton  J.  Sobotka,  Zur  inßmtesivmlen  Geometrie 
eimgei  Plankwven  finden  (Prager  Ber.,  1898). 

a)  Daa  Problem,  die  Kurve  zn  finden,  deren  Ordinaten  die  Dreieekszahlen 
smd,  wurde  in  den  Mänovres  de  Trevoux  vom  Sept— Okt,  1701  gestellt  nnd 
alahald  von  Carr6  gelöst  (Histoire  de  l'Acad.  Royale  des  Sciences,  Ännee  MDCCI) 
und  dann  von  Fontenelle  verallgemeinert  (Elements  de  la  giomiMe  de  l'mfm, 
Paria  1727,  Sect.  VII,  Prop.  II)  für  alle  PoIjgi>nalzahlen.  Die  im  Texte  auf- 
geworfene aJlgemeine  Präge  wurde  von  Girolamo  nnd  öinseppe  ßinaldis 
behandelt  in  Saggio  di  vma  mwwh  teoria  dei  rmmeri  fyurati  (Raocolta  di  opuaculi 
scientifid  e  filologici,  XSXVm,  1748;  vgl,  G.  Loria,  Abh.mr  Gesch.  der  Motheta. 
IX.  Heit,  1899,  S.  206). 

86' 
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a,  m,  p  Konstante   seien,  n  aber  yaiiiere,   so  erhalten  wir  die  Kurve 

zu  der  man  offenbar  gelangen  kann  durch  Addition  entsprechender 
Ordinaten  einer  logarithinischen  und  einer  parabolischen  Kurve, 

225.  Ebenso  wie  die  trigonometrischen  Kurven  zur  Beti-aehtung 
der  hyperfcrigono metrischen  führten,  so  wurde  man  auch  von  der  loga- 
rithmischen Kurve  zur  Betrachtung  anderer  ähnlicher  oder  kompli- 
zierterer geführt;  solche  sind  z.  B.  die  mit  den  Gleichungen 

y  =  be^,  ?/^  =  a:Mog|s, 

die  0.  Schlömilch  betrachtet  hat,  wobei  er  die  erste  die  reziproke 
logarithmische  Kurve,  die  zweite  die  logarithmische  Leninia- 
kate  benannte^);  femer  gehören  hierher  die  Kurven 

j/  =  3f ,         j/  =  Y^  > 
deren  erste  Maria  Gaetana  Agneei  veimittelst  der  log.  Kurve  zu  kon- 
struieren lehrte^),  während  die  andere  wiederum  ein  Beispiel  einer  punk- 
tierten Kurve  liefert');  dahin  gehört  femer  die  von  Gregor  Fontana^) 
zu  analytischen  Zwecken  definierte  glockenförmige  Kurve  mit  der 

Gleichung   J/ =  ( — log«)^,  sowie  die  durch 

g'  ^  x^ 
dargestellte  Kurve,  mit  der  sich  zu  beschäftigen  selbst  Euler''}  nicht 
unter  seiner  Würde  hielt.     Ferner  wurden  die  Kurven 

xy  ^  d",      y  =  (?'',      a;!'  =  e 
von  G.  Bidone'*)  erforscht,  und  die  mit  der  Gleichung 


1)  üebungib  th  ot  SfwJtum  dei  hohe  ei  AnnJy  a  I  T  8  Aufl  h&i\7\g 
187S)  S.  101—5 

2)  Inst  tu^  01 1  analtttche  ad  «so  deüa  giwventu   11   i^Milaoo  1748    S  H3y 
S)  Hessel     Uebet    am  fterMilidtge  Seidel  etnet    'um   Tetl  punktiert  je 

bildeten  Ourve  des  dei  Q-leichimg  entspricht  y  =  ^/?  (Archiv  der  M*itli  XIY 
1850);  H.  Scheffle r  Ueh&t  die  duieh  dteületchung  y  =  ^^  dat gestäUen Ku  sen 
(Das.  XVI,  1861) 

4)  Sopi  i  li  p  efesc  dtsttnetotie  fra  tt  luXla  leale  e  d  tulla  mmagmc  %o 
(Mem.  de  H  Soc   Ital   vm    1  99) 

5)  S.  K-ip  21  de^  1"°  Teiles  der  Int  oduct-o  n  Analysin  mfimtorum  (Lau 
sannae  1748)  daseibat  ist  die  Kurve  vermittelafc  dei  folgenden  eleganten  paia 
metrischen  Darstellung  unterancht  worden 

6)  Recherches  sinr  la  nature  de  la  transcendente  fi~;  (Torino  Mem.  1805—8). 
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vou  Haaa^).  SchlieMich  erwäbnen  wir  noch  die  Additions-  und 
Subtraktiona-logarithmischen  Kurven  (logarithmique  d'addition 
et  de  subtraction  der  Franzosen),  die  durch  die  Gleichungen 

x  =  logt,        y  =  l  log  (l  +  -] 

definiez^t  wird  und  eich  in  Frt^en  des  angewandten  Mathematik  als 
nützlich  erweist^,  und  die  Kurve  der  logarithmischen  Sinus 
dargestellt  durch  die  Gleichung 

j/  =  log'l/l  — a:% 
Ton  der  auch  die  Evolute  bestimmt  worden  ist^).  Weiter  auf  diese 
Art  von  Kurven  einzugehen  verbietet  uns  die  Überfülle  des  Stoffes. 
Desgleichen  erwähnen  wir  nur  die  hypergeometrische  Kurve,  die 
durch  j/  =  a; !  definiert  ist,  der  Euler  eine  seiner  kleineren  Abhand- 
lungen widmete*),  imd  die  nicht  zu  verwechseln  ist  mit  der  Kurve 
gleichen  Namens,  durch  welche  Multedo^)  geometrisch  die  Theorie  der 
faktorieUen  Funktionen  von  Kramp  und  Vandermonde'*)  illustrierte; 
da  die  hypergeometrische  Kurve  durch  die  Gleichung  y  =  r(x  -\-  1) 
definiert  werden  kann,  so  liefert  sie  eine  geometi-ische  Darstellung  der 
Euler'schen  Integrale  zweiter  Gattung').  In  dieser  Hinsicht  hat  sie  Ähn- 
lichkeit mit  einer  Kurve,  von  der  Läufig  in  dem  gelehrten  Briefwechsel 
Huygens'^)  die  Bede  ist,  woselbst  sie  als  die  Wallis'sche  Kurve^) 
bezeichnet  wird.  Es  ist  eine  Kurve,  von  der  man  dazumal  nur  ein- 
zelne Punkte  gezeichnet,  und  deren  Gleichung  man  vergeblich  gesiicht 
hatte.     Diese  läfst  sich  aber  in  folgender  Weise  auffinden; 

Die  Wallis'sche  Kurve  ist  durch  den  Umstand  definiert,  dafs  die 
Punkte  derselben  mit  den  Abscissen  1,  2,  3,  4, als  bezügliche 

Urdmaten  die   Urofsen    1,    ■---,     ~^  '  ~ö~i     ~. 2~  '  ~3~ '    

haben.   „Wenn  man  das  erste  Wertepaar  ausscheidet,   so   kann  man 

1)  Eleyer,  LehfJmch  d&r  Difermtialrechimg,  lÜ.  T.  (Stuttgart  189*)  S.  116. 

3)  ß.  Mehmke,  Neue  Methode,  beUebige  muneriache  Gleiämngen  mit  einer 
Unbehtmnten  ntunei-isch  aufzulösen  (Civilingenieur,  2.  Reihe,  XXXV,  1889);  M. 
il'Ocagne,  Traite  de  nomogra^hie  (Paria  1S99)  S.  384. 

3)  Ii.  G.  Batbour,  Evolute  to  ^e  ctirve  of  logtwithmie  sines  (Tho  Analyst 
IV,  1872). 

4)  De  curva  hypergeometi-ica  hae  aeguatione  expressa  j/  =  1.2.3  —  x  (Rovi 
Commeiit.  Petropolit,  XUI,  1769). 

5)  Memoria  mUe  ewve  hypergeomeMche  (Mem.  dell'  Accad.  di  Geiiova,  III, 
1814). 

6)  S.  K.  B.  den  Artikel  „FaotorielU"  im  Diettotmaire  des  Sciences  tnath. 
von  Moatferrier. 

7)  Serret-Harnack,  Integi-alrechmmg,  2.  Aufl.  (Leipzig  1899)  S.  189. 

8)  S.  die  unter  der  Eubrik  „courbe  de  WalliB"  angefälirten  Stellen  im  I,  B. 
der  Oeuwes  CompUtes  de  C.  Mwygens,  insbesondere  S.  310. 

S)  Berechtigt  ist  dieser  Name,  weil  die  Kurve  in  der  Prop,  CXCII  der 
ArithmeÜea  infnüorwm  (1655)  betrachtet  wird. 


y  Google 


560  VI.  Abschnitt:  TransscendBüte  Kurven, 

auch  sagen,  dafs  die  WalHs'scho  Kurre  dureli  Punkte   mit  folgenden 

Koordinaten  geht 

^       fc  J_l             «-^'^     ''-^               2(21  +  1)  „ä^-3-ö....(a|_+i_) 
'^  —  5  i-  J- )  ?/  —    j^    ■    a    ■-.■■■  ■       -|-       —       -'|-,        -    ! 

wo  ^  ganzzaldig  und  ^1  ist.     Beachtet  man  nun,  dal'e 
so  kann  man  schreiben  iEülIL 


^                (I!)' 

'ührt  man  nun  die  Gammafimktion  ein,  SO  erlwilt  man 

r(3|  +  2)            ,                  r(2;«) 

.     (12) 

)ie8   ist   die  gesuchte   Crleichung;    sie   gilt    für    alle  positive 

11   Werte 

on  3;^  da  im  allgemeinen 

-(...) -?g-||. 

0  kann  man  (12)  auch  schreiben 

folglich  kann    die  Wallis'sche  Kurve   znr   geometrischen  Darstellung 
der  Euler'sehen  Integrale  erster  Gfattung  benutzt  werden. 


Achtzehntes  Kapitel. 
Die  anfserordeiitllclien  Kurven. 

336.  Der  Gfedanke,  eine  Funktion  graphisch  darzustellen,  hat 
zu  vielen  neuen  Kurven  geführt,  von  denen  die  hervorragendsten  in 
den  beiden  vorigen  Kapiteln  definiert  wurden;  Kurven,  die,  so  ver- 
schieden sie  auch  m  ihiem  Bau  waren,  dennoch  den  allgemeinen  Ideen, 
die  man  von  emei  Kuive  za  haben  pflegt,  entsprechen.  Mit  den 
Fortschritten  dei  mathematischen  Analysis  wui'de  der  Begriff  der 
Funktion  stufenweise  erweitert  und  modifiziert;  man  entdeckte  so 
Funktionen,  dio  ganz  unerwartete  Eigentümlichkeiten  zeigten,  und 
indem  man  zu  ihrer  geometrischen  Darstellung  überging,  gelangte 
man  zur  Betrachtung  von  Kurven,  die  Eigenheiten  zeigen,  die  in 
oifenem  "Widerspiuch  mit  den  bisher  erhaltenen  allgemeinen  Eigen- 
schaften der  Kurven  stehen.  Die  Hauptbedeutung,  die  diese  sogenannten 
aufserprdentlichenKurven  (crinkly  curves  der  englischen  Mathe- 
matiker^)  für   den    Geometer   haben,   liegt   dai-in,    dafs    sie  die  Not- 


1)  B.  H.  Moori 
1.  1900), 


.   crirJdy   i 


,   (Tm 


,   of  tte   Amei:,   math. 
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wendigkeit  klargelegt  haben,  liei  dem  Wortlaut  einiger  Theorien  ge- 
wisse Einsehräjikungeii  zu  machen.  Die  bemerkenswertesten  unter 
diesen  Kurven  yerdienen  daher  in  einem  geometrischen  Werke  wie 
dem  vorliegenden  wenigstens  einen  Hinweis^). 

I.    Die  älteste  imd  berühmteste  ist  die  durch  die  Gleichung 


v-S" 


x{a"x) (1) 


dargestellte  Kurve,  wo  ff  eine  ganze,  gerade  Zahl  >  1,  und  &  eine 
reelle  positive  Gröfse  <  1  ist.  Es  lälst  sich  zeigen,  dals  die  linke 
Seite  eine  immer  kontinuierliche  Funktion  von  x  ist,  dafs  jedoch, 
wenn  das  Produkt  ab  eine  gewisse  Grenze  überschreitet,  sie  in  keinem 
Punkte  eine  bestimmte  Abgeleitete  hat.  Es  ist  dies  eine  analytische 
Thatsache  von  aulseror deutlicher  Wichtigkeit,  durch  deren  Mitteil\ing 
Weierstrafa^)  ein  altes  Vorurteil,  dal's  jede  kontinuierliche  Funktion 
eine  Abgeleitete  besitze,  beseitigte.  Die  durch  Gleichung  (1)  dar- 
gestellte Weierstrafs'sche  Kurve  läfst  daher,  obwohl  sie  kon- 
tinuierlich verläuft,  dennoch  in  allen  Punkten  keine  bestimmte  Tan- 
gente zu  Wie  dies  möglich  sei,  wurde  von  Chr.  Wiener  aufgeklärt'), 
aus  dessen  Untersuchungen  hervorgeht,  dafs  diese  Kurve  innerhalb 
jedes  endlichen  Intei-valles  unzählig  viele  Oscillationen  ausfubit*) 

n.  Dieselbe  Eigenschaft,  keim-  bestimmte  Tangente  zu  besitzen, 
hat  die  sogenannte  Kuive  H  von  Boltamann*],  die,  weil  sie  em- 
pmach  definiert  wnd  und  Ins  jetzt  u<ich  keine  analytische  Daistellung 
gefunden  hat,  eigentlich  nicht  dem  Gebiete  angehört,  das  wii  hiei 
durchfoi  scheu 


1}  Die  soeben  ubui  diese  .ibBOndeihcliPii  Kur\en  im  allgpmtinen  K^i'ii'Lliten 
BemorkuBgen  geben  uns  Gelegenteit  zu  lieraeiken,  dala  Plateau  em  Verfahren 
angegeben  hat,  um  die  ttleichungen  von  nnzailtg  \ielen  Emven  anzugeben,  die 
empn  pomt  naiUant  oder  emen  der  von  ihm  so  genannten  pomt  de  de- 
douhlement  haben.  M.  h.  Plateau,  Quelques  exempks  cutieux  de  d/^onhnuitS 
en  atiahfse  (Belgique  Bull.  3.  Sei.  XT.TTT,  1877);  Maneion,  Sw  ks  points  de  de- 
doiiblement  de  M.  3.  Plateau  (Darbous  Bull.  2.  Set.  II,  1878)  und  Sw  les  now- 
veemx  jJotWfs  smgiäders  des  courhes plames  (Mathösis  in,  1883);  Vogel,  Note  über 
die  Dkcontinmtätm  lei  Ourven  (Zeitsciirift  f.  Math.  XSVI,  1881). 

2)  P.  da  Bois-Baymoad,  Versuch  emer  Classification  der  wilScärlichen 
FunMonen  reeller  Argumente  (CrelleB  Journ.  LXXIX,  1874,  S.  29). 

3)  Geom^-igdie  tmd  analytische  Untersuchungen  der  Weim-strafs'&chen  Fvmktion 
(Das   XC,  1881) 

4)  In  gewisser  Hinsieht  analog  But  Weierstrafa'schen  Kurve  ist  diejenige, 
deren  Konstruktion  A.  Eöpke  in  den  Aufsätzen  lieber  IHfferentürbarkeit  ttnd 
AnsckcmltiMeU  dei  stetigen  Funktionen  (Math.  Ann.  SXIX,  1897)  und  Ueher  eine 
duicham  diffetentinliaie  sfetiye  Funktion  mit  OsciUaUonen  in  jedem  Intervalle 
(Das  XXXIV   lt.97)  anführt 

5)  L   BoUzmann,  Vhei  die  sogewmnte  H-Kurve  (Math.  Ann.  L,  1898). 
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III.  G.  Peano')  hat  gelehrt,  awei  Funktionen  90  und  ip  zu  kon- 
struieren, die  eindeutig  und  stetig  siniJ,  für  eine  reelle  Variabele  t  derart, 
dafa,  wenn  t  innerhalb  des  Intervalls  (0 ....  1)  variiert,  tp  und  ^  alle 
Wertepaare  innerhalb   desselben  Intervalles   annehmen;    daher  stellen 

die  Gleichungen  x  =  <p(t) ,         y  ^  fit)       (2) 

eine  Kurve    dar,   die  durch    die    sämtlichen  Punkte    eines   Quadrates 
hindurchgeht,  und  somit  die  ganze  Fläche  desselben  ausfüllt. 

IV.  Sclüiefslicli  hat  Grave^)   den  Namen  polygonale  Linien 
Teben,  die  durch  die  Gleichung 


y  =Jf{x)dx 

dargestellt  werden,  wenn  fix)  eine  gewisse  arithmetische  Funktion  ist, 
die  für  unzählig  viele  Werte  von  x  keine  Abgeleitete  besitzt,  während 
sie  für  gewisse  andere  Werte  gleich  Null  ist.  Solche  Kurven  bestehen 
dann  aus  unendlich  vielen  geradlinigen  Teilen;  sie  haben  in  jedem 
Punkte  eine  bestimmte,  aber  von  Punkt  zu  Punkt  wechselnde  Tangente; 
fär  sie  hört  der  gewöhnliche  Bogriff  der  Krümmung  auf,  da  für  un- 
endlich viele  Werte  von  x  nicht  die  Gleichung  besteht 

— ^  =  fix') 


Neiinzelintes  Kapite). 
Die  Kurven  W  von  Klein  und  Lie. 

221'.  Kehren  wir  auf  ein  rein  geometrisches  Gebiet  zurück, 
indem  wir  dieses  Kapitel  sowie  das  folgende  gewissen  Kurven  widmen, 
die  ihre  Herkunft  der  Theorie  der  Korrespondenzen  und  Abbildungen 
verdanken. 

Wir  betrachten  eine  projektive  Transformation  E  mit  drei  ge- 
trennten Ordnungspnnkten  ^4,,,  .4^,  ^*).  Sie  kann  als  durch  folgende 
Gleichungen  definiert  aufgefafst  werden 

Qx'o^agX^,        Qx'i  =  a^Xi,        pa;2=«a%,.     .    .     (1) 

1)  Smi'  ttne  co4M"6e,  qui  remplit  toute  une  aire  plane  (Das.  XXX7I,  1890). 
Vgl.  Hilbeit,  neber  die  stetige  Abbildung  einer  Linie  auf  ein  Fläckenstück 
(Das.  XXVili,  1891)  und  E,  Cesäro,  Bwe  la  representaUon  amal^qii«  des  regions 
et  des  courbes  qui  les  rempUssent  (Darboux  Bull.  2.  Beihe,  SSI,  1897). 

2)  Sw  Us  Kgnes  eomposees  de  parties  rectUignes  (Comptes  readua,  CXSVK, 
1899). 

3)  Die  Fälle,  in  denen  die  Fundameatalpunkte  nicht  getrennt  sind,  würden 
sich  in  ähnlicher  Weise  behandeln  lassen;  sie  führen  jedoch  nicht  zu  neuen, 
anderen  Kurven,  wie  im  allgemeinen  Falle. 
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■wo  p  ein  Proportionalitätsfaktor  ist.     Setzt  man 

so  können  jene   drei  Gleichungen  durch   die  beiden  folgenden  ersetzt 

^«■^<iö°  x^ax,      '  i/'^hy (2) 

Es  sei  nun  der  Punkt  F'{x',y')  der  traoisformierte  Yon  F{x,y)-^  wen- 
den wir  auf  ihn  von  neuem  die  Transformation  S  an,  so  erhalten  wir 
den  Punkt  F"(x",y"),  dessen  Koordinaten  sind 

3f'  =  a^x,         y"  =  }fiy. 
Verfahren  wir  ebenso  wieder  mit  dem  Punkte  P"  und  fahren  in  der- 
selben Weise  fort,    so    gelat^en  wir   nach  «   Operationen   ku   einem 
Punkte  P*"!,  dessen  Koordinaten  sind 

3^«  =  «"^,  j/W  =  ?-";/ (3) 

Ist  nun  die  durch  S  bewirkte  Transformation  eine  unendlich  kleine, 

so  werden  die  Punkte  'E^Yjy, ,  P*"', in  unendlich  kleinen 

Abständen  aufeinander  folgen,  d.  h.  sie  werden  eine  Linie  bilden.  Sie 
ist  die  Trajektorie  der  eingliedrigen  Transformationsgruppe,  die  durch 
die  unendlich  kleine  Transformation  S  erzeugt  wird;  daher  wird  sie 
durch  alle  Transformationen  jener  Gruppe  in  sich  selbst  transformiert 
werden^).  Dem  Beispiele  von  F.  Klein  und  S.  Lie^)  folgend,  welche 
diese  Linie  Yon  Grund  aus  zuerst  untersucht  haben,  wollen  wir  sie 
die  Kurve  "W  (nach  dem  Anfangsbuchstaben  des  Wortes  Wurf) 
nennen  und  A^^A^A^  das  Fundamentaldreieck.  Um  die  Gleichung 
derselben  zu  finden,  beachten  wir,  dafs  bei  der  vorliegenden  Annahme 
die  Konstanten  a  und  }>  sich  von  der  Einheit  nur  um  eine 
unendlich  kleine  Gröfse  unterscheiden  dürfen,  daher  werden 
log  a  und  log  &  unendlich  kloin  von  derselben  Ordnung  sein.     Da  nun 


so  können  wir  die  Gleiehur^  (3)  auch  schreiben 

a;W  —  x  =  {n\ü%a-\ )x,         yC-i  —  y  ^  (nlogh  -\ )y 

wegen  der  gemachten  Voraussetzungen  darf  man  nun  setzen 

a;(«)  —  x  =  dx,    ^'')  —  y  =  dy,    nloga^  a-dX,    nlogb  =  ß-dX, 


1)  Wir  benutzen  hier  die  Begriife  und  Benennungen  der  Theorie  der 
Gruppen  von  Lie,  da  dieselben  heutzut^e  die  allgemein  üblichen  sind, 

2)  S,  die  Abb.  Ueber  diejenigen  Cut-ven,  welche  ä/un^t  em  geschlossenes  System 
von  ttnendlich  vielen  Dej-tausehbofen  Transformationen  in  sich  übergehen  (Math. 
Ann.  IV,  1871).  Die  Kurven  W  finden  sich  schon  in  der  Sobrift  von  G.  Bat- 
taglini,  Stille  involwsioni  dei  diversi  wdmi  nei  sistemi  di  seeonda  specie  (Atti 
dell  Accad,  di  Uapoli,  H,  1865)  und  in  der  Arbeit  von  A.  Clebscb  und  P.  Gor- 
dan,  Üebei-  bitemäre  Foniien  mii  con^agi-edienten  Variabelen  (Math.  Ann.  I,  1868) 
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WO  a  und  ß  endliche  öröfsen  sind.  Vernachlässigen  wir  nun  die  un- 
endlich kleinen  Gröfsen  höherer  Ordnung,  so  haben  wir  demnach 

dx  =  x-cc-dl,         dy  =  y-ß-dl, 
folglich   i,t  ^-'^ (4) 

die  Differenz! algleichung  der  Kurve  W.  Durch  Integration  derselben 
bekommt  man  log  a;-- log  |  __  log  y- log  ^ 

wo   %  und  Tj   die  Koordinaten  des  Ausgangspunktes   der  Kurve  sind, 

*'""'  (f)"=(f)^ (6) 

Schreiben  wir  nun  für  x  und  y  wieder  ihre  Werte  und  setzen  der 
gi^öfseren  Symmetrie  wegen 

—  a^c^,      j3  =  Cs ,       ß  —  /5  =  Co , 
weshalb  dann  c,,  -f-  <^i  +  ^a  =^  *^' 

ist,  so  wird  die  Gleichung  (4)  werden  zu 

x'^-x'^-x'^^  Const. (6) 

und  auch  diese  Gleichung  kann  in  gleicher  Weise  wie  (4)  als  all- 
gemeine Gleichung  der  Kurve  "W  gelten. 

Wenn  die  Seite  j^j^^g  des  Fundamentaldreiecks  im  Unendlichen 
liegt  {auf  welchen  Fall  man  die  Kurve  immer  durch  Projektion  zurück- 
führen kann),  so  sind  x  \iu\  y  de  gewohnlichen  karte«ischen  Ko- 
ordinaten, und  infolge  von  (rifichung  (4)  werden  de  Ku  ven  W  zu 
Parabeln,  gewöhnlichen  oder  nterse  ndenten  lenachden  deExfonenten 
K,  ß  rational  oder  irrational  smd  md  da  man  also  liesen  hpeziellen 
Fall  durch  Projektion  immer  heibeif  il  ren  1  ann  so  f  Igt  Jede  Kurve 
W  ist  die  Projektion  einer  im  allgemeinen  intericendi  nten  Parabel. 
Wegen  GL  (4)  lautet  die  Gleichung  der  Tangente  an  lie  Iv  irve  (5) 
im  Punkte  (x,  y)  i-y  _  p^  .„. 

Hieraus  können  wir  verschiedene  Folgerungen  ziehen.  Sehen  wir 
X,  ¥  als  gegeben  an,  so  folgt:  Die  Berührnngspiinkte  der  Tangenten, 
die  man  von  einem  beliebigen  Punkte  der  Ebene  an  eine  interscen- 
dente  Parabel  ziehen  kann,  liegen  auf  einem  durch  diesen  Punkt 
gellenden  Kegelschnitt«.  Da  diese  Eigenschaft  durch  Projektion  er- 
halten bleibt,  so  können  wir  im  allgemeinen  schliefsen:  Jede  Kurve  W 
gehört  einem  Systeme  mit  den  Charakteristiken  11  =  1,  v  =  l  a.n'-); 

1)  Fouret,  fiW-  quelques  proprUtis  des  systhnes  de  coitrbes  (p  =  1,  v  =  l') 
und  Intm-pretaUon  giometrique  de  ViguaUon  L{xäy  ~  y  dx)  —  ilfiii/  -(-  JVd3!  =  0, 
(Jörns  laqueUe  L,  M,  N  desigti^nt  des  foncUons  Uneaires  de  x,y  [C.  B..  LXSVIII, 
1874). 
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leicht  läfst  sieh  hieraus  folgern,  dafs  jene  die  aUgemoinsten  von 
dieser  Besehaffenlieit  sind^). 

Bezeichnen  wir  einen  Knrvenpnnkt  (x,  y)  mit  P,  die  Schnitte 
der  zugehörigen  Tangente  mit  den  Koordinataxen  mit  S,  T  nnd  den 
unendlich  fernen  Fnntt  derselben  mit  JJ  und  bezeichnen  durch  Äccente  . 
die  Projektionen  dieser  Punkte  auf  Ox  von  dem  unendlich  fernen 
Punkte  von  Oy  aua,  so  haben  wir 

Folglich  ist  das  Doppelverhältnis  {PS TU)  konstant,  und  verallge- 
meinem wir  diese  Eigenschaft  durch  Projektion  für  alle  Kurven  W, 
so  können  wir  sagen:  Für  jede  Kurve  w  ist  das  Doppelverhältnis 
pjnes  Kurvenpunktes  und  der  drei  Sdniittpunkte  der  zugehörigen 
Tangente  mit  den  Seiten  des  Fundamentaldreiecks  konstant.  Dieser 
Satz  begründet  den  Namen  „Kurven  W"  (S.  553),  sowie  den  „anharm  o- 
nische  Kurven",  der  von  Halphfen^)  den  hier  betrachteten  Kurven 
beigelegt  wurde;  es  gieht  auch  einen  hierzu  dualen  Satz,  da  man 
leicht  erkennt,  dafs  die  Tangen tialgleiehung  der  Kurve  "W  dieselbe 
Form  hat,  wie  die  Punkt gleichung.  \ 

338.  Unter  den  Kurven  W  giebt  es  eine  spezielle,  uns  schon 
bekannte:  Die  logarithmische  Spirale  (s.  Kr.  192,  Gl.  (7));  in  diesem 
Falle  liegen  zwei  von  den  Ecken  des  Fundamentaldreiecks  in  den 
Kreispunkten,  und  die  betrachteten  projektiven  Transformationen  sind 
Rotationen  um  die  dritte  Ecke.  Diese  fundamentale  Bemerkung  dient 
zur  Erklärung,  wie  diese  Kurve  sich  durch  eine  so  grofse  Zahl  von 


1)  Wir   sagen   „leicht",   weil   ein  System  mit   den  Chaialiteristikeii  (i^l, 
r  =  l  durch  eine  Differenzialgleichung  vom  Typus  (vgl.  Nr.  171) 

Lixdy  —  ydxj—  Mdy-\-Ndx  =  0 
definiei-t  werden  kann,  wo  L,M,N  lineare  Funktionen  der  Koordinaten  sind; 
diese  ist  nach  einer  hente  als  klaeaisoh  geltenden,  von  Jacohi  erfundenen 
Methode  integrierbar  {Grelles  Joum.  XXIV;  b.  z.  B.  Boole,  Differential  Sguatiom 
4.  Aufl.  1877,  S.  85).  —  Die  Untersuchung  derjenigen  Systeme,  deren  Charakte- 
ristiken (1=1,  v  =  2  sind,  ist  äbnliclieiweiBe  gleichhedeutend  mit  der  Inte- 
gration der  Differentialgleichung 
Ap^  +  Bpa  +  Ca^  +  Dp  +  Ea  +  F^O,         woj)  =  ^   und    a^^p—px, 

fernei  Ä,  ,  F  lineaie  Funktionen  der  Koordinaten  a:,y  sind.  Sie  wurde  von 
A  Legoux  ausgeführt  {Etüde  analytique  et  geometrigiie  d'mte  famüle  des  cmirbes 
lepiesent''''  pat  une  equcUton  dtffeienUelle  d/u  premier  ordre.  Thöse,  Paris  1878) 
und  führte  zur  Entdeckung  der  duich  die  Gleichung 

r'  _      (x  +  ar+'        (y  +  na)' 

dargestellten  Kurven,  diese  iind  offenbar  algebraisch  oder  träne scendent,  jo- 
nachdem  re  lational  ist  oder  nicht 

2)  M   i    z  B   Etüde  sui  les  potnts  singuliers  des  cowhes  algebriques  planes 
tPana  1883)  S  63 
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Transformationen  immer  wieder  selbst  erzeugt^),  und  kann    (und  ist 
aucli   schon)  benutzt  werden,   neue   Eigenseliaften  derselben  zu   ent- 


Unter  den  Kurven  W  findet  sich  ferner  eine  neue  Kurve,  die  der 
Untersucliung  wert  erachtet  und  mit  einem  besonderen  Namen  belegt 
wurde:  in  barycentrisehen  Koordinaten  Xu,x^,x^  wird  sie  durch  die 
Gleicliung  3l^^=.^  (8) 

«/  "i*  ^J' 
dargestellt,  wo  A  ein  Parameter,  und  a^,  a^ ,  a^  die  Seiten  des  Fundamental- 
dreieeks  sind;  nach  einem  Vorschlage  von  G.  de  Longchampa^) 
heifst  sie  die  Dreieckspotentialkurve  (Potentielle  triangujaire). 
Zum  Beweise,  dafs  sie  eine  Kurve  "W  ist,  nehmen  wir  an,  dafs  t[(j>%>(%, 
und  setzen  a  a.  a 

log^  =  Co.       ^''S^  =  «i,      log^  =  c^, 

weshalb  zwischen  den  Konstanten  c  noch  die  Relation  (^o  +  c^  +  c^  =  0 
besteht.     Aus  (8)  folgt  nun 

log  (^'\  =  —  ;lc2,        log  (^\  =  Ic^ 

und  durch  Elimination  von  ^ 

oder  x'^  ■x'^  =  x^''^'', (9) 

oder,  da  c^ -\--  c^ -\-  c^  =^  0, 

ai^.a;;'.a:^=  1 (9') 

Da  nnn  diese  vom  Typus  (6)  ist,  so  ist  der  ausgesprochene  Satz  be- 
wiesen, —  Schreibt  man  die  Gleichung  (9)  in  folgender  Weise: 

■7  1  +  -7 

so  sieht  man,  dafs  die  Dreieck spotentialkurve  eine  algebraische  Kurve 
wird,  wenn  eines  der  Verhältnisse  zwischen  den  Konstanten  c  ein 
rationales  ist.  —  Im  allgemeinen  zeigen  die  Gleiehnngen  (8),  dafs  die 
Dreieckspotentialkurve  durch  viele  bemerkenswerte  Punkte  des  Fun- 
damentaldreiecks hindurchgeht:  für  1  =  0  bekommen  wir  den  Schwer- 
punkt desselben,  für  i  =  1  den  Mittelpunkt  des  Inkreises,  für  1  =  2 
den  Lemoine'schen  Punkt  u.  s.  w.  Man  beachte  femer,  dafs  aus 
rtfl  >«!>%,  sich  ergiebt 

1)  Zum  eratenmal  dargelegt  und  ausffllirlich  entwickelt  in  der  oben  an- 
geführten Äbliandlung  von  Klein  unci  Lie. 

2)  B.  die  Alili.  Sur  la  potentMlle  triangulaire  (Math^ais  VI,  1886), 
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Hm    5-'.=    lim    (^Y=0,  lim    '^  =■  hm  (^'Y=  0 , 

lim    2?=^    lim    (-"A^=0,  lim    ^=  limf''A^=0, 

und  dies  zeigt:  Die  Dreieckspotenzialkurve  geht  durcli  die  beiden 
Ecken  des  Fuiidamentaldreiecks,  die  der  gröfsten  nnd  der  kleinsten 
Seite  gegenSibepIiegen.  Sie  berOhi-fc  in  diesen  Punkten  die  Seite  von 
der  mittleren  Länge^).  — ■  Diese  Bigensciaften  mögen  geniigen,  die 
Wichtigkeit  der  betrachteten  Kurve  für  die  moderne  Geometrie  des 
Dreiecks  klarzulegen. 

Eine  andere  bemerkenswerte  Kategorie  der  Kurven  W  wird  ge- 
bildet von  denjenigen  Linien,  die  in  rechtwinkligen  Koordinaten  durch 

die  Gleichung  x'.y^^a (10) 

dargestellt  werden  unter  der  Bedingung,  dafs 

l  +  c-l (H) 

Sie  erhielten  den  Namen  poly tropische  Kurven,  welcher  von  Zeuner 
in  seiner  klassischen  Techmschen  Thermoäynamih  1887—89  zunächst  den 
Kurven  afi/  =  C  gegeben  war.  Einige  interessante  Eigenschaften  der- 
selben sollen  hier  mitgeteilt  werden^).  Die  beiden  Koordinataxen  sind 
die  Asymptoten  der  Kurve.  Die  allgemeine  Gleichung  der  Tangente 
lautet  j  „ 

daher  wird  der  Winkel  x  der  Tangente  mit  der  iT-Äxe  gegeben  durch 

'g'--^- (12) 

Sind  nun  (Taf  XVI,  Fig.  126)  die  Schnitte  der  Tangente  mit  den 
Koordinataxen  A^  und  A^,  so  findet  man  alsbald 

OA-f-,       OÄ,-i (13) 

und  da  man  wegen  (11)  setzen  kann: 

A  =  cos^K,  j(  =  sin^ß, (14) 

so  hat  man  weiterbin 

0^1=^,        0^==^ (15) 

und  wenn  man  die  Strecke  A^^A^  mit  (  bezeichnet 

'"-i;+?-sSi+i- (15) 

1)  Cesäro,  Lezioni  di  geoniekia  intrinseca  (Napoli  1896)  8.  104—106. 

2)  P.  KoBoh,  Normale  und  Krü/mmwngsmitteipiimM  der  polytropischen  Jiurvmi 
(Zeitsctrift  f.  Math.  XLV,  1900). 


y  Google 


558                               ^I-  Abschnitt;  Transscomlente  Kwvea. 
Ist  nun  P  der  BerührungspuiLkt  der  Tangente  Ä^Ä^,   so   sieht  man, 
PA,=-^^      PA^^ —,       daher      %4-  =  -; 


;  folgt;  PA,  =  nt,         PA^  =^U (17) 

Ziehen  wir  nun  den  dem  Dreiecke  OA^A^  umbeschriebenen  Kreis  und 
zeichnen  in  ihm  die  durch  P  zu  A^A^  senkrechte  Sehne  B^B^,  so 
haben  wn-:  PB^^  =PB^^ ^PÄ^-'PÄ^, 

daher  wegen  (17)      PB^  =  PB^  =  tyi^ (18) 

Ziehen  wir  nun  die  Geraden   OB^  und  OB^,  ao  ist 

tgU,  J,P=  tg_^^,P=  J^  =  y^  =  tg«; 
Nun  ist  -^  _ßj^,P  =  ^  B^A^A^  =  ^  -Bt  OA^ 

und  ^  B^A^P=  ^ B^A^A^  ^^B^OA^; 

folglich  ^  ^1 OA^  =  A^OB^  =  cc, 

und  daher  sind  die  Geraden  OB^=l^,  OBj  =  ^  unabhängig  von 
dem.  Punkte  P  der  Kurve;  man  nennt  sie  die  Äxen  der  poly- 
tropisehen  Kurve. 

Mit  Benutzung  dieser  Bezeichnung  kann  man  die  obigen  Aus- 
führungen in  folgende  Sätze  zusammenfassen;  i)  Das  zwischen  den 
Axen  gelegene  Stück  der  Normalen  einer  polytropischen  Kurve  wird 
von  der  Kurve  seihst  halbiert.  2)  Das  von  einer  Tangente  nnd  den 
beiden  Asymptoten,  sowie  das  von  der  zugehörigen  Normale  und  den 
beiden  Axen  gebildete  Dreieck  sind  beide  demselben  Kreise  ein- 
beschrieben. 

Wir  wollen  denjenigen  Punkt  S  der  Kurve,  in  welchem  sie  von 
der  Axe  \  geschnitten  wird,  den  Scheitel  der  Kurve  nennen.  Da 
die  Gleichung  der  Axe  ^  =  tgß   ist,   so  hat  man  för  den  Punkt  S 

wegen  dei-  Gl.  (12)  tgt^  —  ctg  «  ^  tg  (y  4"  <"') ;  daher  schneidet 
die  Kurve  diese  Axe  senkrecht. 

Wir  fällen  jetzt  vom  Punkte  P  die  Lote  auf  die  Asymptoten, 
welche  die  Axen  bezw.  in  B^  und  B^  treffen  mögen.  Man  erkennt 
alsbald,  dafs  die  in  diesen  Punkten  errichteten  Senkrechten  die 
Asymptoten  in  A^  bezw.  A^  sehneiden;  alsdann  hat  man 

0B,=^~ ^ OD,  —  ÖD,,  ] 

z"  "r  " . . . .  (19) 

Für  den  Krümmungsradius  P  findet  man  leicht  den  Weii 


Jf  = 


?-V^t 
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wegen  (13)  und  (17)  kann  man  diesen  nun  schreiben 
„_  ¥ä[-  Pä~-  t  _ 

wenn  man  nun  OH  senkrecht  Tia  Ä^A^  zieht,  so  erkennt  man,  dafs  die 
Fläche  der  Dreiecks  OA^Ä^  gegeben  wird,  sowohl  durch  |  OA^-OA^, 
als  auch  durch  ~  PH- 1 ;  infolgedessen  ist 

Dies  zeigt:  Der  dem  Dreiecke  HA^A^  umbesehriebeuc  Kreis  gebt 
diipcli  den  zum  Kiirveupunkte  P  zugeliürendeii  Krümmuiigsmittel- 
punkt;  es  ist  daher  nichts  leichter  als  diesen  Punkt  zu  konstruieren. 


Zwanzigstes  Kapitel. 
Die  Linien  von  Mercator  oder  Snmner. 

229.  Auf  einer  .Kugel  vom  Radius  Eins  sei  ein  gewöhnliches 
geographisches  Koordinaten-System  festgelegt;  mit  ^  bezeichnen  wir 
die  Breite,  mit  |  die  Länge  eines  beliebigen  Punktes  P  der  Kugel- 
oberfläche (Taf.  SVI,  Fig.  127).  Wir  denken  uns  nun  um  die  Engel 
einen  Cylinder  beschrieben,  der  diese  längs  des  Äquators  berührt. 
Als  Koordinaten  eines  beliebigen  Punktes  M  desselben  können  dienen 
die  Länge  |  und  der  Abstand  r/  vom  Äquator,  Wir  stellen  jetzt 
zwischen  der  Kugel  und  dem  Cylinder  eine  eindeutige  Beziehung  her, 
indem  wir  dem  Punkte  P(^,  &)  den  Punkt  M{i,,  ij)  entsprechen  lassen 
und  zwar  so,  dafs  tg*  =  @irt^ (1) 

oder  auch  ^ — ö;  =  6o§j;,         sin9'  =  5£9j; (!') 

Denken  wir  uns  nun  den  Cylinder  längs  einer  seiner  Erzeugenden 
aufgeschnitten  und  in  eine  Ebene  abgewickelt,  so  entsteht  eine  ein- 
deutige Correspondenz  zwischen  der  Kugel  und  der  Ebene:  es  ist  die 
(cylindrische)  Mercator-Projektion.  Wir  wollen  jetzt  unter- 
suchen, was  für  eine  Linie  iu  der  Ebene  dem  Schnitte  der  Kugel  mit 
einer  beliebigen  Ebene 

K  4-  /3,ä!  =  ya:  +  8y 

entspricht.     Da  für  die  Punkte  der  Kugel 

a:  =  cos  *  -  cos  I ,       )/  =  cos  ^  ■  sin  § ,       s  =  sin  %■, 

80  kann  jener  Schnitt  auch  aufgefaM  werden  als  dargestellt  durch 

in  ö'  =  cos  Ö'  ■  (y  cos  I  +  ij  sin  g) ; 


die  Gleichung 


y  Google 


560  VI.  Abschnitt:  Transscendente  Kurven. 

folglich  -wird  die  entsprechende  Kuits  in  der  Ebene  nufolge  der  Giei- 
ehungen  (1)  und  (1')  dargestellt  durch 

-^  +  /3  Sg^  =  ^^(y  eosg  +  ö  sing), 

oder  «  Sd§  j;  + /5  @in  j;  =  3' eos  I -|- 5  sin  g (2) 

Die  so  erhaltenen  Kurren  wurden  von  HolzmüUer^)  Mercator'sche 
Kurven  und  von  Greenhill^  Sumnor's  Linien  (zum  Andenken 
an  den  amerikanischen  Kapitän,  der  zuerst  ihren  Nutzen  für  die  Sehiff- 
fahrt  dargethan  hatte)  genannt.  Die  Gleichung  (2)  kann  auf  ver- 
schiedene einfachere  Formen  reduziert  werden,  je  nach  den  relativen 
Werten  der  in  ihr  auftretenden  Konstanten  k  und  ß  ^). 

I.Fall,  a^>ß^.  Wir  können  K  =  rp  ßog i?o,  j3  =  —  »-y  @tll  %  setzen; 
daher  ist  r^  =  yR^  —  ß^.     Wir  setzen  aufserdeni  noch 

;•  =  Po  cos  lo ,       5  =  Po  sin ^(1 ;        daher  iat    q„  =  yy^ -\~  d^ . 
Die  Gleichung  (2)  wird  alsdann  zu 

Tc  6d§  iri  —  jjo)  ==  Po  cos  {§  ~  lo)  , 
oder,  wenn    ^  =  m    gesetzt  wird, 

So§  (-rj  —  %)  =  m  cos  (g  —  Iq)  . 
Diese   Gleichung   kann   durch    eine   einfache  Verschiebung   der  Äxen 
vereinfacht  werden,  und  wird  dann 

Eo§  ij  =  m  cos  I (3) 

Bezüglich  der  Konstanten  m  möge  eine  Bemerkung  nicht  unterbleiben: 
damit  die  betrachtete  Ebene  die  Kugel  thatsaehlich  schneidet,  mufs 
sein  „ 

—  —  <  1 ,       oder     y^  +  tf^  >  K^  —  ä^; 

Vß'  +  7'  +  e' 
wenn  nun  k*  ^  ß^,  so  ist  diese  Bedingung  immer  erfüllt;   wenn  aber 
ec^>ß\   so   geht  sie  über  in  sio^>V,  d.h.  |m|>l.     Daher  stellt 
die  Gleichung  (3)  nur  dann  eine  reelle  Mercator'sche   Linie  dar, 
wenn  der  absolute  Wert  der  Konstanten  m  grSfser  ist  als  Eins. 

2.  Fall,  a.^<ß\  Wir  setzen  k  =  — i-q  @iniJo.  ß  =  r^,  (S,o& tj^; 
daher  ist  r^  ==  Yß^ ■ —  a^ ;  aufserdeni  y  =  — -p„sin|p,  d  =  p|)Coslo; 
d.B„  Wird   (2)  ,^  gj„  (,  _  ,^j  _  ^^  ^i^  (g  _  y 

1)  JSmfahrung  in  die  Theorie  der  isogonalen  Vertvandtsehaften  (Leipzig  1882) 
S.  242. 

2)  Sumfters  Lines  on  Mereators'  diart  (The  Mesaenger  XVI,  1887);  Sumner 
Mnes  on  Mereator  and  stereographie  Chart  (Das.  XX7.  1800)  und  The  applicaUon 
of  elUptic  fimetiom  (London  1893)  S.  89—92. 

3)  H.  E.  Timerding,  lieber  die  Mercator'sche  Priyectian  (Zeitschrift  f.  Math. 
XLDI,  1898). 
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Durch  eine  Versehiebung  der  Axen  kann  sie  auf  die  Form  geLraeht 

'^ö^*'^"  ®tni?  =  wsiu|.  1) (4) 

3.  Fall,  u^^ß^.  Bezeichnen  wir  mit  e  die  poaitiTe  oder  negative 
Einheit,  so  dürfen  wir  ß  =  sc(  sets^n.  Setzen  wir  noch  ^^^„cos^n? 
ä  =  ^f,  sin  §0,  so  wird  Gfleichimg  (2) 

a  (SdS  ij  -\-  s  ©in  Tj)  =  Po  cos  (I  —  1^) 
mid  hat  dann  die  Form  e"'  =  ji  cos  (|  —  lo); 

durch  einfache  Verschiebung  der  Axen  wird  sie 

•Yj  =,  £11"^  log  cos  I (5) 

Ea  giebt  somit  drei  verschiedene  Typen  de]-  Sumner'schen  Linien, 
und  die  Gleichungen  (3),  (4),  (5)  können  als  kanonische  Gleichungen 
derselben  gelten.  Die  Kurven  vom  ersten  Typus  sind  periodisch  und 
bestehen  aus  unendlich  vielen  kongruenten  Teilen;  einen  derselben 
erhält  man,  wenn  man  |  von  — jt  bia  -\-Jt  variieren  läfst;  sie  sind 
symmetrisch  in  Bezug  auf  die  |-Ase  und  auf  die  oo^  Geraden 
I  =  2Ä?t  (fc=  1,  2, 3  . ..);  aie  schneiden  die  Axen  in  unendlich  vielen 
reellen  Punkten,  die  zugehörigen  Tangenten  sind  parallel  zur  anderen 
Äxe;  sie  haben  keine  Wendepunkte  und  bestehen  daher  aus  unendlich 
vielen  kongraenten  Ovalen.  —  Die  KuiTen  vom  zweiten  Typus  sind 
auch  periodisch  und  besitzen  unzählige  Mittelpunkte  {die  Pimkte 
|  =  7c3r,  5/  =  0),  die  Wendepunkte  sind.  Für  Werte  von  |  zwischen 
S/esr  und  (2h-{-l)}i  bekommt  man  einen  oberhalb  der  §-Äxe  ge- 
legenen Zweig,  während  für  Werte  zwischen  (ßk  —  1)%  und  Sftjc 
man  einen  solchen  unterhalb  der  ^-Äxe  erhält;  die  Punkte  mit  den 
Abscissen  (21c -{-l)-^  sind  Kulminationspunkte.  —  Auch  die  Kurven 
vom  dritten  Typus  sind  periodisch;  sie  besitzen  keine  Wendepunkte, 
haben  aber  unzählig  viele  Asymptoten  (die  Geraden  ^='h^)  sowie 
unendlich  viele  Symmetrieaxen,  deren  erste  die  Ordinatenaxe  ist. 

Die  Rektifikation  der  Sumner'schen  Linien  der  beiden  ersten  Typen 
erfoi-dert  elliptische  Integrale,  während  die  vom  dritten  Typus  ele- 
mentar-  i-ektiflzierbar    sind.     Man   findet   lüimlich   aus   Gleichung  (5) 

ds  =  — p ;  beachtet  man  fei-ner,  dafs  jp-  = ^ ,  so  gelangt  man 

zu    folgendem    Ausdruck   für   den   Krümmungsradius :    11=  —  — |  ■ 

1)  Sehreibt  man  die  Gl.  (7)  Nr.  223  in  der  Form  ©in  y  =  um  (— —  xj  , 
so  sieht  man,  dafs  die  Lemiiiscatrix  als  eine  spezielle  Snmuer'sche  Linie  an- 
geselien  werden  kann.  —  Die  durch  die  Gleichuag  sin  « •  sin  H-  sin  ß  ■  ©in  jj  =  0 
dargesteUte  Knrve,  welcher  Beltrami  (Lombarde  Bend,  2.  Ser.  XII,  1879)  be- 
gegnete, gehört  äugen s eil einlich  aucli  zur  Kategorie  der  Kurven  (4). 
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Eliminiert  man  |  aus  diesem  Ausdrucke  und  aus  dem  für  ds ,  so 
findet  man  j-jjj 

ds  =     ,  ,      und  daher    B  =  So§  (s  -\-  e) 

yw~i  \   I   ' 

als  natÜTÜciie  Gleichung  der  Kurve  (vgl.  Nr.  236). 

Da  die  hier  untexsucLten  Kurven  durch  eine  homogene  Gleichung 

ersten  Grades  in  sin|,  coa^,  @ini),  Eo§i;  dargestellt  werden,  so 
könnte  man  diese  Suniner'sche  Linien  erster  Ordnung  nennen;  in 
analoger  Weise  könnte  man  die  höherer  Ordnung  betrachten ; 
jedoch  scheinen  diese  keine  besondere  Wichtigkeit  zu  liaben. 


Eiüundzwaiizigsfces  Kapitel. 
Die  Traktrix-Kurvei). 

330.  Die  transscendenten  Kurven,  mit  denen  wir  uns  nunmehr  zu 
beschäftigen  haben,  wurden  im  Verlaufe  mathematischer  Untersuchungen 
von  Naturerscheinungen  erdacht,  gehören  daher  zu  der  grofsen  Klasse 
der  phyBikaliach-mathematischen;  zu  dieser  Klasse  gehören  aber 
auch  algebraische  bezw.  nichtalgehraische  Kurven,  die  wir  schon 
kennen:  so  die  semikubische  Parabel  als  ,cuiva  decensus  aequabilis' 
betrachtet  {Nr.  119),  die  Lissajous  ichen  Kuiveu  (Ni  173),  die  Cyk- 
loide,  betrachtet  bIs  Tautochrone  oder  Biithistochione  (Nr.  198),  die 
Ribaucour' sehen  Kurven  als  Lösende  eines  Bemoulh  sehen  Problemea 
für  einen  Spezialfall  u.  a.  w.  Bei  dei  folgenden  Betrachtung  dieser 
Kurven  werden  wir  uns  nicht  auf  Einzelheiten  einlassen,  die  physi- 
kaiiache  Fragen  betreffen,  sondern  uns  auf  die  geometrischen  E^en- 
schaften,  deren  sie  sich  erfreuen    lje«chianken 

Claudius  Porrault,  ein  gelehrter  Aizt,  den  IblS — -1688  zu  Paris 
lebte,  stellte  einigen  Mathematik  ein  und  zuletzt  Leibniz  die  Aufgabe, 
die  Knrve  aufzusuchen,  die  in  emei  hoiizontalen  Ebene  von  einem 
schweren  Punkte  beschrieben  wiid  dei  in  dem  Ende  eines  gespannten 
Fadens  befestigt  ist,  .dessen  anderes  Ende  eine  in  dieser  Ebene  ge- 
legene Gerade  durchläuft.  Leibniz  eikannte  alsbald,  dafs  die  ge- 
suchte Kurve  durch  die  Eigenschaft  chaial  teii'.ieit  ist,  dafs  für  sie 
auf  jeder  Tangente  das  Stück  vom  Beiuhian^spunkte  bis  zum  Schnitte 
mit  einer  festen  Geraden  konstant  ist^J.  Huygena  beschäftigte  sich 
dann  auch  selber  mit  der  Aufgabe  Perrault's,  verallgemeinerte  sie  und 

1)  Sv^lementmn  geomeU'iae  dimensoriae  seii  generalissima  omnitim  tetra- 
gonismorum  effecUo  per  motttm:  similitm'que  mtiltiplea;  constmctio  Utteae  ex  data 
ttmgmtium  eonditione  (Acta  erud,,  1693;  Leihmz,  ed,  Gerhardt,  Y,  S.  2S4ff,). 
Vgl.  auch  einen  Brief  an  Hnygens  v.  l./ll,  Okt.  1633  (Leihniä,  ed.  Gerhardt,  H, 
S.  164J. 


y  Google 


Bimijidz  wanzigst  es  Kapitel:  Die  Traktrix-Kui'veu.  563 

gab  den  aie  lösenden  Kurven  den  Namen  Trakt orien'^);  dieser  Name 
wird  noch  heutigen  Tages  angewandt,  aber  in  allgemeinerem  Gehranche 
ist  der  Name  Traktrix  oder  Zuglinie,  welchem  wir  den  Vorzug 
geben;  andere  gebrauchen  den  Namen  Huygens'sche  Traktorieu 
oder  Traktrix-Spiralen,  wähi'end  Ribaucour  den  Namen  Alys- 
soide  Torgeschlagen  hat*). 

Wenn  wir  flir  die  Traktrix  und   die  logarithmische   Spirale  die 
folgenden  beiden  Definitionen  wählen: 


Die  Ti'aktrix  ist  der  Oi-t  eines 
Punktes  von  der  Beschaffenheit, 
dafs  die  Strecke  auf  der  Tangente 
desselben,  vom  Berühi-ungspunkte 
bis  zum  Schnitt  mit  einer  festen 
Geraden  gemessen  eine  konstante 
Länge  hat, 


Die  logarithmische  Spirale  ist 
die  Enveloppe  einer  Geraden  von 
der  Beschaffenheit,  dafa  der  Winkel, 
den  sie  mit  der  Verbindungslinie 
ihres  Berührungspunktes  mit  einem 
festen  Punkte  bildet,  eine  konstante 
Gröfse  hat, 


so  sehen  wir,  dal's,  von  einem  gewissen  Standpunkte  betrachtet,  die 
beiden  Linien  als  kon-elativ  gelten  können^). 

Werden  die  (zu  der  festen  Geraden  senkrecht  genommenen)  Ordi- 
naten  einer  Traktiix  in  einem  konstanten  Verhältnisse  vergrÖfsert 
oder  verkleinert,  so  erhält  man  die  Bianchi'sche  verlängerte  bezw. 
verkürzte  Traktrix*),  Kurven,  welche  in  Fr^en  der  Infinitesimal- 
Geometrie  auftreten^). 

Die  Gleichung  der  Traktrix  erhält  man  leicht,  wenn  man  die 
feste  Gei-ade  als  ic-Ase  wählt;  in  solchem  Falle  ist  aie  „die  Kurve, 
tHr  welche  die  Länge  der  Tangente  Itonstaiit  ist";  daher  ist  ihre 
Differenzialgleichung  folgende: 

y'  +  y'{^)'-"':      (1) 

diese  ist  leicht  za  integrieren  und  giebt 

■■dy 


^fv^ 


Um    die    angedeutete    Quadratur    auszuführen,     ist    es    zweckmäfsig 
j/  =  ttsinw  zu  setzen;  dann  erhält  man 


^-^  du>  ^  aij  -^ — -J  sin  co  ■  don  ■ 


1)  S.  einen  Bidef  an  Leibni/  -vom  17.  Sept.  1693  (Leibniz,  ed.  Gerhardt,  11, 
S,  lei), 

2)  Etüde  stir  les  ^assMes  ou  surfaces  ä  courbwe  moyerme  nulle  (Möm.  de 
iSelgique,  XLIV,  1880). 

3)  Ce3a.ro,  Svr  la  VracWiee  (Wafchöeis  II,  1881), 

4)  Biancii,  Ueber  die  Flächen  mit  Jconstanter  negativer  Krümmmig  (Math. 
Ann.  XVI,  1880). 

6)  Vgl.  Darboux,  Ler;ons  sur  la  theorie  generale  des  sm-faces  III,  (Paris 
1894)  8.  393. 

36* 
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Nehmen  wir  nun  an,  dafs  die  Kurve  vom  Punkte  ^(0,  a)  aiisgeht, 
so  mufs  für  ö=g->  iC^O  werden,  und  alsdann  dienen  zur  Dar- 
stelhmg  der  Traktrix  die  beiden  Gleichungen 

a;  =  ß  log  tg-g- +  ö  cosoj,         j/^((sina>.    .     .     .     (2) 

Wenn  man  hierin  o  in  jt  —  co  verwandelt,  so  ändert  x  nur  das  Vor- 
zeichen, während  y  nnvei-ändert  bleibt;  Die  Traktrix  ist  symmetriscli 
zur  y-Axe  (aber  nicht  zur  x-Axe,  wie  man  geglaubt  hat^)):  der  Punkt 
A  ist  eine  Spitze  mit  der  «/-Axe  als  Spitzentangente.  Die  gewöhn- 
liche kartesische  Gleichung  derselben  ist  offenbar  das  Resultat  der 
Elimination  von  ra  aus  (2),  lautet  daher 


X  =  ab 


C-i) 


oder  i/e        "         ==  a — "j/ffl^ — j/^  J 

Aus  dieser  geht  hervor,  dafs  (die  a:-Axe,  d.  h.)  die  feste  Gerade  eine 
Asymptote  der  Traktrix  ist.  Ferner  folgt,  dafs  die  Enveloppe  der 
oo^  durch  die  Gleichung  x  -\- y  ©tn  -  =  d  dargestellten  Geraden,  wo 
rf  ein  Parameter  ist,  eine  Traktrix  ist^).  Dagegen  ergiebt  sich  aus 
der  Differenzialgleicliung  (1)  dafs 

y^^      y  ^^^ 

die  Gleichung  der  Tangente  im  Punkte  (x,  y)  ist.  Nehmen  wir  hierin 
X  und  Y  als  gegeben  an  und  erheben  ins  Quadrat,  so  folgt:  Die  Be- 
rührungspunkte der  von  einem  festen  Punkte  an  die  Traktrix  ge- 
zogenen Tangenten  liegen  auf  einer  Kurve  vierter  Ordnung,  die 
zweimal  durch  jenen  Punkt  hindurchgeht;  liegt  der  feste  Punkt  aber 
auf  der  Asymptote  ( J"=0),  so  zerfällt  jene  Kui-ve  vierter  Ordnung  in 
die  doppelt  zu  zählende  Asymptote  selbst  und  einen  Kreis  mit  dem 
Radius  a.  Aus  obigem  Satze  erhält  man  als  Folge:  Jede  Traktrix 
gehört  einem  System  an  mit  den  Charaktei'istiken  (i^2,  v^2. 

Eine  einfache  Anwendung  bekannter  Formeln  zeigt,  dafs  die 
zwischen  der  Traktrix  und  ihrer  Asymptote  gelegene  Fläche  gegeben 
wird  durch  F^  —^,  während  der  dui-eh  Rotation  um  dieselbe  er- 
zengte Körper  das  Volumen  F=  — ^  und  die  Fläche  Aar^  hat, 
d.  h.:  Der  durch  Rotation  der  Traktrix  um  die  Asymptote  erzeugte 

1)  Kleyer-Haas,  Biffm-intialrechnung,  HI.  Th.  (Stuttgart  1894)  S.  64—65; 
Salmon-Fiedler,  Höhere  ebene  Kurven,  IL  Aufl.  (Leipzig  1882)  S.  379. 

2)  E.  Beltrami,  Tem-erm  di  gemnetria  pseudoaferiea  (Giotn.  di  Matern,  X, 
1872). 
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Körper  hat  dieselbe  Oberfläclie  nnil  dasselbe  Volumen  wie  die  Kogd, 
deren  Radius  gleich  der  Länge  der  Tangeute  a  ist^).  — -  Wichtiger 
ist  eine  Folgerungen,  zu  der  uns  die  Rektifikation  der  Kurve  führt. 
Gl.  (1)  liefert  nämlich  ^-jg        ^ 

d'v  "^  y ' 
daher  ist  s  =  a  log  —  ■       (7) 

Lassen  wir  die  Bogen  im  Piuikte  Ä(x^O,  y  =  ff)  beginnen,  wo  also 

die  Kurve  die  i/-Äxe  berührt,  so  kann  man  auch  schreiben 

s  =  —  a  log  sin  (0 ,       s:  =  a  log  (1  —  cos  o>)  — -a  log  siucj  -\~a  cos  ra ;  (7') 

daher  ist  s  —  x  =  —  et  eos  oj  —  a  log  (1  —  eoB  oj) ; 

setzen  wir  hierin  63=%,  so  wird  3^=00,  und  wir  haben  dann 

lim  (5  — «)  =  «(1  — log2); (8) 

da  nun  die  Kurve  symmetrisch  zur  j/-Axe,  80  drückt  diese  Beziehung 
folgenden  Satz  von  Beltrami  aus^):  Die  Differenz  zwischen  der 
(uueudliclieji)  Länge  der  durch  die  Roustaute  a  iudividualisierteu 
Traktrix  und  ihrer  Asymptote  ist  eine  endliche  firöfse,  und  zwar 
gleich  2a{l  — log2). 

Bezeichnet  "R  den  Krümmungsradiiis  der  Traktrix,  so  findet  man 
leicht  ans  der  Grleichnng  (3) 

if  =  flctgo (9) 

wird  nun  w   aus  den  Gleichungeu  (7')  und  (9)   eliminiert,    so  erhält 

man  ,-y^ 

U^ay  ^  —  \ (10) 

als  natürliche  Gleichung  der  Ti'aktrix.  Bezeichnen  wir,  wie  gewöhn- 
lidi,  den  Bogen  und  den  Krümmungsradius  der  Evolute  mit  s^  und 
Aj,  und  bedienen  uns  der  Foi-meln  (Nr.  245)  Sj  =  ß,  E^  =  i?--3-7, 
so  erhalten  wir 

demnach  durch  Elimination  von  s 


A-^  +  «; (U) 

dies  ist  uun  die  natürliche  Gleichung  der  ersten  im  folgenden  Kapitel 
behandelten  Kurve;  wir  sehen  also:  Die  Traktrix  ist  die  Evolvente 
eiuer  Kettenlinie. 

I)  Beitrami,  IntOTno   aä  alcime  proprieiä  delle  sitperficie  di  rivolimione 
(Annali  di  Matern.,  VI,  1864)  S.  275.  2)  Daselbst, 
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231.     Die  Gleichung  (10)  führt   uns    zur   Betrachtung   von  all- 
gemeineren Kui-ven,  nämlich  der  durch  eine  Gfleichung  von  der  Form 

....     (12) 


«  =  ;,]/e""— 1 


dargestellten,  es  sind  die  Pseudotraktriees  nach  Ceaäro^);  zur 
natürlichen  Gleichung  ihrer  Evoluten  gelangt  man  durch  ein  ähn- 
liches Bechnungsverfahren  wie  vorhin;  sie  ist 

B^^=^^  +  r., (13) 

wobei  ac  =  6^;  es  sind  die  sog.  Pseudocatcnarieu,  denen  wir  im 
folgenden  Kapitel  begegnen  werden. 

Alteren  Datums  ist  eine  andere  Verallgemeinerung  der  Traktris, 
auf  die  wir  hier  hinweisen  wollen.  Nach  einem  Vorschlage  von 
G.  Salmon^)  wird  mit  dem  Namen  Syntraktrix  der  Ort  der  Punkte 
P  bezeichnet,  welche  die  Tangenten  MT  einer  gewöhnlichen  Traktrix, 
in  einem  gegebenen  Verhältnisse  teilen.  Um  die  Gleichung  derselben 
zu  finden,  bezeichnen  wir  mit  x,  y  die  Koordinaten  von  M,  mit  x,  y 
die  von  P  uud  setzen  MF  =  /(,  TP  =  ]z,  so  dafs  also  li  -\-k  ^  a 
ist.     Dann  haben  wir 

y  ^a         y  —  y'  ^  dy_  _ 

y         Je '         X  —  a\'         dcc  ' 
kombinieren  wir  diese  mit  (1),  so  finden  wir 


setzen  wir  diese  Werte  in  (3)  ein,  so  bekommen  wir 

.     .     .     (14) 

dies  ist  die  Gleichung  der  Syutraktrix;  für  k  =  a  stimmt  sie  mit  (3) 
überein,  wie  vorauszusehen  war.  An  Stelle  der  Gleichung  (14)  können 
auch  folgende  beiden  treten 

a;' = /c  cos <o -|- «  log  tg -^ ,         y'=ksm(a.   .     .     .     (15) 

Viel  natürlicher  und  weitergehend  ist  die  Verallgemeinerung  der 
Traktrix,  die  entsteht,  wenn  man  die  feste  Gerade  durch  eine  be- 
liebige Kurve  ersetzt;  man  gelaugt  so  zu  dem  Begriffe  der  Traktrix 
einer  beliebigen  Kurve*)  und  zu  einer  bemerkenswerten  Beziehung 
zwischen  zwei  Kurven,  die  man  in  folgender  Weise  präzisieren  kann: 


1)  Leilioni  M  geometria  inlrinseca  (Napoli  1896)  S.  18. 

3)  Salmon-Fi edler,  Analyt.  Geom.  d.  Mhei-en  eh.  Curvm  (Leipzig  1873) 
S,  353, 

3)  Vgl.  auct  A.  Poiilain,  Les  aires  de  tractrices  et  Je  stang-planimHre 
(Jonrn.  de  matli.  spöc.  i'  Ser.  IV,  1895). 
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„Trägt  man  auf  den  Taiigeoten  einer  gegebenen  Kui-ve  f  Ton  den 
Berührungspunkten  aus  eine  konstante  Länge  ab,  so  bildet  der  Ort 
der  Endpunkte  eine  neue  Kurve  E,  welche  man  die  Äquitangential- 
kurve  von  f  nennt^),  während  f  die  Traktrix  von  E  heiTst  (welch 
letztere  alsdann  die  Basis  der  Trakti-ix  genannt  wird)."  Solche  Kurven- 
paare  kommen  in  Fragen  der  angewandten  Mathematik  vor^). 

Ist  die  Kurve  F  gegebeii,  so  lüM  sich  ihre  Äquitangentialknrve 
dBrch  einfache  Differenziationeu  hestimmen.  Sind  nämlich  x  =  x(s), 
y  =  y{s)  die  Ausdrücke  fär  die  Koordinaten  der  Punkte  von  T  in 
Funktionen  des  Bogens,  und  l  die  konstante  Länge,  so  werden  die 
Koordinaten  des  zugehörigen  Punktes  von  E  sein 
-V  ,    T  dz  -tr  \    ]  dy 

'      ds  '  '^    '      ds 

Bezeichnen  wir  nun  den  Bogen  von  E  mit  S  uad  beachten,  dafa 
der  Krümmungsradius  R  von  F  durch  die  Gleichung 

bestimmt  wird,  so  folgt 

(§)'=i  +  i d«) 

eine  bemerkenswerte  Beziehung  zwischen  f  und  E, 

Eine  weitere  Beziehung  kann  folgend ermafsen  ausgesprochen 
werden:  Die  Normale  im  Punkte  P  von  E,  der  Äquitangentialkurve 
von  r,  welche  dem  Punkte  M  dieser  letzteren  entspricht,  geht  durch 
den  zu  M  gehörenden  Krönimungsmittelpunkt  von  T.  Um  diesen 
Satz  zu  beweisen,  beachten  wir,  dafs  die  Koordinaten  dieses  Krüm- 
mungscentrums sind 

,     r,  dy  T-,  dx 

x^^x  +  B-^,        y^=y  —  B-^, 

während  —  wenn  §,  1/  die  laufenden  Koordinaten  bedeuten  —  die  Glei- 
chung der  Normalen  in  M  zur  Kurve  E  lautet 

setzen  wir  nun  in  die  linke  Seite  dieser  Gleichung  für  X.  und  Y  ihre 
Werte  und  alsdann  i,  =  x^,  tj^^o)  ^'*  erhält  man  als  Resultat: 

in  Übereinstimmung  mit  obigem  Satze.  —  Die  Bedeutung  dieses  Satzes 
liegt  Tomehmlich  darin,  dafs  sie  uns  gestattet,  das  Krümmimgscentrum 
für  einen  beliebigen  Punkt  von   f   zu  konstraieren,    wenn   man   die 

1)  ßrocard,  Notes  de  dibUographie  des  cowhes  gemnetrigues ;  Partie  com- 
pUmerttawe  (Bar-le-Duc  1899)  8.  58. 

S)  Bourlet,  Nomeau  t^aite  des  bic}/eles  el  des  McyeleUes  (3.  Aufl.  Paris  1898). 
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Normalen  der  beiden  Kurven  f,  E  konstruieren  kann.  Im  speziellen 
ergiebt  sieh  ans  ibm:  Um  das  Kpümmungscentniiii  fitr  einen  l)e- 
liebigen  Punkt  M  der  gewöhnlichen  Tralttrix,  die  als  Basis  die 
Gerade  Ox  hat,  zu  kojistruieren ,  hat  man  den  Schnittpunkt  der 
Normalen  in  M  zur  Kurve  mit  der  zur  Basis  im  Treffpunkt  der 
Tangente  errichteten  Senkrechten  anfzusnche«.  Ähmlicli  hat  man: 
TJm  das  Krümmungscentrum  für  den  Punkt  M  einer  Traktrix  zu 
finden,  die  als  Basis  einen  Kreis  hat,  hat  man  den  Schnittpunkt  der 
Normalen  in  M  mit  demjenigen  Radius  des  Kreises  aufzufinden,  der 
durch  den  dem  Punkte  M  entsprechenden  Punkt  der  Peripherie  geht. 

Umgekehrt  aber:  Ist  die  Basiskui've  E  gegeben,  so  erfordert 
die  Auffindung  der  Traktrix  f  im  allgemeinen  die  Integration  von 
Difi'erenzialgleichungen  und  wenigstens  Quadraturen.  Die  beziigiichen 
Rechnnngen  können  voUgtändig  ausgeführt  werden,  nicht  nur,  wenn  E 
eine  Gerade  ist  (vgl.  oben),  eondem  auch  wenn  sie  ein  Kreis  ist'); 
und  diea  soll  ,im  folgenden  bewiesen  werden. 

233.  Die  Basiskurve  sei  ein  Kreis  mit  dem  Mittelpunkte  0  und 
dem  Radius  o,  und  l  sei  die  konstante  Lange.  Die  Koordinaten  eines 
beliebigen  Punktes  M  der  Traktrix  wollen  wir  mit  x,  y  bezeichnen 
(Taf.  XVI,  Fig.  128)  und  mit  s  den  Bogen  der  Traktrix,  Wir  setzen 
nun  zni  Abkürzung 

a^  —  P  =^  n^j        --2-  =  j/'j       — _  =  s' ;     daher  ist    1  +  2/'^  =  s'^ . 

N  sei  der  dem  Punkte  M  entsprechende  Punkt  des  Kreises;  ziehen 
wir  nun  MP  und  NR  senkrecht  zu  Ox  und  MV  dazu  parallel,  so 
haben  wir 

OR^  OP-\-Mr^x-^~-,       BN^  MP-\-  VK=y  +  '^-, 

nnd  da  JV  dem  gegebenen  Kreise  angehört,  so  ist  Oli  -f-  MN  =  a^, 
folglich  ,  i\2       /         i,jy        ^ 

oder  auch  a;^  +  J/^  H ^  (*  +  iflf)  ^  s*^; (16) 

(lies  ist  die  Differenzialgleichang  der  Traktrix;  die  Intcgi^ation  der- 
selben läfst  sich  in  folgender  Weise  ausführen.  Schreiben  wir  näm- 
lich  so  9t-L  ^iji/  d 

x'-f-y  — »»                  dx      ^^       '    ■^             ■" 
so  finden  wir  s  =  c  —  llog(x^-\-  p^ — w^); (17) 

i)  8.  Eicoati,  De  usii,  motus  ti'octorii  in  c<mstruetione  aeqii,,  diff.  (Bologna 
1752).  Der  weaentliche  Inhalt  dieser  Abhandlimg  ist  im  H.  Bande  der  Jnstitu- 
tiones  anah/Heae  a  V.  BiccaU  et  H.  Satadino  eoUectae  (Bononiae  1767,  S.  470 
—487)  wiedergegeben. 
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.  wir  jetzt  Polarkoordinaten  p,  ra  ein,  so  wird  Gl.  (16)  5 


„br^cl,  rf^.MSItpZpi^Z (18) 

und  damit  iet  die  Trennung  der  Vaiiabelen   erreicht,     öui  dio  Rech- 
nung weiter  zu  führen,  setzen  wir 

Q^  =  a^ -{- F -\- 2 al  cos  ji (19) 

und  Tcrwandeln  dadurch  die  vorige  Gleicliung  in  folgende 


dm  =  ~-  du 
dm  =  -'  all 


-  +  cos  (t  -  ~i-  + 

Setzen  wir  nun  tg-|-,:i  =  9,  so  wird  Gleichung  (19) 


Q=ya^^P+2al\^,, (21) 


während  die  Gleichung  (20)  sich  verwandelt  in 

,     dQ     __     a dB nj dB 

Wii-d  die  Integration  ausgeführt,  so  erhält  man  auf  der  rechten  Seite 
verschiedene  Resultate  je  nach  dem  Werte  von  a,  und  zwar 

Iarc  tg  e  ^  6  +  ^  wenn  a  —  h 

,  Sie  l   ,        a-\-l-\-n,e     1     ,,  ^  , 

^^  tg(„  +  ;)  +  («-Oe'  ^  n  ^«g  a  +  l-nB  +  '^  ■■'      ">'' 

wo  J.,  B,  0  die  heliehigeu,  durch  die  Integration  eingeführten  Kon- 
stanten sind,  die  man  in  jedem  Falle  auch  gleich  Null  annehmen  darf. 
Die  Gleichm^en  (21)  und  (22)  geben  für  alle  Fälle  die  Polarkoordinaten 
p,  ra  als  Funktionen  der  unabliängigen  Variahelen  9,  liefern  daher  die 
analytische  Darstellung  der  Kurve,  insbesondere  können  sie  zur  Be- 
stimmung ihrer  Gestalt  dienen.  So  zeigt  uns  z.  B.  die  Gleichung  (21), 
dals  die  Kurve  ganz  innerhalb  des  Kreisringee  mit  dem  Centrum  0  und 
den  Radiena  + ?  und  |([^!1|  liegt;  dagegen  lassen  die  Gleichungen (22) 
erkennen,  (vorausgesetzt,  dafs  die  Konstanten  A,  B^  G  ^=0)  dafs  sie 
symmetrisch  in  Bezug  auf  die  Polarase  ist,  indem  beim  Wechsel  des 
Vorzeichens  von  6,  o  gleichfalls  wechselt,  während  q  unverändert 
bleibt;  die  dritte  der  Gleichungen  (22)  zeigt,  wenn  9^^  _7t  ^o  '^* 
Q  =  Ya^ —  P  ^  n  und  a>  ^  oo;  daher  ist  der  Kreis  mit  dem  Cen- 
trum 0  und  dem  Radius  n  ein  asymptotischer  fiir  die  Kurve  (s,  Taf.  XVI, 
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Fig.  129,  wo  nur  die  eine  Hälfte  der  Kurve  vollständig  gezeichnet 
ist)  u.  s,  w.  Beachten  wir  auch  noch,  dafe  im  Falle  'l  =  a,  A  =  0 
man  als  Folargleichang  der  Traktrix  findet 


ra  =^  arc  t^  ~ — - 

Ä.  Bordoni,  dem  man  die  oben  dai-gelegte  elegante  ßeclirtuiig  ver- 
dankt^), iat  aufserdem  auf  einige  sehr  einfache  Betrachtungen  geetofsen, 
die  in  einer  wirklich  mierwai-teten  Art  und  Weise  eine  DifFerenzial- 
gleichung  für  die  Evolvente  der  hetraehteten  Traktrix  liefern,  die 
leicht   integrierhar  ist;  wir   woUen   diese  mit   möglichster   Präzision 


Es  seien  t  und  u  die  Koordinaten  desjenigen  Punktes  der  Evol- 
vente, welcher  dem  Punkte  (x,  y)  der  Traktrix  entspricht.  Wir  wollen 
alle  diese  Gröfsen  als  Funktionen  einer  und  derselben  unabhängigen 
Variabelen  auffassen;  alsdann  haben  wir 


t  =  x^-4-,  u  =  y-[--r.- 


Eliminieren  wir  x  und  y  aus  diesen  Gfleichnngen  und  aus  (16)  —  die 
nötigenfalls  differenziei-t  wird  —  so  bekommen  wir  die  Differenzial- 
gleichung  der  Evolvente.     Differenzieren  wir  nun  (16),  so  bekommen 

"'  (x  +  vy  +  lBy-l(xs-ii)i; 

wenn  man  nun  in  diese  und  die  erste  von  (23)  den  Wert  y"  =  --_— 
setzt,  der  a.us  der  zweiten  von  (23)  hervorgeht,  so  gelangt  man  zu 
den  Gleichungen 

{^^yy  +ls)s'iu--y)^l{xy  —y),  t-\-uy' —  x  —  yy"  =0, 

oder  auch      a:  =  (  +  ?/ ■  -,■■■,  — ,  y  =  u 

Setzen  wir  diese  Werte  für  x  und  y  in  (10)  ein, 

('  +  «'  +  21»  '^-^,  +  P  (^-Ü)'-  »>. 

Bekanntlieh   ist   nun   geraUfs    der  Theorie    der   Evoluten   y'=- 
daher,  wenn  der  Bogen  der  Evolute  mit  e'  bezeichnet  wird. 


und  die  voi-ige  Gleichung  wird  nun 


(24) 


1)  S.  die  Abli.  Siü  nuovo  iomio  immaginaio  dal  Sign.  Carlo  l'area  (Meti 
a,  Soe.  Ital.  delJe  Scieaze,  XVin,  1820), 
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Bies  ist  die  Dißeientialgleichiiiig  der  Evolvente.  Um  sio  zu  Inte- 
grieren, wollen  wir  Polarkoordinaten  q,  m  einführen,  und  damit  ver- 
wiiiidelii  wir  sie  in  die  folgende 

oder  aber  (o  —  — 7)  ^=  ff*. 

DaraiiB  folgt,  ivenn  f  =  +  1, 

folglich  (o  —  Eay^^,  =  ;'fl  +  -A)- 

oder  auch  ]/(p  —  say —  P  =  — -. , 

oder  schliefslich  d(o  =  — -~- -"-■  (25) 

womit  auch  die  Varialielen  getrennt  sind.     Setzt  man  nun 

Q  —  £a  =  l0, (26) 

80  wird  (25)  zn  rfco  =  ■ — - — — 

oder  wenn  man  setzt        "j/g*  —  1  ^  ä  —  i(, (27) 

(7e)  = , 

weshalb  dann  o  ^    / . (28) 

J  •■-'•?"+' 

Wird  nnn  n  ans  (26)  und  (27)  eliminiert,  so  bekommt  man 

5_„  +  i(„  +  i). (29) 

Die  Gleichungen  (28)  nnd  (29)  liefern  m  nnd  p  als  Fnnktionen  der 
imabiiängigen  Variabelen  m,  nnd  bieten  dalier  die  gesnchte  analytische 
Darstellung  der  Kurve;  wir  können  hinzufügen,  dafs  die  in  (28)  an- 
gegebene Integration  ausführbar  ist  und  folgendes  Resultat  ergiebt: 

I  D ^— ,  wenn  ß  =  H 

<a=      ÜJ  +  yji^^ai-cfcgy^^,       „      a<i        -      .     (110) 

wo  D,  E,  i*'  die  Integrationskonstanien  sind,  die  man  im  allgemeinen 
gleich  Null  annehmen  kann.     Mit  Hilfe  der  gefundenen  analytischen 
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Darstellung  würde  man  ziu'  Keimtnis  aller  Eigenschaften  der  Kurve 
gelangen  können  (die  Fig,  130  steUt  graphisch  den  dritten  der  obigen 
Fälle  dar);  wir  iibeidassen  jedoch  dem  Leser  diese  Untersuchung  und 
gehen  zu  einem  anderen  Thema  Über. 

333.  Wenn  wir  bei  der  gewöhnlichen  Traktris  die  x-Axe  als 
Basis  nehmen,  so  kann  jene,  wie  wir  in  Nr.  331  gesehen  haben, 
definiert  werden  „als  die  Kurve,  für  welche  die  Länge  der  Tangente 
konetaut  ist".  Diese  Bemerkung  läfst  von  selbst  die  Frage  aufwerfen; 
„Welche  Kurven  erfreuen  sich  der  nämlichen  Eigenschaft  bei  einem 
Polarkoordinaten-System?"  Es  sind  offenbar  die  Integralkurven  folgen- 
der Differenz  ialgleiehung 

ä-yi+i?"!)'- » ('•) 

Schreiben  wir  diese  in  folgender  Weise 

,  dQ 

as  ^  a-    , 

lind  integrieren,  so  erhalten  wir 

s-s._alog^_. (32) 

Daraus  geht  hervor,  dafs  die  gesuchten  Kurven  von  der  Eigenschaft 
sind,  dafs  ein  beliebiger  Bogen  derselben  proportional  dem  Logarithmus 
des  Verhältnisses  der  Vectoren  in  den  beiden  Endpunkten  ist.  Wendet 
man  die  allgemeine  Gl.  (15)  S.  488  und  die  Definitionsgleichung  (31) 
an,  so  kann  man  leicht  beweisen,  dafs  die  in  Bede  stehende  Kurve 
einem    System    mit    den    Charakteristiken   ft  =  2,   f  =  4    angehört. 

Beachtet  man  ferner,  dafs  für  die  Wendepunkte {-  ^— ^  (—1  =  0   ist, 

und  dafs  -,--¥  (-)  =7-9—%^.  so  erkennt  man:  „Der  Kreis  o^^—a^ 
schneidet  die  Kurve  in  ihren  Wendepunkten."     Aus  (31)  ergiebt  sich 


dann                                                  /-^ ^ 

wenn  man  nun  q  =  acos»  setzt,  so  hat  mau 

"— «-^^^ 

daher  ist                              ra  =  «■  ~  tg  *  -j-  c , 

oder  auch  weil   &  =  arc  cos  -^ , 

„        arc  cos»        ^"'"''+0. 

Kebnieu  wir  jetzt   als  Polar -Winkelkoordinate  die   Gröfse   t 

■~ 

ergiebt  sich,  dafs                  y^a  _    „ 

m  =  ■'■ arc  COS—         .      .      .      , 

(33) 
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die  Polargleiclnmg  der  gewüiiscliten  Kiirve  ist.     Lassen  wir  nim,  weil 

ja  arccos— =  -^ ai'C  sin  —  ,    die  Polaraxe    eine   Rotation   um    den 

Winke!  -^  machen,  so  kann  die  Gleichung  (33)  auch  durch  folgende 

ersetzt  werden:                      Va'  —  o^                .     o  ,'tn'\ 

ra  =  — ^ arc  sm  -  ■ (oa  ) 

Ostes,  der  die  hierdurch  bestimmte  Kurve  zuerst  betrachtet  hat, 
nannte  sie  Tract rix  complicata^);  Giard^)  und  Neuberg')  nannten 
sie,  um  ihren  Zusammenhang  mit  Polarkoordinaten  anzudeirten,  polaie 
Traktrix,  0.  Schlömilch*)  zog  den  Namen  Traktorie  des  Kreises 
vor,  ohwohl  dieser  auch  auf  die  in  Nr.  333  untersuchte  Traktrix  mit 
Ki-eisbaeis  sich  beziehen  könnte. 

Die  Gleichung  (33)  kann  dirreh  folgende  beiden  ersetzt  werden 
p  =  a  cos  •& ,       0)  =  tg  d'  —  &■; 
verwandelt  man  hierin  -&  in  ■ — S",  so  wird  m  zu  — ra,  und  p  bleibt 
unverändert;    daher    ist  die    Traktrix  complicata    symmetriscli  zur 
Polaraxe.    Nimmt  man  •9'  =  --,  so  erhält  man  ß  =  0,  0  =  00;  dai'ans 
folgt;  Der  Pol  ist  ein  asymptotischep  Pimbt  der  Tpabtrix  complicata. 

Zwischen  der  Tractrix  complicata  und  zwei  uns  schon  be- 
kannten Kurven  bestehen  bemerkenswerte  von  Cötes  und  Neuberg 
gefundene  Beziehungen,  mit  deren  Beweis  wir  dieses  Kapitel  be- 
sehliefsen  wollen. 

a)  Wenn  man  auf  die  Kurve  (33),  die  die  Formeln  %  =  o>, 
p^  =  —  definierte  Transformation  durch  reziproke  Radien  ausführt, 
so  erhält  man  die  durch  folgende  Gleichung  dargestellte  Kurve; 


Erinnern  wir  uns  nun  der  Gleichung  (25)  aus  Nr.  911,   so  erkennen 

wir:  Nimmt  man  den  Mittelpunkt  als  Ceutrum  einer  Inversion, 

so   verwandelt    sich    jede    Evolvente   eines   Kreises    in   eine 

Tractrix  complicata. 

li)  Wir  betrachten  die  hyperbohsche  Spii'ale  peo  =  a.    Vom  Pole 

fällen  wir  das  Lot  auf  die  Tangente  im  Punkte  M(p,  ra),  dessen  Pufs- 

punkt  y(pi,  ß),)  sein  möge.     Den  Winkel  OMT  nennen  wir  (i-  dann 

haben  wir  jt 

«1  —  ra  =  y  — ((,  9^  =  y  smjt, 


1)  Haimoma  mensuramm  (Cantabrigiae  1722)  S.  8t. 

2)  Couibe  dont  la  tmigente  polaire  est  constatite  {Nouv.  Ann.  2.  Ser.  I,  18GS). 

3)  Nouv    Con    math   IV,  1880,  S.  409—10. 

4)  Uebung<bv,t.li  ami  Studium  der  höheren  Andlysis,  I.  Tb.  (3.  Aufl.  1870) 
S.  108,  Brocard  (Notes  de  bibl.  etc.  S.  276)  benutzt  den  gleichbedeutenden 
Namen  „tractrice  circulaire". 
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,md  ck 

»-•"     v.  +  „.'     ""•         yr:h..' 

.0  ist        siB(. 

'         '         yr+.-         *■'     yi  +  .' 

oder  aiieli      a 

,  --  DJ  =     -   arc  cos     , ,              w  =  !- 

und  nach  Elii 

iiinaiioii  YOn  m 

«,.  -  >»■-«.■       „„„„„'1. 

Besehen  wir  uns  nun  die  Gleichung  (33)',  eo  haben  wir:  Die  Fufs- 
pnnktkurve  einer  hyperbolischen  Spirale  in  Bezug  auf  den 
Pol  ist  eine  Tractrix  complicata. 


Zweiundzwanzigstes  Kapitel. 
Die  Ketteiilinicii. 

234-.  In  dem  berühmten  Werke  Galileis',  Discorsi  e  dimostra- 
zioni  matemaUche  intorno  a  due  nuove  sciense,  dessen  Vorrede  Tom 
6.  März  1638  datiert  ist,  findet  sieh  in  der  zweiten  Qiornata  {in  solche 
ist  das  Werfe  eingeteilt)  die  Behauptung^),  dafs  ein  gleichmäfsig 
schweres  Seil  oder  eine  Kette,  wenn  sie  an  zwei  Punkten  von  der- 
selben Höhe  aufgehängt  ist,  die  Gesialt  einer  Parabel  annehme.  Dafs 
diese  Behauptung  —  die  übrigens  unbewiesen  blieb  —  falsch  sei, 
wurde  durch  Bereebnimgen  und  Experimente  von  Joachim  Jungius 
1669  in  der  bekannten  Arbeit,  Geometria  empyrim  betitelt,  dargelegt; 
es  blieb  jedoch  somit  immer  noch  übrig  zu  bestimmen,  welches  denn 
die  Kui-ve  sei,  in  welche  sich  das  Seil  lege.  Die  Untersuchung  der- 
selben wurde  nun  im  Mai  1690  öffentlich  dargelegt  tou  Jacob  Ber- 
noulli  und  zwar  in  den  Ada  eruditorum^).  Drei  Geometer  ersten 
Ranges  lösten  dann  sozusi^en  gleichzeitig  diese  interessante  E^age, 
Huygens^),  Leibniz*)  und  Joh.  BernouUi*);  an  dem  edlen  Wett- 

1)  Ope^-e  di  Galüeo  Galilei  VJII.  (Milano  1811)  S.  232. 

2)  S.  auch  Jac.  BernoulU  Opera  I,  S.  346. 

S)  Acta  et-udÜ.  1691  {die  Abh.  ist  reproduziert  in  Leibim,  ed.  Gerhardt,  V, 
S.  248).  Vgl.  einen  Brief  von  Huygens  an  Leibniz  vom  4.  Sept.  1691  {Leibnix, 
od.  Gerhardt,  II,  S,  103)  und  die  Abh.  von  D.  J.  Korteweg,  La  Solution  de 
Ch^-isUart  Sv^gens  du  proUewe  de  la  chainette  (Bibl.  math.,  3.  Ser.  I). 

4)  Acta  end.  1691,  1693  u.  1699;  Journal  des  Savants  1692;  Gioiytcde  dei 
Letterati,  1692 ;  Leibniz,  ed.  Gerhardt,  V,  S.  243,  255,  258,  263,  366. 

5)  Acta  er'ad.  1691;  ferner  Joh.  Bernonlli  Opera  I,  S.  48,  und  Leämie, 
od,  Gerhardt,  V,  S.  248.    Mm  sehe   auch  die  XXVI  und  XXVH  der  "      ■ 
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sti-eit  nahmen  teil  auch  der  Äufgahensteller ^)  imd  Hermann^); 
David  Gregory^)  befafste  sich  dann  als  erster  damit,  eine  metho- 
dische Bearbeitung  der  Eigenschaften  der  fr^Uchen  Kurve  zaaammen- 
zustellen*). 

Einfache  Betrachtungen  aus  der  Mechanik^)  zeigen,  dafs  die  Seil- 
kurve  oder  Kettenlinie'^)  geometrisch  durch  folgende  Eigenschaft 
chaaaktei-isiert  ist:  Der  von  ihrem  tiefste«  Pnakte',  dem  Scheitel, 
aus  gemessene  Bogen  ist  proportional  der  trigonometrischen  Tangente 
des  Winkels,  den  die  Kurventangente  im  Endpunkte  des  Bogens  mit 
der  Horizontalen  Mldet.  Hieraus  ergiebt  sich,  dals  die  Differenzial- 
gleichuug  der  Itnrve  lautet: 

''        ^  dx' '>'-' 

wo  c,  eine  Konstante  bedeutet.  Eliminieren  wir-  hieraus  äy  vermittelst 
der  bekannten  Relation     dx^ -\- dy^=^  ds^,     so  erhalten  wir 

daher  durch  Integration 

oder  auch  e'^  =  — ^^-   ■ 

Daraus  folgt  dann,  dafs 


mal^tematieae  (Joh.  Bemonlli  üpeta,  S.  491—92);  die  drei 
Lectiones  verallgemeiBei-n  Buccessive  das  Problem,  indei 
dein,  in  welckem  das  Seil  nicht  komogen  ist. 

1)  S.  den  letzten  Teil  des  Specmm  altei-wn  caleulus  differmtialis  (Acta 
erud.,  Juni  1691;  Jae.  BernouUi  Opera,  S,  449—63). 

2)  Fhoronotnia,  Lib.  I,  Cap,  in,  Append,  §  6  (Amstelod.  1T16);  einige  dort 
begangene  Irrtümer  werden  von  Job..  Bernoulli  veibessert  in  der  Abb.  8ohUio 
problematis  catenaTu  genercäitei-  coneepH  (Opera  IV,  S.  234 — 241). 

3)  The  prop&eties  of  ihe  Catenm-ian,  or  cm-ve  litte  formed  by  a  heawy  and 
flexible  ehain,  hanging  freely  from  two  point  of  SMsjjensiow  (Phil.  Trans.,  So.  231, 
1697).  Vgl.  auch.  Atmner  to  Hie  animadvertions  eoneeming  the  Catenary  (Das. 
No.  259,  1699). 

4)  Bearbeitungen  jüngeren  Datums  sind:  Gretsehel,  Elementare  Ahlei- 
twng  der  Haupteigensehaften  der  Kettenlinie  (Archiv  der  Math.  XLUI,  1366); 
J.  Jung,  SynIJietische  Behandlung  der  gemeinen  Kettenlinie  (Zeitschrift  f.  Math. 
XLV,  1900). 

5)  S.  z.  B.  Suhell,  Thecnie  der  Beieegungen  tmd  Kräfte  H.  (Leipzig  1880) 
S.  94—95. 

6)  Der  Name  Catenaria  ist  von  Hujgens  angegeben  in  dem  Briefe  ii.n 
Leibniz  vom  18.  Nov.  1690  (L&bfm,  ed.  Gterhatdt,  n,  S.  56). 
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Daher  ist       ^        _^        g i/gä  _l  c'  ~        ~-         2s 

^-^4-^    =  =  --- ^-,         e'^  +  e    -^  =-^-     ...     (3) 

Andei'.'se.its  ergeben  die  Gleiclmngen  (l)  und  (2) 

/j  =      ^■''■^_ 

und  durch  Integration  i/  =  ys^  -\-  C' . 

Wegen  Gleichung  (3)  ist  nun  aber 

j  -  |.  (<!?+  r?) (4) 

Dies  ist  die  gesuchte  Gleichung  der  Kettenlinle ') ;  mit  Benutzung  der 
hyperbolischen  Fimktionea^)  kann  man  auch  schreiben 

^  =  ceo§J- {4') 

Führen  wir  auf  die  durch  (4)  oder  (4')  dai-gestellte  Em-ve  eiae  ima- 
ginäre h omographische  Transformation  aus,  die  durch  die  Gleichungen 
a;  =  ^,  y  =  itj  gekennzeichnet  ist,  so  gelangen  wir  zu  folgender 

ij  ^  c  cos  — ; 

die  Eetteulinie  kann  demnach  als  homograpliisch  transformierte  Siniis- 
linie  anfgefalst  werden.  Dies  ermöglicht  uns  aus  den  in  Nr.  222 
bewiesenen  Sätzen  die  folgenden  abzuleiten;  Die  Bepührnngspunkte 
der  von  einem  heliehigen  Punkte  ihrer  Ebene  an  die  Kettenlinie 
gezogenen  Tangenten  gehören  einer  Kurve  vierter  Ordnung  an,  für 
welche  jener  Punkt  ein  Doppelpunkt  ist;  daher  gehöi*t  jede  Ketten- 
linie  einem  System  an  mit  den  Charakteristiken  ft^2,  v:=2. 

Wir  beachten  nun,  dafs  aus  der  zweiten  Gleich\mg  (3)  und  aus  (1) 
sich  ergiebt  ^ 

s  =  c  ©in  - , (5) 

t=®"f C') 

Bezeichnen  wir  jetzt  die  zwischen  der  Axe,  einem  Kurvenbogen  und 
der  Ordinate  gelegene  Fläche  mit  F,  so  finden  wir 


»/,...  =  .. 


©in^-  ==  es; 


i)  Daraus  kann  man  eine  elegante  punktweise  Konstruttion  der  Kurve  al)-. 
leiten;  vgl.  G.  Jnng,  GonstrucUon  de  la.  chaineUe  par  points,  et  division  d'un 
arc  de  eelte  cowbe  em  n  parties  proportionelles  ä  des  segments  domtes  (BoU.  de  la 
Soc.  math.  de  Prance  IV,  1875—76). 

5)  Qadermann,  Theorie  der  Potential-  odej-  cy^Usch-hyperbolischm  Fmh- 
Uonen  (Crellee  Jonm.  VI,  1830)  %  76 — 81;  Laieant,  Essfd  sw  les  fonctions  hyper- 
bolu/uts  (Paris  1874)  S.  49;  Günther,  Die  Leh-e  von  den  gemSImliehem  imd 
ve^-allge^nevnerten  Hyperhelfw^tmien  (Hfille  a.  S,  1881)  S.  249. 
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ist  ferner  R  der  Krümmuagsradius,  Jf  die  Länge  der  Normale,  so  er- 
hält   mau  -,,  ,.  nr    =0  «  /o. 

li^  N^c  ©D§ä  ~  ; (8) 

eliminieren  wir  dann  x  ans  (5)  und  (8),  so  erhält  man 

E  =  -l!  -I-  e (9) 

und  dies  ist  die  natürliche  Gleichung  der  Kettenlinio"-).  Diese  Glei- 
chui^en  (7),  (8),  (9)  drücken  algehraisch  Eigenschaften  der  Kettenlinie 
aus,  die  man  wie  folgt  in  Worte  kleiden  kann:  1.  Bei  der  Kettenlinie  ist 
die  FliUilie  zwisclieii  dem  Kurvenbogen  (gepechnet  vom  Scheitel  an) 
der  Scheiteltangente  nnd  einer  Vertikalen  hierzn  proportional  jenem 
Bogen^).  2.  Bei  der  Kettenlinie  ist  der  Krümmungsradius  gleich 
der  Normalen^);  daraus  ergiebt  sich  eine  einfache  Konstruktion  des 
Krümmungscentrume.  3.  Rollt  eine  Kettenliiiie  auf  einer  Geraden, 
so  ist  der  Ort  der  Krümmungscentren  für  die  aufeinander  folgenden 
Berührungspunkte  eine  Parabel*). 

Dieselben  Formeln  führen  uns  leicht  zu  weiteren  Folgerungen. 
Ist  V  der  Scheitel,  -4j(a;i,  y^)  und  j4g(a^,  y^)  zwei  Punkte  der  Ketten- 
linie, deren  zugehörige  Tangenten  aufeinander  senkrecht  stehen,  so 
wird  zufolge  TOn  (6)  sein 

©inj-  @iii-^f  +  1  =  0 (10) 

oder,  wenn  man  will, 1 ■—  =  1 (11) 


Bezeichnen  wir  mit  s^  und  s^  die  Bögen  VÄ^  und  YA^,  mit  Ti^  und  .R^ 
die  Krümmungsradien  in  Ä^  und  -4j,  so  finden  wir  mit  Anwendung 
der  Fonuehi  (5)  und  (8) 

Folglich:  Wenn  ein  rechter  Winkel  eine  Kettenlinie  umhüllt,  so  ist 
1.  das  Produkt  der  Bogeiilängen  vom  Scheitel  bis  zu  den  Berülirungs- 
punkten  konstant,  2.  die  Summe  der  Krümmungen  der  Kettenlinie 
in  diesen  beiden  Punkten  eine  Konstante^). 


1)  ZuBrsi  aufgestellt  in  der  o.  a.  Abh.  von  Gudermaan. 

3)  Beaügl.  eines  geometrischen  Beweises  für  diesen  Satz  und  andere  ähn- 
liche sehe  man  Waeteels,  Aires  et  wlmnes  relatives  ä  la  ehaineUe  (Mathe'ais 
2.  Ser.  VI,  1896). 

3)  Über  dieselbe  Frage  a.  m.  den  §  11  des  Aufsatzes  von  J.  Sobotka,  Zur 
infinitesimalen  GeomeMe  einiger  Plan}earven  (Prager  Ber.,  1898). 

4)  Mannheim,  Eeeherches  g^omSti-igues  relatices  au  Heu  des  positions  suc- 
eessives  des  centres  de  eottrlrure  d'ime  cottrbe  gm  roule  sw  une  dvoite  (LioTiville's 
Journ.  2.  Ser.  IV,  1859,  S.  103). 

5)  S.  zwei  Noten,  die  eine  von  C.  Rabut,  die  andere  mit  dem  Pseudonym 
II.  Ch.  Vfeifz  im  IL  Bde.  (1896)  des  Intmmiediavre  S.  115  u.  S58. 

Loiia,  Bbena  Kurven.  37 
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578  ^-  Absclmitt:  TirtiHsscendente  Kurven. 

Neunen  wir  den  Bogen  der  Evolute  der  Kettenlinie  s^  und  deren 
Kriimmungaradius  R^,  so  bestehen  die  Relationen  s^^  R  und  It^  = 
IS  ■  -T- ;  eliminieren  wir  It  und  s  aus  diesen  und  aus  (9),  so  erhalteii 

^''^  li=2sy^  —  l (12) 

als  natürliche  Gleichung  der  Evolute  der  Kettenlinie.  Die  vorigen 
Gleichungen  liefern  uns  aber  ebenfalls  leicht  die  kartesische  Gleichung 
derselben;  wir  geben  nur  das  Resultat  der  Rechnung,  nämlich 

X  -  f-^*^  +  c  log  '—ttf^Fl . 

Schliefalich:  Die  Evolvente  der  Kettenlinie  ist  die  Traktrix,  wie  wir 

in  Nr.  331  gesehen  haben. 

Das  Problem  der  Kettenlinie  veranlafate  Jacob  Bernoulli  auch 
andere  in  der  Natur  vor]Eommende  Kurven  zu  untersuchen,  so  nament- 
lich das  Profil  der  Gestalt,  die  ein  vom  Winde  geblähtes  Segel  an- 
nimmt, wenn  man  von  der  Schwere  desselben  absieht.  Es  gelaug 
ihm  die  gesuchte  Kurve  — ■  Velaria  oder  Segellrurve  genannt  — 
durch  eine  Differenzialgleichung  darzustellen;  da  ea  ihm  aber  nicht 
gelang  sie  zu  integrieren,  wandte  er  sich  an  seinen  Bruder  Johann 
um  Hilfe,  indem  er  von  ihm  sich  wenigstens  eine  Pnnktkonstruktion 
der  Kurve  erbat.  Spater  gelang  es  ihm,  die  Differenzialgleichung  auf 
die  sehr-  einfache  Eorm  d^x  =  dy'^  zu  bringen,  die  er  dann  zur  Kenntnis 
seines  Bruders  brachte.  Letzterer  entdeckte  nicht  nur  ein  Ver&hren, 
jene  DifCerenzialgleichung  zu  bilden,  sondern  gelangte  auch  zu  dem 
Schlüsse,  dafs  (abgesehen  von  der  Lage)  „la  courbe  de  la  voile  est  1» 
meme  que  la  courbe  de  la  cbaine";  die  Segclkiirve  ist  also  ideuMscli 
mit  der  Kettenlinie^). 

Wir  fügen  noch  hinzu,  dafa  man  dieselbe  Kurve  erhält,  wenn 
man  folgende  Aufgabe  losen  will:  ,^Vl  einer  Ebene  sind  zwei  Punkte 
gegeben,  durch  diese  soll  eine  Kurve  gelegt  werden,  derart,  dafs  sie 
bei  der  Rotation  um  eine  in  der  Ebene  gelegene  Axe  die  kleinste 
Oberfläche  erzeugt"^). 

23Ö.  Die  natürliche  sowohl  wie  die  kartesische  Gleichung  führten 
zum  Begriff  von  allgemeineren  Kurven  als  die  Kettenlinie,  So  sind 
die  durch  die  natüi-liehe  Gleichung 

B-«  +  y (13) 

dargestellten     Kurven    die    Pseudocatenarien    (Scheinkettenlinien) 

1)  Jona-mü  des  Smiants,  28.  Apr.  1692  {Joh.  Bemmüli  Opera  I,  S.  59 — 61); 
vgl.  die  XL VIII  der  LeeHones  moihemaUeae,  Opera  I,  8.  510^616;  aafserdem 
Jac.  BemouUi  Op^a,  S.  481—490  und  639—663. 

2)  Kneser,  Lehrbuch  der  VariaüO'nsi'ecImung  (Braiinschweig  1900)  S.  25. 
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ZweiimdzwaEzigetos  Kapitel;  Die  Kettenlinicc.  579 

E.  Cesäros"-).   Die  Gleicliimg  (4)  oder  (4')  Hingegen  fühi-ten  zu  Kurven 
mit  der  kartesischen  Gleicliimg 

y  =  r -Ue^ -\- e~^)       oder       s/  =  »-cSo§*-,     .     .     (14) 

wo  r  eine  beliebige  gegebene  Zahl  iat;    es  sind  die  Gewölbelinien 
von  0.  Schlömileli*).     Aus  Gleichung  (14)  folgt 

-5^  =  r  ®xn—,  :5-,-  =  -  Sd§  -  , 

dx  c  '  röar'  c  c  ' 

denmacli  ist   -j-^  =|=  0,   und  also   sind   die   betrachteten   Kuiwen   ohne 

Wendepunfete.    Ferner  ist 

-T^  =  V 1  +  f  ^  Sin^  ^ , 


Mit  Hilfe  dieser  Formel  können  wir  diejenigen  Werte  von  x  auf- 
finden, bei  denen  S  seine  gröfaten  oder  kleinsten  Werte  erhält;  mau 
braucht  nur  den  Wert  -,—  =  0  zu  setzen.  Von  der  Lösung  abge- 
sehen, die  man  erhält,  wenn  man  ©in  -  =  0  setzt,  bleibt  noch  die 
aieictang  2,..Sm.5_ll3r'. 

Damit   diese  reeUe  Wurzeln  habe,  mufs  ?■  >  — =   sein.     Ist  diese  Be- 

dingung  erfüllt,  so  erhalten  wir  zwei  zur  y-Axe  symmetrische  Punkte, 
in  denen  die  entsprechende  Kurve  die  gröfste  Krümmung  zeigt;  diese 
Punkte  erscheinen  gleichsam  als  Nasen  der  Kurve,  daher  der  Name 
Kettenlinie  mit  zwei  Nasen,  den  die  Kurve  von  den  Entdecken! 
dieser  Eigentümlichkeit  erhielt;  Anwendung  findet  sie  bei  Fi-agen 
der  angewandten  Mathematik*). 

Die  Gewölbelinien  sind  spezielle  Integralkurven  der  Differeuzial- 
gleichung  d^  _  y_ 

deren  allgemeines  Integral  ist 

ij^pe'-{-qe     % (15) 

wo  p  und  §  beliebige  Konstanten  sind.     Die  durch  (15)  dargestellten 

1)  Leiioni  di  geomeln-ia  inirmseca  (Neapel  1896)  S,  17. 

2)  Uebwtgsbuck  siim  Stwimin  der  hfih&rm  Analytis,  I.  T,  (3,  Aufl.  Leipzig 
1879)  S.  101. 

3)  T.  Alesander  und  A.  W.  Ttomson,  Two-lfased  Catettaries  amd  fheir 
appKeaUon  to  fhe  design  of  segmenixä  arehes  (Irist  Trans.  XXIX,  Part,  3,  1888). 
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580  VI,  Abeclmitt;  TranBsoendente  Kurven. 

Kurrea  finden  praktische  Anwendung  und  wurden  von  Heinzerling') 
Klinoiden  genannt,  der  sie  in  Kataklinoiden  und  Anaklinoiden 
unterschied.  Zu  iknen  gehören  —  aufaer  der  logaiithmiaehen  Kurve 
(für  2^0)  —  die  mit  der  Gtleichung 

!,  =  |{e^+T5), (16) 

die  als  Menoklinoide  bezw.  Trepsiklinoide  bezeichnet  wurden^); 
erstere  unterscheidet  sich  nicht  von  der  Gfewölbelinie, 

236,  Ähnlich  dem  Problem,  das  durch  die  Kettenlinie  gelöst 
wird,  ist  folgendes:  „Die  Gestalt  aufzufinden,  die  eine  schwere  völlig 
biegsame  Kette  annimmt,  wenn  ihre  Dicke  proportional  mit  der 
Spannung  sich  verändert."  Eine  solche  Kette  hat  offenbai-  in  allen 
ihren  Punkten  dieselbe  Zugfestigkeit,  bietet  also  Überall  dieselbe  Wahr- 
scheinlichkeit des  Zerreifsens.  Die  von  ihr  angenommene  Gestalt  keifst 
die  Kettenlinie  gleichen  Widerstandes  und  wird,  wie  Coriolis^) 
gezeigt  hat,  durch  die  Gleichung 

e^  cos  -^  =  1 (17) 

darge  stellt  *).  Die  Kurve  geht  dui-ch  den  Anfangspunkt  und  berührt 
daselbst  die  x-Axe.  Infolge  der  Periodizität  der  Cosinus-Funktion  be- 
steht sie  aus  unendlich  vielen  einander  gleichen  Zügen,  deren  ersten 
man  erhält,  indem  man  x  von  0  bis  2a  variieren  läfst;  die  Kui-ve 
ist  symmeti'iseh  in  Bezug  auf  die  Gerade  x  =  2ft»ffi,  wo  7c  eine  ganze 
Zahl  bedeutet^).  Ist  t  der  Winkel  der  Tangente  mit  der  x-Axe,  so 
folgt  aus  Gleichung  (17) 

und  daher  t  =  —  ■ (18) 

Die  Dr<!liiiiig  der  Tangente  ist  also  proportional  der  Abscisse,  und 

alle  Punkte  mit  der  Abscisse  x  =  hza  sind  Kulminationspunkte. 


1)  Zeitsdhriß  für  Bmmesen,  1869  u.  1872. 

2)  Gf.  Emery,  SuUa  amdizione  dt  seambievolezua  e  sai  casi  d'idenUtä  fra 
furve  rappi-esmtanti  distrümgiam  contmtta  di  forze  •parallele  e  eurve  funiculari  cor 
rispondenti,  ean  particolmv  dis^sieione  suUe  clinoidi  (Tor  no  Att    SXII  1886 — 8  ) 

3)  Note  sur  la  chainette  d'egale  rimtance  (Liouville  s  Jo  uti  I  1886)  vgl 
Schell  a.  a.  0.  11,  S.  102. 

4)  Sechs  Jahre  frSber  als  Coriolie  hoMea  ganz  au  lere  Betracltungen 
Gudermann  zu  der  Kurve  geführt,  welche  die  Gl,  (17)  hat  d  eeei  beze  chnete 
sie  mit  dem  Namen  Longitudinale;  b.  die  §  82—88  der  oth  n  itierten  Abh 
Vgl.  auch  Bobillier,  Ann.  de  Math.  XVII,  1826. 

ö)  Schreibt  man  die  Gl.  (17)  in  der  Form  y  =  —  «  log  —  o  eht  min  laft 
wenn  n=  1  ist,  die  Kettenlinie  gleichen  Widostandes  e  n  '^  mne  i  1  b  L  n  e 
vom  dritten  Typus  (s.  Wr.  229)  ist. 
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Zweinndzwanzigstes  Kapitel;  Die  Kettenlinien.  ftgl 

Ferner  ist  ^  __      1 

demaach,  wenn  die  Bogen  vom  Koordinateiianfang  an  gerechnet  werden 

5-,alogtg(|-  +  |i). (19) 

Äurserdem  findet  man  leicht  als  Ausdruck  für  den  Krümmungsradius 
It^~^- (20) 

Kombinieren  wir  dies  mit  (18),  bo  erhalten  wir  i?-cosr  =  ö,  was 
besagt:  Bei  der  Kettenliuie  gleichen  WiderstaDÄes  ist  die  Projektion 
lies  KriimmungsradiTis  auf  die  Normale  im  Anfangspunkte  konstant; 

daraus  ergiebt  sich  eine  Konstruktion  des  Krümraungscentrums.  Die 
Gleichung  (19)  liefert  femer 


daher  ist  wegen  Gleichung  (20) 

B-lp  +  o"-),  ') (21) 

oder,  wenn  man  lieber  will, 

M^ado^^, (21-) 

welches  die  natürliche  Gleichung  der  Kettenlinie  gleichen  Wider- 
standes ist;  sie  zeigt  eine  evidente  Analogie  mit  der  kartesischen 
Gleichui^  der  gewöhnlichen  Kettenlinie;  daraus  läfst  sich  dann  ab- 
leiten: Wejin  eine  Kettenlinie  gleichen  Widerstandes  anf  einer  Ge- 
raden rollt,  so  ist  der  Ort  der  Krnnunnngsmittelpnnkte  fnr  die  snc- 
cessivea  Berührungspunkte  eine  gemeine  Kettenlinie. 

Die  Betrachtung  der  Gleichung  (21)  führt  leicht  auch  zu  den  all- 
gemeineren, durch  die  Gleichung 

^-^  ('"  +  '"")  ■    (22) 

dargestellten  Kurven,  wo  l  eine  behebige  ganze  Zahl  bedeutet^).  Sie 
erfreuen  sich  ähnlichei  geomebischeu  Eigenschaften,  wie  die  Ketten- 
linien gleichen  Widtrstaudei  Um  dieh  zu  zeigen,  wollen  wir  mit  e> 
den  Winkel  der  Tangente  mit  emei  festen  Geiaden  bezeichnen;  dann 

1)  G.  M.  Minohin,  Tjeatu,e  on  Statte''  (Oxford  1872J 
9)  Cifarelli,  Sopia  una  classe  di  curoe  tttH msecamenti  anuloqht  aüa  cate- 
naiHa  di  egudk  resistmea  (Giora   di  Matern   XXXVI,  1898) 
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VI.  Absrimitli:  Trans sccii de nto  Kurven. 


iiaben  wir  E^t-,  iinii  dalior,   wenn  wir  s  =  fim)   setzen,    so   wird 

dm'  '  I \    J  I 

Jt:  =  /"((d)  imd  die  Gleichung  (22)  wird  ^^\ 


daher  ist 


2fc         IL         _L 
iszuführen,  setzen  m 

6)  .  f  dX  .  .  .       /  ^       I       .i!  \ 


Um  diese  Integration  auszuführen,  setzen  wir   ■   =  ix   und  erhalten 


daher  sia  y  =  —^ , 

daher  ist  /'(w)    oder  ,^  ^,  , 

Zufolge  dessen  ist  11^!=^ , 

welche  Relationen  die  vorigen  (19)  und  (20)  als  Spezialfälle  umfassen.  — 
Die  kartesisehen  Koordinaten  in  Funktionen  Ton  o  entwickelt  ergeben 
sich  (vgl.  Note  11)  als 


kl  0)     '  kl  M     ' 


und  diese  Integrale   können  in  endlichen  Ausdrücken  wied eingegeben 
werden,  wenn  Ä  rational  ist. 


Dreiundzwanzigstes  Kapitel. 

Die  ebene  Elastizitätskurv«  (Muldenkwrve), 

die  paraeentrisclie  Isochrone  und  die  Meridiankurve  des  Körptrs 

vom  kleinsten  Widerstände. 

337.  Wenn  ein  geradliniger,  gleichförmiger  und  elastischer  Stab 
auf  zwei  geraden,  nicht  elastischen  in  derselben  Horizontale  liegenden 
Strecken  aufliegt,  und  auf  ihn  bestimmte  Kräfte  eittwirken,  so  nimmt 
er  eiae  bestimmte  Gleichgewichtsform  an,  welche  man  dieElastizitäts- 
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23.  Kapitelr  Die  ebene  ElastizitätBlciirTe,  die  paracentr.  Isochrone  etc.    583 

kurve  nennt.  Auch  diese  Kurve  wurde  von  Galilei  mit  Unrecht  für 
eine  Parahel  gehalten;  Jacob  Bernoulli  aber  zeigte,  dafe  diese  Identi- 
fizierung irrig  sei,  und  gelangte  zu  einer  geometrischen  Charakte- 
risierung der  fr^lichen  Kurve.  Er  fand  aufserdem,  dafs  diese  Kurve 
nur  das  Profil  der  Gestalt  sei,  die  eine  vollkommen  biegaame  Fläche, 
z.  B.  ein  Tuch  annimmt,  wenn  es,  an  zwei  Seiten  horizontal  befestigt, 
durch  eine  schwere  Flüssigkeit  belastet  wirdj  daher  der  Name  Mulden- 
kurve (Lintearia),  den  die  Elastizitätskurve  erhielt,  und  der  mehrfach 
noch  im  Gebrauch  ist*).  Später  beschäftigte  sich  auch  Johann 
Bernoulli  mit  dieser  KuiTe^),  Daniele  fand,  daJs  die  Kurve  der  Be- 
dingung genüge,  dafs  /-pa  ein  Minimum  werde,  wenn  s  wie  gewöhn- 
lich den  Bogen,  B  den  Krümmungsradius  bedeutet.  Diese  Beobach- 
tung veranlafste  Eulor  „die  Kurven  aufzusuchen,  die  durch  zwei  ge- 
gebene Punkte  gehend  und  daselbst  zwei  gegebene  Geraden  berührend, 

/4^  zu  emem  Muuniim  machen  "\  tllstandig  gelöst  findet  sich 
diese  Aufgabe  m  dem  bei  ihmten  Werke  Mtt}toäiis  invenimdi  Uneas 
caivo!)  »lavtma  mtmntate  ptopttetale  gaadetites  (Lausamiae  et  Genevae 
1744],  dessen  Apjendix  I  der  Klassifikation  dei  Elastizitätskurven  in 
neun  Typen  gewidmet  ist  Derselbe  beiuhnte  Geometer  hat  femer 
bemerkt,  dafs  von  allen  ebenen  Kuven  de  denselben  Umfang  haben 
und  dieselbe  Pläche  emschhefsen  d  e  Elastitatakurve  diejenige  ist, 
welche  durch  Botat  on  um  eme  m  ihrei  Ebene  liegende  Gerade  ein 
Maximum  oder  Mmimun    dc&  "Volumens  erzeugt. 

Durch  Betrachtungen  iis  der  Mechanik'')  die  unserem  Thema 
fem  liegen,  läfst  sich  zeigen  Bei  dei  Elashzitatskurve  ist  die  Krüm- 
mung proportional  ilei  Diffeienz  zwischen  einer  Konstanten  und  der 
ihre  Diff  renzialgleichung  ist  lerauach  von  folgender  Gestalt 

e  — ^  =     — (1) 

[>+(I)T 


1)  S.  die  wichtige  Abhandlung  Cwvatm'a  ktminae  elastkae.  Ejus  idemti- 
taiem  cum  mrvaittra  Imtei  a  pcmdeiv  tnchtei  fimM  expmiao  (Acta Emd.  Juni  1694; 
Joe.  Se^ftoulU  Opera,  S.  6S9);  anieerdem.  die  M^ieaUones ,  tMmotationeg  et  ad- 
ditiones  (Acta  Emd,  Dez,  1696;  Opera,  B.  663);  ecbliefsSich  die  Arbeit  ViHtahle 
Aj/poiA&e  de  la  reaisfimce  des  eoUdes  avee  la  demonatration  de  la  courbm-e  des 
eorpa  gtt»  fönt  lea  ressorts  (Mäm.  de  Paris,  MDCCV;  Opera,  S.  976). 

2)  Sohttio  prohletnatis  cwvaturae  laminae  elasUeae  »  pondere  ajppenso  cur- 
miae  (Joh.  Bei'mmUi  Opera,  IV,  S.  242).  Vgl,:  Laoroix,  Tratte  de  Caleul  diffe- 
rentiel  et  de  Calowl  intigral  II.  (Paria  1798)  S,  713—714  und  Caluao,  De  la 
cow-be  dastigm  (Torino  Mem.  1805—1808). 

3)  S.  z.  B.  PoisBon,  Traue  de  mecanigue  I.  (3.  Aufl.  Paris  1833)  S,  598, 
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584  VI.  Atischaitt:  Transacendente  KiTVven, 

Diese  ist  zunächst  einer  ei'sten  Integration  fähig,  durch  welche  raan 
erhält  ^„ 

2c^  =  2ax  —  x^ , 

voraasgeeetzt,  dafs  für  x  =  0  auch  -;—  =  0  sei.  Schreiben  wir  nun 
wie  folgt 

d7j  =    ^      .  _-^-^  ■  dx, (2) 

so  sehen  wir,  dafa  die  Integration  nicht  weiter  ausführbar  ist,  ob  sei 
denn,  dafa  wir  elliptische  Funktionen  anwenden,  und  diese  Thatsache 
wurde  sowohl  Ton  Jacob  Benioulli  ala  auch  von  Maclaurin^)  be- 
merkt. Deimoch  h^een  die  Gleichungen  (1)  und  (2)  Terschiedene  Schlüsse 
zu:  die  (2)  zeigt  nämlich,  dafs  die  Gfleichung  der  Tangente  ira  Punkte 
(x.y)  lalltet  -,,  ^„r~r^ 

^  ' "'  Y-y  _       '""^    '"  — , (3) 

woraus  hervorgeht:  Die  Berülirnngspuiikte  der  Tangenten,  von  einem 
Iieliebigen  Punkte  an  die  Elastizitätsknrve  gezogen,  liegen  anf  einer 
Kurve  seclistep  Ordniuig,  die  jenen  Pnnkt  als  Doppelpunkt  hat;  daher 
gehört  jede  derai^ige  Knrve  einem  System  an  mit  den  Charakte- 
ristiken (i  =  2,  11  =  4.     Die  Gleichungen  (1)  und  (2)  liefern  ferner 

B  =  -^ ;    ....     (4) 

welches  die  natürliche  Gleichung  der  Kurve  igt.  In  dem  Spezialfälle 
(I  ^=  0  wird  diese  s 

s  =  2   _ 

- 1 


=j,rm 


wird  X  eliminiert,  so  ist 

'dB 


-h 


-2  f    ,J'L- 

.Mi) 


und  stellt  daher  (vgl.  Nr.  216)  eine  Ribaucour'sche  Kurve  dar.  Einen 
anderen  bemerkenswerten  Spezialfall  erhält  man  aus  der  Annahme, 
dafs  zwischen  den  Konstanten  a  und  c  die  Beziehimg  «*  =  4c*  be- 
stehe; dann  giebt  die  Gleichung  (2) 

d«  =  _^;.,^=T-  ■  dX, 

daher  kann  y  durch  elementare  Funktionen  von  x  ausgedrückt  werden. 
In   dem   allgemeinen   Falle    aber   liefert   ims   die   Gleichung  (2)  y  in 


1)  Treatüe  on  FHxions  (Bdinbui'gK  1742)  ji".  927. 
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elliptiselicn  Funktiotieii ;  da  nun  die  Resultate  ein  versoliiedenea  Aus- 
selieii  erhalten,  je  nacli  der  relaÜTen  GrÖfse  von  a  und  c,  so  erhält 
man  domentsp rechend  auch  verschiedene  Formen  der  Blastitätakurve^). 
238.  Eine  andere  ältere  Aufgabe,  die  ehenfaUa  zu  elliptischen 
Funktionen  führt,  wurde  im  Jalire  1687  von  Leibniz  gestellt:  „die 
KiuTe  aufzusuchen,  längs  derer  sich  ein  aus  einer  gegebenen  Höhe 
fallender,  schwerer  Punkt  bewegt,  indem  er  sich  zugleich  einem  festen 
Punkte  nähert  oder  sich  von  ihm  entfernt,  derart,  dafa  sein  Abstand 
von  diesem  der  Zeit  proportional  sei."  Die  Kurve  wurde  von  Leibniz 
selbst  die  paracontrisehe  Isochrone  genannt^)  und  von  Leibniz') 
uüd  den  beiden  Brüdern  Jacob*)  und  Johann^)  Bemoulli  bestimmt. 
Wenn  sie  eben  ist,  so  wird  sie  geometrieeh  durch  die  Differenzial- 
gleidhung  ^^  ^3/  ,„, 

bestimmt,  woraus  eich  leicht  ableiten  läfst,  dafs  sie  einem  Systeme  mit  den 
Charakteristiken  ;i  =  2,  v  =  3  angehört.  Eine  methodische  Bearbeitung 
der  paraeentiischen  Isochrone  steht,  wenigstens  soweit  wir  feststellen 
konnten,  noch  aus;  wir  beschränken  uns  daher  auf  die  Bemerkung, 
dafs,  wenn  man  mit  ät  den  gemeinsamen  Wert  der  beiden  Seiten  der 
Gleichung  (6)  bezeichnet  und  die  Integrationskonstanten  in  geeigneter 
Weise  wählt,  man 

«-T,         •/-p(i), (') 

und  damit  eine  elegante  parametrische  Darstellung  der  Kurve  erhält. 
Zu  einer  anderen  Kurve  führt  die  Lösung  eines  der  ältesten 
Probleme  aus  der  Variationsrechnung;  es  lautet:  Diejenige  elieue  Kurve 
ZU  finden,  die  durch  zwei  gegebene  Punkte  geht  und  durch  Rotation 
um  eine  in  ihrei'  Ebene  gelegene  Äxe  denjenigen  Körper  erzengt, 
der  bei  der  Bewegnag  in  einer  Flüssigkeit  in  der  Richtung  jener 
Axe  den  geringsten  Widerstand  erleidet.  Newton  behauptet  in 
seinen  Frincipia  (Lib.  II,  Sect.  YII,  Prop.  34),  dafs  die  Differenzial- 
gleichung  der  dies  Problem  lösenden  Kurve  folgende  sei: 

J_„<1+|:!)!; (8) 

_______  3  j,3         :  \    / 

1)  Schell,  Theorie  äer  Beivegimgm  mtä  der  Kräfte  IL  (2.  Aufl.  Leipzig 
1880)  8.  119—136;  Greenhill,  Applicatiims  of  ell^tic  fumctiom  (London  1893) 
S.  87—89. 

2)  Brief  von  Leibniz  au  Huygens  vom  l./Il.  Okt.  1693  (Leibniz,  ed.  Gerhardt, 
11,  8.  164). 

3)  CoMsft-Mefio  proprio,  problemaUs  äe  ciwva  isoehrona  paracentrica  (Acta 
Erud.  1694;  Leibniz,  ed.  Gerhardt,  V,  S,  309), 

4)  Acta  Erud.  Juni  v.  Sept.  1694  (Jae.  Bernoulli  Opera  I,  S.  601—12). 

5)  Acta  Erud.  Oct,  1694  {Joh.  BemouUi  Opera  I,  8.  119—122).  LeiMoms 
inathemaUcae  SXIV.  {Opern  III,  8.  486), 
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mit  Hilfe  der  Variationsreclmuiig  ist  es  leicht,  diese  ku  t er ifi zieren, 
wenE  man  beachtet, dafs  bei  dieser KuiTe  /-rT-,-^r-ä  zu  einem Miuimum 
werden  niufs.  Die  Gleichrmg  (8)  zeigt  auch,  dafs  die  Kurve  einem 
System  mit  den  Charakteristiken  (t^4,  v^^l  angehört,  ebenfalls 
fuhrt  sie  zu  einer  analytischen  Darstelhmg  der  Kurve.  Da  nämlich 
1/'=—  ist,  so  hat  man  dx  =  — ^,  daher  durch  teilweise  Integration 

y     '  ^     V'     ' 
Setzen  wir  für  p  seinen  Wert  aus  (8),  so  fo^ 

oder  a^=  «(^  +  ^  +  Iog/) +c (9) 

Diese  Gfleichungen  im  Verein  mit  (8)  stellen,  da  sie  x  imd  y  in  Funktionen 
von  p'  liefern,  welches  man  als  Parameter  betrachten  kann,  die  Kurve 
dar*).  Sie  hat  den  Punkt,  für  welchen  i/'="[/3  ist,  als  Spitze.  — 
Nach  Newton  haben  sich  mit  dem  Pi'ohleme  des  Körpers  vom  geringsten 
Widerstände  der  Marquis  de  l'HöpitaP),  Johann  Bernoulli^)  und 
neuerdings  Legendre*)  beschäftigt;  der  letztere  bemerkte,  dafs  für 
die  erhaltene  Kurve  die  beiden  durch 

f=^ax\        x~c  =  alogl      ....     (10) 

dargestellten  Kurven  asymptotische  Kurven  seien^). 


Vierundzwanzigstes  Kapitel. 
Die  HerpollioÄie,  msbesoadere  die  Poiiisot'sclie  Spirale. 

239.  Wie  bekannt  ist  Poinsofc  in  seiner  Theorie  nouveUe  de  la 
rotation  des  corps^)  dazu  gelangt,  die  Bewegung  eines  festen  Körpers 
im  Räume  durch  das  Rollen  eines  EUipsoides  mit  festem  Gentrum 
auf  einer  Ebene  darzustellen.     Bei  diesem  Rollen  beschreibt  der  Be- 


1)  Vgl.  Laoroix,  a.  0.  11,  S.  698—700, 

2)  Acta  Erud.  Äug.  1699.         3)  Das.  Nov.  1699. 

4)  Sw  la  wamere  de  (Ustmguer  les  maxima  des  minima  dam  le  caicul  des 
vanatiom  (Möm.  de  Paria,  1786)  §  Tl. 

6)  Bezüglich  weiterer  Einzelheiten  aehemaal'.  August,  TJ eher  die  Motati^w- 
fiäche  MeiKsten  Widerstcmdes  (Crelle'B  Joum.  CfH,  1888)  und  V,  Armauini,  SuHa 
su^perficie  di  minima  resistema  (Aimali  di  Matem.  3,  Ser.  IV,  1900). 

6)  LiouTiUea  Joum.  SVI,  1861. 
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i-ühnrngspunkt  sowohl  auf  dem  Eüipsoide  als  auch  auf  der  Ebene 
eine  gewisse  Kurve;  beiden  gab  er  den  Namen  Polhodion  (von 
«6Xos  Pol,  und  hSbq  Weg),  die  erstere  die  „relative",  die  zweite  die 
„absolute",  indem  er  hinzufügte,  dafs,  "wenn  man  an  die  Gfestalt  der 
Eurvo  erinnern  wollte,  mau  die  ebene  Kurve  Herpolhodie  (von 
iQXco  krieche)  nennen  könne,  indem  man  filr  die  räumliche  Kurve 
den  Namen  Polhodie  beibehielte.  Diese  Namen  sind  auch  jetzt  noch 
im  Gebrauch. 

Wenn  a,  h,  c  die  Halbaxen  des  Ellipaoides  sind,  /*  der  Abstand 
semes  Oentruras  von  der  beti'achteten  Ebene,  und  man  setzt 

und  bezeichnet  aufserdem  mit  z7'  imd  z/"  die  erste  und  zweite  Ab- 
leitung von  ^  nach  h,  so  kann  die  Differenzialgleichung  der  Herpol- 
bodie  geschrieben  werden  als 

d,,  =  ^~ ^^  +  ^  (1) 

'p   j/pö  +  ^-'e^  +  ^-e^-f  z/ 

oder  auch,  wenn  if  =  v  gesetzt  wird, 

_  d^  hv  +  yj        _ 


Hierin  sind  aUerdinga  die  Variabelen  getrennt,  aber  um  das  Integral 
zu  erhalten,  müssen  im  allgemeinen  elliptische  Funktionen  zur  An- 
wendung kommen^).  Es  giebt  jedoch  einen  Fall,  in  welchem  die 
Integration  elementar  ausgeführt  werden  kann,  nämlich  wenn  h  =  h. 
In  diesem  Falle  wird  die  Glcichimg  (1) 


oyß^  -  b' -  e" 

Wird  zur  Abkürzung  Yß^- — h^  ^  n^  gesetzt,  imd  wird  alsdann  inte- 
griert, so  hat  man  j, 


unter  der  Voraussetzung,  dafs  für  p  =  w,  0  =  0  wird.     Schreibon  wir 
diese  Cfleichung  auf  die  beiden  folgenden  Weisen: 

1)  Die  Siiigulari1ä.ten  der  Herpolhodie  (inBljeaondere,  dafs  sie,  entgegen- 
gesetat  der  Meinung  Poinsot's,  ohne  Wendepunkte  und  Spitzen  sei)  wurden  von 
W.  Hess  untersucht  {Das  MoUen  einei'  Fläche  zweiten  Grades  auf  einer  inearia- 
belm  Ebene,  Dise.  Mönchen,  1880);  femer  von  de  Sparre  (C.  B.  SCIX,  1884), 
Mannheim  (Das.  C,  1885),  Saint-Germain  (Das.),  Franke  (Das.)  und  E^sal 
(Joum,  de  l'Ec.  polyt.  LV.  Heft,  1889). 
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so  folgt  hieraus  „„ 


(.Boä- 


(2) 


Der  hierdurch  dargestellten  Kurve  (die  Poinsot^)  als  eine  doppelte 
Spirale  auffafst)  hat  mau  den  Namen  die  Poinsot'sehe  Spirale 
gegeben.     Beachten  wir,  dafa  zufolge  von  (2) 


so  wird  die  Sabnormale  und  die  Subtangente  wiedergegeben  durch 

S„  =  — l"  ©in  ^ ,  Ä,  =  —  ö  :  ©in  ^ , 
daher  besteht  die  Beziehung  S„:  Si^  ji,  nicht  aber  die  andere 
S„  =  S,  ^  —  p,  wie  vermutet  worden  war^.  —  Führt  mau  auf  die 
Poinsot'sche  Spirale  die  Transformation  durch  reziproke  Radien  ans 
mit  dem  Pole  als  Centmm,  so  bekommt  man  eine  Kurve,  deren 
Gleichung  von  folgendem  Typus  ist 


auf  welche  Joh.  Bernoulli  bei  einer  durch  König  gestellten  physi- 
kalisch-mathematischen Frage  stiefs^). 


1)  LiouvilleB  Journ,  XVI,  1851,  8.  301. 

2)  A.  Cabreira,  Sw  la  geometrie  des  couries  transcend^ntes ,  tradttU  du 
Portagais  (LissaboM  1896)  S,  3ä— -33. 

3)  De  <Mrva  gttam  describit  corpus  inclmus  m  fubo  eirculante  (Jbh.  Bernoulli 
Opera  IV,  S.  248,  252),  Vgl.  auob  den  Anhang  eines  von  Buler  an  Johann 
Bernoulli  gerichteten  Briefes  vom  27.  Ang.  1742,  der  im  II.  Baade  der  Corre^ 
spondame  malMm.  et  phgs.  de  ^elgues  celibres  geomiires  dti  XVIII  Siede 
(St.  P^tersbourg  1843)  8.  79—81  Btehfc. 
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Fünfundzwanzigstes  Kapitel. 
Audere  matliematiscli-pliyslkalisclie  Kurven. 

240.  Läfst  man  zwischen  zwei  Pimkten  Jij  und  M^  einer  ebenen 
Kitrve  einen  elektrischen  Strom  von  der  Stärke  1  fliefsen,  so  übt 
dieser  auf  einen  in  der  Ebene  der  Kurve  gelegenen  Punkt  0,  in 
welchem  sich  die  Einheit  der  magnetischen  Masse  befindet,  eine  Kraft, 
aus,  deren  Richtung  normal  zur  Ebene   des   Stromes  ist,  und  deren 

Gröfee  durch  /  —  ausgedrückt  wird,  wo  p,  ro  gewöhnhehe  Polar- 
koordinaten mit  0  als  Pol  sind.  Es  soll  nun  diejenige  durch  M-i 
und  M2  gehende  Kurve  voa  gegebener  Länge  L  gesucht  werden,  für 
welche  diese  Wirkung  auf  0  ihren  gröfsten  oder  kleinsten  Wert  er- 
hält. Zu  dem  Zwecke  genügt  ea,  das  obige  Integral  zu  einem  Masimum 
oder  Minimum  werden  zu  lassen.  Mit  Anwendung  der  Variations- 
rechnung gelangt  mau  au  folgender  Differenzialgleiehung  der  ge- 
wünschten Kurve: 

(1) 


wo  Ä  eine  Konstante  ist.  Bezeichnen  wir  nun  mit  R  den  Ki^ümmungs- 
radiuB,  so  ist  die  linke  Seite  =  —  ^ ,  daher  kann  man  achreihen 

f'-tB; (2) 

folglich:  Die  Kurve  von  gröfster  oder  kleinster  elektromaguetisclier 
Wirkung  auf  einen  festen  Pniikt  ist  von  der  Beschaffenheit,  dafs  der 
Krttmmnagsradius  in  jedem  Punkte  proportional  dem  Kubus  des  zu- 
gehörigen Radius  vector  ist,  der  von  dem  festen  Punkte  ausgeht. 
Emii  Weyr,  der  diesen  eleganten  Satz  aufstellte,  hat  auch  die  Gl.  (1) 
integriert,  wobei  er  als  Resultat  erhielt^) 

-y^-^-; (3) 

/_el 1 

der  Leser  wird  dieses  verifizieren  können,  indem  er  die  Formeln  an- 
wendet, die  eine  Kurve,  die  durch  eine  Relation  Zjwisehen  dem 
Krümmungsradius  und  dem  Radius  vector  dargestellt  wird,  bestimmen 
(vgl.  Nr.  330).     Die   so   erhaltene  Kurve  kann  die   elektromagne- 

I)  Ueber  die  Cwve  der  gröfsten  und  kleinsten  eldUromagnetisehen  Wirkung 
(Prager  Ber.,  1869). 


-y. 
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tische  KurTe  Em.  Weyr's  genajint  werden.  ■ —  Sie  hat  aber  nichts 
gemein  mit  den  sog.  magnetischen  Kurven  von  Aoust,  die  in 
bipolaren  Koordinaten  folgende  analytische  Darstellnag  haben: 

■wo  m  eine  gegebene  Zahl  ist"-).  —  Es  mag  zuletzt  bemerkt  werden, 
dafs  man  in  der  Optik  man  bei  eiuer  speziellen  Erage*)  auf  eine 
Kurye  trifft,  die  in  Polarkoordinaten  durch  die  Gfleicliung  dargestellt 
wird:  sm  (p^)  ■  sin  Sto  =  Consf (4) 

24:1.  Unter  den  yerschiedeneu  Instrumenten,  die  zur  mecha- 
nischen Ausführung  der  Quadratur  erdacht  sind,  giebt  es  eines,  das 
von  Reitz')  angegeben  wurde,  und  dessen  Theorie  H.  Schubert*) 
untersucht  hat.  Hierbei  triift  man  als  Fadenkurve  eine  neue  Spii'ale, 
die  analytisch  durch  folgende  beiden  Gleichungen  dai'gestellt  wird 

cOHq>  (  -Jcifl/ifiY  P—--kq!  -{-  jPy-k\  -\-  sia  (py-^h-  qilp  —  T^f) 
sin  (p  i  jkip'YipYl'' — jiq)-}-  2^r'2^\  "^  '^ostp^^/c  ■  iplp^—ktpj 

wo  l  und  k  Konstaut«n  von  gewisser  Bedeutung  und  cp  ein  Parar 
meter  ist.  Schobert  hat  bemerkt,  dafs  sie  in  Liuienkoordinaten 
einer   einfacheren  Darstellung  fähig   ist;   sind   nämlich    |  und  tj   die 

1)  Analyse  mfimUsiinale  des  eourbes  planes  (Paris  1873)  S.  402—5.  In  dem- 
selben Werke  (S.  405—7)  werden  die  Gleichgewichtskurven  betrachtet,  die 
durch  die  Eigenscliaft  charakterisiert  Bind,  dafs  ein  Körper  auf  ihnen  in  jedem 
Punlite  im  Gleichgewicht  bleibt,  wenn  auf  Um  gegebene  Kräfte  wirken.  —  Es 
möge  hier  noch  bemerkt  werden,  dafs  der  Name  magnetiache  Kurve  (Kraft- 
linien) Ton  Tait  {Elernents  de  la  fhimie  des  ([uatemions,  übersetzt  von  Gflau, 
11,  1884,  S.  334)  dem  Oi-te  eines  Punktes  P  gegeben  wird,  derart,  dafs  wenn 
Äi ,  A^  feste  Punkte  sind,  cos  OA,  F  ^  cos  OA^  P  =  comt.  Diese  Kurve  ist  al- 
gebraisch, da,  wenn  man  J.,.4,  als  x-Axe  und  die  Mitte  von  A,A^  als  Anfang 
nimmt,  man  die  Gleichung 

findet.     Vgl.  auch  Holamnller,  Ingemeui-maihematik  II.  (Leipzig  1898)  S.  121. 

2)  Spurge,  On  the  curve  of  eonsiant  intendtp  of  homogenous  polarised  light 
Seen  in  a  unmMl  crystal  <mt  at  HgM  angles  to  the  opUc  aates  (Ti-ans.  of  the  phil. 
Soc.  of  Cambridge,  SV,  1884). 

3)  Eeita,  Mitteilungen  über  seinen  vei-hesserten  Seeteegintegrator  (Hamb. 
Mitteil.  1879). 

4)  GonstruMion  der  Fadeneuroe  des  verbesseiien  Seewegintegrators  (Das.); 
W.  Djck,  Katahg  mathem,  ete.  Modelle  (Mönchen  1892)  S.  224, 
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Strecken,   die    eine  beliebige  Tangente  von  den  Koordiuatenaxen  ab- 
sctmeidet,  so  erbält  man 

I        cos  q>  y -^kqi -\- siatp  yV — -j^fi        i        sin  qa  (/— ftqi  ■ — cosqiyP — T^f 

SehHefslieb  bat  Gfalton  ia  seinen  Untersucbmigen  über  die  An- 
wendung der  Änalysis  auf  die  Evolutionstheorie  gewisse  spezielle 
Kurven  betr achtet  i),  es  sind  die  dm-eh  Gleichungen  von  folgendem 
Typus  dargestellten: 

"-"'i^  +  ^'-i^  +  d'" '"' 

9 -».(1  +  3'«"" (') 

y  =  f/u  coa^^'Q-c^^,     sc  =  atgÖ (8) 

y^y^-e   ^'%  x  ^ —^  je-'' ■  dt    ...     (9) 


Alle  Knrven  vom  Typus  (6)  sind  algebraisch  —  es  ai 
parabolische  Kurven  (vgl.  Nr.  118)  — ■  alle  anderen  sind  transscendenfc. 
Die  Kuiven  von  der  Gfestalt  (9)  wurden  von  Galton  Ogive  (Spitz- 
bogen) genannt;  ihre  Wichtigkeit  vom  mathematischen  Standpunkte 
aus  ist  nicht  derart,  dafs  wir  länger  bei  ihnen  verweilen*). 


1)  Genauere  Notiaen  sowie  ein 
fiudea  sich  in  der  neueren  Arbeit  vi 
Statistik  (Leipzig  1899). 

2)  Mit  biologiaciien  Fragen  liängen  auch  die  Kurven  zusatamen,  welche 
C.  E.  Wasteels  in  seinen  Aufsätzen  Ovef  "bütomiale  curven  und  Over  vermmel- 
euTven  (Handeling  van  tet  Vlaamisch  natur-  en  geneeskundig  congres  1399) 
unters  u  übte. 
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VIL  Abschnitt. 
Abgeleitete  Kurven. 

Erstes   Kapitel. 
Di«  Methode  der  KoordinatenverwandlaTig. 

242.  Um  unser  ohneliin  sclioa  reiclihiltige^  Vei/eicliiii'?  spe 
zieller  ebener  Kuryen  noch  um  weitere  neue  Elemente  zu  yermeliien, 
giebt  es  ein  aulserordentlicli  ergiebiges  Verfahien,  welches  daim  be 
steht,  daCs  man  eine  gegebene  Kurve  einer  geometi lachen  ebenen 
Transformation  unterwirft,  ein  Verfahren,  das  man  bei  semei  bdufigon 
Anwendung  und  Wichtiglieit  als  charakteriitiich  für  die  moderne  Geo 
metrie  ansehen  kann.  Die  hierdurch  erhaltenen  Resultate  haben  im  aU 
gemeinen  keine  hervorragende  Bedeutung  und  treten  dabei  m  unseien 
Darlegungen  nur  ausnahmsweise  auf  (s.  z  B  E,ap  11  dieses  Absehn), 
und  zwar  nur,  wenn  entweder  die  angewendeten  Tran=! Formationen 
besondere  Eigenschaften  haben,  oder  die  erhaltenen  KuiTen  tou  un- 
bestreitbarer Wichtigkeit  sind. 

Man  kennt  aber  noch  andere  Konstruktionen,  durch  die  jedem 
Punkte  (oder  jeder  Tangente)  einer  Kurve  ein  bestimmter  Punkt  (oder 
eine  bestimmte  Gerade)  zugeordnet  wird.  Wendet  man  eine  solche 
auf  a]le  Punkte  einer  Kurve  F^  an,  so  erhält  mau  eine  zweite  Kurve 
Pj,  die  im  allgemeinen  von  JJ,  verschieden  ist,  und  deren  Bedeutung 
sehr  häufig  ein  gewisses  Licht  auf  die  innere  Natur  der  Kurve  F^ 
wirft.  Beispiele  solcher  Ableitungen  bieten  uns  die  eissoidalen  (Nr.  39), 
die  strophoidalen  (Nr.  41)  und  die  konchoidalen  Kurven  (Nr.  69); 
auch  die  in  Nr.  31  und  45  erwähnten  Methoden  können  hierher  ge- 
rechnet werden.  Auf  die  Kurve  I\  kann  man  alsdann  wiederum  die- 
selbe Konstruktion  anwenden;  man  gelangt  so  zu  einer  Kurve  P^,  die 
im  allgemeinen  von  Fq  und  F^  verschieden  sein  wird.  Fahren  wir 
in  dieser  Weise  fort,  so   erhalten  wir  eine  unbegrenzte,  eventuell  in 

sich    zurücklaufende    Iteihe    von    Kurven    F^,  F^,  F^, .  . .  .,  F„, 

Nicht  genug  damit:  man  kann  andererseits  auch  eine  Kurve  F_^  auf- 
suchen, derart,  dafs  wenn  man  auf  sie  jene  Konstruktion  anwendet, 
man  F^  erhält;  dann  eine  Kurve  F__^,  die  in  derselben  Weise  zu  F_i 
flihrtj  u.  s.  w.  Damit  ist  eine  zweite  unbegrenzte,  eventuell  in  sich 
zm'äckkehi'ende  Reihe  von  Kurven  F^,  F^^^  r_3,  .  . .  .  F_^ 
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Alle  diese  Kurven  r+«  heifaen  im  allgemeinen  die  ■von  -Tp  abge- 
leiteten Kurven,  und  zwar  positive  oder  negative,  je  nach  dem 
Vorzeichen  des  Index.  Ein  höchst  einfaches  Beispiel,  das  wir  hier 
jedoch  nnr  flüchtig  erwähnen  wollen,  besteht  darin,  dais  man  jedem 
Punkte  einer  Kurve  den  Endpunkt  der  zugehörigen  Polarsubnonnale 
entsprechen  läfat.  Pur  jede  von  diesen  Äbleitungskonstruktionen 
bietet  sich  nun  die  wichtige  Frage  dar,  ob  die  entstehende  Kurven- 
reihe unbegrenzt  oder  in  sich  zurücklaufend  ist,  und  wenn  das  letztere 
nicht  im  allgemeinen  der  Fall  ist,  wie  man  die  Kui-ve  F^,  zu  wählen 
hat,  damit  eine  bestimmte  abgeleitete  TV«  mit  der  Ausgangsknrve 
zusammenfalle.  Ein  gi-ofser  Teil  der  Ausführungen  dieses  Abschnittes 
wird  den  wichtigen  Folgerungen  gewidmet  sein,  die  sich  aus  Be- 
trachtungen obiger  Art  ergeben^). 

Zuvor  müssen  wir  jedoch  auf  ein,  von  dem  soeben  geschilderten 
ganz  verschiedenes  Verfahren,  das  wesentlich  analytischer  Natur  ist, 
eingehen,  das  zur  Entdeckung  vieler  neuen  Kurven  geführt  hat  und 
noch  führen  kann:  es  ist  die  Methode  der  Koordinatenverwand- 
lung.  Diese  besteht  darin,  dafs  wir  die  Funktion,  durch  welche 
die  Koordinaten  des  Kurvenpunktes  oder  der  Tangente  mit  einander 
verknüpft  sind,  beibehalten,  dagegen  die  Koordinaten  selbst  durch 
die  eines  anderen,   zu  dem   ersteren  völlig  heterogenen  Koordinaten- 


Ais  eine  Anwendung  dieser  Methode  können  wir  das  unseren 
Lesern  wohlbekannte  Verfahren  anführen,  durch  welches  man,  von 
einer  Kurve  als  Ort  von  Punkten  betrachtet,  zu  der  als  Enveloppe 
von  Geraden  betrachteten  Kurve  übergeht.  Man  wandelt  also  die 
PnnktgleiehuHg  f{x,  y)  =  0  in  die  Liniengleichung 

/•(«,»)-o (1) 

um,  wo  mau  die  Linienkoordinaten  u,v  entweder  als  Plücker'sche 
Koordinaten,  oder,  was  anschaulicher  und  bequemer  ist,  als  Uuverzagt- 
Schwering'sche  Linienkoordinaten,  die  auch  zu  den  karte sischen  dual 

1)  Aus  unserer  Betrachtung  haben  wir  die  Hesse 'sehe,  St  einer 'sehe  Kurve 
U.S.W,  ausgesohlosaeu,  da  ihre  Untersuchung  der  allgemeinen  Theorie  der  al- 
gebraischen Kurven  angehört.  Gleiches  gilt  für  den  Ort  der  Ceutren  der  Kegel 
schnitte,  die  mit  einer  gegebenen  Kurve  eine  Berührung  fünfter  Ordnung  haben,  es 
ist  die  sogenannte  Abweichungs-(AberrationB-)Kurve.  Wenn  die  gegebene 
Kurve  algebraisch  ist,  so  ist  es  auch  die  Abweichungekurve-  ihre  Oharakte 
ristiken  wurden  von  W".  Bouwmann  in  du  Abb  De  PJuilei tchen  Zahlet  dei 
Abtoeic/mngi^kurve  (Math,  Ann.  XLIX,  1897)  besümmt  Es  taöge  bemerkt  werden, 
dals  der  Name  Aberrationskurve  in  der  Ästitnomie  der  achembaien  Bahn 
eines  festen  Körpers  gegeben  wurde,  der  von  emem  ndch  bestimmten  Gesetzen 
sich  bewegenden  Punkte  aus  beobachtet  wud  ^antini  Siesientt  dt  osfro- 
nomia  11,  S.  133;  G.  Sacchi,  Sulla  geomeftta  anahtica  delle  Imee  ptam  Pavia 
1854,  S.  103). 
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sind'),  Eiuffaasen  kann.  Im  Grunde  genommen  ist  diese  Koordinaten- 
verwandlui^  nichts  anderes,  als  die  Ajiwendung  des  Dualitätsprinzips 
in  der  Ebene,  und  es  würde  somit  ein  Leichtes  sein,  z.  B.  aus  der  be- 
kamiten  Theorie  der  Kurven  dritter  Ordnung  die  Theorie  der  Kurven 
di-itter  Klasse  herzuleiten.  Allerdings  erhält  man  für  die  abgeleitete 
Kurve  nur  die  der  ursprünglichen  entsprechenden,  projektiven 
Eigenschaften;  was  aber  die  metrischen  Eigenschaften  (in  der  eukli- 
dischen MaTsbestimmung)  anlangt,  so  würde  man  diese  im  allge- 
meinen ganz  von  neuem  zu  entwickeln  haben,  da  bis  jetzt  keine 
Methode  bekannt  ist  (weil  sie  auch  wahraeheinlich  nicht  existiert), 
diese  aus  denen  des  dualen  Gfebildes  abzuleiten.  —  Die  Einteilung 
der  Kurven  «'"  Klasse  könnte  in  ähnlicher  Weise,  wie  die  der  Kurven 
«'"  Ordnung  nach  ihren  Plücker'schen  Charakteren  erfolgen.  Es  möge 
jedoch  hier  noch  ein  anderes  Einteilungsprinzip  erwähnt  werden, 
welches  von  H.  M.  Jeffery  erdacht  und  ausführhch  entwickelt  ist: 
es  beruht  auf  der  Betrachtung  der  Zahl,  Vielfachheit  und  Lage  der 
(reellen)  Brennpunkte  —  bekanntlich  hat  jede  Kurve  n^''  Klasse  auch 
n  Brennpunkte!  —  So  kann  eine  Kurve  dritter  Klasse  einen  drei- 
fachen Brennpunkt  haben,  oder  einen  doppelten  und  einen  einfachen, 
oder,  was  der  allgemeinste  Fall  ist,  drei  einfache  Brennpunkte^). 
Ähnlich  sind  unter  den  Kurven  vierter  Klasse  diejenigen  ausge- 
zeichnet, die  einen  vierfachen  Brennpunkt  haben*);  alsdann  folgen 
die  mit  einem  dreifachen  und  einem  einfachen*).  In  ähnlicher  Weise 
könnte  man  die  Untersuchung  der  Kurven  vierter  Klasse  mit  zwei 
Doppelbrennpunkten,  mit  einem  Doppel-  imd  zwei  einfachen,  und 
sehliefslich  der  mit  vier  einfachen  Brennpunkten  unternehmen;  jedoch 
dürfte  die  Zahl  der  zu  untersuchenden  Fälle  mehr  als  einen  von  der 
Untersuchung  abschrecken,  um  so  mehr,  als  nach  den  von  Jeffery 
erhaltenen  Resultaten  zu  urteilen,  sie  nicht  sehr  lohnend  zu  werden 
verspricht.  —  Nicht  blofs  auf  die  algebraischen,  sondern  auch  auf  die 
transscendenten  Kurven  kann  man  die  dualistische  Verwandlung  an- 

1)  Vgl.:  F.  Eudio,  Die  Unverzagt'sdwn  Limenkooräiiiaten.  .Et»  Beitrag 
em-  GeaekitMe  der  amdlyUadkm  Geometrie  (Abh.  zur  Gesch.  der  Math.  IX,  1899); 
K.  Schwerins,  Theorie  ttnd  Amaendung  der  Linienkoordmaten  (Leipzig  1884), 

2)  Jeffery,  On  cuJnes  of  l3ie  third  elaas  vrith  triple  foci  {Quart.  Jouni. 
Xiy,  1876);  (M  plane  cwbics  witk  a  doiäile  imd  a  Single  focws  (Das.);  On  platte 
cubics  of  the  third  class  wiih  tkree  Single  foci  (Das.  XTl,  1879  und  XVn,  1880); 
On  plcme  class  cufnes  wißt  fhree  Single  fod  (Rep.  Brit.  Aaaoc.  1879). 

3)  Jeffery,  On.  jrfowe  and  sphei-tcal  curves  of  the  fourth  elaeae  «oiffi  qua- 
druple foci  (Eep,  Brit.  Aesoo.  1880);  On  platui  ewves  of  the  fourfh  class  ioith 
quadruple  fod  (Quart.  Jonm.  XVHI,  1882;  daselbst  ist  der  Name  Stapes  (Bügel) 
zur  Bezeichnung  eines  Kurvenzwe^es  mit  zwei  Spitzen  und  einem  Doppelpunkte 
eingefltfarfc);  On  the  sta^ete-points  of  dass-quarties  mfh  quadruple  foci  (Das.). 

4)  Jeffery,  On  cwves  of  the  fomiit  class  tüifh  a  triple  and  a  mtgle  foeus 
(Eep.  Brit.  Assoc.  1883;  Quart.  Joun».  XX,  1884). 
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weaden  und  mit  dem  Studium  der  so  erhaltenen  neuen  Kurven  ein  — 
soweit  uns  bekannt  —  noch  völlig  unerfoTsehtes  Gebiet  betreten. 

243.  Eine  zweite  derartige  Koordinatenwandlung,  deren  Grund- 
gedanke von  Varignon^)  herrührt,  liefert  gleichfalls  zahllose  neue 
Kurven.  Diesem  Geometer  folgend  betrachten  wir  eine  beliebige 
Kurve  r,  die  erzeugende  Kurve  (courbe  generatriee),  die  in  kar- 
tesisehen  Koordinaten  durch  die  Gleichung  f(x,  y)  ^  0  dargestellt 
wird,  sowie  einen  Kreis  K  mit  dem  Mittelpunkte  0  und  dem  Radius  a, 
den  Verwandlnngskreis  (cercle  de  revolution).  Es  sei  PM  (Taf. 
XVI,  Fig.  131)  die  Ordinate  eines  beliebigen  Punktes  P  von  J"  und 
sei  MF'  der  Bogen  eines  Kreises  um  0  mit  dem  Radius  OM  derart, 
dafs,  wenn  Ä  und  L  die  Endpunkte  der  durch  M  und  P'  gezogenen 
Radien  des  Verwandlungskreises  K  sind,  die  Proportion  besteht 

2air  :  arcAL  =  2nl  :  PM, 
.wo  2x1  eine  gegebene  Länge  bedeutet.     Sind  nun  x  und  y  die  kar- 
tesischen  Koordinaten  für  P,  ^  und  ca  die  Polarkoordinaten  von  P', 
so  wird  die  obige  Proportion  zu 

2xa  :  am  ^=  231?  :  y . 
Daher  bestehen  zwischen  den  Koordinaten  der  beiden  Punkte  P  und 
P'  die  Beziehut^en  x  =  o  y  =  lia 

in  denen  der  Radius  des  Verwaoidlungskreises  überhaupt  nicht  mehr 
auftritt.  Infolgedessen  wird,  wenn  der  Punkt  P  die  Kurve  V,  f(x,  y)  =  0 
durchläuft,  der  Punkt  P'  die  Kurve  durchlaufen,  deren  Polargleichung 
''^"*^*  f{Q,lm)  =  0 (2) 


Damit  ist  eine  einfache  Methode  gegeben  jeder,  durch  eine  li 
Gleichung  dargestellten  Kurve  eine  andere  in  Polarkoordinaten  nach- 
zubilden. Da  man  auch  l  =  1  setzen  kann,  s©  I)estelit  das  Verfahren 
iu  seiner  einfachsten  Form  darin,  in  der  Knrvengleichung  die  Ko- 
ordinaten der  einen  Art  mit  denen  der  anderen  zu  vertauschen. 
Bei  diesem  Verfahren  kann  man  auch  aus  Eigenschaften  der  Original- 
kurve  solche  der  abgeleiteten  erhalten:  Geht  z.  B.  erstere  durch  den 
Koordinatenanfang,  so  wird  letztere  durch  den  Pol  gehen;  hat  jene 
die  y-Axe  zur  Asymptote,  so  hat  diese  den  Pol  als  asymptotischen 
Punkt;  u.  s.  w.  Wenn  die  ursprüngliche  Kurve  dagegen,  statt  durch  eine 
Gleichung  in  endlichen  Ausdrücken,  durch  eine  Differenzialgleichung 


bestimmt  ist, 


F(x,  y,  dx,  dy,  d^x,  iPy,        )  =  0  j 


I)  S.  die  aTisführliche  Abh  Nouvelle  formattoti  de  i,pviaks,  beaueoup  plus 
diffSrentes  miire  elles  de  ce  qu'oti  peitt  inurgtnfi  dauäes  courbes  ^elcongues  a 
l'iKfiwi;  avec  les  ixmchomtes,  les  qva^atutes,  les  dfioulemenfs,  et  la  longuem  de 
guelgues  arcs  de  ees  spirales,  jm'öb  äuune  seulement  ict  pom  evemple  de  cette  foi 
maUon  giniräle  (Möm.  de  Paris,  Annge  MDCCIV,  Paria  1722) 
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SO  ist  die  transfonnierte  Kurve  eine  lategralkniTe  mit  der  Differenzial 
gleiehung  p(^^^  ;^^  ^^^  ;^^^  ^,^^  j^2^^  ....)  =  0 . 

Was  nun  die  Bezeichnung  der  neuen  Kurven  anbetrifft,  so  bemerkt 
Varignon:  „Cette  spirale  s'appellera  parabolique,  lijperbolique, 
logarithmique,  eirculaire  etc.  selon  que  la  courbe  generatrice 
sera  une  parabole,  une  hyperbole,  une  logarithmique,  une 
cerele  etc."  ■ —  Durch  das  obige  Verfahren  hat  er  nun  folgende  Re- 
sultate abgeleitet: 

1)  Aus  den  Parabeln  a;"'^«™"'-^  (Nr.  116)  die  Fermat'schen  Spi- 
ralen (Nr.  185). 

2)  Aus   den  Hyperbeln  x"' ■y^a'^'*'^  (Nr.  120)  die  hyperliolischen 

Spiralen  p'"(a  =  — j — ,  deren  einfachste  (die  dem  Falle  «1^=1 
entspricht)  die  gemeine  hyperbolische  Spirale  (s.  Nr.  189)  ist,  die 
kurz  darauf  (1710)  von  Johann  Bernoulli  unabhängig  von  Va- 
rignon  entdeckt  wurde. 

3)  Aus  den  Parabeln  (« +  x)"^  =i>"'~^;/  entstehen  die  Spiralen 
(«  +  ß)™  =  2»™~^ito,  die  für  m^i  zu  Archimedischen  (Nr.  182) 
und  für  m  ^2  zu  den  parabolischen  Spiralen  von  Bernoulli 
(Nr.  186)  werden. 

4)  Aus  dem  Kreise  x^-\-y^  =  2rx  die  Spirale  p^+ /^ra^  ^  2rp. 

5)  Aus  der  log.  Kuitc  ar*  =  ei'  (Nr.  224)  die  log.  Spirale  Q  =  e   ^ 
(Nr.  191),  von  der  Varignon  als  einer  zu  seiner  Zeit  sehr  be- 
kannten Kurve  spricht. 

6)  Hingegen  ergiebt  sich  aus  der  logarithmischen  Kurve  y-'' =  ^ 
die  Varignon'sche  logarithmische  Spirale  mit  der  Gleichung 

„1 

Wir  können  hier  noch  hinzufügen:  Aus  der  Ellipse  — ^  -|-  -p  =  1 
wird  die  Spirale  -^  -\ — ^  =  1 »  die  je  nach  dem  Werte  von  l  ganz 
Terschiedene  Gfestalt  hat;  für  l'>  —^  ist  sie  lemniakatenähnlich,  für 
;  =  —  ähnelt  sie  der  auf  Taf.  XI,  Fig.  76  dargestellten  Eho- 
donee  u.  s.  w.^)  —  Aus  den  trigonometrischen  Kurven  «/  =  «  tgx  und 
)/  =  «sinverSÄ  entstehen  die  sog.  trigonometrischen  Spiralen 

p  =  tf  tg  oj       und       p  =  a  sin  vers  w , 
die  algebraische  Kurven  vierter  Ordnung  sind  (vgl.  S.  182);  auf  diese 
hei  den  sowie  auf  fünf  andere,  weniger  interessante,  stiefsT.  Olivier^), — 

1)  Vgl.  T.  Oliviei-,  Cmrs  de  geometrie  äeseri^twe  (3.  Aufl.  Paris  1854)  S.  307, 

2)  Eine  Bemerkung  des  Übersetzers  F.  Schütte. 

3)  0.  a,  Cim-s  de  geow.  S.  293. 
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Schlierslich  aus  der  Gewöllielinie  a;^&®0§--  (Nr.  236)  entsteht  die 
BernouUi'sclie  ICui-ve  p  =  ft  ßo§  — -  ■  —  Diese  Beispiele  liefsen  sich 
noch  ins  Unendliche  Termehren;  die  angefüluten  dürften  jedoch  hin- 
reichen, die  Varignon'eche  Methode  vollständig  klar  zu  legen  ^). 

24:4:.  Mit  den  im  Laufe  der  Zeit  erfolgten  Fortschritten  der 
Wissenschaft  wurde  die  Idee  des  Koordinaten  Wechsels  auch  auf  andere 
Koordinatensysteme  angewandt.  Mail  gellt  von  einer  der  GleiclmiigeR 
f(oo,  j/)  =:  0   oder  f{Q,  «>)  =  0  z.  B.  über  zu 

/(s,«)  =  0, (3) 

WO  s  den  von  einem  festen  Punkte  aus  geinesseuen  Bogen,  e  den 
Kontingenzwiiikel  im  Endpunkte  desselben  bedeutet.  Anwendungen 
hiervon  finden  sieh  an  vielen  Stellen  der  schon  citierten  Werke  von 
A.  Peters  und  C.  C.  F.  Krause;  so  gelangte  der  letztere  Geometer 
zu  zwei  Parabolae  originariae  genannten  Kurven;  die  eine  ist  die 
Klothoide,  die,  wie  wir  (Nr.  194)  gesehen  haben,  durch  s^=2a£ 
dargestellt  wird,  die  andere  unterscheidet  sich  nicht  von  der  gewöhn- 
lichen Kreisevolvente  (Nr.  208);  desgleichen  gelangte  er  von  der  Hy- 
perbel hezw.  hyperbolischen  Spirale  zu  der  durch  die  Eigenschaft 

charakterisierten  Kurve:  da  bei  dieser  e  umgekehrt  proportional  zu  s 
ist,  so  schlug  Krause  vor,  sie  curva  reciproea  oder  besser  curva 
antiloga^)  zu  nennen.     Da  nun  e=-,   so  ist  j^^  —  ■-,;  nennen 

wh-  den  Ki-ümmungsradius  B,  so  haben  wir  -=,-  =  -,-  ;  folglich  lautet 
die  natürliche  Gleichung  der  Antiloga 

an  +  s^  =  0 . 
Wir   wollen    hinzufügen:    wenn  s_j  und  s_|_i   die  Bogen  der  Evolute 
und  Evolvente  der  Antiloga  sind,  so  ist,  da  im  allgemeinen  s_i=^- 
und  s^j  ^Je-ds,   hier 

1)  Am  Schlüsse  seiner  Abh an dlimg  hatVarignon  noch  eine  andere  Methode 
der  Kurven  Verwandlung  angegeben.  Nachdem  die  obige  Konstruktion  (s.  Taf. 
XVI,  Fig.  131)  ausgeführt  ist,  errichte  man  auf  OP'  die  Senkrechte  F'P"  gleich 
der  Ordijiate  i)  der  Kurve  F{iE,  i))  :=  0;  der  Ort  der  Punkte  P"  wird  die  Trans- 
formierte r"  von  r  sein.  Um  deren  Gleichung  au  erhalten  hezeichnen  wir  die 
Polarkoordinaten   von   P"  mit   e',""'   ^^^  ^^  '*''  ^^"  Winkel  P"OP';   dann  ist 

»■  =  oi  +  ^  =  (p  +  ai-ctg.^  =.|^arctg-|,         und     ^■^^x^  +  ri'; 

a  r"  nichts  anderes   als  das  Kesnltat  der  Elimi- 
r  Gleichungen 


die  sich  nur  für  besondere  Funktionen  f  und  F  ansfiihren  lafst. 
3)  Novae  i^oriae  Unearum  mrvaiiim  etc.  (Monachii  1835)  S, 
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da  nun  für  alle  drei  Karren  der  Kontingenzwinkel  derselbe  ist;  so 
können  jene  Evolute  und  jene  Evolvente  dargestellt  werden  durch 

s_^£^  +  a  ^0,         s^i  =  ffl  log£, 

weshalb  die  letztere  von  Krause  als  spiralis  logarithmii".a  (seu 
logietiea)  angularis'^)  bezeichnet  wird. 

Schliefslich:  Durchblättern  wir  die  Lesioni  dl  geometria  in^nseea 
von  E.  Cesäro,  so  lafet  sich  nicht  verkennen,  dafs  man  zu  vielen,  sehr 
interessanten  Kurven  gelangt,  indem  man  eine  natürliche  Gleichung 

«B,s)-0 (4) 

aufstellt,  in  welcher  die  Funktion  /'  der  Itartesi sehen  Gleichung  einer 
bekannten  Kurve  nachgebildet  ist.  Die  neue  Kiirve  (4)  ist,  wie 
Mannheim^)  bemerkt  hat,  der  Ort  des  Krümmungaeentrums  für  den 
jeweiligen  Berühi'ungspunkt,  wenn  die  Kurve  f(x,y)  ^=^0  auf  einer 
Geraden  roUt;  daher  hat  E.  Wölffing^)  sie  die  Mannheim'sche 
Kurve  der  letzteren  genannt 

246.  Eine  weitere  Anwendung  der  „Methode  der  Koordinaten- 
verwandlung" wurde  von  B  Tortohni*)  und  kurz  darauf  von  M. 
Cantor")  gemacht,  sie  benutzten  zm  Bestimmung  eines  Kurven- 
punktes die  Äbscisse  '  \md  den  von  emem  festen  Punkte  an  gerech- 
neten Bogen  -^  und  leiteten  'lOmit  aus  du  Kurve 

/(i,(/]==0       oder       y  =  f(sc) 

in  kartesisehen  Koordinaten  die  neue,  der  Relation 

fix,  s)  =  0     .     .     (5)       oder       s  =  (fx)      ...     (5') 

genügende  Kurve  ab.  Es  ist  leicht  ans  (5')  die  karteeisehe  Glei- 
chung der  entsprechenden  neuen  Kurve  zu  gewinnen;  differenzieren 
wir  (Ö"),  so  erhalten  wir 

ds  =  f'(x)-dx; 
für  ds  setzen  wir  den  Wert 

dx^  +  dy^  =  /'^  {x)  ■  äx , 
daher  ist  y  =  j'Ypix)^^ ■  dx (6) 

1)  Novae  theoriae  linearwm  curvarwn  e(c,  (Monaolm  1836)  S.  96. 

2)  Lionvüles  Jouin.  2.  Ser.  IV,  1869. 

3)  Zeitschrift  fixt  Math.  XLIV,  1899,  e.  S.  140. 

i)  Memoire  sw  quelques  a^plieations  de  la  methode  inverse  des  tmiijentcx 
(Crellea  Joum.  XXVI,  1843). 

5)  Uebm-  ein  tveniger  geh-äuchliches  Kowdinatensystem  (Diss,  Frankfuit  a.  M., 
1851). 
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Die  Bestimmung  der  kartesischen  Gleiehung  der  neuen  Kurve  er- 
fordert alao  eine  Integration.  Aus  (6)  folgt,  dafs  die  Gfleiehung  der 
Tausente  v_«  ,-— 

sein  wird,  weshalb  die  neue  Kurve  allemal  dann  einem  algebraischen 
System  angehören  wird,  wenn  f(x)  eine  Funktion  ist,  deren  Ab- 
geleitete algebraisch  ist. 

Die  Bestimmung  des  Krümmungsradius  H  der  neuen  Kurve  er- 
fordert nur  Differenziationen:  wird  zunächst  die  Identität  dx^-\-d^'' 
'^  ds^  nach  x  differenziert,  so  bekommt  man 

dy     (Py         ds     d's 
diX     äx^        dx     dx" 

und  dann  mit  Benutzung  der  Gleichungen  (5')  und  (6) 

dämm  Ji^^^, 

d'p    ' 

so  folgt  schliefslieh,  dal's 

rw"       ^^ 

Durch  Elimination  von  x  aus  (5')  und  (7)  würde  man  die  natür- 
liche Gleichmig  der  Kurve  erhalten. 

Wenden  wir  diese  Methode  auf  den  Kegelschnitt  — j  +  "^i  =  1 
an,  so  erhalten  wir  die  Kurve  — ^  i  "p  =  1?  ™  deren  kartesischer 
Gleiehung  im  allgemeinen  eUiptiache  Integrale,  auftreten.  Aber  auch 
ohne  diese  zu  benutzen,  kann  man  leicht,  wenn  das  —Zeichen  genommen 
wird,  Eigenschaften  der  Kurve  nachweisen.     Da  in  diesem  l''alle 

so  wachsen  s  und  x  gleichzeitig  ins  Unendliche,  daher  erstreckt  eich 

die  Kurve   bis   zum   unendlich   fernen  Punkte   von   Ox\   aus    obiger 

Gleicbimg  folgt  ferner 

h  w-5 s 

s  —  X  ^  —  yx'  —  a^  - —  X, 

daher  ist  ,         . _,  /       h  \       b  — 

iim  (—  Y^^  —  a^' —  x)  ^  lim  (—7=-  —  1 )  '=  — — - ; 
i=os  V«  /        x=cc^ayx^  —  a*  '  « 

die  Differenz  zwischen  der  Kurveiilänge  und  der  Asymptote  ist  also 
eine  endliche  Grßfse.  —  Im  Falle  b^a  läfst  sieh  die  Kurvenglcichung 
in  endlichen  Ausdrücken  erhalten.     Setzt  man  nämlich 


y  Google 


600  VJI.  Abachnitt;  Abgeleitete  Kurven. 

3-  =  sin  c  ,  -r^  ^  cos  K , 

SO  erhält  mau,  weil  t  — s^^a^,  und  -,-    ^  -  ^  f- —   ist, 

^  =  7^ '     *  =  «  M  ^       d)/  =  a  ■^^^-- ,      y  =  a  log  tg  (~  +  |)  ; 

die  erste  und  letzte  dieser  Gleiciiungen  liefern  die  parametrisc.he  Dar- 
stellnng  der  transfoimieiten  Kurve;  aus  dieser  leitet  man  ab,  dafs 

durch  Elimination  von  a  bekommt  man 

folglich  ist  —1.       m  —  i/S^'^ä^ 

demnach  »  /  l         —l\ 

daher  ist  die  transformierte  Kurve  eine  Kettenlinie.  Zu  derselben 
Kurve  gelangt  man,  wenn  man  in  derselben  Weise  die  Kurve 
s  =  ß  ©in      transformiert. 

Um  zu  sehen,  m  was  sich  die  logarithniisehe  Kurve,   dargestellt 
durch  ,       a 

s  =  a-log  — 

verwandelt'),  benutzen  wir  die  Gleichung  (7)  inid  erhalten 

ü  =  a"|/|^  — 1, 

welche,  mit  der  vorigen  Gleichung  kombiniert,  die  natürliche  Glei- 
chung der  transformierten  Kurve  liefert 


R^aVe-  —  !, 


die  also  (s.  Nr.  331)  eine  Traktrix  ist, 

24Ö.     Zu  allgemeineren  tmd  wichtigeren  Resultaten  gelangt  man 
durch  Anwendung  des  obigen  Verwandlungs Verfahrens  auf  die  Parabeln 

wo    m  und  n  als  positiv   und  ganz   angenommen  werden    soUeu,     Es 
führt  zu  Kurven,  die  sieh  der  durch 

s"'+"=ii"'ff" (8) 


I)  Der  aUgemeinstc  i'all,  ia  welchem  s^a  log  -•  ,  reduziert  sich  auf  den 
obigen,  wenn  man  den  Anfangspunkt  verlegt  und  die  positive  Riciitii'ig  des 
Bogens  ändert  (vgl.  die  Note  1,  S.  543). 


y  Google 


Erstea  Kapitel;  Die  Methode  der  Koordinateuver Wandlung.  601 

ausgedrückten  Eigenschaft  erfreuen.     Schreiben  wir  folgen  der  malsen 


so  sehen  wir,  dafs  die  neiien  Kurven  dadurch  chai-akterisiert  sind,  dal's 
die  Äbscisse  proportional  einer  Potenz  des  Bogens  ist.  Sie 
wurden  zuerst  von  C.  R.  Fleischei')  dinn  von  B.  Tortolini  imd 
M.  Cantor  in  den  vorhin  eiwahnten  Arbeiten  und  neuerdings  von 
C.  Nies^)  und  R.  Müller ä)  untersucht  Zimächst  wollen  wir  ihre 
natürliche  Gleichung  aufsuchen,  da  haei 

so  setzen  wir  der  Kürze  wegen 

p"'+"=-a,        ■--;^— =^. 
Indem  wir  Gleichung  (7)  benutzen,  erhalten  wir  nun 

Ji  =  -^  ax"  l/p^aV'-^l-^ ; 
und  da   s  =  ax'',  so  wird  

^^-~x'V  !''<'i^  "  -1.  ■  ■  ■  ■  (9) 
welches  die  natürliche  Gleichung  der  transformierten  Kurve  ist*).  ■ — 
Die  Gleichung  (6)  liefert  im  vorliegenden  Falle 


j/=  /dxy[- 


jf^+x.X    "<+«— 1,    .     .     .     (10) 

daher  häagt  die  Bestimmung  der  Kurvengleichung  von  der  Inte- 
gration eines  binomischen  Differenzials  ab.  Nun  ist  dieses  integrier hai-, 
wenn  die  eine  oder  aoidere  der  beiden  Zahlen  —^—  =  1  «der 
-^  •=  *-  eine  ganze  Zahl  ist.   Wir  können  alsdann  die  Gl.  (8)  schreiben 

s'^i  ^  px*^~^ ,     oder     s''"^^  ==  px^'' , 
welche  beiden  man  in  die  eine  zueammenfaBsen  kann 

^=p'J'-^, (11) 


1)  Von  den  Cm-ven,  bei  welchen  s'"'^"  ^^p"-  re"  ist  (Progr.  örinima,  1849), 

2)  Unfersiichimfien  über  Ouj've»,  deren  Bogen  einer  Potenz  der  Äbscisse  piv- 
poftioftal  ist  (Progr.  Darmstadt,  1887). 

3)  Ueber  die  Kwven,  deren  Bogen  einm-  Potenz  der  Äbscisse  proportional 
ist  (Progr.  Berlin,  1889);  daselbst  wird  eine  bemerkenswerte  Anwendung  der  spe- 
ziellen Funktion  j?  von  Weierstrafs  gemacht. 

4)  Daraus  kannte  man  ableiten,  daTs  die  in  Bede  stehenden  Kurven  die 
Evoluten  von  Ribaucour'schen  Kurven  sind,  welch  schönen  Satz  man  E.  Cesäro 
(Sw  M«e  note  de  geom&vie  imfinitisimale,  Nonv.  Ann.  3.  8er.  XIII,  1894)  verdankt. 
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WO  7c  eine  ganze,  positive  Zahl  ist.    Die  entsprechenden  Kurven  ge- 
hören einem  System  mit  den  Charakteristiken  (x  =  2fr.,  v  =  2  an; 

dies  ei'giebt  sicli,  wenn  man  zur  Abkürzung  p  =  I^^^t)  «  setzt,  indem 
dann 


dj/_  __ 


(W) 


Bemerken  wir  auch,  dai's  man  infolge  dieser  Beziehung  hat 

R^ha^x~^ya^~~x^ {9') 

Beispiele:  Für   den   kleinsten  Wert  von  k,  nämlich  h=2,  er- 
hält mau  1 

eliminiert  man  p  und  x,  so  wird 

welches  eine  Cykloide  darstellt  (s.  Nr.  200). 
Für  den  folgenden  Wert,  k^3,  hat  man 

s^  .==px^ ,      p  =  "ä"'^,       ^  =  o«  .^    y  a^  —x'^  , 

und  nach  Elimination  von  f  und  x 

welche  Gieichuug  einer  regulären  Astroide  zukommt  (s.  Nr.  103). 

Welchen  Wert  auch  die  ganze  Zahl  h  haben  möge,  man  gelangt 

immer  zu  einer  bequemen  analytischen  Darstellung  der  Korve,  wenn 

™^  ^«tzt  ^  =  «sin> (12) 

Die  Gleichung  (10')  giebt  nämlich  dann 

dy  ^  ha  sin'~^  cos^  cp  ■  d(p , 
daher  f/  =  ka{fsia''~''<p-dip  -^ Jain'' q>  ■  dipj ; 

die  beiden  angedeuteten  Integrationen  lassen  sich  durch  ein  bekanntes 
Verfahren^)  ausführen  und  liefern 

1)  S.  a.  B.  die  von   Serret   in    seinem  Oours  de  calcul  integral  (2.  Aufl. 
Paris  1880)  S.  7S  angegebenen  Formeln. 
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y= 


a  cos  ip  i  sm'    '  <p  ~ 


"^    {h- 
'  {k--'2)(k—i) 


2){k-i) (i— 2r) 

'  "  '         q) ,     weDH  k  gerade  ist, 


a  cos  (p  1 . 


{13) 


wena  fc  ungerade. 

Die  Gleichungen  (12)  und  (13)  liefern  die  gewünschte  Darstellung  der 
Kurve,  die  för  ein  gerades  k  transscendent,  für  ein  ungerades  al- 
gehraisch  ist, 

ÄhnlicL   der  Gleichung  (8),  von  der  wir  ausgingen,  ist  folgende 
die  durch  Umkehrung  des  Vorzeichens  von  in  entsteht: 

S"-'«=j)-"'3;'' (14) 

Aus  ihr  folgt 


=  /^^/(- 


-1; 


die  Integration  wird  ausftthrhar,  wenn  die  Zahlen  m  und  n  derart 
sind,  dafs  eine  der  heiden  Gröfsen  2=— s — ,  oder  *'  =  2 —  ^^^ 
ganze  Zahl  wird;  infolgedessen  hat  man 

n  =  (2j  -[-  l)m,       oder     n  ^  2«ir, 
und  die  Gleichung  (14)  nimmt  folgende  Gestalten  an 

s^i  =^-i^Sä+i^      oder     s^''~^  =  j)"^,«^'', 
die  man  in  die  eine  zusammenfassen  kann 

s*  =  ^j~^'3:*+^ (1^) 

Aus  der  Bemerkung,  dafs  diese  aus  (11)  hervorgeht,  weim  mau  das 
Vorzeichen  von  k  wechselt,  ergiebt  sich,  dafs  für  die  neuen  Kurven 
offenbar  die  Formeln  hestehen,  die  aus  (9"),  (1")  durch  denselben 
Zeichen  Wechsel  hervorgehen.  Es  besteht  demnach  luch  eme  analoge 
analytische  Darstellung,  wie  sie  aus  (12)  iind  (13)  heivorgeht,  was 
der  Leser  leidit  verifizieren  kann.  Auch  geholt  jede  Kurve  dieser 
neuen  Art  im  allgemeinen  einem  System  mit  den  Charakteristiken 
11  =  2h,  p  =  2  an.  ^  Vom  Werte  /i;  =  0  abgesehen  (welcher  eine 
Gerade  liefert)  ist  der  kleinste  Wert,  den  man  nehmen  kann,  k  =  l . 

Dann  wird  (15)  

x^=ps,      und  (7)  liefert     7;=  ^*-.."Kl^-!-?-'.; 
durch  Elimination  von  x  erhält  man 


ß- 


-'/Ö 


-1 
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als  natürlichB  Gleichimg  der  fi-aglichen  Kurve;  rufen  wir  uns  die 
Gleichung  (12)  aus  Nr.  234  ins  Gedächtnis  zurück,  so  gelangen  wir 
zu  dem  Schlüsse,  dafs  diese  Kurve  hier  eine  Evolute  der  Ketten- 
linie ist^).  —  Bei  dem  folgenden  Werte  k^2  erhalt  man  x^^ps^; 
die  Gleichung  (6)  liefert  dann 


und  nach  vollzogener  Integration 

VI"  ~p~)  ^\ip~^)' 
welche  Gleichung  eine  semikubische  Parabel  darstellt. 

Fassen  wir  zusammen,  so  sehen  wir,  dafs  unter  den  Kurven,  hei 
denen  die  Äbscisse  proportional  einer  Potenz  des  Bogens  ist,  sich 
(abgesehen  von  der  Geraden)  vier  uns  schon  bekannte  Linien  finden; 
zwei  ttavon  sind  algebraisch,  die  aemikuhische  Parabel  und  die  reguläre 
Astroide,  zwei  sind  transscendent,  die  Cykloide  und  die  Evolute  der 
Kettenlinie.  Als  Grenzfail  iß  =  oo)  findet  sich  dann  noch  eine  fünfte, 
die  erwähnt  werden  möge;  um  zu  finden,  welche  Kurve  alsdann  der 
Gleichung  S'=ax''  entspreche,  machen  wir  a=  — ,  wo  «  eine  neue 
Konstante  ist;  wir  werden  dann  schreiben  können 

S^aj^  u^----  =  K  log a:  —  ?{-  (log xf -^ ; 

wenn  nun  ji  sich  der  Grenze  0  nähert,  so  wird 

s  =  alog3:, 
wodurch  (vgl.  Nr.  330,  Gl.  (7))  eine  Trakfcrix  dargestellt  wird. 

247.  Die  Kurven,  mit  denen  wir  uns  augenblicklich  befassen, 
erfreuen  sich  besonderer  Eigenschaften,  die  ihr  Vorkommen  hei  Auf- 
gaben aus  der  Mechanik  und  Geometrie  bewirken,  wie  wir  jetzt  dar- 
legen woUen: 

Aufgabe  I.  Eine  Linie  von  der  Beschaffenheit  zu  finden,  dafs 
die  Ordinate  des  Schwerpunkts  eines  ihrer  Bogen  proportional  einer 
beliebigen  positiven  Potenz  dieses  Bogens  sei. 

Auflösung,  Sind  x  ,  y  die  Koordinaten  des  Bogens chweriranktes, 
so  hat  man  bekanntlich 

sx^=^fx-äs,         sy^^J'y-ds; (16) 

daher  wegen  der  Bedingungen  des  Problems 

1)  DicBe  Evolute  gehört  zur  Klasse  derjenigen  Kurven ,  voa  denen  jede 
dnrch  Bewegung  eine  Fläche  erzeugen  kann.,  die  als  Krüm mnngBÜnien  die  oo' 
Lagen  der  Erzengenden  hat;  vgl.  die  Arbeit  von  Haüzidakis,  l'läc'henerzeagvm.g 
dweh  KrümwtmgsUnien  (Grelles  Journ.  XCVin,  1886), 
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605 


oder 

uEd  wenn  wir  differenzieren, 

y  =  ifi -\- l)ks'' , 
welche   Grleichnng   nicht   wesentlich    von    denjenigen   verschieden  ist, 
dnreli  welche  die  vorhergehenden  Kurven  charakterisiert  wai'en. 

Aufgabe  IL  Eine  Kurve  zu  finden,  bei  welcher  die  Ordinate 
des  Bogenechwerpunkts  proportional  der  Ordinate  des  Bogenend- 
punktes  ist. 

Auflösung.     Schreiben  wir  die  zweit«  61.  (16)  folgender  weise 


^^J'y-ds, 


"weil  y.  =  ^ly, 


ksy=j'y-ds, 


und  durch  Differenzieren 

h{s-dy-^y-ds)  =  y-ds, 

oder  — r—  v  =    ,  ! 


und  nach 

dies  aeigt,  dafs  die  gesuchte  Kurve  sich  nicht  von  derjenigen  unter- 
scheidet, bei  welcher  der  Bogen  proportional  der  Potenz  einer  der 
beiden  kai-tesischen  Koordinaten  des  Endpunktes  ist.  —  Häton  de 
la  Gtoupillifere'),  der  diese  beiden  Aufgaben  gelöst  hat,  achlug  vor, 
die  so  erhaltenen  Kurven  barocentrisehe  Kurven  zu  nennen. 

Aufgabe  ni.  Eine  Kurve  zu  finden,  bei  welcher  jeder  Bogen 
an  Länge  gleich  dem  m"^"  Teile  der  Differenz  zwischen  den  Längen 
der  Tangenten  in  den  beiden  Endpunkten  ist^). 

Auflösung,  Die  der  Aufgabe  entsprechende  Gleichung  ist  oflfenbar 


»/v 


-  dy^ ' 


dy 


nyi- 


-^  =  m  nnd  differenzieren, 

dx       ^  ' 

v-^ 

=  yi  +  i.^  - 


■n.  de  rfio.  poljt.  Heft  XLIO, 


1)  Mecherclie^  swr  les  centres  de  graviti  (Joi 
1870). 

2)  0.  Wertli,  Über  eim  Klasse  von  Cwrven,  welche  die  Eigemchaß  haben, 
daß  ein  Vielfaehes  der  Bogenlänge  gleich  ist  der  Biffej-enz  der  Tangenten  (Progr. 
Celle,  1874). 
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oder 

(1- 

-n)f{l+p^)^ 

^£. 

da  «bei- 

dp  ^  p.dp 

so  ist 

(1- 

s^Ay__dp         _ 

p-dp 

Durch  Integi 

■ieieii  ergiebt 

;  sich 

wo  a  die 

.  Integr 

atioiiskonstante.     Es  ist  aljer 

P 

dy 

dy 

'    V^HS)' 

ds 

daher 

ds  =  ay''-'--dy, 

und  s  ^  —  ^ . 

Die  gesuchten  Kurven  sind  also  dieselben,  von  denen  in  voriger  Nr. 
die  Eede  wax. 

248.  Eine  andere  Modifikation  der  Idee  Varignons  ist  neueren 
Ursprungs  und  möge  gleichfalls  hier  erwähnt  werden.  Zahlreiche  Geo- 
meter  des  17.  und  18,  Jahrhunderts  gebrauchten  den  KoordinatenbegrifF 
häufig  nicht  in  dem  engeren  Sinne,  wie  er  sich  bei  Descartes  findet, 
sondern  in  einem  viel  weiteren,  wie  man  aus  den  Werken  Leibniz'  ersieht. 
Dies  zeigt  uns  unter  anderen  auch  eine  Arbeit  von  Gf.  Manfredi^), 
wo  ais  Koordinaten  eines  Punktes  der  Ebene  der  senkrechte  Abstand  m 
von  einer  festen  Kurve  K  und  der  von  einem  festen  Punkte  0  dieser 
Kurve  bis  zum  Fufspunkte  jener  Senkrechten  gerechnete  Bogen  s  ge- 
nommen werden.  Um  diesem  Systeme  die  wünschen swerte  Präzision 
zu  geben,  hat  man  noch  auf  der  Kurve  K  eine  positive  Richtung  an- 
zunehmen; ist  diese  bestimmt,  so  ist  damit  auch  der  positive  Sinn 
auf  jeder  Tangente  festgelegt  und  damit  auch  zugleich  auf  jeder  Nor- 
malen, wenn  mau  die  Bestimmung  trifft,  dafs  der  positive  Teü  der 
Normale  in  derselben  Weise  zum  positiven  Teile  der  Tangente  liegen 
soll,  wie  die  positive  Richtung  der  y-Axe  zur  positiven  x-Axe;  als- 
dann haben  nur  alle  die  auf  diesem  Teile  der  Normalen  gelegene 
Punkte  die  positive  Koordinate  ti  ^.  Wir  betrachten  nun  einen  Punkt  P 
einer  beliebigen  Kurve  F  und  bezeichnen  seine  Koordinaten  in  Bezug 
auf  die  Kurve  K  mit  s,  u,  und  nehmen  dann  ein  rechtwinkliges  kar- 
tesisches  System  und  betrachten  in  diesem  den  Punkt  Z\  mit  den 
Koordinaten  x  =  s  ti  -—  u- 

1)  I)e  construetione  aeqttationum  differentialiunt  pnmi  gi'adus  (Bononiae  1707). 

2)  Anwendnngen  dieses  Systeme  finden  sieh  in  dem  Anfaatae  von  E.  Ma- 
thieii,  Sm'  les  coordonnieB  ctnirilignes  (Liouville's  Joui'n.  3°  Ser.  VIII,  1882). 
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der  Ort  der  Punkte  P^  ist  dann  eine  ICurce  F^,  die  man  die  Bild- 
kui-ve  Ton  F  in  Bezug  auf  K  nennt^).  Somit  läfat  sich  jede 
Kurve  F  in  eine  andere  fj  verwandeln,  So  ist  z.  B.  die  Bildkurve 
einer  Geraden  in  Bezug  auf  einen  Kreis  mifc  dem  Radius  r,  von 
dessen  Mittelpunkt  sie  den  Abstand  a  hat,  die  (trigonometrische)  Kurve 


y  ■■ 55^7^ — 

Die  neue  Kui-ve  F^  kann  nur  dann  algebraisch  sein,  wenn  die  Grund- 
kurve K  algebraisch  rektiflzierbar  ist;  G.  de  Longchamps^)  hat  ein 
Verfahren  angegeben,  um  die  Tangente  an  F^  zu  konstruieren,  wenn 
die  Konstruktion  der  Tangente  von  F  bekannt  ist. 

Zum  Schlüsse  sei  bemerkt^),  dafs  man  die  Koordinaten  Verwand- 
lung auch  in  der  Weise  vornehmen  kann,  dafs  man  umgekehrt  von 
einer  Kurven gleichung  in  beliebigen  Koordinaten  zu  kartesischen  über- 
geht. Als  Beispiel  diene  folgendes:  Die  Polaj^leiehung  eines  Kreises 
lautet,  wenn  der  Pol  die  Entfernung  a  vom  Mittelpunkte  hat, 

p^  — 2»p  C08  0)  ^  r*  —  a^. 
Trägt  man  nun   im  kartesischen   System  die  Winkel   als  Äbscisaen, 
die  Vectoren  als  Ordinaten  ab,  so  erhält  man  die  Kurve 

y^  —  2ay  coex  =  r^-— a^. 
Sie  besteht  aus  einem  fortlaufenden  WeUenzuge  (ähnlich  wie  die 
Sinuslinie),  wenn  a<.r,  dagegen  aus  unendlich  vielen  getrennten, 
geschlossenen  Ovalen  oberhalb  der  a;-Axe,  und  symmetrisch  zu 
beiden  Seiten  der  y-Axe  verteilt,  so  dafs  das  erste  von  dieser  selbst 
halbiert  wird,  wenn  a>r  (Taf.  XVI,  Fig.  132). 


Zweites  Kapitel. 
Die  Verfolgangskurven. 
249.     „Ein  Punkt  jl(ic',  i/') -beschreibe  die  durch   die  Gleichung 

/■«rt  =  o     (1) 

dargestellte  Kurve  mit  gleichförmiger  Geschwindigkeit:  es  soll  der  Ort 
eiaes  Punktes  B(x,  y)  gefunden  werden,  der,  mit  konstanter  Geschwin- 
digkeit sich  bewegend,  immer  auf  den  Punkt  A  zueilt."     Die  gesuchte 


1)  M,  Petrovicli,  Swr  wn,  Systeme  de  coordormiea  semi-cwi'viUgnes  {Präger 
Ber.,  1898). 

2)  Les  courhes  images  et  les  courhes  syntitriquen  (Noiiv.  An«.,  3'  Sör.  X.VIII, 
1899). 

3)  Bemerkung  dea  Übersetzers, 
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KuiTe  heilst  gewöknlicIiVerfolgungsburve^)  oder,  von  dem  Beispiele 
des  auf  seinen  Herrn  zueilenden  Hnndes,  aneli  die  Hundekurve, 
bei  französischeo  Geometern  courbe  du  chien.  Da  man  diese  Kurve 
auch  erhalten  würde,  wenn  B  sich  ao  bewegt,  dals  er  immer  in  der 
llichtuiig  Ton  Ä  nach  B  entflieht,  so  ist  auch  mit  gleicher  Berech- 
tigung der  Name  Fluchtkurre  oder  Fliehfeurve  in  Gebrauch^). 

Das  oben  ausgesprochene  Problem  wurde  auf  Lionardo  da 
Vinci  zurückgeführt,  indem  S.  GUnther^)  eine  Stelle  in  dem  Werke 
des  grofsen  italienischen  Malers  in  dieser  Weise  auslegte;  unabhängig 
von  ihm  begegnete  diesen  Kui-ven  Bouguer*),  von  welchem  die  erste 
Lösung  heiTührt'');  aber  von  denen,  die  der  Ansicht  von  0.  Terquem^ 
sich  anschliefsen,  wird  dieses  Verdienst  dem  Dubois-Äyme,  welcher 
im  Anfange  dea  19.  Jahrhunderts  ZoUdirektor  in  Foligno  (Prov.  Perugia) 
war,  zugewiesen').  Jedenfalls  steht  fest,  dafs  das  Problem  erst  in  dem 
Jahrzehnt  von  1800^ — 1810  untersucht  und  in  seinen  Hauptzügen  gelöst 
worden  ist.  —  Wie  es  gelöst  werden  kann,  ersieht  man,  wenn  man 
beachtet,  dal's  in  jedem  Punkte  der  Bahnlinie  von  B  die  zugehörige 
Tangente  durch  den  Punkt  A  in  der  zugehörigen  Lage  hindurchgehen 
mufs;  infolgedessen  haben  wir  zunächst  die  ßelation 

(9-!,)  =  («'-»)*. (2) 

Ist  anderseits  n  das  Verhältnis  der  Geschwindigkeiten  der  beiden  be- 
trachteten gleichförmigen  Bewegungen,  so  hat  man 


l^iFHf'»!/^^^"-  •;  -^^f 

Aus  (1)  und  (2)  sowie  ihren  Ableitungen  ergeben  sich  x',  v'i  ~^i  ~^ 
als  Funktionen  von  x.y,  -~-,  -j-4  ;  werden  diese  Werte  in  (3)  ein- 
_,e  etzt,  so  erhalt  mau  eme  Gleichung  von  dei  Form 

1)  Im  18  lairh  wai  lei  Name  cctiiIp  dp  jou  suite  ^ynonTm  mit 
Tractorie  »  M  Caatoi  T  ^  ipsMwpen  t*6  Gesch  d  M  Ih  III  2  Anfl  (Leipz  g 
1891J  8   7B6 

2)  Da  die  Operation  durch  welche  man  von  einei  Kurve  au  ihier  "Vei 
folgungshurve  kommt  al«  ein  Ableitungageaeta  betja,ehtet  weiden  kann  ao  haben 
wir  die  fiaglichen  Kmven  an  dieser  Stelle  behandelt 

3)  Studie«  *iM  Geschichte  dei  math  und  jhys  Geoßaphie  (Halle  187b)  vgl 
eme  Note  von  Brocard  in  Nonv    Corresp   Math   VI    1880    S   211—13 

i)  Sur  de  nouieUeo  couibes  a/un^guelles  ob  pewt  doii*KT  ie  non  de  hgnei  de 
pOWSUiU  (M^m    de  Paria  173^) 

6)  M    3   auch  Manpeituis    Solv,twn  dim  piobleme  de  geomAiie  (Das) 

6)  NouY.  Ann.  de  Math.  VIII,  1849,  S.  91—93. 

7)  Vgl.  eine  Bemerkung  in  0/»risp.  mn-  l'Ecole  polyt.  (il,  S,  375)  und  die 
daraus  entstandenen  Arbeiten  von  St.  Laurent,  0.  Sturm,  Querret  und 
Tödönat  in  Gergonnes  Ann.,  Xm,  1823—28. 
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....     (4) 

und  damit  ist  die  Untersuchung  der  Verfolgungskurve  der  Kuitb  (1) 
auf  die  Integration  dieser  Gleichung  zurückgeführf. 

Die  Integration  ist  vollständig  ausführbar,  wenn  die  Bahn  des 
Punktes  A  eine  Grerade  ist.  Nehmen  wir  diese  als  ^-Äse,  so  werden 
die  Gleichungen  (1)  und  (2) 


und  liefern 


?^-o, 


Ay'  ^ 


■^A^y 


Die  Gleichung  (3)  wird  alsdann 


-g-'-yi+is)" 


Um  diese  Gleichung  zu  integrieren,  giebt  es  keinen  besaei-en  Weg,  als 
zu  dem  klassischen  Verfahren  seine  Zuflucht  zu  nehmen,  indem  man 
,1         P  setzt.     Dann  hat  man 

_^  dp i/rx — ä      1     M  — —    '^^ 

Durch  Integrieren  bekommt  man,  wenn  c  die  Integi-ationskon  staute  ist, 

C^  = ; -■ 


Daraus  folgt: 

j)  +1/1  +  ß^  =  c-^-x"",        p  —  ")/l  4-p^=  - 
und  2p  =  c~'--x~"  —  caf. 

Setzt  man  nun  für  p  seinen  Wert  ein,  so  erhält  man 

2dp  =  c~'--x~"-dx  —  cdf-dx, 
und,  wenn  integriert  wird. 


%-J/o)  = 


n  +  1) 
log«  - 


»  + 


-ar+ 


(ä) 


Dil 


sind  die  Gleichungen  der  Verfolgungskurve  der  Geraden,  jenach- 
dem  die  Punkte  Ä  und  .B  sich  mit  ungleicher  oder  gleicher  Ge- 
schwindigkeit bewegen;  im  letzteren  Falle  ist  die  Kurve  transscendent, 
im  ersteren  algebraisch  oder  interseendent,  jenachdem  n  rational  oder 
nicht;  ist  insbesondere  n  eine  ganze  Zahl,  so  haben  wii-  (vgl.  Nr.  118) 
eine  parabolische  Kurve  vor  uns'). 


1)  Die  Behauptung  i 
Cu'i'i>en,  n.  Aufl.  (Leipzig  i" 


'  ist  also  nicht  ganz  genau. 


i-Fiedler,    Analyt.  Geom.   der  Mh.  ebe^Kn 
,  „Die  Eurve  ist  daher  algebraisch,  den  Fall 


y  Google 


610  Vn.  Abschnittr  Abgeleitet«  Kurven, 

Woun  die  Bahn  des  Punktes  A  ein  Kreie  wäre,  so  würde  die  des 
Punlttes  B  eine  Integi'al kurve  der  Gleichung 


H'+©>[»-4a' 


sein,  wo  w  die  Winkelgeschwindigkeit  ron  A,  6  die  Geechwindigkeit 
von  J9,  und  a  der  Radius  des  gegebenen  Kreises  ist^);  diese  Differenzial- 
gleichung  ist  jedoch  noch  nicht  integriert  worden. 

250.  Mit  den  verschiedenen  Verallgemeinerungen,  welche  der 
der  Verfolgungskurven,  insbesondere  durch  C.  Sturm^)  und 
E.  Cesäro^)  erfahren  hat,  wollen  wir  uns  nicht  aufhalten;  dagegen 
erscheint  es  uns  angebrächt,  hier  ein  geometrisches  Problem  mitzu- 
teilen, welches  von  der  VerfoigtmgskuiTe  der  Geraden  gelöst  wird, 
zumal  es  uns  mit  einer  neuen  analytischen  Darstellung,  sowie  mit  ver- 
schiedenen Eigenschaften  dieser  Kurve  bekannt  macht  Das  Problem 
um  das  es  sich  handelt,  ist  folgenies  „Eine  h-ur\e  F  7U  finden  von 
der  Art,  dafa  zwei  beliebige  Tangenten  denselben  auf  emei  gegebenen 
Geraden  eine  Strecke  ausschneiden  dit  m  einen  bestimmten  Vei 
hältnisse  zu  dem  von  den  Berührungspunkten  begienzten  Bogen 
stehen"*). 

Es  seien  (Taf,  XVI,  Fig.  133]  /  und  (  zwei  bebebige  Tangenten 
von  r,  P  und  P'  die  Berührungspunkte  Z  und  I  die  bcbnitte  mit 
der  gegebenen  Geraden  r.  Nach  dei  Aun'ihme  ist  dinn  wenn  das 
bestimmte  Verhältnis  mit  n  bezeichnet  wird,  arc PP  -.11  ^n; 
wenn  nun  der  Punkt  /  gleichförmig  die  Gerade  r  durchläuft,  so  mufs 
dieses  ebenso  der  Punkt  P  auf  V  thun,  während  immer  die  Tangente 
auf  den  Punkt  I  gerichtet  ist;  damit  ist  hinlängUch  bewiesen,  dafs  F 
die  Verfolgungskurve  der  Geraden  r  ist. 

Die  so  erhaltene  neue  Definition  unserer  Kurve  führt  auch  leicht 
zu  ihrer  analytischen  Darstellung,  Wir  bezeichnen  mit  P^  einen  festen 
Punkt  von  V  und  mit  (^  die  zugehörige  Tangente  und  mit  I,,  den 
Schnitt  von  t^  mit  r;  wir  setzen  ferner  P^^F  =  s,    1^1=  e   und  be- 

1)  8.  eine  von  Brocard  1877  in  der  ifl'omj,  Omresp.  Math,  und  von  neuem 
1883  in  Mafhem  vorgelegte  Präge,  die  1886  von  Keelhoff  (Maihesis  VI)  ge- 
löst wurde. 

2)  ExtensüM  du  probleme  des  courbes  des  poursuite  (Ann,  de  Math.  XIII, 
1822—33). 

3)  Fropi-ietis  d'mte  cora-be  de  poursuite  (Nouv.  Ann,  de  Math, ,  3'  Ser,  II, 
1883);  Sw- lesUgnes  de  pourmiteCDsLs.y,  IS&i);  Les  U0nesbaryeentiriques{ßhendM,). 

4)  Für  das  Folgende  s.  T.  GanfB,  Ueher  Gwum,  welche  die  Eigemiäiaft 
haben,  dafs  je  ^vei  Tangente^  «ms  einer  gegebenen  Geraden  eine  Stredce  aus- 
sehneiden, welche  a«  de^n  von  den  Bm-ÜhrungspwiMen  begj-ensten  Bogen  in  diiem 
gegehewn  Verhältnisse  stellen  (Progi-.  Buiizlau,  1890), 
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zeichneu  mit  n  den  konstanten  Wert  des  Verhältnisses  — yp — ;  als- 
dann ist  s  =  ne.  Betrachten  wir  in  ähnlicher  Weise  einen  anderen 
Punkt  P'  von  T,  so  haben  wir  s' =- ne,  daher  s  —  s'=  w(e  — e'). 
Dies  zeigt,  dafs  man  ohne  der  Allgemeinheit  Abbruch  zu  thun,  an- 
nehmen darf,  dafs  bei  dem  oben  ausgesprochenen  Problem  eine  der 
beiden  Tangenten  fest  sei,  und  es  bleibt  infolgedessen  die  entsprechende 
Eigenschaft  der  KuiTe  im  allgemeinen  bestehen.  Jene  feste  Tangente 
soll  als  Anfangstangente  und  ihr  Berührungspunkt  als  Bogen- 
ani'angspunkt  bezeichnet  werden.  Die  Gerade  r  nehmen  wir  als 
»/-Äxe  und  bezeichnen  mit  r  den  Winkel,  den  die  positiven  Richtungen 
der  Tangenten  mit  der  x-Axe  bilden.     Dann  haben  wir 

^_|?^  =  ds, (7) 

ist  die  Gleichung  der  Tangente  im  Punkte  (x,t)).  Setzen  wir  darin 
X  =  Ü,  so  hat  man  01=1,  — xtgr, 

und  wenn  wir    0I^  =  d   setzen, 

Ilf,  =  y  —  X  igt  ^d. 
Es  ist  aber    PPg^n-II^,    und  daher    y  —  xigz  —  rf  =  -  .?. 

Differenzieren  wir  und  benutzen  dann  die  Gl.  (7),  so  erhalten  wir 

oder  aiich  ^j.  ^^ 

=  —  M-  -  -■■ 

Durch  Integration  erhält  man 

log*'  =  —  M  log  tg  ("  +  I)  +  C- 

Setzt  man  hierin  — -^-  =  tp (8) 

und  nimmt  an,  dafs  für  a:  =  0,    tp  =  ß   werde,  so  ergiebt  sich 

was  man  auch  schreiben  kann  als 

J^  =  «tg>, (9) 

wenn  man  c  =  a  ctg"^  setzt.     Nun  liefert  die  Gl.  (7)  infolge  von  (8) 

)^,y  =  dx-tgr  =  äx-cig2q>  =  -^-^-äx; 
ans  (9)  aber  folgt  äx  =  nat^'^rp-dtgcp, 

folglich  dy  ==''^^  [ig"- ^cp~  ig"  tp\  -digip. 
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Integriert  man  nun  unter  der  Voraussetzungj  dafs  n^lf  so  ergiebt  sich 

'^y-<'\-n'--i*e'*'<r~:^itg-*^v\,  ■  ■  ■  (10) 

wobei  angenommen  wird,  daXs  dem  ^  =  Ü,  (p  =  0  entspreche.  Für 
M  =  1  hingegen  liefert  die  vorige  Gleichung  ähnlich 

2»/  =  ffl  jlogtgflo  — -itgVJ (11) 

Die  Gleichung  (10)  bezw.  (11)  im  Verein  mit  (9)  liefern  die  ana- 
lytische Darstellung  der  Kurve  jenaehdent  «  4=  1  oder  n  =  1.  Durch 
Elimination  von  q)  erhält  man  nun  folgende  beiden  Gleichungen 


»[^.(ff-.-^O"-] 


(12) 


deren  wesentliche    Identität   mit   den   Gleichungen  (5)   der  Leser  so- 
gleich bemerken  wird. 

Bezeichnen  wir  jetefc  mit  S^  und  S^'  die  Subtangente  und  Sub- 
normale in  Bezug  auf  die  y-Axe,  mit  T^  und  N^^  die  Längen  der 
entsprechencieii  Tangente  und  Normale,  so  erhalten  wir,  da  zufolge 
von  (8)  -j^ '^  t^r  ^  <itg2ip ,  folgende  sehr  einfachen  Ausdrücke: 


s^  = 

=  —  x-^ 

^  =  _  .1^. 

s; -"%■=' 

:tg2v 

■  (13) 

i;  = 

ds 

=  aüTV  ' 

>            i)         e 

572^ 

Man  hat  ferner 

und  daher 
Aufsei-dem 

l  +  ( 

ist 

'dyy           1 
,dxf          ain"2^' 

d^y          d  ctg  2  g; 
da;'             dx 

2         df 
sm=2q)  dx  ' 

ds 
IS' 

wenn  man 

also  mit  E  den  Krümmungsradius  bezeichnet,  so 

ist 

^-k 

ds 

Jedoch  aus 

dip 

dx^ 

«a  tg" 

-V-f^tgy,        dy  =  ^{iig'-*fp- 

-tg» 

dt|i 

\f 

ergiebt  siel 

L,  dafs 

'dii'i  —  T  Cs"' 

-V  +  lg».    ^ 

(14) 

Somit  ist 

S-IJ*> 

(15) 

oder  aiich 

«-"%- 

V(i+tgV)>.  . 

(I5') 
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Durch  Integration  Ton  (15)  erMlt  man 

I  f  (^^  *g""  V  +  i^-^Ti  *g"'^  V)  +  Oomt,    weim  «+1, 

I  I  (log  tg°  9  +  tg'  9») ,  «-en"  «  =  1 ; 

diese   Gfleidmogen   liefern   die  Rektifikation    der  Kurve.     Durch  Eli- 
mination von  fcggp   aus   diesen  und  auB   (15')  würde  man  die  natür- 
liche Gleichung  der  Kurve  erhalten. 
Man  hat  femer 

Jx-dy  -=-~J (tg^''-''q>  —  tg'"'q>)dtgip 

—    2   \2n-i  2n+l  )^  vomt., 

diese  Quadraturfoiinela  setzen  natürlich  voraus,  dafs  '*=Hig-;  die 
für  diesen  Fall  nötigen  Modifikationen  ergeben  sieh  sehr  leicht,  wes- 
halb wir  sie  dem  Leser  überlassen.  Dasselbe  gilt  für  das  durch 
Rotation  um  die  y-Axe  erzeugte  Volumen. 

Zum  Schlüsse  wollen  wir  noch  eine  einfache  Eigenschaft  der 
durch  die  erste  der  Gleichungen  (12)  dargestellten  Kurve  für  den 
Fall  M  =  2  mitteilen.     Diese  Gleichung  wird  alsdann 


=«(i-3l/?-') 


Sie  stellt  eine  in  Bezug  auf  Ox  symmetrische  Kurve  dritter  Ordnui^ 
dar,  die  durch  den  Anfangspunkt  geht,  den  Punkt  x^da,  ^^^=0 
zum  Doppelpunkte  hat,  in  welchem  die  Tangenten  mit  der  x-Ajie  die 
Winkel  -^  bilden.  Die  Punkte  »;  =  «,  y  =  ib"ä~  s™*^  Kulminations- 
punkte und  der  unendlich  ferne  von  y  ist  ein  Wendepunkt  mit  der 
unendlich  fernen  Geraden  als  zugehöriger  Tangente,  Nehmen  wir  eine 
Koordinatenverschiebung  vor  S  =  v  —  ^i  ^  =  3/)  wobei  p^=~,  so 
ergeben  die  Gleichungen  (9)  und  (10) 

daher  ist  _  , .        „       . 

|-tg3,,,    Yi'  +  n'-^i^,i-i- 

Führen  wir  nun  Polarkoordinaten  ein,  so  haben  wir 

|_tg«,     i/F+T'-p, 


1)  Siehe  Sctlömilch,  JJebangsbueh  zum  Stmlüim  ä.  höh.  Annl.  11.  (3.  Aufl., 
Leipzig  1874)  S.  338,  Übuagsbeispiel  18. 
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1111(1  nach  Eliniinatidn  von  q> 


oder  aucli  p    '  ^  (-1      coe  {—-- 1  a  . 

Die  fragliche  Kurve  ist  demnaoh  eine  Sinusspirale  mit  dem  Index  —  ^ 
(s.  Nr.  169);  erinMGTii  wir  uns  des  zu  Ende  von  Nr.  172  gelieferten 
Beweises,  ao  sehen  wir,  dafs  sie  eine  Trisektrix  ist;  wir  werden  ihr 
binnen  kurzem  (in  Nr.  263)  -wiederum  von  einem  ganz  anderen  Ge- 
sichtspunkte j 


Drittes  Kapitel. 
Evoliit«n  and  Evolventen. 

261.  Die  sämtlichen  Normalen  einer  Kurve  f  bilden  zugleich 
die  Tangenten  einer  anderen  Kurve  T^,  welche  der  Ort  der  KiTimmuiigS" 
centren  der  Kurve  F  ist;  es  ist  dies  die  Kurve,  die  Huygens  zuersi 
im  in.  Teile  seines  berülunten  Werkes  Horoloyiwti  osctUatorium  be- 
trachtet hat,  dessen  erste  Bearbeitung  am  5,  Fehr.  1665  vollendei 
wurde;  die  betreffende  Kurve  heifst  die  Evolute  oder  auch  Mittel 
punktskurve'-)  von  F,  während  umgekehrt  F  die  Evolvente  (oder 
Involute)  von  F^  heifst.  Jede  Kurve  hat  eine  bestimmte  Evolute, 
aber  unzählig  viele  Evolventen.  Denkt  man  sich  um  die  Kurve  F^ 
einen  Faden  geschlungen  und  wickelt  diesen  ab,  so  beschreibt  jeder 
mit  dem  abgewickelten  Faden  stari'  verbundene  Punkt  eine  der  un- 
zählig vielen  Evolventen  von  F^;  aus  dieser  Erzeugungsweise  resul- 
tieren die  obigen  Bezeichnungen.  —  Die  Schnittpunkte  einer  Kurve 
mit  ihrer  Evolute  sind  Spitzen  der  ersteren. 

Wenn  die  gegebene  Kurve  algebraisch  und  jj**'  Ordnung,  und  ihre 
(rationale)  Gleichung  ff^^^y^^Q ^(j 

ist,  so  erhält  man  die  der  Evolute  Tj,  indem  man  die  Enveloppe  der 
Geraden  X  —  x         Y—y 

"'W~  ==  ~w~ 

dm  dy 

bestimmt.     Zu  diesem  Zwecke  hat  man  die  Ableitungen  nach  x  und  y 
von  folgender  Gröfse 


-Kleyer'a  Lehrbuch  der  Differentialreclmmiy,  III,  Teil  (Stuttgart 


(2) 


1)  Hm. 
1894)  S.  193. 
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(X- 

-^%-i-~ 

y)%  +  v 

gleich  Null  % 

1  setzen. 

Somit  entateheu  die  Gleiehimgen 

(X- 

r1    '"'' 

-(!'-!') -S- 

-K  +  xK 

-  (1, 

c-^- 

^)|^- 

-^^~y)&j 

+  ci  +  '  dt 

-  0. 

Elimmiert  man  hieraus 

X,  so  bestimmt 

man 

(X- 

-)t 

SV  sf 

xdy  ly 

«f- 

(3) 

Die  Gleichnng  der  Evolute  entsteht  nun  diirch  Elimination  von  x,  y 
aus  (1)  (2)  (3).  Nun  kann  man  die  Gfleiehung  (ä)  durch  folgende 
beiden  ersetzen: 

"  3i/ 


idaiin  liefert  uas  die  Gleichung  (3) 


(4) 


w»; 


wo  A  = 


«Y     8Y_  äf 

Sa;'    Zxiy  dx 

>xdy    Sy'  cy 

8«       'äy 


(5) 


Die  Gleichungen  (4)  liefern  die  ansLlytische  Darstellung  der  Eyolute, 
vorausgesetzt  dafs  (1)  ei-füllt  wird,  und  dal's  p  den  durch  (5)  definierten 
Wert  hat. 

Um  aun  die  Ordnung  «j  der  Evolute  aufzusuchen,  kombinieren 
wir  die  Gleichungen  (4)  (5)  mit  der  einer  beliebigen  Geraden,  nämlich 

JX  +  BF+C  =  0 (ß) 

und  erhalten 

M.  +  iJ,+  C)A  +  (^3^^  +  4J)[(Q-+0]  =  O.  .  (7) 

Hieraus  ersieht  man,  dafs  die  gesuchte  Ordnung  Wj  gleich  der  Zahl 
der  variabelen  Schnitte  der  Kurven  (1)  und  (7)  ist.  Da  nun  die  Kurven 
(1)  und  (T)  von  den  Ordnungen  n  bezw.  3(w— 1)  sind,  so  hat  man 
im  allgemeinen   %^3k(«  —  1).     '^&m.  aber   der   Anfangspunkt  0 

1)  ein  Doppelpunkt  ist,  so  hat  auch  die  Kurve  (7)  daselbst  einen 
Doppelpunkt  mit  denselben  Tangenten  wie  die  ursprüngliche  Kurve, 
daher   fallen  6  Schnittpunkte  der  beiden  Kurven    in  0\    ist  er  aber 

2)  eine  Spitze,  so  hat  die  Kurve  (7)  in  0  einen  dreifachen  Punkt 
mit  zwei  in  die  Spitzentangente  fallenden  Tangeuten;  somit  fallen 
8  Schnitte  der  beiden  Kurven  in  0.    Hat  daher  die  KuiTe  i"  d  Doppel- 
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punkte  niiii  h  Spitzen,  so  erleidet  die  Ordnung  ihrer  Evolute  F^  eine 
Verminderung  um  6d  -f-  8J  Einheiten;  also  ist 

M,  =  ^n{n  ~  1)  —  Gd—U . 
ist  nun  tv  die  Zahl  der  Wendepunkte  von  (1),  so  hat  man  bekanntlich 

w  =  3nin- —  2)  —  fid^Sh, 
daher  ist  n^—  tv  =  Sn ,      oder     iij  =  'in  -j-  tv . 

Folglieh:  Die  Ordnung  der  Evolute  einer  algebraisclien  Kurve  r  ist 
im  allgemeinen  gleich  der  dreifachen  Ordnung  vermehrt  um  die 
Zahl  der  Wendepunkte  von  r.  Um  die  Klasse  v^  der  Evolute  zu 
bestimmen,  suchen  wir  auf,  wie  viele  Normalen  der  Kurve  (1)  durch 
einen  beliebigen  Punkt  (X,  Y)  der  Ebene  gehen,  mit  anderen  Worten, 
wie  viele  (mit  diesem  Punkte  variabele)  Lösungen  die  Gleichungen  (1) 
und  (2)  haben.  Beachten  wir  nun,  dafs  die  Gleichung  (2)  einer  Kurve 
angehört,  die  durch  jeden  Doppelpunkt  von  (1)  geht  und  bei  jeder 
Spity*  die   entsprechende   Spitzentangente  berührt,   so   schliefsen  wir 

alsbald,  dafs  =  n^ 2rf  —  3/e- 

nun  ist  bekanntlich  v  =  n(n  —  1)  —  2d- —  37e, 

und  daraus  folgt  n^  =  r  -f-  « , 

folglieh;  Bie  Klasse  der  Evolute  einer  algebraischen  Kurve  r  ist  im 
allgemeinen  gleich  der  Summe  der  Ordnung  und  Klasse  von  r,  — 
Wenn  man  Bchliefslich  noch  beachtet,  dafs  J"  und  seine  Evolute  r"; 
Kurven  vom  seihen  Geschlechte  sind,  so  sieht  man,  dafs  man  ge- 
nügend viel  Elemente  bat,  um  alle  Charakteristiken  der  Evolute  zu 
bestimmen. 

Modifikationen  treten  ein,  wenn  F  metrische  Besonderheiten  odei' 
höhere  Singularitäten  besitzt '^).  Da  wir  keinen  Raum  haben,  uns  mit 
diesen  Einzelheiten  zu  befassen,  so  verweisen  wir  auf  die  bezüglicheu 
Arbeiten  von  Clebsßh'),  Cayley^)  und  Halphen*);  es  sei  bemerkt, 
daXs  letzterer  die  Entdeckung  machte,  dafs,  wenigstens  von  einem  ge- 
wissen Range  an,  die  Ordnungen  und  die  Klassen  der  successiven 
Evoluten  einer  algebraischen  Kurve  zwei  arithmetische  Progressionen 
bilden,  welche  dieselbe  Differenz  haben. 

Das  Verfahren,  welches  von  der  Kurve  F  zu  F^  fährt,  ist  von 
der  Art,  wie  wir  es  zu  Anfang  dieses  Abschnittes  besprochen  haben; 

1)  Salmon-Fiedler,  H6hm-e  ebene  Cwven,  II,  Aufl.  (Leipaig  1882)  S.  119  ff. 

2)  Ueher  die  Sinffulaiitäim  algebTaiseher  Kurven  (Crelle'e  Journ.  LXIV,  1864), 

3)  Oit  the  theory  of  the  ewZwte  (Phil.  Mag.  XXIS,  1865;  Mathem.  Papers 
V,  S.  473). 

4)  S.  die  letzten  beiden  Artikel  der  Miiimre  mr  ks  points  singuUers  des 
eowrbes  atgebrigms  planes  dem  Institut  de  France  vorgelegt  im  April  1874,  und 
veröffentlicht  in  den  Mem.  pria.  pa/r  divers  sweants  etc.  (XXVI,  1879). 
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somit  kann  man  eine  ganze  Reihe  von  Kurven  betrachten,  unendlich 
nach  zwei  Richtungen  hin,  und  so  beschaffen,  daXs  jede  die  Evolute 
der  vorhergehenden  und  die  Evolvente  der  folgenden  ist.  Die  analy- 
tische Darstellimg  einer  derartigen  Kurvenreihe  macht  sich  äufserst 
elegant,  wenn  man  natürliche  Koordinaten  anwendet.  Sind  mmlieh 
It  und  s  KrÜmmnngsTadius  und  Bogen  von  F,  R^  und  s^  die  von  Vj, 
i  und  s^  die  bezüglichen  Kontingenzwinkel,  so  erhält  man: 


offenbar  ist  aber  ds,  =^  dE ,       Üe^  =  rff , 

,    ,  ,  ds        d.It 

und  daher  -^  =  -p- ; 

daraus  folgt,  dafs  j?  __  p i.^        s  =  li-i-c  (S) 

wo  c  eine  Konstante  bedeutet,  die  man  zweckmafsig  als  Null  an- 
nehmen kann,  wenn  der  Anfangspunkt  des  Bogens  auf  der  Evolute  in 
geeigneter  Weise  gewählt  wird.  Eliminiert  man  vermittelst  der  Gl.  (1) 
R  und  s  aus  der  natürlichen  Gleichung  von  F,  f(R,  s)  =  0,  so  be- 
kommt man  die  natürliche  Gleichung  von  I\.  Umgekehrt  ergiebt 
sich  aus  (8)  —  in  welcher  Gfleichung  wir  c  =  0  annehmen  wollen  — 

^'  =  »..     »-/''t'' (»' 

und  man  liann  alsdaun  durch  eine  Elimination  die  allgemeine  Glei- 
chung der  Evolventen  einer  gegebenen  Kurve  ableiten. 

Machen  wir  sogleich  eine  Anwendung  von  diesen  Fonueln.  Die 
Kurve  F^  sei  ein  Kreis  mit  dem  Radius  a;  da  hier  R^  =  a,  so  folgt 
ans  (9)  8^^,  es  ist  aber  s^=  R,  daher  ist  die  natürliche  Glei- 
chung der  Evolvente  eines  Kreises 

welches  Resultat  mit  dem  schon  (in  Nr,  309)  gefundenen  Überein- 
stimmt. Um  die  natürliche  Gleichung  der  zweiten  Evolvente  des- 
selben Kreises  zu  finden,  haben  wir  also  zu  setzen  JJj*=2w.Sj;  die 
Gleichung  liefert  dann  

oder  da   s,  =  R  a* 

R^=^as\ 


und  dies  ist  die  natürUehe  Gleichung  einer  Spirale  von  Sturm  oder 
Norwich  (s.  Nr.  220).  In  ähnlicher  Weise  würde  man  die  natürliche 
Gleichung  der  dritten,  vierten  Evolvente  u.  s.  w.  erhalten  können;  eine 
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Vergleichung  der  Resultate  führt  durch  Induktion  zu  dem  Schlüsse, 
dafs  die  Gleichung  der  (k— -l)'""  Evolvente  sein  wird 

-^-(»31°!»""' ('») 

Wir  wollen  dies  aber  durch  eine  vollständige  Induktion  beweisen, 
indem  wir  die  Gl.  (8)  benutzen.     Nehmen  wir  also  einmal  an,  dafs 

J^;  =  /is^""^     (wo  der  Kürze  wegen    -pzrT^  ^^  ^"  gesetzt  wurde) 
die  Gleichmig  der  (•;*  ■ —  1)'*"  Evolvente  sei,  so  folgt  aus  (9) 

oder,  da  «,==/;,  j^„..=  ("+ i) V. 

Set^e]]  wir  nun  sin  Stelle  von  h  wieder  seinen  Wert,  so  erhalten  wir 

Da  letztere  aus  (10)  hei-vorgeht,  wenn  man  für  n,  n-^1  setzt,  so 
ist  die  allgemeine  Gültigkeit  von  Gleichung  (10)  bewiesen.  —  Es  möge 
noch  bemerkt  werden:  Da  alle  Normalen  des  Kreises  durch  einen 
Punkt  (den  Mittelpunkt)  gehen,  so  kann  man  sagen,  dafs  der  Kreis 
die  Evolvente  eines  Punktes  sei:  infolgedessen  stellt  die  Gleichung  (10) 
die  «'"  Evolvente  eines  Puaktes  dar. 

Die  durch  Gleichung  (3)  dargestellte  merkwürdige  Kurvenfantilie 
wurde  wohl  zuerst  von  du  Boia-Ayme'^),  dann  von  Whewell  schon 
bei  seinen  ersten  Untersuchungen  über  natürliche  Koordinaten-Geo- 
metrie^ betrachtet,  sowie  viel  später  von  Sylvester"),  der  hernach 
auf  den  Rat  Cayleys  sie  mit  dem  Namen  Cyeloden  belegte;  unab- 
hängig von  diesen  englischen  Geometem  bescMftigten  sichH.  Onnen*) 
und    E.  Cesäro^)   mit    ihnen.     Diese   Kurvenfamilie    ist   noch    einer 


1)  De  quelgues  ^roprietes  des  rayons  de  cowrbme  et  des  d^oeloppees  planes 
des  cowrbes  planes  (Torino  Mem.  1809— 1810;  Turin  1811). 

2)  On  the  intrimic  eguaUon  of  a  curve  amd  its  appUcation  (Teams,  of  the 
Cambr.  phil.  Soo.  Vni,  1879,  vnä  IX,  1861. 

3)  Note  on  the  suceeasive  involute  to  a  cvrcle  (Pbil.  M^.  4.  Ser,  XXXVI, 
1868)  und  Outline  on  the  theoi-y  of  reduciUe  cydodes  (Proc.  of  the  London  matli. 
Soc.  11,  1809). 

4)  Biscmmn  ä'wn  Systeme  de  spirdUs  d'ap^-es  lettrs  eguations  essentielles 
(Arch.  B^erlandaisea,  X,  1875). 

5)  Lezioni  di  geomet/ria  intrmseoa  (Neapel  1896)  3.  33;  daselbst  ist  statt  (10) 

unrichtiger  Weise   B"'=  —^as''~    geachrieben. 
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anderen  analytiseheu  Daretellung  fähig,  die  man  auf  folgende  Weis 
erMlt^):  Da,  -wie  wir  gegeben  haben,  im  i" 


B=£,      dSi  =  dB,      dii  =  dB, 

ü, 

=s:. 

80  hat  man                           7i^  =  ~  =  — ; 

ähnÜcii  findet  man  i'ür  die  zweite  Evolnte 

R,  =  "JJ;^  n.  8.  w.     nnd  für  die  ««^ 

B.- 

^7^-    ■    (") 

Wenn  nun  diese  Ji'^  Evolute  ein  Punkt  ist,  so 

hat 

man  Jf„  =  0,  und 

daher  durch  Integration 

s  =  ff^i"  +  öjs"-^-j j-o^_,f-(-ffl^,    .     .     .     (12) 

wo  die  a  beliebige  Konstanten  sind.  Diese  Grleichur^  stellt  atao  die 
»'=  Evolvente  des  Punktes  oder  die  {n— 1)**  des  Kreises  dar,  und  es 
folgt  daraus,  dafs  dieselbe  rektiflzierbar  ist,  wie  Sylvester  zuerst 
bemerkt  hat. 

Wir  bemerken  noch,  wenn  Ü^  =  /'(e)  wäre,  so   hätte   man  zur 
Bestimmung  der  ursprünglichen  Korve  die  lineai'e  Differenzialgleichung 

£*-'■■«•) (") 

Bezeichnen  wir  mit  S  die  allgemeine,  und  mitSg  eine  spezielle  Losung 
1  haben  wir 


wo  die  a  Inte grations konstanten  sind,  oder  wegen  Gleichung  (12) 

S  —  yS;  =  s  ; 
dies  beweist,  „dafs  die  Differenz  zwischen  den  Bogen  zweier  spezieller 
)»**"  Evolventen  einer  Kurve  gleich  dem  Bogen  einer  (n — ■!)**"  Evol- 
venten des  Kreises  ist". 

Die  Betrachtung  der  successiven  Evolventen-Krümmungsradien 
hat  Timmermans^)  zu  der  Entdeckung  eines  merkwüi-digen  Punktes 
geführt,  die  unter  einer  gewissen  Bedingung  für  aUe  ebenen  Kurven  gilt. 
Um  sie  dai-zulegen,  gehen  wir  von  den  bekannten  Relationen  aus 

dx  =  cost-ds,         dy  =  siav-ds,     .     .     .  (1-1) 

welche  die  gewöhnlichen  Koordinaten   eines  Kurvenpunktes  mit  dem 

1)  W.  J.  Curran  Shair  '>«  Ihf  SMCc(■^we  tiohit.^  of  a  cuiie  fThe  Mee- 
senger,  IX,  1880). 

a)  Es^ai  >ntr  une  nwvetk  thpmte  dei,  cowiöfs  ikduttes  de  in  connd&ation 
de  leur  rayom  de  emwftwi'e  (Möm  de  la  boc  de  Lille,  VI,  1838—29;  Tgl.  auch, 
N<ae  sw  une  propriMS  des  combes  planes  d'apies  M.  TtmmermaitH,  par  un 
ahonne  (Nouv.  Ann,  2.  Sör.  11,  1863). 
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Bogen  s  und  dem  Winkel  t  yertnüpfen,  den  die  Tangente  mit  der 
x-As6  bildet.  Ist  nnn  e  der  Winkel  der  Normalen  mit  dieser  Äxe, 
so  ist  t-\-B=  - ,  weahalb  (?«  =  —  dr ,  und  die  Formel  JR^  =  ^-  ist 
offenbar  äquiTalent  mit  ds  =  - — R^-dr  und  infolgedessen  werden  die 
Gleichnngen  (14)  zu 

dx  ^  ^  Jl^  cos  z-dz ,         dy  =  —  JRj  sin  x-äi .    .     .     (15) 

Beachten  wir,  dafa  die  Formeln  B„.,=-j-^,  dB„^=dä„  im  all- 
gemeinen  a-geben 

dli^  =  —  -'''h+1  ■  "^  - 

Nachdem  dies  festgelegt,  wenden  wir  auf  die  erste  Gleichung  (15)  die 
teilweise  Integration  an,  benutzen  die  obigen  Beziehungen,  und  erhalten 

X  =  Const  —  füi  cos  T  ■  (?r  =  Const.  —  JJj  ein  t  — J^  sin  r  ■  dt 
=  Const.  —  B^siar  -\-  Rg  cos t  -f-  J -Rg  cos  r  -  dz 
oder 

x  =  Const.  +  {B^-  R^+  B^ )cost-{R^- Es-{- R^ )sinT. 

Nimmt  man  ala  untere  Grenze  der  Integration  den  Punkt,  für  welchen 
t  ^-~  und  bezeichnet  im  allgemeinen  mit  r,.  den  Wei-t  von  R^  für 
diesen  Punkt,  so  folgt 

X  =^  (B^  —  Ri -}- R^ )  coe  T  —  (J?j  —  7^3  +  i^ )  sin  t 

+  ir,-r,  +  r, ). 

Die   in   den   Klammem   stehenden    Reihen   enthalten   unendlich   viele 
Glieder;    wenn   mau   nun   annimmt,    dafs    sie   unbedingt   kon- 
vergieren, so  kann  man  ihre  Summen  betrachten:  setzen  wir  also 
B,  —  Bi^B,^R^-\----^S^„      .R,  — iij  +  Ji,  — ii,-f--.=  S^, 

so  erhalten  wir         a^^S^^^cosT  —  i5^  ■  sin  t -f- s'^ ,  1  ,j„. 

Nun  sind  aber  die  Gleichungen  der  Tangente  und  der  Normale  in 
dem  betrachteten  Punkte  (x,  y) 

Z  sin  T  —  F  cos  r  —  (a:  sin  t  ■ —  j/  cos  t)  =  0 , 
XcosT  4-  Zain  T  —  (a;  cosT  —  y  sin  t)  =  0. 
Zufolge  der  Werte  aus  Gleichung  (16)  kann  man  schreiben: 
(X  —  s^)  sin  TT  —  (r+  sj  cosT  +  Ä^  ==  0, 
(X-s,)cos«  +  (r+s,)cosc.-Ä,  =  0. 
Diese   Gleichimgen  zeigen,  dafs   der  Punkt  P(s^,  —  s^,)    von   der  be- 
trachteten Tangente   und  der  Normale   die  Abstände  S^  bezw.  —  S^ 
hat,  und  damit  ist  folgender  Satz  erwiesen :  Sind  fttr  eine«  beliebigen 
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Punkt  M  einer  ebenen  Kurve  die  successiven  Evolveuten-Krümmungs- 
radien  B^,  Bg,  Bg, , . .,  so  gieM  es  in  ihrer  Ebene  einen  aus- 
gezeiclineten  Pankt,  für  welchen  die  von  ihm  anf  die  zu  M  ge- 
hörende Tangente  und  Noi-male  gefällten  Lote  die  Längen  Bj  —  Bg 

-|-i^  —  ■■■  bezw.  Bj  — Bj-j-  Bg haben,  vorausgesetzt,  dafs 

diese  beiden  Reihen  nnbedingt  konvergieren.  Ist  dieser  Pimkt  ein 
bestimmter  im  Endlichen  gelegener,  so  trägt  er  den  Namen  Karvenpol 
in  Bezug  auf  den  Pmikt  M. 

252.  Die  Untersuchung  der  suceessivea  Evoluten  und  Evolventen 
kann  auch  in  bequemer  Weise  nach  einer  anderen  Methode  ausgeführt 
werden,  deren  erste  Entdeckung  W,  P,  Hiern^)  gebührt,  die  jedoch 
erst  seit  1869  weiteren  Kreisen  bekannt  wurde  dm'ch  J.  Ä,  Serret's 
Cours  de  calcul  differenUel  et  integral^)  und  darauf  auch  von  anderen 
angewendet  wurde ^);  sie  beruht  auf  Folgendem: 

Es  sei  T  der  Winkel  der  Tangente  der  Kra-ve  V  mit  der  x-Axe, 
dann  wird  der  Abstand  dieser  Tangente  vom  Anfangspunkte  eine  ge- 
wisse Funktion  /'(t)  von  r  sein,  und  die  Tangente  selbst  kann  dar- 
gestellt werden  durch  folgende,  sogenannte  magische  Grleichung 
der  Geraden 

U^ycosT- — a:  sinir  —  f(r)^0 (17) 

Ist  nun  die  Funktion  f  gegeben,  oder  beliebig  festgelegt,  und  man 
läfst  T  von  -^  oü  bis  -f-  oo  variieren,  ao  stellt  Gleichung  (6)  die  un- 
endlich vielen  Tangenten  der  entsprechenden  Kurve  F  dar.  Man  kann 
mm  annehmen,  dafs  F  selbst  durch  die  Gleichung  (17)  dargestellt 
werde;  Yai-iiert  man  /',  so  werden  damit  sämtliche  Kurven  der  Ebene 
darg^tellt.  Um  nun  die  Punktgleichung  von  V  zu  erhalten,  genügt 
es  (17)  mit  ihrer  Ableitung  nach  x  zu  kombinieren,  also  (indem  wir 
mit  S  die  Differentiation  nach  t  bezeichnen)  mit  folgender  Gleichung 
5)  P  =  —  ^  sin  T  —  a;  cos  T  —  /"(r)  =  0 .  .  .  .  (18) 
Die  Gleichung  90"==  0  stellt  eine  Gerade  dar,  die  durch  den  Be- 
rührungspunkt der  Geraden  C  =  0  mit  ihrer  eigenen  Enveloppe  geht 
und  ist  zu  dieser  Geraden  senkrecht,  folglich  ist  sie  eine  Normale 
der  Kurve  T.  Damit  ist  gezeigt,  dafa  in  derselben  Weise,  wie  U=  0 
die  Kurve  F  darstellt,  die  Gleichung  ©P^O  die  Evolute  F^  von  F 
darstellt.  Die  übliche  Darstellung  von  F^  wörde  man  also  erhalten, 
wenn  man  Gleichung  (18)  mit  ihrer  Abgeleiteten  nach  r  kombiniert, 
also  mit  der  Gleichung: 

S"£/=-!,oo».  +  «8mr-r(t)-0.    .     .     .     (19) 

1)  On  fhe  magical  equatüm  fo  the  tangent  of  a  evne  (Quart,  Journ,  VI,  1864). 

2)  S.  Baud  I,  8.  310  ff.  der  3.  Aufl.  (Paria  1879). 

3)  Nieolaides,  Analeetes,  om  Memoires  et  Notes  swr  les  diverses  pmiüs 
des  mathemati^ites,  Vn  Livraison  (Äthenes  1873);  ManBion,  Notw.  Oorr.  math. 
1,  1874—76. 
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Um  aber  eine  Kurve  r_,,  die  Evolvente  von  V  darzustellen,  hat  man 
die  Grleichung  (17)  mit  dt  zu  multiplizieren  und  dann  zu  integrieren. 
Bezeichnen  wir  diese  Operation  mit  S)"',  weil  sie  der  Operation  S> 
entgegei^esetzt  ist,  so  kann  das  Ergebnis  in  folgender  Weise  ge- 
schrieben werden, 

^-lU^y  sinz  +  a:  cosT  —Jf(r) ■  <2t  =  0;  .  .  (20) 
mit  Valvation  der  Integrationskonstanten  stellt  diese  Gleichnng  die 
oo^  Evolventen  von  F  dar;  es  sind  Kurven,  welche  alle  dieselben 
Normalen  haben,  und  von  denen  wir  im  folgenden  Kap.  sprechen 
werden.  Verallgemeinern  wir  indessen  die  Methode  sowie  die  vorigen 
Resultate,  so  sehen  wir,  wenn  wir  noch  S>''ü  anstatt  U  schreiben, 
dafs  die  Kurve  r„„  die  m**  Evolute  von  F  durch  die  beiden  Glei- 
chungen g)mp-=o,  3>"-+'-ü=0  (m  =  0,l,2...)  .  .  (21) 
bestimmt  wird,  die  Kurve  r_^  hingegen,  die  m'"  Evolvente  von  F, 
durch  9--  +  1  ü-=  o,  9-"  tr=  0  (m=  1,3, 3  . . . .)  .  .  (22) 
Aus  den  Gleichungen  (17)  und  (19)  geht  hervor,  dafs  die  Abstände 
des  Anfangspunktes  von  den  beiden  entsprechenden  Tangenten  von 
F  und  F^  bezw.  /(i)  und  — TW  ^i-'^^'-,  diese  beiden  Tangenten  sind 
pai-aUel  und  ihr  gegenseitiger  Abstand  beträgt  f{r)^f"{r);  dieser 
Abstand  ist  aber  der  Krümmungsradius  von  F,  folglich  ist 

n-n')+r(.'), (23) 

oder,  wenn  man  will,  symbolisch 

ji_(a»  +  a')ft,); (23-) 

hieraua  ^fst  sich  ableiten,  dafs  die  Kurve  konkav  oder  konvex  gegen 
den  Anfangspunkt  ist,  jenachdem  das  Produkt  R-f{x)  negativ  oder 
positiv  iat^).  Machen  wu-  die  Schlüsse  in  ähnheher  Weise  für  die 
Gleichungen  (21)  und  (22),  ao  erkennen  wir,  dafs  der  Krümmungs- 
radius B-i-m  der  Kurve  F+,a  symbolisch  ausgedrückt  wird  durch 

ß+„.  =  (®±'"  +  g)±"+ä);^(r), (24) 

welches  auch  der  Wert  der  ganzeri  Zahl  m  sein  möge. 

353.  Von  ähnlicher  Art  wie  die  soeben  gemachten  Überlegungen 
sind  die  folgenden,  die  uns  zur  Bestimmimg  der  Kurven,  die  ikreii 
eigenen  Evoluten  ähnlich  sind,  fUhi-en^).  —  Wir  nennen  wieder  R 

1)  Grane,  Ueher  Gureen  wit  gleichartigen  successiven  Da;etoppoiden  (Dias. 
Lunü,  1894). 

2)  Diese  Aufgabe  wurde  Eoerat  von  Eulor  gelöst  (Investigatio  citnxmtm 
guue  efdlwtas  sui  si^mks  produemit,  Comment.  Pefcrop.  XII,  I760j  Investigatio 
ewrvamm  guae  dmiles  sint  suis  evolutis  vel  primis,  vel  seaimiUs,  vel  tertiis,  vel 
adeo  ordinia  atjuscunque,  Nova  Acta  Petrop.  I,  1787)  nach  Prinzipien,  die  im 
■weBentlichen  mit  den  im  Texte  vervrendeten  identisch  sind;  die  hier  benutzte 
rorai  wurde  jedoch  der  Abhandlung  von.  Puiseui  entlehnt,  Pi-o6Ze»nes  sw  les 
il^eloppifs  et  les  ileveJop^nte«  des  courbes  planen  (Liouvjlles  Joiim,  IX,  1844). 
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den  Krümmungsradius  in  einem  Punkte  der  Kurve  F,  r  den  Winkel, 
den  die  entsprechende  Normale  mit  einer  festen  Geraden  bildet,  ala 
welclie  wir  die  x-A-kb  annehmen  können,  dt  wird  dann  der  Kontingena- 
winkel  sein,  und  daher  ^s 

■R-£ (25) 

Ist  nun  der  Ausdruck  fllr  B  als  Funktion  von  r  liekannt  —  JJ  =  /'(t) 
—  so  ist  damit,   abgesehen  von  der  Lage,  die  Kurve  T  bestimmt; 

immlich  aus  den  Gleichungen 

li  =  f(t) ,        dx  =  cos  x-ds,         dy  =  —  sin  t  ■  äs 
ergiebt  sich 

dx  =  /(t)  Gosx-dt ,  dy  =^  —  ({t)  sini-i^t, 

daher  ist 

x  =  a  +//"(ir)  tosx-dx,  y  =  ß  —ffir)  srnT-dz,  .  (26) 
(wo  a  und  ß  beliebige  Konstanten  sind),  wodurch  die  Behauptung 
bewiesen  ist. 

Zugleich  mit  V  betrachten  wir  auch  die  Kurve  F',  die  durch  die 
Beziehung  jt  _  if(^  _j_  x) 

definiert  ist,  wo  l  und  1  beliebige  Konstanten  sind;  für  sie  bestehen 

dann  folgende  der  Gleichungen  (26)  analoge  Beziehui^en 

uf  =  ß'  +  lff(t  -j-  l)  msx-dx,  /  =  ß'  —  lJfix-\-l)siYLT-dt, 

oder 

x'^a  -\-  iff(y)  cos  (r  —  A)^/,       /  =  /5'  ~  iJ'fXr')  am  (t'  —  i.)dz, 

indem  man  t  -|-  A  '=  t'  set^t;  werden  nun  noch  die  Gleichungen  (26) 
herbeigezogen,  ao  bekommt  man 

— =- —  =  (x  —  k)  cos  A  —  (i/  —  ;i)  sin  A , 

— -  —  ==  (x  —  a"l  sin  A  -j-  (i/  —  ß)  cos  l . 

Aus  diesen  Beziehungen  erkennt  man,  dafs  T  und  F^  aus  einander 
hervorgehen  durch  Ähnlichkeit,  verbunden  mit  einer  Verschiebung 
der  Ebene;  von  der  letzteren  abgesehen  kann  man  sagen:  Die  Glei- 
chungen B  =  /'(t)  und  ß  =  lf(T  +  X)  gehören  zwei  Kurven  an, 
die  einander  direkt  ahnlicli  sind,  insbesondere  zwei  direkt  kon- 
gruenten, wenn  /  =  L  In  ähnlicher  Weise  läfst  sich  zeigen,  dafs 
die  Gleichungen  JS  =/(r)  und  R  =  lf(T~  X}  zwei  Knrven  be- 
stimmen, die  invers  ähnlich  sind,  insbesondere  invers  kongruent, 
wenn  1=1. 

Nachdem  diese  Bemerkmigen  vorausgeschickt  sind,  wollen  wir 
mit  R^,  Sj,  Tf.  die  für  die  Kurve  Fj.,  der  /c'™  Evolute  von  F,  den 
R,  s,  X  entsprechenden  Gi'öCsen  bezeichnen.     Dann  haben  wir 
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afserden 

—  dt, 
1  ist 

_,ir, 

=  ■■■ 

■=rfT„ 

äs,  - 

-dE, 

d8. 

=  f;R,, 

-R,  = 

^^. 

■R, 

Iglich 

dB 

du. 

i?i  = 

^a 

~~di'' 

id  daher 

K„ 

d"R 

Somit  ist  gezeigt:  Wenn  li  =  f(r)  die  Gleichung  ist,  durch  welche 
die  Kurre  F  dargestellt  wird,  die  fflr  ihre  w"  Evolute  r„  sein  wird 

oder  auch  R„  =  /''"'  k„  —  m  -j  ■ 

Daraus  geht  dann  heryor,  dafs  wenn  F  und  r„  einander  direkt  oder 
invers  ähnlich  sind,  die  Funlttion  f  der  Gleichung  genügen  muls 

/■'"'(•.-»!) -!«»  +  ».), 
oder  mit  Einführung  neuer  Konstanten 

/!•)(«) -*/■(«  +  .). 
Damit  haben  wir  die  Differenzialgleichung  des  Problems.     Um  sie  zu 
integriei-en,  sind  die  beiden  FäUe  +  ^  und  —  t  auseuiander  zu  halten. 
Im  letzteren  Falle,  wenn  also 

/■i-)(r)  _;./■(«-.) •  (27) 

erhält  man  nach  w-maliger  Differenz iation 

/«.)(,)  =  (_l).S/.(«-,); 
die  vorige  Gleichung  liefert  aber 

folglich  ist  f^^Hr)  =  (—  1)"äY(t)  . 

Die  Funktion  /'  genügt  daher  einer  linearen  Differenzialgleichung  von 
der  Ordnung  2w  mit  konstanten  Koeffizienten;  f  mufs  also  die  Summe 
von  2m  Gliedern  sein,  jedes  von  der  Form  Aef"'',  wo  m  eine  Wurzel 
der  charakteristischen  Gleichung  m^"  =  { —  1)"Ä^  ist,  und  A  eine 
Konstante;  von  diesen  2w  Konstanten  sind  aber  nur  n  beliebig,  die 
anderen  ergeben  sich,  indem  man  auf  die  ursprüngliche  Gleichung  (16) 
zurückgeht.  ^  In  dem  anderen  Falle,  in  welchem 

/l->(T)-irt«  +  .), (28) 

sieht  man,  wenn  f{t)  =  SAe"*''  gesetzt  wird,  dafs  jedes  Glied  dieser 
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Summe  tler  Gleichung  (28)  geaügen  maf's;  die  A  sind  beliebig,  wälirend 
m  eine  Wurzel  der  Gleieliung  m"  =  he'""  sein  murs.  Da  nun  diese 
Gleichung  0,  1,  2,  3  reelle  Wurzeln  und  unzählig  viele  komplexe 
haben  kann,  so  wii-d  eine  Funktion,  die  der  Gleichung  (17)  genügt, 
aus  einer  endlichen  Zahl  (0,  1,  2  oder  3)  Gliedern  von  der  Form 
J.e™*  bestehen,  und  unzähligen  von  der  Fonn  Hd^'^ waiyx -\- S)\  in 
dem  FaUe  ferner,  dafs  jene  Gleichung  für  m  zwei  gleiche  Wurzeln 
bat,  werden  auch  die  Glieder  e""(jl(|  +  -^i^)  gleich  sein. 

Damit  kann  das  Pi-oblem  als  in  seinen  Hauptzügen  gelöst  er- 
achtet werden,  und  wollen  wir  jetzt  die  erhaltenen  Resultate  auf  einige 
Spezialfälle  anwenden, 

I.  Es  sei  R  =  ae-'.     Da  f{x)  =  Me"%   so   ist  /»(i)  =  «"«e". 

Wählen  wir  also    eine  Zahl  n  derart,  dafs  «"  ^  e"",  so  können  wir 

schreiben  /^"l(r)  =  «e"(''+''>  =/'(w-[-t),   daher   ist   die  Kurve    ihren 

aäratljehen  Evoluten  gleich;   wählt  man  hingegen  n  in  der  Art,   dafs 

k"  =  ae"",  so  hat  man /"'"'(r)  =^  ö''e''*"+'' ^  «f(M  +  T);  daher  ist  die 

betreffende  Kurve  auch  ihren  sämtlichen  Evolventen  ähnlich.     Um  zu 

sehen,  welches  diese  Kuito  sei,  beachten  wir,  da&  Jt  =  V- =  ae"'^, 
'  '  '  dt  ' 

also  s  -)-  ^  =  ""  ß"*j  somit  R  ^  «(s  +  c),  welches  eine  logarithmische 
Spirale  darsteUt  (s.  Nr.  192). 

II.  Es  sei  ■R  =  .B(8injJT-t-|3').  |5'  kann  offenbar  gleich  Null  an- 
genommen werden;  dann  ist 

((,)  -  B  »iE II,,     ('•>(•)  -ß-B .in  {lir  + .. f )  -  r/(«  +  |J) , 

folghcb  ist  diese  Kurve  ihren   sämtlichen  Evoluten  gleich.     Man  hat 

-'-=I?sin^T,    also    s=  — -ö-cos^t.     Da  infolge  dessen 

.    ^  S  .  ßs 

sin/Ji:  =  -g,  cos/5ir  =  --^, 

so  schliefst  man,  dafs  die  natürliche  Gleichung  derKurve  JÜ^+^^s^  =  JS* 
sein  wird;  die  Kurve  selbst  ist  demnach  im  allgemeinen  eine  Epi- 
cykloide  (vgl.  Nr.  306),  dagegen  eine  gemeine  Cycloide,  wenn  ^  =  1 
(b.  Nr.  200). 

iJI.    Es  sei  R  =  A[e'"  +  c-''^''-''^].     Da  in  diesem  Falle 


Ä{e^^ 

+  6^1"-^)), 

so  hat  man                        S  = 

4^ 

'+""::"]• 

Aus  den  beiden  Gleichungen 

e'-  +  ^*''-"  = 

e-"'  +  e«(«-r)  =, 

A 

ergiebt  sich  dann             R^  - 

-mh 

1  _  A'D", 

welches  die  natürliche  Gleicht 

mg  einer  Pseudocykloide 

ist( 

vgl.  Nr. 
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IV.  Allgemeiner  noch  als  die  loganthmieclie  Spirale  umi  die 
Epieykloiden  ist  endlich  die  Kurve,  deren  Gleichung  M  =  Ae™^  siuMt 
ist,  und  die  mit  diesen  die  Eigenschaft  gemeinsam  hat,  allen  ihren 
Eroluten  ähnlich  zu  sein. 

254.  Auf  Kurven,  die  ihren  Evoluten  gerader  Ordnung  gleich 
sind,  trifft  man  auch  bei  der  Lösung  folgender  Aufgabe^):  „Eine  Kurve 
r  zu  finden,  dafs  für  alle  ihre  Punkte  C  die  entsprechenden  Punkte  C^ 
und  C^  ihrer  zweiten  und  vierten  Evolute  auf  einer  durch  den  Punkt  C 
gehenden  Geraden  liegen."  Wenn  dies  eintrifft,  liegen  auch  die  ent- 
sprechenden Punkte  (7g,  Cg  .  ■ .  auf  dieser  Geraden,  während  die 
Punkte  0|,  Cg,  Cß  . . .  auf  einer  zweiten  durch  C  gehenden  Geraden 
liegen,  die  mit  der  obigen  einen  konstanten  Winkel  bildet.  ÄRe 
Evoluten  gerader  Ordnung  werden  dann  einander  ähnlich  sein,  und 
dasselbe  wird  von  denen  ungerader  Ordnung  gelten.  Die  natürliche 
Gleichung  von  F  hat  eine  der  beiden  Eormen 

B^  =  iah  +  (ma  +  kf ,         £«  =  ««  —  (ms  +  f:)" . 

Die  Beticuhtung  dei  luummungscenfcren  führt  noch  au  anderen 
neuen  Kuiven  aufsei  den  suci.,essiven  Evoluten.  Häton  de  la  Gou- 
pilliere  namlich  hat  Foimeln  aufgestellt,  welche  die  Koordinaten 
eines  Punktes  tj^  hefem,  der  dem  Punkte  f  von  F  in  der  /c"™  Evolute 
entspricht,  lu  Bezug  duf  die  Tangente  und  Normale  in  C  als  kai'- 
tesischc  Axeu  genommen,  wenn  man  aus  diesen  beiden  Formeln  k 
eliminiert,  so  eihalt  man  eine  Kurve,  auf  welcher  die  unzählig  vielen 
Punkte  C^,  C^,  Tj,  hegen,  es  ist  diese  eine  der  angedeuteten 
neuen  Kuiven^),  eme  zweite  ist  dei  Ort  des  Schwerpunktes  der 
Gruppe  C[  Cg  . . .  Cj  bei   Variation   des  entsprechenden  Punktes  6'.') 


Viertes  Kapitel. 
Verallgemclnenmgen  der  Evolateii  und  Evolventen. 

255.  Die  zwischen  zwei  Kurven  bestehende  Beziehung,  die  man 
dadurch  ausdiTiekt,  dafs  man  sagt,  dafs  die  eine  die  Evolute  der 
anderen  sei  oder  diese  die  Evolvente  der  ersteren,  kann  von  mehreren 
verschiedenen    Gesichtspunkten    aus    betrachtet    und    verallgemeinert 

1)  Pirondini,  J^ote  giomärüpie  (Nouv.  Ann.  3.  Ser.  V,  1886)  und  Alcane 
guestioni  suüe  evohtte  saocemve  di  mm  Ivnea  piama  (Napoli  Eendic.  2.  Ser.  V,  1891). 

2)  Häton  de  la  Goupilliöi-e,  Des  centres  de  com'hitre  succeasifs  (Liou- 
villes  Jöurn.  2.  Ser.  IV,  1859). 

3)  8.  die  Note  Hätoa  de  la  Goupitliferea,  Cent^-eg  des  nioyennes  distanees 
des, centres  de  couTiwe  mccessifs  (C.  R.  21.  Nov.  1892). 
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werden  und  ist  auch  thataäclilich  iu  verschiedener  Weise  verallge- 
meinert worden.  Wir  wollen  hier  einen  Überblick  über  die  wich- 
tigsten Verallgemeinerungen  geben. 

I.  Indem  man  die  Evolute  einer  Kurve  V  als  die  Enveloppe 
aller  ihrer  Normalen  auffafst,  so  wird  man  ganz  natürlich  dazu  ge- 
führt, die  Enveloppe  F„  aller  derjenigen  Geraden  zu  betrachten,  welche 
r  unter  den  konstanten  Winkel  a  schneiden').  Dafs  eine  derartige 
Verallgemeinerung  der  Evolute  sich  von  selbst  aufdrängen  mufste, 
wird  durch  die  Geschichte  bestätigt,  indem  dieser  Begriff  kui-z  nach 
der  Veröffentlichung  des  Horologium  osciUatormm  aufgestellt  wurde: 
die  beiden  Abhandlungen,  in  denen  der  berühmte  Physiker  Reaumur 
die  Fundamente  der  Theorie  jener  Enveloppen  legte,  tragen  nämüch 
das  Datum  1709;  er  stellte  darin  einen  Satz  auf,  der  noch  heute  als 
der  Angelpunkt  ihrer  Theorie  gelten  kann*).  Die  Enveloppen  selbst 
erhielten  bei  ihrem  ersten  Auftreten  den  Namen  „developpees  impaf- 
faites'"),  andere  benutzen  den  Namen  „developpees  obliques"*);  am 
meisten  gebräuchlich  ist  der  Name  Developpoiden  oder  Evolutoi- 
den,  der  von  Lancret  in  einer  seiner  ti-efflichen  Abhandlungen  an- 
gegeben wurde  ^), 

Der  erwähnte  Reaumur'sche  Satz  kann  leicht  in  folgender  Weise 
bewiesen  werden;  Es  sei  fi^,  if)  ^  0  die  Gleichung  der  Kurve  T", 
eine  Gerade,  welche  sie  unter  einem  Winkel  a  schneidet,  hat  zur 
Gleichung  ,  y  ,  ,  i  , 

(.-e{i-|tg.)  +  fe,-,)(tg.+|)-o;..a) 

die  Evolutoide  JT^  ist  nun  die  Enveloppe  dieser  Geraden.  Differenzieren 
wir  nun  (1)  nach  ^,  so  erhalten  wir 

-(x-|)tg«  +  !,-,_-^|l^.    ....     (2) 

iV 

1)  Beispiele;  1.  Die  sämtlichen  Geraden,  welche  einen  Kreis  unter  konsitautera 
Winkel  schneiden,  umhüllen  einen  kleineren  konzentrieehen  Kreis;  2.  die,  welche 
eine  logarithmische  Spirale  unter  konstantem  Winkel  sehneiden,  nmhäUen  eine 
zweite  logarithmisehe  Spirale,  da  ja  diese  Kurve  die  schräge  Tr^ektorie  eines 
Strahleubiiechels  ist. 

2)  Methode  generale  pow  d^fecMiimer  le  pomt  ^mtetsection  de  dewe  lignes 
inßniment  'proehes,  gm  rencontrent  une  etymhe  domtie  vers  le  mSme  c&te  aoua  des 
(mgle»  egatae  mtymdres  ou  plus  grtmdes  gu'uM  di'oit  (M^m,  de  l'Ac.  des  Sciences, 
MDCCIX).  Formules  geniralea  ptym-  äiiermvnw  le  point  d'mterseetion  de  deux 
Ugnes  droites  inßnim&nt  proehes,  gut  reneontrei^  une  com-he  giieleongiie  'oers  le 
merae  cöte  sotis  des  angles  igawe  (Das.). 

3)  Pontenelle,  Siafoire  de  l'Aead.  des  Sciences,  Annfie  MDCGIX,  S.  65. 
4.)  Aonst,  Analyse  infinitesimale  des  courbea  planes  (Paris  187S)  S.  77. 

5)  M^oire  sw  les  diveloppoiäea  des  com-hes  planes  (Möm.  des  Savants  Etr. 
II,  1811). 

40' 
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Combinieren  wir  (1)  und  (2),  so  bekommeii  wir 

1  +  f^V 

^  -  ^  =  cos^..^^^-  (tg  a  +  ^;^^-) 

y-V-  cos^ « .~.-j^ -  (^^-  tg  «  -  1 

Diese  Gleichungen  liefern  die  Koordinaten  eines  beliebigen  Punktes 
P(ar,  y)  der  Evolutoide  J^^  ausgedrückt  durch  die  Koordinaten  des 
entsprechenden  Punktes  3f(|,  jj)  der  Kurve  F.  Ans  ihnen  ergiebt 
sich  nun  l 

,     ,,_^,      ,      .  ['  +  ©] 


ist   nun   B  der   Krümmungsradius   Ton    F  im   Punkte   M,   so   folgt 
hieraus,  wenn  man  sich  eines  bekannten  Ausdrucks  für  M  erinnert,  dafa 

PM  =  Itaoätx, 
und  dies  besagt:  Ist  C  das  Krümmiuigscentpum  für  den  Punkt  M 
der  Kurve  r,  und  fällt  man  von  diesem  auf  die  Gerade,  welche  die 
Kurve  r  in  .M  unter  dem  Winkel  «  schneidet,  das  Lot,  so  ist  der 
Fufspnnkt  desselhen,  der  Berühimngspunkt  jener  Geraden  mit  ihrer 
eigenen  Enveloppc  r^.  Dieser  Beaumur'sche  Satz  führi  zu  einer 
einfachen  Punktkonstruktion  beliebiger  Bvoluboiden. 

356.  In  der  Theorie  der  Developpoiden  findet  auch  die,  von  uns 
schon  bei  den  Evoluten  (Nr.  352)  benutzte  „magische  Gleichui^  der 
Geraden"  eine  elegante  Anwendung^).  Nehmen  wir  nämlich  aa,  dafs 
die  Kurve  F  die  Bnveloppe  der  oo^  Geraden  sei,  welche  bei  Variation 
von  t  durch  die  Gleichung 

T^y  cos  t  —  X sin t  —  /'(i)  ==  0 
dargestellt   werden,    so  würde  die  Puuktgleichung  von  F  entstehen, 
wenn  man  diese  Gleichung  mit  ihrer  Ableitung  nach  t  liombinierte, 
also  mit  r  =  -  ^  sinr  -  ^  cosT  -  f(t)  =  0. 

Betrachtet  man  nun  die  Gleichung 

J/^rcosK  +  r  sin«  — 0, 
so  hat  man  damit  die  analytische  Darstellung  der  Geraden,  die  durch 
den  Berührungspunkt  von  T  =  0  geht,  und  mit  dieser  den  Winkel  « 


1)  Mansion,  Principes  de  la  theorie  des  developpoMes  äea  cfnirbe»  plm 
iiv,  CoiT,  matb,  V,  1879), 
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bildet;  die  Enveloppe  der  Geraden  ü=0  ist  also  die  ETolutoide  F^ 
mit  dem  Winkel  a  der  Kurve  f.  In  Ulmlicher  Weise  umhüllt  die 
Gerade  V=Ueosß~\-  U'Bmß==0 

die  Evolutoide  der  Kurve  F^  mit  dem  Winkel  ß;  der  Analogie  fol- 
gend können  wir  sie  mit  Fo,*  bezeiclmen.  Setzen  wir  nun  in  diese 
letzte  Gleichung  für  TJ  seinen  Wert,  so  wird  diese  zu 

7  =  r  cos  ß  ■  cos  /?  +  1"  sin  («  +  ;3)  +  T"  sin  « ■  sin  /3  ==  0 . 
Die  Funktion  V  ist  also  symmetrisch  in  a  und  ß,  woraus  folgt,  dafs 
man  zu  der  KniTe  Fg^^  auch  gelangt  sein  würde,  wenn  man  die  Evo- 
lutoide des  Winkels  cc  von  der  Kuiwe  F^  aufgesucht  hätte.  Diese 
wichtige  Tliatsa«he,  die  man  als  den  Lancret'sehen  Satz  zu  be- 
zeichnen pflegt,  kann  man  in  die  Worte  kleiden:  Die  Evolutoide  Fo^f, 
ist  ideiitiscli  inif  der  Evolutoide  F/i,«')-  Wenn  man  daher  sym- 
bolisch mit  Fa,^,Y^ä...  die  Kurve  bezeichnet,  die  entsteht,  wenn  man 
die  Evolutoide  des  Winkels  a  von  F,  nämlich  F^  konstruiert,  hierauf 
die  des  Winkels  ß  von  F^,  r^mlich  Jl,,^,  imd  so  weiter,  so  kann 
man  die  Winkel  a,  ßjf  . . .  permutieren,  ohne  dafs  die  entstehende 
Kurve  geändert  wird. 

Die  Gleichung   £7=0  lautet  ausführlich  geschrieben 

y  coe(T--f-  k)  ■ —  X  sin(Tr-f-K)  =^  cos  af{z)  -}-  s\aaf{x), 
oder  auch,  wenn  man 

74.«=  e,       cos«-/'(e  — k)  +  sinß/"C6  — «)  =  i'Xö) 

j^  cos  e  —  « sin  e  =  i^(e) . 

Wenn  man  nun  mit  11^  den  Krümmun^radius  von  F^  bezeichnet  (so- 
wie mit  R  den  von  F)  und  einige  der  Nr.  252  gewonnenen  Resultate 
benutzt,  so  erhält  man 

j;^  =  i<'(0)  -I-  F"(6)  =.  cosK/*(e  — k)  -f  sin«/'(0  —  a) 
+  cos  a  r  (6  ~  ß)  +  sin  a  f"  (9  -  «) 
=  cos«[/(r)  +rW]  +  siu«|^[/'(r)  +  TW]- 
Nun  ist  /'(t)  +  f"{T)  =  R,   folglich  ist 

B^  =  R  cos  a  -\-  -j-  siu  a ; (4) 

diese  elegante  Beziehung  ist  vmter  dem  Namen  der  Habich'schen 
Formel  bekannt*).  Will  man  sie  mit  dem  Winkel  in  Beziehung 
bringen,   den   die  Tangente   der  Evolutoide  (nicht  mit  der  Tangente, 

1)  Einen  geometrischen  Beweis  dieses  Satzes  findet  man  in  der  Note  tüh 
Häton  de  la  Goupilliere,  sw  la  tkeorie  des  d^eloppotdes  (Bull,  de  la  Soc, 
tnath.  de  France,  V,  1896—97), 

2)  Les  Mondes,  XIX,  1899,  S.  33. 
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sondern)  mit  der  Normalen  der  gegebenen  Knrve  bildet,  so  ist  nur 

notwendig,  an  Stelle  des  obigen  a  den  Winkel  -v-  —  k  zu  setzen;  sie 

wird  alsdann  „         ,.  ,    <'ii  /\-\ 

li   =  B  Bvau.  -\-  -j-  eo^u  (4 ) 

Die  Habicli'sche  Foimel  eimogliLlit  e-t,  dip  mtüilnlif  Gleichung 
von  r^  7M  finden,  wenn  man  die  von  r  kennt,  man  beachte,  dafs  für 
r  und  r^  die  Kontingenz Winkel  gleich  sm<l,  dabei  ist 

dt  =  dt^ . 
Da  ferner  im  allgemeinen 

SO  hat  man  drei  ReLationen,  die  zugleich  mit  (4)  und  der  Knrven- 
gleiohimg  von  F  ein  System  bilden,  aus  welchem  B,,  s,  t,  t^  eliminiert 
werden  können  und  damit  die  gesuchte  Gleichung  zwischen  R^  und  s„ 
erhalten  wird. 

Wenden  wir  dieses  Verfahren  auf  die  Epicykloide  mit  der  natür- 
lichen Gleichung  -ß^    i       g^a  ^  ^a  /k-j 

an.     Wir  schreiben  diese  in  folgender  Weise 
und  erbalten  daraus  ^, 


und  durch  Integrieren  ^ 

oder  auch,  da  t^  =  t  +  Const., 

s  =  --smji{t^ — Tq), (6) 

wo  In  '*i*i6  neue  Konstante  ist.     Nun  kann  Gleichung  (4)  geschrieben 
werden  als  ^,  ,p^    . 

H„  =     -  cos  «  4-  3-s  sm  K , 

oder  mit  Anwendung  von  Gleichung  (6) 

li„  =  c[cosk-cos^(t„  — rj,)  -j-  /i  sin ß -  cos ft  (r^  —  t'^)\  . 
Da  femer  ds^=^  R,,- dr,   so  liefert  eine  neue  Integration  bei  passend 
gewählten  Konstanten 

jis^  ^  c  [coB  a  ■  sin  ^  (t„  —  ^ö)  +  f*  sin  ß  ■  cos  [i(t^  —  t^)]  . 
Werden  die  beiden  letzten  Gleichungen  quadriert  imd  addiert,  so  er- 
hält man  ^^  ^  ^t^a  ^  ^s  ^^^^ «  +  pä  sin* «) (7) 

Dies  ist  die  natürliche  Gleichung  der  Evolutoide  des  Winkels  «  der 
betrachteten   Epicykloide;    eine    Vergleichung    mit    (6)    belehrt   uns: 
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Alle   Evolntoide«    einer    Epicykloide    sind    ihr    äliiiliclie    Kurven'). 

Wenn  ji  =  1,  so  stellt  (5)  eine  gemeine  Cykloide  dar;  daam  wird 
Gleiehnng  (7)  lil -{- sl  =  c^;  daher:  Alle  EvolntoMen  einer  gemeinen 
Cykloide  sind  ihr  gleiche  Kurven.  —  In  gleicher  Weise  Kfst  sich 
zeigen:  Alle  Psendocykloiden  sind  ihren  Evftlntoiden  gerader  Oi-d- 
iiung  ähnlich. 

Wenn  in  der  Gleichung  (4')  B  als  Funktion  Ton  t  (=  t^  +  Const.) 
gegeben  ist,  so  ist  sie  eine  Gleichung  zwischen  R„  und  r^,  also  die 
natürliche  Sleichung  von  F^.  Wenn  man  dagegen  voraussetzt*),  dafs 
in  ihr  B„  als  ITunktion  von  t^,  gegeben  sei,  so  stellt  sie  sich  als 
eine  üifferenzialgleichung  zwischen  JE  und  x  dar,  durch  deren  Inte- 
gration man  eine  Enrve  F  erhält,  zu  welcher  F^  die  Evolutoide  des 
Winkele  «  ist,  und  die  man  die  inverse  Evolntoide  des  Winkels 
K  in  Bezug  auf  V  als  Ausgangskurve  nenut^);  wir  wollen  diese  durch 
das  Symbol  V^  bezeichnen.  Die  Gleichung  (1)  ist  nun  eine  lineare 
Gleichung  in  E  mit  konstanten  Koeffizienten,  kann  daher  integriert 
werden,  und  ergiebt: 


li  = 


"  jn^e"«"-: 


wo  A  eine  durch  die  Integration  eingeführte  Konstante  ist;  durch 
Variation  derselben  erhalten  wir  die  unendlich  vielen  inversen  Evo- 
lutoiden.  Aus  leicht  begreiflichen  Gründen  ist  es  vorteilhaft  (8)  in 
etwas  anderer  Weise  zu  schreiben,  indem  mau  B,  a,  k,  E^  ersetzt 
bezw.  durch  M  ,  «,,  L,  E-.  dann  hat  man 


Analog  wird  die  allgemeine  natürliche  Gleiclmng  der  Evolutoide  !!(,„, 
des  Winkels  ««  von  r«,  sein 


oder  wegen  der  vorigen  Gleichung 

"Fahren  wir  in  dieser  Weise  fort,   so   gelangen  wir   zu  dem  Schlüsse, 

1)  S.   die   Queations  799  u.  800,   gestellt  von  Fouret  in   den   Nouv.  Aim. 
de  Math,  und  gelöst  von  Rouquet  1867  und  von  Pouret  1880. 

2)  8.    die  Abh.  von  Häton   de  la  Q-oupillifere,   Sechei-ches  swi-   les  deve- 
loppoides  des  dioerses  orikes  (Ann.  de  la  Soc.  Sc,  de  BruselloB  11,  1877). 

3)  Man  könnte  sie  auch  Evolventoide  neanen. 
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dafs    die    iuversen    Evohitoklen    r„^ „,.,.„     die    allgemeine   natürliche 
Gleichung  haben 

ij„  „,    ,^  ^  — ^CIT: />(<.<■„-.«.-,) 

cos  «,  .  cos  «,  .  , .  .  cos  «„^ 

■  dt  fe^'^"'-'-'^''--'UT Iße"e''..dr.      .     .     (9) 

Wenn  im  speziellen  «^  =  Kj  =  «^  =  -  ■  ■  k^,  kann  man  schreiben 

^;^  ^^^^f  dtfdr füe^'^^-dr,    .     .     .    (9') 

und  wenn  aufserdem  ß  =  0 

welches  Resultat  im  wesentlichen  schon  im  vorigen  Kapitel  gefunden 
wurde. 

Die  allgemeine  Formel  (9)  ist  analog  zii  einer  andern,  welche 
die  (direkten)  Evolutoiden  betrifft  und  die  man  auf  folgende  Weise 
erhält:  Wir  nehmen  die  Gleichung  (4')  und  schreiben  sie  in  folgen- 
der Weise:  ,id 

E^,  =  JisinA  +  ^c08/3i, 

oder  ./;,,,  =  e-'W.-cos/Jj  ^^- (i^e^'eft); 

dies   ist  die  natürliche  Gleichung   der  Evolutoide  F^^  von  F.     Dem- 
nach wird  j 

■ßft-ft  =  c-'*B;<..eos^s£(E^,e't8/«') 

die  Evolutoide  F^^^^.^  des  Winkels  ß^  von  Ffi^  darsteüen;  kombinieren 
wir  diese  Gleichung  mit  der  vorigen,  so  erhalten  wir 

E^^„^^  =  cos  ft  ■  ooe/Sä  ■  e— te;*^^  (e'CBÄ-'aA)  A  (üe^t^A)) . 

Fahren  wir  so   fort,   so    erhalten   wir   als    natürliche    Gleichung  tob 

r^„^, ^„  folgende 

Rfi„fi^...,fi^  ^  cos(Jj  ■  cos /3a cos/3„e~"®' » 

dt  L  dt\  dt  \ 

...  I;  (»■""■— «^f^  (««•'■'■ ))))], (10) 
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welches  die  ar^ekündigte  Formel  ist.  Wenn  ßi=  ß%=  ß^^  —  ß„, 
so  wird  sie  ,  ,  j« 

iff  =  eos''^-e-^*^'*£s(-ße"ßO (10') 

lind  wenn  überdies  /3  =  0,  ,         ^«j; 

welchem  Resultate  wir  schon  im  vorigen  Kapitel  begegnet  sind. 

Die  Gleichung  (10)  ist  zwar  von  eleganter  Form,  hat  aber  ge- 
ringen praktischen  Nntzen;  besser  ist  es,  bei  Anwendung  auf  eine 
Formel  zurückzugreifen,  die  man  durch  folgenden  Kunstgriff  erhält. 
Aus  den  beiden  Relationen 

Fi^i^  =  It  sin  ßi+^  WS  ß^ ,        lii^,^.^  =  iä,^,  sin  ß,  -\-  -^  cos  ß^ 

erhält  man  durch  Elimination  von  11^^  liie  dritte 

^M.  =  cosft  .  CQS/5,  \-lf^  +  (tg^,  +  tg^,)g  +  -Rtgft-tg/5,j  . 

Setzen  wir  diesen  Wert  in 

ein  und  i'ahren  in  dieser  Weise  fort,  so  gelangen  wir  schliel'slich  zu 

-f^j^„A,....,(^„  =  '=08/3j-cos/3s...eos/3„  {-^„-  +Si^^^^zrr 

+  '--  +  'S„_,^+ö;.b), (U) 

wo  Sj,  Sj,  ... ,  yS'„  bezw.  die  Summe  der  Gröfsen  tg|3^,  igß^,  ■■■,  ^gß„, 
die  Summe  ihrer  binären  Produkte  u.  s.  w.,  schliefelich  das  Produkt 
aller  bedeuten.  Wenn  insbesondere  ßi^^  ßi  =  ■  ■  =  ß^  =  ß,  so  wird 
Gleichung  (11) 

4  -  "'C I  i?-  +  (i)  ^sßj-^-=T  +  (,)  'bC  7,.-->-  +  ■■  ■ 

■•■  +  (")'g-^'(j"  +  'B(J"^Kl (U-) 

Um  die  Anwendung  von  (11)  zu  zeigen,  wollen  wir  die  Auf- 
gabe lösen:  „Die  w'*  inverse  Evolutoide  eines  Punktes  aufzufinden, 
wenn  ß\,  ßi---ß^  die  gegebenen  Winkel  sind."  Da  in  diesem  Falle 
ßft,,j„...,i«„  =  0?  so  giebt  uns  Gleichur^  (11)  zur  Bestimmung  von  B, 
als  Funktion  von  r  folgende  lineare  Differenzialgleichung  mit  kon- 
stanten Koeffizienten 


y  Google 


634  VH.  Abschnitt:  Abgeleitete  Kiu'ven. 

fla  die  entsprecheniie  charakteristische  GleichuDg  die  Wiirzylii.  —  tg  ßj^ , 

^  tg/3j, ,  — tg^^  hat,  so  haben,  wenn  die  ß  alle  verschieden  sind, 

die  entsprechenden  Kurven  die  natürliche  Gleichung 


=^^« 


(12) 

WO  die  0  beliebige  Konstanten  sind.  Wenn  hingegen  ß,^  ß^  ^  ■■■ 
=  ß„=^  ß,  so  erhält  man  die  Kurve 

2i^^C,T>^e-^'«'' (12-) 

Als  zweite  Auwendung  wollen  ivir  eine  Kurve  r  von  der  Art 
aufsuchen,  dafs  ihre  «**  Evolutoide  eine  ihr  ähnliche  Kurve  sei  iinter 
der  Voraussetzung,  dafs  ßi^  ß^'=  ßs=  ■■■  =^  ß„=  ßf  und  dafs  bei 
der  vorausgesetzten  Ähnlichkeit  einem  beliebigen  Punkte  von  P  auch 
gerade  der  Punkt  entspricht,  den  man  durch  Jt-malige  Anwendung  des 
Reaunntr'sehen  Satzes  erhält.  Da  in  einem  solchen  Falle  .ßj;"'  =  (iB 
ist,  so  wird  die  Gleichung  (10)  zu 

da  dies  eine  lineare  Gleichung  mit  konstanten  Koeffizienten  in  Re''^^ 
ist,  und  da  ra"  =  ~.~»g  ^^^^  charakteristische  Gleichung  ist,  so  erhält 
man  die  allgemeine  natürliche  Gleichung  der  gesuchten  Kurven  als 

wo  y^  die  «*^  aiithmetische  Wurzel  der  Zahl  fi  darstellt.  —  In  ähn- 
licher Weise  läfst  sich  das  allgemeine  Problem  lösen,  bei  welchem 
die  Winkel  ß  alle  verschieden  sind,  wie  der  Leser  aus  der  oben 
citierten  Abhandlui^  von  Häton  de  la  Goupilliöre  ersehen  kann. 
257,  Eine  andere  Art,  die  hier  besprochene  Theorie  zu  be- 
handeln, ist  folgende'^):  Es  sei  eine  beliebige  Kurve  C  gegeben;  m 
einem  beliebigen  Punkte  C  derselben  ziehe  man  die  Tangente  t  und 
bestimme  eine  Kurve  T,  welche  die  Trajektorie  des  Winkels  X  aller 
Geraden  t  ist.  Alsdann  ist  C  die  Enveloppe  aller  zur  Kurve  f  unter 
einem  Winkel  von  A  schiefen  Geraden,  mit  anderen  Worten  die  Evo- 
lutoide des  Winkele  l  von  f,  daher  ist  umgekehrt  f  die  inverse 
Evolutoide  in  Bezug  auf  denselben  Winkel  %.  Wenn  J.  gegeben 
ist,  giebt  es  noch  unendlich  viele  inverse  Evolutoiden  von  C;   durch 


1)  VorgeBOhlagen  vom  Verfasser  H.  Herwig  in  seiner  Dissertation,  tTber 
Ti-ujectorien  zu  den  Tmigenten  ebenem-  Om'ven  (Göttingen  1867). 
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jeden  Punkt  M  der  Ebene  gelien  ilu'er  so  viele,  als  es  Taügenten  i 
ihm  aus  an  die  Kurve  C  giebt.  —  Um  analytiscli  die 
zwischen  C  und  V  auszudrücken,  bezeichnen  wir  mit  x,  y  die  Koor- 
dinaten eines  beliebigen  Punktes  C  von  C,  und  mit  J,  ij  die  des  ent- 
sprechenden Punktes  F  von  T;  x  und  y  wollen  wir  als  in  Punktionen 
des  Bogens  s  der  Kurve  C  ausgedrückt  annehmen,  und  die  ent- 
sprechenden Ausdrücke  für  %,  r,  aufsuchen;  ist  nun  It  der  Krümmungs- 
radius der  Kiirve  C,  so  haben  wir 


(13) 


d? 

dx 
7l7 

t 

dx  d^    .    dy  dt]       ..«.    «.j 

df    du     '^  d.a   ds  da     dR 


d, 
ds 

dx 
'di 

i, 
'di 

(14) 


Ist  nun  p  die  Läago  der  Strecke  zwischen  den  beiden  entsprechenden 
Punkten  C  und  F  von  C  und  V,  so  wird  auch  p  eine  J^nktion  von  5 
sein,  lind  wir  können  \ 


I- 


-CW' 


-,^, 


(16) 


(16) 


Die   Bestimmung    der   Kurve    f  ist   somit   auf  die   Aufsuchung   der 

Funktion   von  9    zurückgeführt.  Durch   Differenzieren    der   Gl.  (15) 
erhalten  wir 

d|        dx    1^  dp  dx    1^     d'^x  drt  dy  j^  dg  dy    .       d'y 

d$         ds  ''    ds  ds     I    "  ds* '        ds         ds  ~  ds  ds  ~  " ds' 

Setzen  wir  diese  Werte  in  (14)  ein,  und   berücksichtigen  ilS)  sowie 
die  Identitäten 

\ds)     '    \ds)            '  ds  ds^    '    ~ds  ds*  ^ 

so  finden  wir  e 


=  0, 


odüi-  aucli  p  —  li^-p  —  rTJ  =  0 

Dies  ist  eine  lineare  Differenz! algleiehung  in  p,  und  liefert 


(!') 


.     .     (18) 

)  a  die  Integrationskonstante  ist.     Setzen  wir  diesen  M''ei't  in  (15) 
1,  so  erhalten  wir  die  gesuchte  analytische  Darstellung  aller  iaversen 
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Evolntoiden  des  Winkels  l  von  C.  Die  Konstante  a  bestimmt  sich, 
wenn  man  den  Pimkt  der  Kurve  C  kennt,  von  welchem  die  Kurve  f 
ausgeht,  es  ist  also  der  Wert  von  s,  welcher  p  =  0  macht. 

Nehmen  wir  ■/..  B.  als  Kurve  C  den  Kreis  x^-^-tf^^l,  so  ist 
R=l,  und  die  Gleichungen  (15)  und  (18)  ergeben 

g  =  eoss  —  sinsl^r  -|-  oe' j  ,       ij  =  sins  +  coes^r  -|-  «e' j 
und   stellen   dann  alle  inversen  Evolutoiden  des  Winkels  X  von  dem 
betrachteten  Kreise  dar. 

Es  möge  bemerkt  werden,  dafs  die  vorigen  Formeln  keine  Gül- 
tigkeit h;ibeu  für  t  = -s- ;  in  diesem  Falle  ist  (14)  durch  folgende 
Relation  zu  ersetzen 

äx  ä^  j^dy  all  a 

ds  ds    '     ds   ~ds  ' 

setzen  wir  diesen  Wert  in  (16)  ein,  erbalten  wir   l~f-^  =  0,  daher 
y  ^  a .-_  s  (wo  a  die  Integrationskonstante  ist),  und  somit 
6  =  «  +  („-,)^,«,        ,  =  !,  +  (.-s)g. 
Im  speziellen  erhalten  wir  für  den  Kreis  a^^  -|-  j/^  =  1 

I  =  cos  s  —  (a  —  s)  sin  s ,         p  =  sins  -\-  (a  —  s)  cos  s , 
welches    die   bekannten    Gleichungen    der    Kreis evolvente    sind    (vgl. 
Nr.  309). 

Bevor  wir  weiter  gehen,  wollen  wir  noch  bemerken,  dafs  E.  Bel- 
trami  das  Wort  Evolutoiden  in  einem  anderen,  noch  weiteren  Sinne 
gebraucht^).  Er  nennt  Evolutoiden  (Sviluppoide)  einer  Linie  eine 
andere  Kurve  von  der  Art,  dafs  jede  ihrer  Tangenten  von  der  ersteren 
Linie  unter  einem  Winkel  geschnitten  wird,  der  eine  gegebene 
Funktion  der  Koordinaten  des  Schnittpunktes  ist.  Ist  jener  Winkel 
konstant,  so  haben  wir  wieder  die  gewöhnlichen  Evolutoiden. 

258.  n.  T.  Olivier  hat  gewisse  spezielle  ebene  Linien  be- 
trachtet^), die  er  unvollkommene  Evolventen  des  Kreises  nannte, 
lind  fiir  welche  er  eine  stereometrische  Konstruktion  der  Tangente 
angegeben  hat.  Die  von  ihm  vorgeschlagene  Definition  läfst  sieh  auf 
beliebige  ebene  Kurven  ausdehnen  und  führt  zu  einer  neuen  VeraU- 
gemeineruug  der  Evolventen').  Es  sei  r  eine  gegebene  Kurve,  auf 
der  ein  positiver  Sinn  festgelegt  ist,  0  ein  fester  Punkt  derselben 
und  ji  eine  reelle,  positive   oder  negative,   ebenfalls   gegebene   Zahl; 

1)  t^ulla  teoria  delle  sviluppoidt  e  delle  tviluppanU  (Anmali  di  Matern.  IV, 
1861) 

2)  D'veloppi'in'mti  de  (/eometiie  desctipUve  (Paris  1943). 

3)  D  Levi,  iSm*  evohenti  aUungcfte  e<J  accoreiate  delh  Imee  piane  (Atti 
dell  Aco    dl  Touno,  IV,  1868—69; 
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man  nehme  einen  beliebigen  Pnnkt  M  von  F,  ziehe  die  zngehör^ 
Tangente    t   und   bestimme   auf   derselben    den   Punkt   Mg   so,    dafs 


0  OM 


wird.     Jenaehdem  nun  jt  positiv  oder  negativ,  wird  ^ 


auf  den  positiven  oder  negativen  Teil  von  t  zu  liegen  kommen.  Der 
Ort  Tq  der  Punkte  iWu  ist  dann  eine  gewöhnliche  (oder  vollkommene) 
Evolvente,  wenn  ^^1,  jedoch  eine  unvollkommene  Evolvente, 
wenn  ft=^l,  genauer  eine  verlängerte,  wenn  j^J>l,  eine  ver- 
kürzte, wenn  |  ft  i  <  1- 

Nehmen  wir,  wie  vorhin,  die  Koordinaten  x,  y  des  Punktes  M 
als  Funktionen  des  Bogens  s  gegeben  aa,  so  werden  die'von  Mf„Xf„y^ 
offenbar  durch  folgende  Formeln  bestimmt  werden 

-.-«  +  .«S,     y.-y  +  fs%..   .   .   .   (19) 

Wir  können  nun  eine  elegante  Konstruktion  der  Normalen  in  M^  zu 
Fg  herleiten;  beachten  wir  nämlich,  dafs  die  Normalen  n  und  n^  in 
M  und  Jlig  von  F  und  F^  bezw.  die  Gleichungen  haben 

(z-^)g  +  (r-j,)g-o (20) 

+  (^-»-''»S)(n-ii2+''«S)=»-  ■  w 

und  kombinieren  diese  miteinander,  so  erhalten  wir  die  Koordinaten 
X,  Y  des  Punktes  N,  in  welchem  die  Normalen  sich  schneiden.  Nun 
ergiebt  sich  aus  (20)  und  (21) 

(x-«)g  +  (r-j,)£r_i  +  F 

und  diese  Gleiehimg  im  Verein  mit  (19)  und  (20)  führt  zu 


folglieh  ist  y{X~xf  +  {Y—  yf  =  MN  =  (1  +  /t)  B . 
Demnach:  Ist  da«  Krümmungacentrum  G  für  den  Punkt  M  der 
Kurve  r  gezeichnet,  ao  hat  man  -ji/i'^^  — ,«  "^^  ^^^'^  'MC  ^  ^' 
Vermittelst  dieser  Relation  kann,  wenn  mau  für  die  Kurve  F  alle 
Konstruktionen  auszuführen  weifs,  der  Punkt  N  bestimmt  werden, 
und  somit  auch  die  Normale  »„  für  F^.  -—  Beispiels  halber  sei  F 
der  Kreis  x^-^y^  =  r^;  da  3:  =  *-cos-,  y  =  r  am--,  so  ergeben  die 
Gleichungen  (19) 

x^  =  »-  cos-  —  fis  sin. ,         ^u  =  *■  sin-  +  J*s  <^ob--; 
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oder,  wenn  wir    -  ^  ta   setzen, 

a^p  =  »•  cos  ta  — ■  ftsß)  sin  m,  ^o  ^=  *'  ^''■'  '^ 

Durch  Differenzieren  bekommen  wir 
j^-^—y  — lir  smm 

d^a:.  o  d^x„  „ 

-3-0  =  —  X  — zur  cos  Bj,     -j—j  =  ■ —  V  ■ —  Jur  smo. 

Sind  daher  ^1,  und  Sq  &üminiingsriidius  und  Bogen  der  neuen  Knrvi 
so  findet  man  3 

/dSr,\^  gr,,      I       >.o    I        o     <n  -ri  '''f(l  +  (^)^  +  (l*<0°]  ^ 


I  wir  ftr  =  (i,  (1 -j-ft}r=^/i, 


[ft'+»^t.']s 


a*m'  +  h'  +  ak 

Vergleichen  wir  diese  mit  den  Gleichungen  (5)  imd  (7)  in  Nr.  209, 
80  sehen  wir,  dai's  diese  KuiTen  von  den  früher  erhalteneu  nicht  ver- 
schieden sind;  (lemuach  sinA  die  verlängerten  Kpeisevolveuten  Oliviers 
dieselben  wie  die  früher  mit  diesem  Namen  bezeichneten  Kurven, 
für  sie  haben  wir  hier  nur  eine  andere  Erzeugungs weise. 

259.  IIl.  Denken  wir  uns  einen  biegsamen  und  undehnbaren 
Faden  um  eine  Kurve  geschlungen,  dessen  eines  Ende  in  einem  Punkte 
derselben  befestigt  ist,  während  das  andere  Ende  in  der  Eiichtong  der 
Tangente  gespannt  wird,  und  wickeln  diesen  Faden  ab,  so  beschreibt 
das  andere  Ende  eine  der  gewöhnlichen  Evolventen  der  Kurve.  Eine 
ganz  andere  Kurve  aber  entsteht,  wenn  beide  Enden  des  Fadens  auf 
zwei  verschiedenen  Kurven  befestigt  sind  und  der  Faden  durch  einen 
Schreibstift  so  gespannt  wird,  dafs  immer  beide  Teile  desselben  die 
beiden  Kurven  berühren.  An  Stelle  der  zweiten  Kurve  kann  auch 
ein  Punkt  treten;  dann  entsteht  folgende  Aufgabe:  „Ein  Faden  von 
der  Länge  l  sei  mit  dem  einen  Ende  i''  auf  einer  Kurve  ji,  mit  dem 
anderen  in  einem  Punkte  0  ihrer  Ebene  befestigt;  die  Kurve  V  auf- 
zufinden, die  ein  Schreibstift  M  beschreibt,  wenn  er  sich  so  bewegt, 
dafe  er  immer  beide  Teile  des  Fadens  gespannt  ei^hält"*). 

Auflösung:  Für  eine  beliebige  Lage  von  M  seien  OM  und  PM 
(Taf.  XVI,  Fig.  134)  die  beiden  geradlinigen  Teile  des  Fadens;  sie 
geben  zugleich  mit  dem  Bogen  FP  ==  s  die  Gesamtlänge  des  Fadens, 

''"'s""''  "*  ÖH+BP  +  s-i; 

1)  Diese  Präge  und  ihre  Lösung  flndea  sich  in  der  Abh.  von  Pietro  Maggi, 
Intwno  una  mantei-a  piü  generale  d'evolute  ed  evolventi,  ed  intmiw  vm,  sistema 
di  rette  nello  spasio  (Annaü  delle  Scienze  del  Regno  Lombardo-Veneto,  YIII 
18S8,  IX  1839). 
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nelimeji  wir  nun  0  als  Anfangspunkt,  nennen  x,  y  die  Koordinaten 
Ton  P,  und  X,  Y  die  Ton  M,  so  haben  wir 


y:K'+Y'  +  y{X~xf  +  {Y-yf  -l  ^  s.    .     .     (22) 
Da  aber  die  Gerade  F3t  Tangente  an  A  im  Punkte  P  ist,  so  ist 

IZl-!/-, (23) 

WO  !/'  die  Ableitung  von  y  nach  x  sich  aus  der  bekannten  Gleiehnng 
von  A  berechnen  läfst.  Nun  kann  man  aus  (22)  und  (23)  X  und  Y 
in  Funktionen  von  x,  y  ableiten;  setzt  man  noch  zur  Abkürzung 
{l~sf  —  (*^  +  !/^)  =  f*f   so  erhält  mau 

X-x^-'f.         Y^y-l^y     ....     (24) 

welche  Gleichungen  zur  Beetimmui^  der  Kurve  F  dienen  können, 
wenn  A  und  0  gegeben  sind.  —  Bevor  wir  hieraus  einige  Fol- 
gerungen ziehen,  wollen  wir  bemerken,  dafs,  wenn  man,  auf  der  Ver- 
längerung von  MP,  MN='MO  nimmt,  PN^ FM-{^ MN  =PM 
-j- MO  =  l^s  wird;  daher  sind  die  Koordinaten  von  N 

»^ +  ?-»)£,     'j +  ('-')% 

oder  ':+'-J-,  S  +  ^^^i 

infolgedessen  lautet  die  Gleichung  der  Geraden  ON: 

'^  ~  :.  +  (l-.)i 

Nachdem  dies  festgesetzt,  wollen  wir  die  Tangente  in  M  an  die 
Kuive  r  aufsuchen;  es  genügt  hiei'zu  ihren  Neiguugakoefflzienten  zu 
bestimmen.     Nun  ergeben  die  Gleichungen  (24) 

y-st.     r-i(,aV-cV'), 


(26) 


L  für  ji  sein  Wert  gesetzt  wird: 


y  +  {l-s)j 


Da  die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  reziprok  und  entgegengesetzt  dem 
Neigungakoeffizieuten  der  durch  Gleichung  (25)  dargestellten  Geraden 
ON  ist,  so  folgt,  dafs  die  Gerade  m,  Tangente  der  Kurve  T  in  .M" 
nichts  anderes  ist,  als  das  von  M  auf  ON  gefällte  Lot;  diese  Tangente 
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ist  also  Höhe  im  Dreiecke  NMO,  und  da  dieses  gleichschenklig, 
halbiert  sie  auch  den  Winkel  NMO.  Die  Tangente  au  r  bildet  also 
mit  den  l)eiden  geradlinigen  Teilen   des  Fadens  gleiche  WinkeP). 

Infolgedessen  bildet  auch  die  Normale  n  mit  FM  und  MO  gleiche 
Winkel;  eretere  Gei^ade  ist  nun  Tangente  der  Kurve  A;  denken  wir 
uns  also  0  als  leuchtenden  Punkt,  die  Kurve  F  als  spiegelnd,  so 
wird  A  die  Enveloppe  der  reflektierten  Strahlen  sein,  oder  anders 
ausgedrückt,  A  ist  die  Erennlinie  durch  Reflexion  oder  Katakaustika 
von  A,  oder  umgekehrt  JT'  ist  also  die  Antikaustika  von  A  in  Bezug 
auf  O  als  leuchtenden  Punkt.  Konstruiert  man  die  Ellipse  E  mit 
den  Brennpunkten  0  und  P,  die  durch  M  geht,  so  ist  auch  für  sie 
m  die  Tangente  in  M,  folglich  berühren  sich  die  beiden  Kui-ven  F 
und  E  im  Punkte  JV.  Mau  kann  daher  die  Kurve  F  als  Enveloppe 
der  Ellipse  betrachten,  deren  einer  Brennpunkt  0,  deren  anderer 
ein  Punkt  P  von  A  ist,  und  deren  grofse  Axe  gleich  der  Differenz 
zwischen  der  Gesamtlänge  l  des  Fadens  und  der  Länge  des  Bogens 
der  Kurve  A,  gemessen  vom  festen  Punkte  F  bis  zum  variabeln 
Punkte  P.  Diese  Betrachtungsweise  hat  Veranlassung  gegeben,  die 
Kurve  r  als  che  elliptische  Evolvente  von  A,  diese  dagegen  als 
elliptische  Evolute  von  F  zu  bezeichnen. 

Durch  Anwendung  der  obigen  Sätze  läfst  sich  zeigen,  dafs  auch 
die  elliptische  Evolute  einer  logarithmisehen  Spirale  in  Bezug  auf 
das  Äuge  als  Punkt  0  wieder  eine  logarithmische  Spirale  ist;  es  ge- 
nügt hierfür,  sie  als  schräge  Trajektorie  eines  Strahlenbüschels  auf- 
zufassen. 

260.  IV.  Statt  die  Evolute  als  Enveloppe  aller  Normalen 
einer  Kurve  zu  betrachten,  kann  man  auch  die  Enveloppe  des  vom 
Berührungspunkte  ausgehenden  und  in  Bezug  auf  zwei  feste  Punkte 
zur  Tangente  konjugiert  harmonischen  Sti-ahles  betrachten;  man  er- 
hält dann  eine  Kurve,  die  Salmon  Quasi-Evolute  genannt  hat^).  — 
Von  noch  gröfserer  Allgemeinheit  ist  folgende  Konstruktion:  In  der 
Ebene  der  Kurve  T  sei  ein  Kegelschnitt  K  gegeben;  man  lasse  jedem 
Punkte  M  von  T  den  Punkt  M  entsprechen,  in  welchem  die  Tangente  t 
in  üf  an  r  die  Polaie  \on  31  m  Bezug  auf  K  schneidet;  der  Ort 
r'  der  Punkte  M  heilst  dann  die  Halphen'sche  Evolute  nach 
dem  Geometei,  dei  sie  zuerst  betiachtet  hat^).  Verfährt  man  mit  T' 
gerade  so  wie  mit  f  &o  eihalt  man  eine  zweite  Kurve  f",  dann  eine 
dritte  r'"  u  s  i      Auuh  fui   diese   Reihe   von  Kurven   gilt 


1)  Dies  eigiebt  sieh  avioh  daraus,  dafs  man  ein  «nendlieh  kleines  Teilchen 
der  Kurve  als  EUipsenbogen  anaehen  darf 

2)  Analytische  &eom    (lei  h  h    ebenen  Ow-ven.    Deutsch  v.  Fiedler,  IL  Aufl. 
(Leipzig  1882;  S  114 

3)  S,  die  Abb     Siii    ime   sei»    rfe   eoitibes  anahgues  mix  developpeen  (hio-n- 
villes  Joum    3   Sei    11    1876) 
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wie  für  die  Evoluten  (Nr.  252),  dafs  von  einem  gewissen  Elemente 
an  die  Ordnungen  und  Klassen  zwei  arithmetische  Progressionen  mit 
derselben  Differenz  bilden. 

Wenn  wir,  um  es  einfach  zu  machen,  mit  r=0,  jff=0  die 
Gleichungen  von  T  und  K  in  homogenen  Koordinaten  ü?^,  a^g,  x^  be- 
zeichnen, so  haben  die  beiden  Geraden,  deren  Schnitt  der  Punkt  M' 
ist,  die  Gleichungen 

r,Xj  +  r^Xj  +  r^Xj  =  o,      k^x,  ^- k^x,  +  k,x^  =  o, 

wo  Xj,  X2,  X3  die  laufenden  Koordinaten,  ^^...  Sj^ die  Werte  der 

Abgeleiteten  von  F  und  K  im  Punkte  M(Xi,X2,Xg)  bedeuten.  Die 
Koordinaten  von  Jf '  werden  dann  gegeben  durch  die  Eelationen 

Man  beachte  auch,  dafs,  weil 

und  da 

so  besteht  die  Beziehung 

I  dx^  dx^  I    I  ^g    ^3 1  ^  I  ^1     dx^  I 

und  noch  zwei  analoge.  Zufolgedessen  können  die  Gleichungen  (25) 
durch  folgende  ersetzt  werden,  die  in  der  Praxis  1 


dz~   dx„   dx~ 


1  Geomeier  hat  noch  einen  Spezialfall  der  obigen  Kon- 
struktion betrachtet^):  Wenn  nämlich  der  K  genannte  Kegelschnitt 
sich  auf  einen  Kreis  reduziert  mit  dem  Mittelpunkte  0  und  dem 
Radius  Null,  so  ist  der  Punkt  M'  nichts  anderes  als  der  Schnitt  der 
Tangente  t  mit  der  in  0  zum  Vector  OM  eiTichteten  Senkrechten. 
Die  Kurve  T'  heifst  in  diesem  Falle  die  Tangentielle  von  T  in 
Bezug  auf  den  Punkt  0.  Nehmen  wir  0  als  Pol,  nennen  9,  1»  die 
Polarkoordinaten  von  M,  q',  a  die  von  M'  und  jt  den  Winkel  der 
Tangente  t  mit  dem  Vector  OM,  so  haben  wir 

es  ist  aber      tgp  =  p  :  ^- ,       und  daher     p^  ==  p^ :  ,-    , 

1)  Halphön,  £lMäe  sw  les  points  smgvMers  de  c(w&es  algebrigues  planes. 
Appendice  au  Traüi  de  courbes  pltmes  de  G.  Salmort  (Paris  1883)  S.  29. 
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oder  auch  i_  __       A.  /1\  1 


Diese  beiden  Gfleichuiigen  können  zur  Auffindung  der  Gleichung  von 
r'  dienen,  wenn  mw.  die  von  f  kennt.  Ist  z.  B.  T  die  Ähreukurve 
(Nr.  137)  mit  der  Gleichung 


so  erhält  man  als  Gleichung  ihrer  Tangentielle 

—  =  sin  ftw  ^  aia  ;i  f  Oj ■- J , 

daher  ist  diese  Tangentielle  eine  der  ursprünglichen  gleiche  Kurve. 

Wenn  V  eine  algebraische  Kurve  w*™  Ordnung  ist,  definiert  durch 
die  Gleichung  f^^^^^^Q^ (26) 

so  ist  es  leicht  die  Ordnung  von  T'  zu  finden.  Sind  nämlich  a,  ß  die 
Koordinaten  von  0,  so  entsteht  die  Gleichung  von  f  durch  Eli- 
mination von  x,  y  aus  (26)  und  den  beiden  folgenden 

(X-«)(x^a)  +  {Y-«,(3,-a)-0,  .  .  .  .  (28) 
Die  auf  einer  gegebenen  Geraden  Äx -\- By -\-  C=0  gelegenen  Punkte 
von  f  erhält  man,  wenn  man  diejenigen  Wertepaare  X,  Y  aufsucht, 
die  den  obigen  Gleichungen  und 

Äx^By+C^O (29) 

genügen.  Um  ihre  Anzahl  zu  bestimmen,  beachte  man  zunächst,  dafs, 
wenn  man  X,  Y  aus  den  Gleichungen  (27^  (28)  (29)   ehminiert,  man 

•*""  (^.  +  Bi,+  C)[(,^«g-(.-«)g] 

+  [(x-.)-+(!/-/J)'](^|-5--Bf)-0.    .    .    (30) 

Die  Anzahl  der  gesuchten  Wertepaare  X,  Y  ist  also  gleich  der  An- 
zahl der  (variabelen)  Schnitte  der  Kurven  (26)  und  (30),  ist  daher 
im  allgemeinen  gleich  n{n-\-l).  Wenn  aber  z.  B.  der  Anfang  ein 
vielfacher  Punkt  von  der  Ordnung  r  für  f  ist,  so  ist  er  für  die 
Kurve  (30)  im  allgemeinen  ein  (r — l)-faßher,  ruft  daher  in  der  Ord- 
nung n  von  r'  eine  Verminderung  von  r(r  —  1)  hervor,  ausgenommen 
wenn  dieser  vielfache  Punkt  sich  in  0  befindet,  wo  er  für  die  Kurve  (30) 
von  derselben  Yielfachheit  ist,  also  eine  Verminderung  um  r^  bewirkt. 
So  wird  z.  B.  ein  Doppelpunkt  von  P  im  allgemeinen  eine  Vermin- 
derung von  2  Einheiten  hei'vornifen,  wenn  die  Doppelpimktstangenten 
getrennt   sind,   jedoch    von   3   Einheiten,   wenn   sie   zusammenfallen. 
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Dies  alles  zeigt,  wenn  \"  anfser  dem  r-fachen  Punkte   0,  d  Doppel- 
punkte und  h  Spitzen  hat, 

n'  =  n(n  4-  1)  —  r^  —  2d  —  fik . 
Um   dieser   Relation    eine    einfaoliere  Form  zu   geben,   beachten  wir, 
dafs  die  Klasse  v  gegeben  wird  durch 

v^n(n-\-  1)  —  »-(r—  1)  —  2d—  3k; 
zieht  man  die  beiden  Gfleiehungen  yoneinander  ab,  so  bekommt  man 

n  —  V  =  2n  —  r,       oder     n'  ^  v  -\-  2n  —  r, 
und  dies  ist  die  gesuchte  Formel. 


Fünftes  Kapitel. 
Die  Parallelkurven. 

261.  Behalten  wir  die  in  Nr.  262  eingeführten  Bezeichnungen 
bei  und  erinnern  uns  der  daselbst  gemachten  Betrachtungen,  so  werden 
wir  leicht  erkennen,  dafs  die  Gleichung 

j/cosr  —  iCsinT  —  f(z)  =  c (1) 

bei  Variation  der  Konstanten  c,  oo'  Kurven  darstellt,  die  mit  der 
durch  ^  cos  r  —  a;  sinr  —  [{t)  =  0 

dargestellten  Kurve  ihre  Normalen  gemeinsam  haben;  in  entsprechen- 
den Punkten  sind  daher  ihre  Tangenten  paraUeP).  Wir  wollen 
sie,  indem  wir  die  von  Leibniz^)  vorgeschlagene  Benennung  adop- 
tieren, die  Parallelkurven  der  Kurve  F  nennen^).  Es  ist  ein- 
leuchtend, dal's  jede  Parallellmrve  von  V  auch  als  die  Enveloppe  eines 
Kreises  von  konstantem  Badius  c,  dessen  Mittelpunkt  die  Kurve  V 
dm-chläuft,  anfgefafst  werden  kann*);  die  Untersuchung  der  Parallel- 
kurve  ist  also  ein  Spezialfall  des  Problems  der  Enveloppen,  und  kann 

1)  Vgl,  Bertcand,  Calcul  differmtiel  (Paris  1864)  S.  12  und  8S. 

2)  Generalia  de  natura  linearam,  cmgulogue  contacttis  et  oscuU  provoeationibus 
aüisgue  cognaUs  et  eoinm  usiims  nonwdlis  (Acta  erutlit.  1693;  Leibniz,  ed.  Ger- 
hardt, V,  S.  2S0). 

3)  Aadere  ziehen  den  Namen  äquidietante  Kurven  vor. 

4)  Daraus  kann  man  folgenden  Satz  ableiten:  „Unterwirft  man  die  Kurve  F 
einer  Translation,  indem  man  einen,  ihrer  Punkte  einen  Kreis  durchlaufen  läfat, 
so  ist  die  Enveloppe  von  r  eine  au  dieser  parallele  Kurve"  (S.  Eoberts,  On 
the  Order  and  singularifies  of  the  parallel  of  am,  algebraic  cuive,  Free,  of  the  Lon- 
don math.  Soo.  HI,  1899—71).  —  Ebenfalle  kann  die  Parallelkurve  durch  den 
Mittelpunkt  eines  auf  F  rollenden  Kreises  heächriehen  werden,  somit  als  spezielle 
llollkurve  aufgefaJst  werden, 

41* 
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daher  diirch  Differenziation  tind  Elimination  gelöst  ■werden.  Wenn 
man  jeder  Kurve  einei'  Ebene  die  zu  ihr  in  einem  gegebenen  Ab- 
stände parallele  Kurve  entsprechen  lafst,  so  erhält  man  eine  be- 
sondere Art  von  Berühi-ungstransformation,  die  S.  Lie  Dilatation 
genannt  hat^);  in  ihr  entsprechen  den  Punkten  Kreise,  den  Geraden 
wiederum  Gerade.  Die  Originalkurve  und  ihre  Parallelkurven  haben 
dieselben  Brennpunkte  gemeinsam.  Ist  F  algebraisch,  so  sind  es 
auch  alle  ihre  Parallelkurveu.  Sind  n  und  v  Ordnung  und  Klasse 
von  r,  d  und  ä  die  Zahl  ihrer  Doppelpunkte  bezw,  Doppeltangenten, 
h  und  n  die  ihrer  Spitzen  und  Wendepunkte,  und  sind  «',  v,  ä',  ^' , 
h',  x  die  entsprechenden  Zahlen  für  die  Parallelkurvc  T',  so  sieht 
mau  leicht  ein,  dafs  im  ailgemeinen 

v'  =  2v,       6'  =  2Ö,      x'  =  2x. 

Durch  Anwendung   der   Plücker'schen  Formeln   ergeben  sich  daraus 

die  Werte  für  die  anderen  Charakteristiken,  z.  B.  w'  =  2  (n  -j-  v).    Diese 

Zahlen   erfahren   jedoch   Modifikationen,    wenn   F  durch    die   Kreia- 

punkte  —  sagen  wir  /"-mal  —  hindurchgeht  und  die  unendlich  ferne 

Gerade  —  ^-mai  —  berühren^);  in  diesem  Falle  findet  man  nämlich 

n'=2n-\-2v—  2f—2g;       v=2v;  n=2n; 

h'=&v-\-2k  —  6f—Qg;       f'=2v  —  2g;      g=2g. 

Bemerken swei-t  ist  der  Fall  v  •■=(  -\-  g,  dann  werden   diese  Formeln 

n'  =  2n,      v'=2v,      V  =  21,     %'=2x,     /"  =  2/,     g  =  2g, 

(X^n^  -\-2A,       d'==rä-|-2d, 

bei  deren  Untersuchung  Cajley  zu  der  Vermutung  gelangte,  dafs  die 

Kurve  T'  (wie  es   eintritt,  wenn  T  ein  Kreis  ist)   in   uwei   zei'fiele, 

welche  dieselben  Charakteristiken  hätten  wie  T. 

Zwischen  den  Längen  entsprechender  Bogen  zweier  Parallelkurven 
besteht  eine  sehr  einfache  Beziehung,  die  A.  L.  Grelle  durch  Rechnung 
nachgewiesen  hat^),  die  man  aber  auch  durch  eine  sehr  einfache 
geometrische  Überlegung  nachweisen  kann,  die  zugleich  zu  einer 
Quadratuiformel  führt,  die  man  demselben  Gelehrten  verdankt. 

Betrachten  wir  nämheh  (Taf  XVI,  Fig.  135)  zwei  aufeinander 
folgende  Punkte  M  und  H  der  Kurve  T  und  die  ihnen  entsprechen- 
den M.',  N'  der  parallelen  Kurve  F'.  Die  Geraden  MM'  und  NN' 
sind   dann  sowohl  zu   F,    als  auch  zu  F'  normal.     Setzen  wu-  nun 

1)  Geometrie  der  BeruhrungstransformaÜoimi  I.  (Leipzig  189G)  S.  14. 

2)  S.  die  Bohon  oitierte  Äbh.  On  evolvtes  and  paraUd  Cm^es  (Quart.  Jonm. 
XI,  1871;  Math.  Papers  VIII,  S.  31),  daselbst  sind  die  Parallelkurven  auch  in 
einer  beliebigen  projektiven  HaTsbestiminung  betrachtet. 

3)  Mhnoire  swi-  le  paraUelisme  des  eourbes  et  swfaees  eourbes  (Ann.  de  Ger- 
gonne,  Sil,  1821);  vgl.  Magnus,  Sammlurtg  von  Aufgaben  und  Lehrsätzen  bms 
äer  anaU/tisehen  Geometrie  der  Ebene  (Berlin  18SS)  B.  539. 
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MN  =  äs,  M'N'  =  ds',  die  Fläche  MNN'M'  =  dA  und  den  Winkel, 
den  MM'  mit  einer  festen  Geraden  bildet,  =  v,  so  dürfen  wir  den 
entsprechenden  der  Geraden  NN'  mit  v  -{-  dv  bezeichnen.  Ziehen 
wir  nun  die  Parallele  NP  zu  MM',  so  ist  -^  PNN'  =  dv ;  das  "Vier- 
eck MNPM'  kann  nun  als  Rechteck  angesehen  werden,  and  der 
Bogen  PN'  als  Ereishogen  mit  dem  Mittelpunkte  JV^  Ist  nun  der 
Abstamd  der  beiden  Parallelkurven  c,  so  haben  wir 
PN'=  M'N'—  MN=  ds'~ds  =  cdv,      dA  =  mdie  MNN'M' 

=  Eeotteck  MNPM'  -f  Sektor  PNN'  =  cds  +  \  C^dv ; 
durch  Integrieren  erhält  man  nun 

s'  =  s  +  ci*  +  Const. ;  J.  ^  CS  +  -|-  cV  -|-  Const  .  .  (2) 
Dies  sind  die  gesuchten  Beziehungen;  die  erste  gieht  uns  den  Bogen 
der  Parallelkurve  F"  als  Summe  des  entsprechenden  Bogens  von  F 
und  eines  Kreisbogens,  die  zweite  dient  zur  Bestimmung  der  Mäche 
des  krummlinigen  Vierecks,  das  von  zwei  entsprechenden  Bogen  von 
r  und  r',  sowie  den  gemeinsamen  Normalen  iu  den  Endpunkten  be- 
grenzt ist. 

Wenn  man  die  natürliche  Gleichung  einer  Kurve  V  kennt,  ist  es 
leicht,    die   ihrer  Parallelkurve  F'  au  finden;    da   nämlich  F  und  F' 
die   nämliche  Evolute  haben,    so   ergeben   sich   bei  Anwendung  von 
Formel  (1)  in  Nr.  251  folgende  Beziehungen 
^dR p/  dÜ' 

setzt  man  zur  Äbkürzimg  c  —  c  ^^  a,  so   ist  P,' =  Pi, -\- a  und  die 
erste  Gleichung  wird 

■r,  dB        ,T,    ,      \  dR    ds 

ds         ^       \      J  (js    äs  ' 
,  ds'        ^    ,     a 

hieraus  geht  hervor,  dafs  man  als  natürliche  Darstellung  der  Kurve  F' 
folgendes  Gleichungspaar  ansehen  kann 

R'-n  +  a,        .-»  +  «/-§■■      ....     (2) 

262.  Die  Parallelkurve  einer  Geraden  besteht  aus  einem  Geraden- 
paar parallel  zur  gegebenen  Geraden  in  gleichem  Abstände;  die  eines 
Kreises  aus  einem  Paar  konzentrischer  Kreise,  Neue  Kurven  er- 
halten wir  dagegen  in  den  Parallelkurven  der  Kegelschnitte. 
Betrachten  wir  zuimehst  die  EUipse 

5+1.-1 (8) 

Da  man  jede  Parallelkurve  derselben  als  Umrifs  der  Projektion  einer 
Ringfläche   (torus)  ansehen  kann,   wenn   diese   von  einem   unendlich 


H^^E'^^  ß  +  c  =  J;'  +  <; 
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fernen  Punkte  auf  eine  beliebige  Ebene  projiziei-t  wird,  so  ist  sio 
Toroide  genannt  worden^).  Um  ihre  Gleichung  zn  finden,  betrachten 
wir  einen  der  sie  umhüllenden  Kreise,  der  durch  die  Gleichung 

(^^„)'  +  (<i-e)'-c' (4) 

dargestellt  sein  möge,  wo  die  «  und  ß  der  Gleichung  genügen  müssen 

5  +  1- 1 ® 

Die  Gleichung  dei-  Toroide  wird  man  erhalten,  wenn  man  diese  Glei- 
chungen mit  den  Ableitungen  nach  «  und  ß  von  folgender  kombmiert 

(^--«)'+(s/-«'-»'+ipj+-t;-i]-o. 

Da  niui  diese  Ableitungen  sind 

so  hat  man  „5^  ;,!„ 

«  =  -i+-^v,        /^  =  !+-&?  ■ 

Setzt  man  diese  Werte  in  (4)  und  (5)  ein,  so  erhält  man 

nun  ist  die  Aufsuchung  der  Toroidengleiehung  auf  die  Elimination 
von  A  aus  diesen  beiden  Gleichungen  zurückgeführt^);  ausgeführt  ist 
diese  Rechnung  von  Catalan  und  Cayley^)  und  ergiebt  folgendes 
Resultat: 

(x^  -j-  y^  - —  a^  —  6^  —  e^y{a^y^  -f-  b^x^  —  a^c*  —  b^c^  —  a^b^y 
+  4aVc%x'  -\-p^~a^-h^  —  c^)  —  27a*&*c* 

+  i(aY  +  i^i«^  —  c^c"  —  ?''«'  —  a^6')'  =  0 .  .  (6) 
Die  Toroide  ist  demnach  eine  Kurve  achter  Ordnung,  sym- 
metrisch in  Bezug  auf  beide  Axen  der  Ellipse.  Sie  besteht  aus  zwei 
völlig  getrennten  in  sich  geschlossenen  Zügen,  einem  aulseien  und 
einem  inneren.  Der  äufsere  Zug  verläuft  immer  stetig,  bei  kleinem 
c  nähert  sieh  seine  Gestalt  der  Elhpse,  bei  gröfser  werdendem  r  einem 

1)  E.  Catalan,  Siw  la  toroide  (Nonv.  Ann,  III,  1844)  doit  -Bird  die  Ent 
deckung  des  Zusammenhangea  awiachen  dem  Kreiaringe  und  dei  Paiallelkurve 
(ier  Ellipse  dem  Fleur  St.  Denis  angeschrieben,  und  die  Wahl  des  Namens 
der  betr.  Kurve  auf  diesen  Zusammenhang  zurfictgeführf.  —  Der  Beweis  ist  leicht ; 
man  betrachte  den  Kreisring  als  die  Paralielfläche  eines  Ereises  K,  also  als  die 
Enveloppe  der  Kugeln  von  gleichem  Eadius,  die  ihren  Mittelpnnkt  auf  K  haben; 
K  projiziert  sich  als  Ellipse,  die  Kngeln  als  Kreise.     (Anm.  d.  Übers.) 

2)  Tgl.  Cauchy,  Notes  sjw  divers  ßteoremes  rilatifs  ä  la  reefificatiom  des 
courhes  et  ä  la  recHfieotion  des  swfaces  (C.  R.  XVIII,  1841), 

3)  Sur  la  eowbe  pm-alUh  ä  l'eUipse  (Ann.  di  Matern.  Xin,  1860). 
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Kreise.  Der  innere  hat  je  nath  dei  fifrofse  von  ''  ginz  vei s*,hiedLne 
Gestalt,:  wenn  1)  c<  — ,  so  ist  ei  eüipsenahnhcli  2)  c=  ellipeen 
ähnlich  mit  zwei  dreifachen  Punkten  aut  dei  grofsen  Axe  die  abei 
äufaerlieh  nicht  erliennbar,  sieh  nur  durch  eine  schirfe  Bitgnng  vei 
raten.  3)  ('>c>  — ,  mit  zwei  Doppelpunkten  auf  dei  grolseu  Axe 
und  vier  reellen  Spitzen.  4)  c  =  ö  viei  Spitzen  und  eui  Ber  ihrun^ 
knoten  im  Mittelpunkte.  5)  «  >  i"  ^  f  v  er  i  eelle  bpifc/en  O  =  « 
vier  Spitzen  und  ein  Berühmngsknoten,  aber  mit  der  kleinen  Äxe 
als  Doppeltangente.  7)  ö<c<-.-,  vier  Spitzen  und  zwei  Doppel- 
punkte auf  der  kleinen  Axe.  8)  c  =  -,- ,  zwei  dreifache  Punkte  wie 
im  Falle  2)  aber  auf  der  kleinen  Axe,  9)  c=^-.-,  die  Kurve  hat 
wieder  elhpsen ähnliche  Gestalt,  die  bei  wachsendem  c  in  Kreisform 
übergeht.  In  den  letzten  Fallen,  wenn  2a>c>2iij  wird  der  Zweig 
sogar  die  Ellipse  schneiden^);  wenn  c  =  2a  berührt  er  sie,  und  wenn 
c>2ffl  liegt  der  innere  Zweig  ganz  aufserhalb  der  Ellipse, 

Die  Gleichung  (6)  ist  so  kompliziert,  dafs  sie  wenig  geeignet  ist, 
für  die  Untersuchung  der  Toroide  benutzt  zu  werden.  Besser  ist  es 
schon  die  Gleichungen  {5')  nach  x  und  y  aufzulösen,  wobei  man 
folgende  beiden  Ausdrücke  erhält 

^=^V'^M .   y=^  1/53-'.  ■■■(') 

also  eine  parametrische  Darstellung.  Auch  fönende  analytische  Dar- 
stellung kann  mau  anwenden.  Es  sei  Pi(3\,  y^  ein  Punkt  der  Ellipse, 
P(x,  y)  der  entsprechende  der  Toroide;  da  die  Strecke  P^P  =  c  und 
normal  zur  Ellipse  ist,  so  bestehen  folgende  Gleichui^en: 

und  daher  ist 


Nehmen  wir  das  +  Zeichen,  so  erhalten  wir  den  äufseren  Kurventeil, 
das  —Zeichen,  den  inneren.  Zu  beachten  ist  noch,  dafs  die  a^j,^, 
durch  die  Gleichung  -^  +  -^-  =  1  miteinander  verknüpft  sind;  daher 
kann  man  setzen  a^^  =  a  cos  a ,   j/j  =  6  sin  ra ,  und  dann  schreiben 

1)  Dafs  sich  zwei  parallele  Kurven  schneiden,  und  dafs  die  eine  Spitzen 
liat,  während  die  andere  kontinnierlieh  verläuft,  erscheint  geradezu  paradox. 
Dieser  Widerspruch  klärt  sich  dadurch  auf,  dafs  die  Parallelkurven  ihrer  innern 
Watur  nach  Tangentengebüde  sind;  fflr  eine  Kurve  als  Tangentengehilde  aber 
ist  eine  Spitze  keine  Singularität,  weil  ja  in  einem  aolchen  Punkte  die 
Tangente  sich,  kontinuierlich  weiter  bewegt,     (Anm.  d.  übers.) 
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x  =  a  cos  ß)  +  -- — : — ,    y  =  «  sin  «  + 

Aus  dieser  parametrischen  Darstellung  kann  man  ebenfalls  entnehmen, 
dals  die  Toroide  8  Doppelpunkte  hat:  vier  liegen  im  Endlichen,  zwei 
auf  der  x-Axe,  zwei  auf  der  j/-Axe,  von  diesen  beiden  Paaren  ist 
höchstens  eina  reell;  die  anderen  vier  liegen  im  Unendlichen,  zwei 
fallen  mit  den  unendlich  fernen  Punkten  der  Ellipse,  zwei  mit  den 
Ki-eispunkten  zusammen.  Sie  hat  ferner  12  Spitzen:  acht  von  diesen 
sind  immer  imaginär,  vier  können  reell  sein;  sie  liegen  an  den  Stellen, 
wo  der  Krümmungsradiua  der  Ellipse  gleich  c  ist.  Sie  hat  teine 
Wendepunlfte  aber  zwei  Doppeltangenteu,  die  nur  dann  reell  sind, 
wenn  die  Doppelpunkte  imaginär,  und  zugleich  die  Spitzen  reell  sind. 
Ans  dem  Obigen  folgt  dann:  Die  Topoide  ist  von  der  vieFten  Klasse 
und  vom  GeseMeehte  Eins.  Dasselbe  ergiebt  sich,  wenn  man  die 
Tangentialgleichung  der  Kurve  bestimmt.  Hierzu  benutzen  wir  die 
Gtleiehungen,  die  entstehen,  wenn  man  die  (5')  nach  x,  y  auflöst;  diese 
liefern  dann  als  Gleichung  der  Tangente  im  Punkte  (A) 

«/a^c^  — A^  +  y-yx^^h^c^  =  (^  +  <?)■)/ o?—h^ ; 
daher  sind  die  Koordinaten  u  und  v  der  Tangente 

(1  +  c^Y^^  b'  '  [i  +  f^)l/a' .-  b' 

Durch  Elimination  von  X  ergiebt  sich  dann 

l(a'-c?y  +  (i'^c')u'-lf~i,f(»'  +  v')  .  .  (10) 
als  Tangentialgleichung  der  Toroide;  sie  ist  bedeutend  einfacher  als 
die  Puuktgleichung^).  Überhaupt  lassen  sieh  die  Parallelkurven  be- 
quemer vermittelst  Linienkoordinaten  untersuchen;  insbesondere  eignen 
sich  für  die  der  Kegelschnitte  die  bekannten  Unverzagt-Schwering'- 
Bchen  Linienkoordinaten  ^). 

Wenden  wir  auf  die  Toroide  die  Crelle'schen  Sätze  über  die 
Rektifikation  und  Quadratur  der  Parallelkurveu  an,  so  erkennt  man: 
Die  Differenz  zwischen  der  Länge  des  änfseren  nnd  des  inneren 
Zweiges  der  Toroide  ist  gleich  4jtc,  wenn  2c  ihr  gegenseitiger  Ab- 
stand ist;  die  von  ihnen  umschlossene  Fläche  ist  gleich  einem  Recht- 
eck, dessen  Länge  gleich  dem  Umfange  der  gegehenen  Ellipse,  dessen 
Breite  gleich  2c  ist^). 

1)  Weitere  Eigenschaften  der  beaägliolien  Karven  findet  man  in  einer 
Abb.  von  F.  Gomee  Teiseira,  Sar  les  courbes  jjorraHetes  «  l'eüipse  (Belgique 
M4m,  LTm,  1898). 

2)  E.  Schwering,  Sie  ParalMkurve  der  MlU^e  als  Curee  vom  Sänge 
Eins,  wnter  Amnendwng  ewies  neuen  lAniencoordvnatensystems  (Progr.  Brilon,  1878) 
uDd  Theorie  und  Amn^iäfwng  der  Li'ed&nJWQrdinaten  (Leipzig  1884)  8.  69. 

3)  Dienger,  üe&e?'  die  BeMißcation  jind  Quadi'afw  der  Toroide  (Archiv 
Math.  IX,  1847). 


y  Google 


Fünftes  Eapitel:  Die  ParalleJkurven.  64!^ 

Wechsßla  wir  in  den  Formeln  (7)  und  (8)  das  Voraeichen,  so 
bekommen  wir  die  analytische  Darstellung  der  ParallelkurTe  der  Hy- 
perbel; die  früheren  Doppeltangenten  werden  dann  zu  Asymptoten 
der  Kurve.  Eine  ähnliche  analytische  Darstellung  hat  die  ParaUel- 
kurve  der  Parahel,  welche  von  der  sechsten  Ordnung  und  vierten 
Klasse  ist.  Die  bezüglichen  Hecbnungen  auszuführen,  wollen  wir  dem 
Leser  überlassen. 

263.  Eine  KurvenfamiUe,  bei  welcher  die  Untersuchung  der 
Parailelkurven  leicht  wird,  ist  die  der  Epi-  hezw.  Hypocykloiden^). 
Benutzen  wir  nämlich  die  Gleichungen  (4^)  aus  Nr.  204,  so  sehen 
wir,  dafs  die  Parallelkurve  zu  der  durch  diese  Gleichungen  für  den 
Fall  7j  =  »■  dai^esteUteu  Bpicykloide,  die  Enyeloppe  des  Kreises: 

\x ^  *•  cos  ni^  -\-  r  cos  (n  -{- 1)  ^ 

_|_    j,  — .  _^! —  r  sin  iiij,  -\-  Y  sin  (w  -|-- 1)  ^    =  t^ 

ist;  kombiniert  man  diese  mit  ihrer  Ableitung  nach  i^,  so  erhält  man 

X  =  raosnip  —  r  co3(™-J-  1)^  +  c  sin — a~'^ ; 

y  =  r  sii 

wodurch  die  fragliche  Knrre  dargestellt  wird.     Führen  wir  komplexe 
Variabelen  ein,  so  erhalten  wir 


-"■  +  1.. 


-  Tee 


Erinnern  wir  uns  nun  dei'  in  Note  2)  S.  487  erwähnten  Gleichung, 
so  ergiebt  sich:  Die  Parailelkurven  der  gemeinen  Epi-  oder  Hyp«- 
cykloiden  sind  Cykloiden  zweiter  Ordnung  ^). 

Ein  besonderes  Interesse  bietet  der  Fall  der  vierspitzigen  Hypo- 

cykloide   oder  regulären  Astroide,   der  zu  einer  wichtigen  Folgerung 

führt,  zu  deren  Nachweis  wir  folgende  Bemerkungen  vorausschicken. 

Zwei  beliebige    sieh  schneidende  Geraden   können  immer  durch 

Gleichungen  von  der  Form 

2/  =  +  ^  tg  ß 
dai-geetellt  werden.     Es  sei  ferner 

X  cos  ff  -\-  y  sm.fp  —  p  =  0 
die  Gleichung  einer  beliebigen  Geraden,  aus  welcher  die  beiden  obigen 
i   Strecke  von  der  Länge  l  ausschneiden.     Es   ergiebt   sieh   dann 


leicht,  dafs 


_  ;coe(:q,+  «)co5(q.-^). 


1)  S.  einen  Artikel   von  Aiidibert  im  Infermediaire  III,  1896,   S.  72— 7.S, 
D  die  Eektifikation  dieser  Kurven  behandelt  wird. 

2)  Vgl  Note  4  auf  S.  643,  Schlufe. 
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daher  kium  die  von  diesen   Geraden  eingehüllte  schiefe  Astroide  aa- 
geseheii  werden  als  definiert  durch  die  Gleichung  (vgl.  Nr.  251) 


xcosq)  -\-  pam<p  = '^  ^  .  ■' — ^^ -' 

oder  die  äquivalente 

X  cos 9  +  j/singi  =  "STinlffi  [cos^^  +  C( 

)s2«J. 

-  ■    (11) 

Differenzieren  wir  diese,  so  bekommen  wir 

x^m<p       ycm<p       -^^.^^^Bm2^: ,     .     . 

■     (12) 

imd  kombinieren  wir  sie  mit  der  vorigen 

X  =  -^  ■■    „      —  eoB<p  —  -  cos3ip  +  cos2ß'  cosir  '.  I 
l       r      %    .  1    .    „       ,         o      ■      1 

^^  2  sin 2a  [— ä^ipy  — gSii^^y  +  ^Q^^^-si^yJ  | 

Aus  dieser  parametrischen  Darstellung  der  schiefen  Asti-oide  erhält 
man  folgenden  Wert  für  den  Differenzialquotienten  des  Bogens 

-r-  =  .,  ■  ■„     (oo8  2«  —  3  cos  2tp) , 
und  nach  Integration 

s=  ,^^.^.^^(^005  2^  — -|sin2y)  +  Comt.  .    .    .    (14) 

Differenzieren  wir  Gleichung  (12)  von  neuem,  so  erhalten  wir 

1         ■  2!  „ 

X  cos  <p  -\-  y  sm  <p  =     ■-■■■■s-  cos  Jtp ; 

daher  wird  der  Kiümmungsradius  der  schiefen  Astroide  gegeben  durch 

E  =  ö  ■'  ö~  (oos2(i  —  3 cos 2 (p) (15) 

Seteen  wir  nun  2g5  =  c?  -f-  t"  ^^^  wählen  den  Anfang  imd  den 
positiven  Sinn  in  geeigneter  Weise,  so  können  die  Gleichungen  (14) 
und  (15)  ersetzt  werden  durch 

K  =  g^4^(3sinca  +  cos2ß),    s  =  ^-^^^-(Scos o  — «acos2«).  (16) 

Da  nun  diese  B  und  s  in  Funktionen  der  unabhängigen  Variabelen  a 
geben,  so  ist  das  System  derselben  äquivalent  mit  der  natürlichen 
Gleichung  der  schiefen  Astroide  (welche  man  eben  dui'ch  Elimination 
von  ra  aus  (16)  erhalten  würde).  Beachten  wir  nun,  dafs  die  Glei- 
chungen (16)  von  folgender  Form  sind: 

E  =  /c  sin  w  -j-  ß ,         *'  =^  2  C'  '^'^^''^  —  «c)f      ■     -     0-"^) 

so  entsteht  die  Frage,  ob  diese  Gleichungen  vom  Typus  (17)  immer 
eine  Astroide  darstellen.  Um  diese  zu  beantworten,  beachten  wir, 
dafs  die  Gleichungen  (17)  sich  mit  (16)  identifizieren,  wenn  man  setzt 
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1.  _         3?  ^         i 

''^  ~   2Biii2ß'       ''^^   2tg2K  ' 
hieraus  ergiebt  sieh 

coB2a  =  ~^-,  l  =  n^^lEIE.^ 

und  diese   Gleichimgen   liefern   für    k  und  Z   nur  dann  reelle  Werte, 

^^'^  \h]>3\a\ (18) 

Wir  können  daher  schliefaen:  Die  Oleicliimgeii  (Vi)  stellen  nnr  dann 
eine  Aslroide  dar,  wenn  die  Konstanten  a  nnd  k  der  Bedingnng  (18) 
genügen.  Wenn  dies  nicht  Kiitrifft,  so  stellen  die  Gleichungen  (17) 
eine  Kurve  dar,  die  nicht  mehr  in  reeUer  Weise  ebenso  wie  die 
Astroide  in  Nr.  103  erzeugt  werden  kann;  sie  soll  als  Parastroide 
hezeichnet  werden^),  und  kann  auf  reelle  Weise  durch  ein  Verfahren 
konstruiert  werden,  das  wir  jetzt  darlegen  wollen.  —  Betrachten  wir 
die  reguläre  durch  folgende  Gleichungen  dargestellte  Astroide  (s.  die 
Gl.  (16),  in  welchen  2a  =  st  zu  setzen  ist) 

„       31    .  31 

und  benutzen  die  Formel  (2),   so   erhalten  wir  füi-  die  Parallelkurve 

derselben  „       ai    .         ,  31  a  ,,„. 

K  =  ^  smco  ~\-  a,      s==^  -^  GG&a  —  ^-     .     .     (lU) 

Folgheh:  Die  Parallelkurve  einer  regnlären  Astroide  ist  im  all- 
gemeinen eine  Parastroide,  Aus  der  Gleichung  (18)  ersieht  man, 
dafs  sie  nur  dann  eine  Astroide  ist,  wenn 

!«l<v 

Somit  ergieht  sich  die  Notwendigkeit,  die  Tragweite  eines  von 
Salmon  dargelegten  Satzes^)  einzuschränken,  wie  aus  der  aufmerk- 
samen Prüfung  der  angewandten  Begründung  hervorgeht.  Überdies 
verlangen  die  auf  S.  645  aufgestellten  Formeln,  dafs  die  fragliche 
Kurve  von  der  12'™  Ordnung  sei;  nun  zeigt  uns  die  geometrische 
TJheriegung  oder  eine  Zeichnung  leicht,  dafs  die  Parallelkurve  der  regu- 
lären Astroide  aus  zwei  kongruenten  Kurven  besteht;  jede  von  diesen 
gehört  teils  dem  äufseren,  teils  dem  inneren  Zweige  an,  wie  es 
Taf.  XVI,  Fig.  136  zeigt. 


1)  6.  Loria,  Les  com-bes  paralleles  aiix  oste'roi'ifes  sOTrf  elles  toujows  des 
astm-otdes?  (MaÜiesis,  2"  Ser.  5, 19O0);  vgl.  die  dai-auf  folgende  Ifote  sur  l'astroide 
et  ses  amirbes  paralleles  von  J.  Neuberg,  wo  auf  ältere  Arbeiten  von  Maanieim 
und  d'Ocagne  über  daeselbe  Thema  hingewiesen  wird, 

2)  Salmon-Fiedler,  Höhere  ebene  Cwrven,  Tl.  Aufl.  (Leipzig  1882)  S.  129. 
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Sechstes  Kapitel. 
Die  Radiale«^). 

264.  Nach  dem  Vorschlage  von  ß.  Tucker^)  bezeichnet  man  mit 
dem  Namen  Iladiale  einer  ebenen  Kui-ve  F  den  Ort  Fp  der  Bnd- 
pimMo  der  von  einem  festen  Punkte  0  ausgehenden  und  mit  den 
Krümmungsradien  der  Kurve  F  äquipollenten  (d.  h.  gleichen  und 
gleichgerichteten)  Strecken.  Aus  dieser  Definition  ergiebt  sich  1)  dafs 
die  Radiale  für  eine  Kurve  eine  ähnliche  Bedeutung  hat  wie  der 
Hodograph  für  eine  Bewegung');  so  wie  dieser  eine  graphische  Dar- 
stellung der  Änderungen  der  Geschwindigkeit  liefert,  so  giebt  diese 
ein  Bild  davon,  wie  sich  die  Krümmung  der  Kurve  ändert;  2)  dafs, 
wenn  man  den  festen  Punkt  0  vei'legt,  die  Radiale  ihre  Gröfse  und 
Lage  heihehält,  also  nur  eine  Verschiebung  in  der  Ebene  erleidet. 

^'»'"-  ««,!,)  =  0 (1) 

die  auf  ein  gewöhnliches  kartesisches  System  bezogene  Gleichung  der 
beliebigen  Kurve  F.  Wir  nehmen  an,  dafs  die  Funktion  /'  partielle 
Ableitungen  elfter  und  zweiter  Ordnung  besitze,  und  bezeichnen 
diese  bezw.  mit  fi,  fa,  fn,  As  =  fai  imd  f^2-  ^^^  bekannten  Pormeln 
(s.  Nr.  251)  ergiebt  sich  dann,  dafs  die  Projektionen  der  Strecke 
zwischen  dem  Punkte  P(x,y)  von  F  und  dem  entsprechenden  Krüm- 
mungscentnam  C(x^^,y-^,  also  die  GrÖfsen  x^  — x  und  y-^  —  y  die  Pro- 
dukte sind  aus  /^  bezw.  /j  und  dem  Quotienten 

(/■,'  +  f/} 

Sind  nun  «,  ß  die  Koordinaten  des  festen  Punktes  0,  und  x^,  y^  die 
des  Punktes  Pp  auf  F^,  welcher  dem  Punkte  P(«,  y)  auf  F  entspricht, 
so  ist  offenbar 

x^  —  a  =  Xy  —  x,       yi,  —  ß  =  yi—y, 

und  daher  zufolge  der  vorigen  Gleichung: 

x,-«  +  (,n'+f,'):^,         S,-ß  +  (f,'  +  f,')--J,      .     (8) 
wenn  wir  die  in  (2)  vorkommende  Determinante  der  Einfachheit  halber 


f,l  fl,  h 

/■„  U  f. 

A    f,    0 

1)  Q.  Loria,  Intorno  alle  radiali  delle  cwve  piane  (Eendio.  del  Circ.  matem. 
di  Palermo,  XVI,  1902);  La  radiale  äi  una  evrva  algebrica  (Perodieo  di  matem. 
XVn,  1901). 

2)  O»  raMal  aunes  (Proc.  of  the  Lond.  Math.  Soc.  I,  1865). 

3)  Hamilton,  Blemmts  of  Qaaternions  (London  1866)  S.  100. 
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mit  J  Ijpze  liueii  Fui  jetles  Wertepaai  j.  y  weklie,  dei  (t1  (1) 
genügt  iietem  uns  diese  Grleichnn^eii  die  Kooilinaten  des  enttpieclien 
den  Punktes  dei  Radialen  man  wurde  also  durcli  Elimination  von 
j  und  y  aus  den  drei  Weichungen  (1)  und  (3)  zui  Gleichungen  der 
Eadidlei  gelangen  Diese  Elimination  ist  uitht  m  allgemeinen  lus 
luhibii  aher  auch  ebne  sie  auszutuliien  kann  min  den  &iad  der 
lesul tierenden  Gleichung  d  i  die  Oidnung  der  Radiale  bestimmen  für 
ien  Fall  diTs  /  eine  lationale  ilgebiais  he  Funktion  vjm  n*  "  Ciride  i'st 
Bet  achten  wii  nmilich  eine  belieb  ge  ßeiade  j  in  lei  J]bene  leien 
Gleichung  4     +  Bi/  +  t  =  (J 

Bein  möge.  Wenn  g  den  Funkt  P,,  enthält,  dessen  Koordinaten  durch 
(3)  gegeben  sind,  so  hat  man 

(Äa  +  Sß  +  C)J  +  (Äf,  +  BQiff  +/■,>)_  0 .  .    .    (4) 

Dies  ist  aber  die  Gleichung  einer  Kurve,  im  allgemeinen  von  der 
Ordnung  Z{n- — 1),  die  die  gegebene  also  in  '6n(n — 1)  Punkten 
schneidet,  in  der  Weise,  dafe  die  entsprechenden  Punkte  der  Radiale 
zugleich  auf  die  Gerade  g  fallen.  Dies  berechtigt  uns  zu  dem  Schlüsse: 
Die  Radiale  einer  algebraischen  Kurve  «,'"  Ordnung  ist  im  all- 
gemeinen von  der  Ordnung  %n{n  —  1).  Beispiele:  Die  Radiale  eines 
ist  im  allgemeinen  eine  Kurve  sechster  Ordnung, 
I  Resultat  schon  von  Tueker  gefunden  wurde  {vgl.  Nr.  103); 
die  einer  Kurve  dritter  Ordnung  ist  von  der  Ordnung  18. 

Die  gefundene  Ordnungszahl  3«(k^1)  erfährt  jedoch  beträcht- 
liche Änderungen,  wenn  die  Originalkurve  vielfache  Punkte  enthält. 
Nehmen  wir  nämlich  an,  dafs  diese  im  Anfange  einen  jp-fachen  Punkt 
habe,  so  kann  man  schreiben 

wo  j>  >  1  und  /^**  (fc  =  j),  fi  +  i,  . . .,  «)  eine  binäre  Form  vom 
Grade  p  m  a:,y  ist;  /■W  =  0  stellt  dann  die  Gruppe  der  p  Tangenten 
im  Anfangspunkte  dar.  Setzen  wir  nun  diesen  Wert  von  f  in  die 
Gleichungen  (3)  ein  und  ordnen  nach  fallenden  Potenzen  von  x,  y,  so 
erkennen  wir,  dafs  die  Gruppe  der  Glieder  niedrigsten  Grades  gegeben 
wird  durch 


(_A^  -f  B/5  +  C)  ■ 


cW        jpW        ^(jj 

Ap)       /•(¥)       Af 
/la        'aa       '2 


Wenden  wir  jetzt  den  Euler'schen  Satz  über  die  homogenen  Funktionen 
an  und  führen  an  der  obigen  Detei-minante  einige  übliche  Trans- 
formationen aus,  so  kann  dieser  Ausdruck  nach  und  nach  in  folgenden 
umgewandelt  werden 
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-("ff+yff) 


'-{A^  +  Bß  +  C)^) 


Ap)       Ap 


Aus  diesem  Ausdracke  geht  hervor,  dafs  der  Anfangspunkt  für  die 
dureli  Gleichung  (4)  dai^stellte  HilfskurTG  ein  Puntt  von  der  Viel- 
fachheit p  -\~  2(jj  —  2)  ^  3ß  —  4  ist,  nnd  daXs  die  Tangenten  dort 
an  diese  Kurve  insgesamt  bilden  1)  die  p  Tangenten  an  die  gegebene 
Kurve  T';  2)  die  Hesee'ache  der  von  diesen  gebildeten  Gruppe.  In 
dem  allgemeinen  Falle,  dafs  aUe  Tangenten  an  T*  im  Anfangspunkte 
getrennt  sind,  sind  in  diesem  Punkte  p(ßp  —  4)  +  jj  =^  3j)(p  ■ —  1) 
Schnitte  der  HiLfskurre  mit  F  vereint,  daher:  Jeder  i>-fache  Punkt 
der  Originalkupve  mit  lauter  getreiinteii  Tangenten  verursacht  hei 
der  Ordnung  der  Radiale  eine  Verminderung  von  Sp(p  —  1)  Ein- 
heiten. Um  auch  in  dem  Falle,  dal's  von  den  Tangenten  mehrere 
zusammenfallen,  den  Einflufs  zu  bestimmen,  ist  dieselbe  Methode  an- 
zuwenden, die  das  Verhalten  der  Hesse'ecben  in  einem  vielfachen 
Punkte  der  Fuudamenfcalkurve  aufdeckt,  und  es  ist  zu  beachten:  1)  dafs 
ein  s-faehea  Element  (s<jp)  einer  Gruppe  von  p  Elementen  einer 
Form  I,  Species  ein  2  (j)  —  l)-faches  für  die  Hesse'sche  der  Gruppe  ist; 
2)  dafa  die  Hesse'sche  einer  Gruppe  von  p  zusammenfallenden  Ele- 
menten unbestimmt  ist. 

Wenden  wir  das  Vorige  auf  den  FaU  p  ^2  an,  so  bekommen 
wir:  Jeder  Doppelpunkt  mit  getrennten  Tangenten  bewirkt  bei  der 
(Ipdnung  der  Kadiale  eine  Verminderung  um  sechs  Einheiten  ^).    Hat 

1)  Eine  Bestätigung  dieses  Resultats  ist  folgende:  Man  denke  Eich  eine 
Kurve  r,  die  aus  v  Kurven  F^,  Pj,  . ,  .  P^  beatett,  deren  Ordnungen  beaw.  «j, 
«j ,  . . .  Mj,  seien  und  kQine  vielfachen  Punkte  kalien.     F  ist  dann  bJs  Kurve  von 

der   Ordnung  n=^n,  -{-n^-j 1-  w^  mit  £n^ ■  Wj,  Doppelpunkten  (i,  ft  =  1, 2, 

.  .  .,  v);  zufolge   des   obigen  Satzes  jnnfs  dann   die   Radiale  von  P  von  der  Ord- 

Hn, +  %  +  ...-{-  n,)(n,  +  „^  -f- . . .  +  «^  _  i)  -  62«.«, 
=  3(». -f  51^ +  ...  «^)' -  3(«i +«,  +  .••+ «^  -  62;«j«, 


yGoosle 


Kapitel:  Die  Badiiüea.  655 

aber  dio  Originalkurve  im  Anfangspunkte  eine  Spitne,  mit  der  x-As.e 
als  Spitzen tangente,  so  siebt  man  leielit  ein,  dafs  die  Hilfekurre  (4) 
ebendaselbst  einen  di-eifachen  Puntt  hat,  in  welchem  zwei  Tangenten 
mit  der  Spitzentangente  ziisammenfallen;  daraus  ergiebt  sich  eine  Ver- 
minderung der  Ordnung  nm  8  Einheiten.  Hat  nnn  die  Original- 
kurve d  Doppelpunkte  und  h  Spitzen,  so  erhält  man  im  die  Ord- 
nung w^  der  Radiale 

n,  =  3M(K  — 1)  — 6c?— 8ft 
Nun  ist  bekannthoh  die  Zahl  der  Wendepunkte  w  einer  Kurve  ra'" 
Ordnung  «;  =  Sn(n~2)  —  6d  —  B]c, 

folghch  ist  «j, — -«;  =  3w,  oder  n^  =  3w-|-w. 
Das  heilst:  Die  Ordnung  der  Radiale  einer  algebraischen  Kurve  ist 
im  allgemeinen  gleich  der  dreifachen,  Ordnung,  vermehrt  um  die 
Zahl  der  Wendepunkte  dieser  Kurve.  Erinnern  wir  uns  noch  des 
in  Nr,  351  gefundenen  Satzes,  ao  können  wir  auch  sagen:  Die  Kadiale 
einer  algebraischen  Kurve  ist  von  derselben  Ordnung  wie  die  Evolute. 
Ist  die  KuiTe  F  rational  und  hat  die  gewöhnlichen  singul'iren 
Punkte  von  der  Yielfachheit  i>i,ft,Pa  ■  ■  ■>  ^°  '^^^ 

^3  2 

Die  Ordnung  der  Radiale  Tp  wird  also  sein 

2n(n—  1)  —  ^Sp,(p,~l)  =  Sn(n  —  r)  —  S(n-~l)(n--2) 
■  =6(w  — 1); 

folglieh;  Die  Radiale  einer  rationalen  Kurve  «*"  Ordnung  ist  im 
allgemeinen  von  der  Ordnung  6(n  —  1)^).  Diese  Zahl  erfährt  aber 
Abänderungen,  wenn  die  Kurve  mit  der  unendlich  feraen  Geraden  beson- 
dere Beziehungen  hat;  um  dies  an  einem  Beispiele  zu  zeigen,  betrachten 

wir  die  durch  ^^  =  |(t),         j/  =  7j(t) (5) 

dargestellte  Kurve,  wo  ^  und  ij  ganze  Polynome  w"™  Grades  sind; 
diese  Kui-ve  hat  ihre  sämtlichen  Schnitte  mit  der  unendlich  fernen 
Geraden  in  einem  Punkte  vereinigt,  und  ist  allgemeiner  als  die  Pa- 
rabeln höherer  Ordnung.  Als  parametrische  Darstellung  der  ent- 
sprechenden Radiale  findet  man  leicht 

vir+n")  r(r+v'). 

i'n"—i"i)''    ■   ^       Ti"  — 1"^'' 
die  Radiale  ist  also  eine  rationale  Kurve  von  der  Ordnung  3(k  —  1); 
für  n^2  erhalten  wir:  Die  Radiale  einer  gewöhnlichen  Parabel  ist 
eine  Kui-ve  dritter  Ordnung. 

und  dies  itesultat  mufste  eintreten,  da  die  Radiale  TOn  J"  nichts  anderes  ist  als 
die  Geaamtheit  der  Radialen  von  Tj,  Tj,  , . .,  F^. 
1)  Vgl.  das  Beispiel  der  Kegelscimitte  8.  221. 
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Schliefslich  möge  noch  heryorgehoben  werden,  was  sich  aus  der 
Definition  der  Radiale  leicht  ergiebt:  Den  Wendepunkten  und  den 
unendlicli  fernen  Punkten  der  Originalkurve  entsprechen  die  unend- 
lich fernen  Punkte  der  Radiale;  auch  analytisch  läfst  eich  dies  mit 
Hilfe  der  Gl,  (3)  nachweisoa. 

265.  Aus  den  obigen  Entwicklungen  ersieht  man  schon,  dafs 
die  üntersuehuBg  der  Radiale  einer  durch  eine  kartesische  Gleichung 
gegebenen  Kurve  —  selbst  wenn  man  eich  auf  algebraische  Kurven 
beschränken  wollte  ■ —  mühsame  Forschungen  erheischt,  und  dafe  die 
Bestimmung  ihrer  Gleichung  im  allgemeinen  unausführbare  Elimi- 
nationen erfordert,  oder  in  den  günstigeren  Fällen  sehr  mühevolle. 
Es  dürfte  sieh  daher  folgende  Bemerkung  als  nützlieh  erweisen:  Im 
allgemeinen  ist  es  möglich,  durch  eine  begrenzte  Anzahl  wohl  he- 
stimmter  Operationen  die  Gleichung  der  Radialen  einer  Kurve  in 
Polarkoordinaten  zu  linden,  wenn  man  deren  natürliche  Gleichung 
kennt.  Es  sei  diese,  wenn  wie  sonst  s  den  Bogen,  R  den  Krüm- 
mungsradius bedeutet,  s  =  g,(_B) (6) 

Ist  nun  6  der  Winkel  der  Normalen  im  Punkte  P  der  gegebenen 
Kurve  (also  die  Gerade,  auf  welcher  der  Krümmungeradius  in  P  liegt") 
mit  einer  festen  Geraden,  z.  B.  der  a:-Axe,  so  hat  man 

i?  =  ^ ,      oder    ds  =  li  ■  dQ . 
Aus  der  Gleichung  (6)  folgt  nun 

ds^<p'{E)-dB, 
daher  R-dQ  =  (p'{R)-dM, 

w.  ^JjitB_ilL. 

Bezeichnen  wir  nun  mit  (i,  ra  die  Polarkoordinaten  des  dem  Punkte  F 
entsprechenden  Punktes  Pq  der  Radialen,  und  kommen  überein,  als 
Pol  immer  den  gemeinsamen  Ausgangspunkt  der  die  Radiale  er- 
strecken zu  nehmen,  so  wird  oü'enbar  y  =  iJ  sein  und 
=  6 ;  deswegen  ist  die  Polargleichung  dieser 


'f- 


''p'{e)-^Q 


....     (7) 

wobei  zu  beachten  ist,  dafs  die  Integraiionskonstante  nur  Einflufs  auf 
die  Lage  der  dargestellten  Kurve  hat. 

Für  den  Krümmungsradius  M^   der  Radiale    ergiebt    sich   leicht 
eine  Formel  aus  dem  Ausdmcke  desselben  in  Polarkoordinaten 
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Da  iiäraiich  für  die  Radiale  p  =  iä,  gj  =  0,  so   hat   mau,  wenn  wie 

gewöhnlich  li^  und  üj  die  Krümmungsradien  der  ersten  und  zweiten 

Evolute  sind, 

'   ao  aji  -r,  I      «'P  a- n         -r, 

=  R,      and    -j-^.  ==  -,-r.  =  Jf, ; 


daran  a  fol^t 


(R^- 


Wenden  wir  obigea  Eechnnogsveriahren  auf  spezielle  ebene  KuiTen 
an,  so  erhalten  wir  Sätze,  die  uns  Beziehungen  zwischen  Kurven  ganz 
verschiedener  Natur  enthüllen:  die  hervorstechendsten  Resultate,  zu 
denen  man  auf  diese  Weise  gelangt,  mögen  hier  Platz  finden. 

1.  Wir  betrachten  eine  beliebige  Epicykloide,  etwa  die  durch 
die  Gleicliunir  ,s        »* 

^,  +  ^  -  1 (8) 

dargestellte.     Dann  ist  , ^g 

Differenzieren  wir   und    setzen    dann    an   Stelle  von    äs   seinen  Wert 
R-d%,  so  haben  wir 

,R 

^dQ 


V^ 


folglich  ist  die  Polargleichung  der  Radialen 


oder  Q  ^  h- cos (8) 

Da  nun  diese  (vgl.  Nr.  133)  immer  eine  Kbodonee  darstellt,  so  ge- 
winnen wir  als  Resultat:  Die  Radiale  einer  bclieMgen  Epicykloide 
ist  eine  RhoAone«.  Ist  das  VerMltnis  -  rational,  so  sind  die  beiden 
Kurven  algebraisch;  die  zweite  ist  von  der  Ordnung  a~\"b,  wenn 
a  und  h  beide  ungerade  sind,  andernfalls  von  der  Ordnung  2(a-\~h) 
(s.  S.  302).  Z.  B.  die  Radialen  einer  Eardioide,  einer  dreiapitzigen 
Hypoeykloide  imd  einer  regulären  Ästroide  (Kurven  von  der  Ordnung 
4,  4,  6)  haben  bezw.  Polargleiehungeu  von  folgendem  Typus 

ß^fi     s—        Q  =  l    os3j,       9  =  6cos2(o 

und  sind  von  der  0  di  un     bezw    4   4   6. 

1)  Dem  Verf.  b      fi  m   g      ü        nP        E.  CeEäro,    Vgl.  aucli  Sueharda, 
Constitiction  de  la  a  d       n       d     oia-hm-e  de  la  radiale  d'une  eourbe 

plane  cptelconque  (Bu  na     na    d      Ä     des  Sciences,  IV,  Prag  1897). 
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11.     Wir  betrachten  mit  E.  Cesäro')  die  Kurren  mit  folgender 
natürlichen  Gleichung 

(W) 


fvi 


Bei  Anwendung  des  dargelegten  Verfahrens  erhält  man 
,„  l-dS, 


-Viir- 


Nim  ist  die  linke  Seite  ein  binomisches  Differenzial,  das  immer  inte- 
grierbar ist;  setzt  man  nämlich 


so  nnaet  man  ^e  =  —  ■     ''^ 

daher  »j 

wenn   man    die    Integrationskonstante    gleich   Null   setzt.      Setzt   man 
für  y  seinen  Wert  wieder  ein,  so  ergiebt  sich,  dafa 


(II) 


die  PoLargleiehung  der  gesuchten  Radiale  ist.  —  Die  durch  diese 
Gleichung  dargestellten  Kurven  sind  (so  weit  uns  bekannt)  in  ihrer 
Allgemeinheit  noch  nicht  untersucht  worden;  wenn  man  jedoch  den 
Konstanten  l  und  ji  spezielle  Werte  zuerteilt,  so  können  sowohl  die 
Gleichungen  (10)  als  auch  (11)  schon  bekannte  Kurven  darstellen, 
von  denen  wir  die  hauptsächlichsten  anführen  wollen. 

a)  ^  =  —  2,  i  ==  1 ;  Gleichung  (10)  steUt  dann  eine  Cykloide 
dar,  (11)  wird  zu  p  =  «cos(i»;  folglich:  Die  Radiale  einer  Cykloide 
ist  ein  Kreis,  bei  welchem  der  feste  Punkt,  von  dem  die  den  Krüm- 
mungsradien äquipollenten  Strecken  ausgehen,  auf  der  Peripherie  liegt, 

b)  fi  ^  1,  X^-^1,  alsdann  gehört  (10)  einer  Kettenlinie  an, 
und  (11)  wird  zu  p  =  — ^-  ;  vergleichen  wh-  dies  mit  Gleichung  (8) 
auf  S.  319,  so  scLliefsen  wir:  Die  Radiale  einer  Kettenlinie  ist  die 
Kanipyla  des  Eudoxns. 

C)  ;i  =  2,    i  =  1 ;    (10)   stellt   dann   eine   Kettenlinie   gleichen 

Widerstandes  dar  (vgl.  Nr.  235),  während  (11)  Übergeht  in  p  ^ , 

d.  h.  ir  =  «.  Die  Kettenlinie  gleichen  Widerstandes  hat  als  Radiale 
die  Gerade. 


1)  Sw  ime  classe  de  courhes  planes  rmiuM-guables  (^o\x\.  Ann,  3*  Ser,  XIX,  1900). 
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d)  ;*  =  -ö-,   ^  =  T>    ^^^^^   stellt   (10)    eine  Parabel,    (11)   die 
Kurve  p  =  — -3—   dar,  welches  eine  Multiplikatrix  ist  (vgl.  S.  318). 

C)  ft  ^ -5-,    ^  =  0-;    (10)  giebt  eine  gleichseitige  Hyperbel, 
(11)  giebfc  mit  einer  leichten  Veränderung 
p^  coe*2(o  =  a^; 
beim  "Übergang  zu  kartesiachen  Koordinaten  wird  diese 

sie  gehört  offenbar  dem  Typus  der  in  Nr.  103  betrachteten  Kurven  an. 

III.  Die  OriginalkuiTe  sei  die  durch  folgende  natürliche  Glei- 
chung definierte  Traktris 

B^aVe"  —  ! (12) 

Schreiben  wir  diese,  wie  folgt 

?i- log  (1  +  5), 

so  erhalten  wir  daraus  ^j^ 

d  — 
du  -  -^-,- ; 
l  +  |r 
Hieraus  ergiebt  sich  dann,  dals 

P==«-tg(» (IS) 

die  Gleichung  der  zugehörigen  Radiale  sein  mufa;  diese  stellt  nun, 
wie  uns  Nr.  85  lehrt,  eine  Kappa-Kurve  dar,  wir  erhalten  also  als 
Resultat:  Die  Radiale  einer  Traktrix  ist  die  Kappa-Kurve i). 

IV.  Die  Gleichung      j^+n^^™^« (^\^-^ 

stellt,  wenn  das  Verhältnis  der  beiden  positiven  Zahlen  in,  n  mtional 
ist,  eine  Parabel  höherer  Ordnung  dar  (Nr.  115),  wenn  es  aber  irrational 
ist,  eine  Kurve  W  von  Klein  und  Lie  (Nr.  225),  Im  ersteren  Falle 
kfmn  man  m  und  «  immer  als  ganz  und  relativ  prim  annehmen;  in 
jedem  Falle   aber  kann  (14)   durch   folgende   beiden    ersetzt  werden, 

wo  k  ein  beliebiger  Parameter  ist;  daraus  folgt  nun 

^-  «>"('»  +  ")  ' 

I)  Die  Rechunng   kano   mit   geringen  Abänderungen   auch  für  die  Pseudo- 
Traktrix  angewendet  werden. 
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zufolge  der  aUgenieinen   Eelation   ds  =  R'd&    wird   diese  Gleioliung 
nach  einigen  Redulrtionen  zu 


Setzen  wir  hierin  ,„  r  *, 

so  ergiebt  sieh  , 

und  daher  6  =  arc  tg  /i 

oder  — ^—  r-  =  tg  9 . 

Eliminieren  wir  mit  Hilfe  dieser  Beziehung  den  Pai'ameter  l  aus  dem 
Werte  für  B,  ersetzen  E  durch  p,  6  durch  o,  so  folgt 


„  —  _.Z^'_  \B+^ l (15) 

als   Polargleichung   der    Radiale   der   betrachteten  KurTen.     Die  ent- 
sprechende karte  sische  Gleichung  ist 


Lm(m  +  «.)J    \m  +  n) 


(x^  +  yT  Lm(m  +  «.)J  \m  +  ^ 
Wenn  das  VerMltnis  m :  n  rational  ist,  so  stellt  diese  Gleichung  eine 
Kurve  von  der  Ordnung  2m -{- n  Aar,  wenn  «>m;  wenn  hingegen 
w  <  m,  so  läfst  sich  die  ganze  Gleichung  durch  3f~"  dividieren,  und 
wird  nach  Abscheiduug  dieses  Faktors  vom  Grade  3m;  folglich:  Die 
Radiale  der  Parabel  y""-^"  =  p^ac"  ist  eine  Kurve,  deren  Ordnung 
gleich  der  gröfseren  der  beiden  ZaMen  ^tn-^-n  nnd  3«i  ist 
Z.  B.  für  die  gewöhnliche  Parabel  ist  die  Radiale  von  der  dritten  (s.  o.), 
für  die  semitubische  (j/^  ^ px^)  von  der  vierten,  für  die  kubische 
(j/8  =  p^x)  von  der  sechsten  Ordnung. 

V.     Führen  wir  eine  ähnliehe  Rechnung  wie  die  obige  für  die 


iT"')/"'  = »'"  +  " (16) 


Kurve 

aus,  so  bekommen  wir  die  Polarglei chung  der  Radialen  als 

o  =  __5 ^^- (17) 

*^        nim-\-  n)  2m+n 

I  —  tg  (0 1  ■  cos*  K) 

Aus  dieser  ergiebt  sich,  dafs,  wenn  m,  n  ganze,  relativ  prime  Zahlen 
sind,  diese  Kurve  algebraisch  und  von  der  Ordnung  'd{m-{-n)  ist. 
Die  Radiale  der  durch  lery"  =  a'"-^"  dargestellten  Hyperbel  ist  eine 
Kurve  von  der  Ordnung  3  (»«+«.). 
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VI.  Ähnliche  andere  Sätze  würde  man  erhalten,  wenn  man 
die  dargelegten  allgemeinen  Betrachtungen  auf  die  Kurven  anwendet, 
bei  denen  der  Bogen  proportional  einer  Potenz  des  Krünimnnga- 
radius  ist;  es  ist  leicht  einzusehen,  dafs  ihre  Radialen  Spiralen  höheren 
Girades  sind^). 

266.  Das  obige  Verfahren  zur  Auffindung  der  Radiale  einer 
Kurve,  deren  natürliche  Gleichung  man  kennt,  läXst  sich  umkehren 
und  führt  zu  dem  umgekehrten  Probleme  der  Radialen,  näm- 
lich die  Aufsuchung  derjenigen  Kurven  —  Antiradialen  wollen  wir 
sie  nennen  —  die  eine  vorher  bestimmte  Kurve  als  Radiale  haben, 
Ist  nämlich  eine  Kurve   gegeben,  die   in  Polarkoordinaten  dai^eatellt 

wird  durch  o}=f{(,), (18) 

so   erhält  man,  wenn  man  w  ^  6,   p  =  iJ  setzt  und  differenziert 

Multipliziert  man  mit  Jt  und  beachtet,  dafs  E-dQ  =  ds,  so  ergiebt 

sich  schliefslich  s=fll-r(M)'äR, (19) 

und  dies  ist  die  natürliche  Grleichung  der  Antiradiaien  der  Kurve  (18). 

Sachen  wir  z.  B.  die  Äntiradiale  einer  beliebigen  Geraden 

a:  cos  K  +  y  sin  «  —  p  =  0 ; 

wir  transformieren  diese  Gleichung,  führen  Polarkoordinaten  ein,  und 

bekommen  ,  p 

fo  ^  ß  +  arc  cos  ■-  ■ 

Da  nun  hier   /'(p)  =  «  -j-  are  cos  ~,  so  liefert  uns  die  Gleichung  (19) 

.  _  /'    P<i^ 

daher  ist  s  l  .      Ü  -j-  ]/B'  —  p^ 


vergleichen  wir  d^  Resiiltat  mit  der  Gleichung  (21)  in  Nr.  336,  so 
ergiebt  sieh:  Die  Autiradiale  einer  Iielieliisen  Geraden  ist  eine  Ketteu- 
linie  gleichen  Widerstandes. 

1)  Eine  Bemerkung  von  G.  Pirondini.  --  Andeie  BHl^plPle  \on  Hadwien 
findet  man  in  dem  neuen  Aufsätze  von  F.  P.  Euffini,  Infonio  alle  radiak  della 
Imea  generata  dal  fttoco  di  vma  conica  la  quäle  lotoh  sopta  mm«  letta  (Bologna 
Rend.  1001—1902). 
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Siebentes  Kapitel. 
Die  Breimlinleii^). 

267.  In  einer  Ebene  sei  ein  einfach  unendliches  System  S  von 
leuchtenden  Strahlen  gegeben,  die  ein  bestimmtes  Gesetz  befolgen; 
wir  können  sie  entweder  als  parallel,  oder  in  einen  Punkt  zusammen- 
laufend, oder  allgemeiner  als  eine  gegebene  Linie  A  berührend,  oder 
als  zu  einer  anderen  A'  (der  Evolvente  von  A)  senkrecht  stehend  an- 
nehmen. Es  sei  dann  in  derselben  Ebene  eine  Kurve  P  gegeben,  die 
entweder  als  spiegelnd  oder  Grenze  eines  lichtbrechend en  Mediums 
angesehen  werde.  Dann  verwandeln  sich  die  Strahlen  des  Systems  S 
in  die  eines  anderen  5',  die  dann  ihrerseits  eine  andere  Kiu-ve  B 
tar^ieren  bezw,  zu  einer  anderen  B'  (der  Evolvente  von  B)  normal 
sind.  B  heifst  dann  die  Brennlinie  (Kaustika)  von  F  und  ge- 
nauer —  um  eine  übliche,  von  Johann  Bernoiilli^)  vorgeschlagene 
Benennung  zu  benutzen  ■ —  die  Katakaustika,  wenn  F  spiegelnd, 
Diakaustika,  wenn  F  als   brechende   Kurve   gedacht  wird').     Der 

1)  Aiisfahrliche  bibliographische  Notizen  über  diese  Kurven  finden  sict  in 
der  Dissertatio  mathematiea  de  mvenienda  aequaUone  causfiearmn  (Lugd.  Batav. 
1837)  von  C.  J.  Matttes;  aufserdeni  ia  einigen  Artikeln  als  Beantwortung  einer 
von  A.  Cornu  im  InteniMiaire  gestellten  Trage  {II,  1395,  S-  208  u.  321;  VI, 
18S9,  8.  101). 

2)  S.  die  Abh.  lÄneae  cycloidaks,  evolvtae,  antevöliitae,  eaasticae,  artUeausti- 
cae,  perieamtieae  (Acta  erud.  Mai  1683;  Joh.  BemoulU  Opa-a  I,  S.  491—802). 

3)  Aufser  diesen  Kurven  hat  BemouUi  noch  zwei  andere  Kurven  betrachtet, 
deren  Definition  folgende  ist:  „Wenn  alle  Strahlen  eines  Sjstems  5  durch  einen 
Punkt  F  gehen,  und  es  ist  FM  einer  derselben,  MP  der  von  der  Kurve  r 
reflektierte  Strahl,  wobei  M  der  Einfallspunkt  und  P  der  Berührungspunkt  mit 
der  Kaustika  ist;  ist  ferner  P,  der  zu  P  symmetrische  Punkt  auf  dem  aus- 
tretenden Strahle,  und  P,  der  Punkt  der  Einfalls  strahl  es,  der  von  M  denselben 
Abstand  hat,  wie  P,  so  heifst  der  Ort  der  Punkte  P,  die  Antikaiistika,  der 
von  Pj  die  Perikaustika  von  F."  Heutzutage  giebt  man  jedoch  den  Mamen 
Antikauetika  einer  Kurve,  dei-en  die  Kaustika  die  gegebene  Kurve  ist  in  Bezug 
auf  ein  gegebenes  Strahlensjstem  (s.  z.  B,  Laguerre,  Swr  les  (mticaustiqa^s 
jKtr  reflexion  de  la  parabole  les  i-ayona  mcidenta  Ümt  pmiüliles,  Nouv.  Ann.  3"  So, 
II,  1S83).  Diese  Bemerkung  steht  in  Znsajnmenhaug  mit  der  anderen,  dafs  man 
jede  beliebige  Kurve  (ausgenoinmen  die  Gerade)  ansehen  kann  als  durch  Re- 
flesion  oder  Refraktion  aus  einer  anderen  geeignet  gewählten  entstanden;  die 
Aufsuchung  der  letzteren  bildet  das  „inverse  Problem  der  Kaustiken":  diesem 
ist  eme  Abhandlung  gewidmet  von  G.  W.  Strauch,  Das  nmgekekrle  FroMem  der 
Bjermlmten  (Wiener  Denkschriften,  XX,  1859).  —  Die  oben  definierten  Kurven 
sind  nicht  die  einzigen,  die  ihre  Entstehung  der  geometrischen  Optik  verdanken; 
wir  fahren  »och  die  von  Leibnia  als  Äcampte,  Aclaste  und  Synacampte 
bezeichneten  au  (vgl.  den  Anhang  zu  einem  Briefe  an  Joh.  Bernoulli  vom  7,  Jan. 
1704,  Leibms,  ed.  Gerhardt,  lU,  S.  734)  sowie  die  von  Mairan  betrachteten 
{Quairiime  porUe  des  Bedieidies  pkysico-mathematiques  aar  la  reflexion  des  corps, 
M&u.  de  Paris,   1740)  und  von  Fontenelle  angegebenen  {Histoire  de  l'Acad. 
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gewöhnliche  Fall  ist  der,  dafa  S  ein  Stmhlenbüscliel  mit  endlichem 
oder  auch  unendlich  fernem  Scheitel  ist,  und  diesen  Fall  hatte  auch 
Tschirnhausen  im  Auge,  der  —  wenn  man  von  einigen  unbeatimmten 
Aufserungen  von  Maurolieo^)  absieht  oder  von  solchen  in  der  Optik 
Barrow's^)  —  als  der  erste  bezeichnet  werden  müTste,  der  die  Idee 
der  berühmten  Kurreu,  denen  dies  Kapitel  gewidmet  ist,  gefafat 
hat'),  „wenn  er  sie  nicht  1678  in  Paris  durch  Huygens  kennen  ge- 
lernt hat"*). 

Die  älteate  bestimmte  Spur  derselben  findet  sich  in  einem  Briefe 
Tschirnhausens  an  Leibniz  vom  7.  April  1681,  in  welchem  er 
diesen  fragt,  ob  er  sieh  schon  mit  der  Kurve  beschäftigt  habe,  die 
durch  die  Schnitte  (paralleler)  Lichtstrahlen  entstehe,  nachdem  diese 
eine  Reflexion  au  einer  Kurve  erlitten  haben,  wobei  er  hinzufügte, 
dafs  jene  geometrisch  sei,  wenn  diese  es  iat^).  Leibuiz  antwortete 
unterm  13.  Mai  desselben  Jahres^),  indem  er  erklärte,  dafs  er  die  ihm 
vorgelegte  Frage  wohl  nicht  richtig  verstanden  habe,  da  es  ihm 
schiene,  dafs  die  Schnitte  der  reflektierten  Strahlen  keine  Kurve  bildeten, 
sondern  die  ganze  Ebene  bedeckten.  In  der  Erwiederung,  geschrieben, 
von  Paris  unterm  27.  Mai  1682'),  wurden  dann  die  Gesetze  über  die 
Brennlinien  dai^elegt,  die  Tschirnhausen  in  den  Acta  eruditorutn 
vom  Kov,  1682  unter  dem  Titel  Inventa  nova,  exMUta  Parisiis  So- 
detati  regiae  Säentiantnt  veröffentlichte;  die  hauptsächlichsten  von 
ihnen  finden  sich  auch  Lu  einem  Briefe  von  Leibniz  an  denselben 
Tschimhausen*).  Nächst  Leibniz  ist  Johann  Bernoulli  derjenige, 
der  die  Theorie  mit  gröfserem   Erfolge    bearbeitete^);    ihm   verdankt 

des  Sciences,  1740,  S.  89—102);  eine  derselben  nannte  er  courbe  röfi'aetoire 
on  anaclastique,  eine  andere  courbe  vdflesoire  ou  anacamptique.  Die 
Anaklastika  Mairans  ist  eine  Kurve  4'"  Ordnung,  ähnlich  der  Konohoide  des 
Nikomedes;  ihre  Gleichung  ist 

«'-«■  ,j,  _  (.■-»•)(»■+>)■-<■■>■ . 

Bei  der  Untersuchung  dieser  Kurven  bediente  sich  Mangan  gewisser  erzeugender 
Kiirven,  die  Ton  ihm  ,courbe3  des  sßcantes  ouyeites  en  ^ventail'  bezw. 
,eourbes  secantes  ferntöes  en  öventail'  genannt  wurden,  und  die  nichts 
anderes  als  centrisehe  Kegelschnitte  sind, 

1)  Macri,  Commemorasione  del  IV  Oentenario  di  Francesco  Maurolico, 
Messina  MDCCCXCIV,  S.  111, 

3)  Montucla,  Histoire  des  Mathimeitiques  11.  Nouv,  ^d,  (Paris  1799)  S.  389. 

3)  Vgl.  den  §  9  des  Werkes  von  Weissenborn,  Lehensbeschreibtmg  von 
E.  W.  von  Tsehknhausin  (Eiaenach  1866). 

4)  So  M.  Cantor,  Yorlemugen  UI.  (2'  Aufl.,  Leipzig  1901)  S.  148. 
Ö)  Leibnü,  ed.  Gerhardt,  IV,  (Halle  a.  S.  1359)  8.  484.  6)  Das. 
7)  Das.  S.  487.  8)  Das.  S.  491. 

9)  Die  bezügl.  Arbeiten  finden  sieh  in  Jöli.  Bemoutti  Opera,  in  Abschnitten, 
die  man  leicht  verroittelst  des  Index  rerwn  bei  dem  Artikel  Cimstica  auffinden 
kann.    An  diese  knüpfen  sich  einige  Schriften  Jakob  Bemoullis,  die  in  JacoM 
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man  die  Bctraehtung  solcher  Strahlen,  die  in  einem  besonderen  Punkte 
zusammenlaufen,  den  Begriff  der  Diakaustika,  sowie  die  Bestimmug 
der  Brennlinien  spezieller  Kurven^  durch  ihn  erlangte  die  Theorie  der 
bezüglichen  Kurven  schon  einen  solchen  Grad  der  Vollkommenheit, 
daTs  die  Geometer  längere  Zeit  hindurch  dieses  Thema  fallen  liefsen, 
da  es  keine  Früchte  zu  bringen  versprach,  die  der  Mühe  lohnten. 

Der  von  Tsehimhausen  und  später  von  anderen  angewendete 
Kunstgriff  bei  der  Bestimmung  der  Brennlinien  durch  Reflexion  be- 
steht in  der  Betrachtung  der  „Länge  des  reflektierten  Sü'ahles"; 
darunter  versteht  man  die  Länge  1  der  Strecke  zwischen  dem  Einfalls- 
punkte und  demjenigen  Punkte,  in  welchem  der  Strahl  die  von  ihm 
umhüllte  Brennlinie  berührt.  Für  diese  Länge  erhält  man  nämlich 
einen  sehr  einfachen  Ausdruck  in  dem  Falle,  dafs  die  Lichtstrahlen 
parallel  sind.     Diese  kann  durch  folgende  Rechnung  erhalten  werden. 

E'  sei  /■«,<)) -0        (1) 

die  Gleichung  dei  spiegelnden  Kurve  T  in  rechtwinkligen  kartesischen 
Koordmaten  Nehmen  wir  den  unendlich  fernen  Punkt  der  Ordhiat- 
axe  als  leuchtenden  Punkt,  so  wird  x — ^  =  0  die  Gleichung  eines 
beliebigen  Lichtstrahles,  {x  —  g)  +  («/  —  ''i)jT  =  *^)  ^^^  ^^^'  ^^*" 
sprechenden  Normalen  sein,  und  demnach 

die  des  reflektierten  StraMes.  Die  Kata]iausti]:a,  die  ja  die  Enve- 
loppe  dieser  Strahlen  ist,  hat  zur  Gleichung  das  Resultat  der  Elimi- 
nation von  '%  und  ^,  aus  (1),  (2)  und  der'  Ähgeleiteten  von  (2),  also 
der  Gleichung  \  +  l^\' 

-(»^-8|f  +  (»-'))= ^,-    ...    (3) 

werden  nun  die  Gleichungen  (2),  (3)  nach  x  —  |,  y  —  )j  aufgelöst,  so 
erhält  man  j,  .j,, s 

x-i~-^.         ,J-V-         )f"   ,    ...     (4) 

wodurch  die  Koordinaten  x,  y  eines  beliebigen  Punktes  der  Katar 
kaustika  in  Funktionen  der  Koordinaten  |,  ij  des  Einfallspunktes  ge- 
geben sind.     Aus  ihnen  ergiebt  sich  i   /'^''\^ 


p  =  {x^iy^(ii^^Y 


d^' 


BemoulH  Opera  S.  473,  649  u.  1077  atehen.    Tgl,  auch  de  THöpital,  Methode 
faeile  pow  diterminer  les  points  des  cfmstiques  par  rifraciion  etc.  (MÖm.  de  Paris, 
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Ist  nun  R  der  Krümm ungsradins  und  r  der  Reflexionawinkel,  so  1 
man  3_ 

und  daher  j 

i  =  --BcosT ,     (5) 

Dies  ist  die  angekündigte  Beziehung;  sie  sagt  ans:  Ist  ilf(g,ij)  ein 
Punkt  der  spiegeluden  Kurve  und  C  das  zugehörige  Kriimmuugs- 
ceiitrum,  m  findet  mau  den  entsprechenden  Punkt  F{x,y)  der 
Brennlinie  iür  parallele  Strahlen,  indem  man  dem  Mittelpunkt  der 
Strecke  MC  auf  den  reflektierten  Strahl  projiziert. 

Wenden  wir  die  erhaltenen  Resultate  auf  spezielle  Kurven  an, 
so  erhalten  wir  interessante  Resultate,  wie  folgende  Beispiele  zeigen. 

a)  Die  spiegelnde  Kurve  sei  ein  Kreis  ^^-\-7j^  =  a\  Beti-achten 
wir  (Taf.  XVI,  Fig.  137)  einen  beliebigen  in  iüf  parallel  mit  der  y-Axe 
einfallenden  Strahl  s,  der  die  a^Axe  in  N  schneidet  und  den  ent- 
sprechenden reflektierten  r.  Projizieren  wir  nun  die  Mitte  Q  des 
Radius  OM  auf  r  als  P,  so  ist  P  ein  PuJikt  der  Katakaustika,  ist 
nun  H  die  Mitte  der  Strecke  MN,  so  ist  offenbar  MH  =  MF, 
folglich  laist  sich  die  Katakaustika  des  Kreises  punktweise  kon- 
struieren, wenn  man  auf  jedem  reflektierten  Strahl  vom  Einfallspunkte 
aus  ein  Viertel  dei  auf  dem  einfallenden  Strahle  abgeschnittenen  Kreis- 
sehne abtragt  —  Die  analytische  Darstellung  der  fragliehen  Kurve 
erhält  maji  leicht,  indem  man  entweder  obige  Konstruktion  in  Formeln 
kleidet,  oder  die  Gleichung  (4)  benutzt').  Setzt  man  S,  =  a<i08ip, 
}j  =  a  sin  95 ,   90  findet  man  auf  die  eine  oder  andere  Weise 

X  =  jiScos^p  -{-  cosd(p),        )/  =  --(Ssiny  +  sinSy), 

und  diese  Gleichungen  zeigen:  Die  Katakaustika  für  parallele  Strahlen 
eines  Kreises  mit  dem  Radius  a  ist  eine  gemeine  Epieykloide,  die 
entsteht,  wenn  ein  Kreis  mit  dem  Radius  -j-  auf  einem  andern  mit 
dem  Radius  ^  roUt^). 

1)  DieTangentialgleichungder  fraglichen  Brennlinie  findet  sich  liei  J.Booth, 
A  ti-eatise  on  sonie  new  geometrieal  methods  L  {London  1873)  Cap.  Sin. 

2)  Diese  elegante  Tolgerung,  sowie  die  vorige  Punktkonstruktion  der  Kau- 
stika  wurde  von  de  La  Hire  entdeckt  und  in  der  Abh.  Examen  de  la  eowbe 
fonnee  pa/r  les  rayons  refkehis  äana  wi  guart  de  cercle  (Möm.  de  l'Aead.  des 
Sciences,  depuis  1666  jusqu'ä  1699,  Pftris  1730,  S.  294—310)  dargelegt.  Daseibat 
ist  übrigens  irrtümlicli  folgende,  von  Tschimhausen  angegebene  Konstruktion 
bewiesen:  Man  beschreibe  einen  Kreis,  der  den  zu  den  Lichtstrahlen  senkrechten 
Radius  OA  des  gegebenen  Kreises  Eum  Durchmesser  hat,  nehme  aof  jeder  Ordi- 
nate die  Mittelpunkte  D  des  Segmentes  BC,  das  von  beiden  Kreisen  begrenzt 
wird;  diese  bilden  die  Katakaustika  des  gegebenen  Kreises, 
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b)  Eine  neue  bemerkenswerte  Kurve  erhält  man,  wenn  man  von 
der  Parabel  ^^  =  2^^ 

ausgeht.     Dann  liefern  uns  die  Gleichungen  (4) 

eliminiert  man  §,  tj,  so  gelangt  man  zu 

als  Gleichnng  der  gesuchten  Katakaustika.  Diese  läfst  sich  jedoch 
noch  aiif  eine  andere  Weise  darstellen,  die  ihre  interne  Natur  klar- 
legt. Aus  der  letaten  Gleichung  erhalten  wir  nämlich  für  das  Bogen- 
differonzial  und  den  Krümmungsradins 

ds_  ^  2x  +  3p  ^  ^  (aa;-f3j')' . 

f^«         %y6px    '  I2j)       ' 

durch  Elimination  Yon  X  erhält  man  dann 

an 


l/l/< 


(W- 


als  natürliche  Gleichung  der  Brennlinie  der  Parabel.  Nun  stellt  diese 
Gleichung  den  Entwickelungen  in  Nr.  173  zufolge  (s.  S.  400)  eine 
Sinusspirale  mit  dem  Index  — j  dar;  infolgedessen  kann  die  fragliche 
Kurve  in  Polar koordinaten  durch 


& 


'  cos  (■ — -t-q)      oder 


dargestellt  werden.  Diese  Kurve  erhielt  den  Namen  Orthogenide^), 
der  von  AUegret  ersonnen  war,  zunächst  um  eine  beliebige  Sinus- 
spirale zu  bezeichnen. 

C)  Nehmen  wir  als  spiegelnde  Kurve  die  Cykloide 

I  =  «  arc  cos yWa^^^—T}^, 

so  findet  man  als  Gleichung  der  Brennlinie: 

rj  =  a-'  Ya^  —  ay,         ^^x  —  "j/ö^  +  Ya^—  if, 
und  nach  Elimination  Ton  ^,  -ij 


-ay 


yäf^ 


Die    Bremüinie   einer    Cykloide    ist   also    eine    andere    Cykloide,   bei 
welcher  der  Durchmesser  des    rollenden  Kreises   gleich  dem  Radius 

1)  S,  Question  1306  der  Nouv.Ana,,  gelöst  von  Fauquenlierg  (2.  Ser.  XIV, 
1894,  8,  5*);  dieselbe  Kurve  war  schon  vorher  von  Bsirbior  und  Lucas  unter- 
SECht  worden  (Nouv.  Ann.  2.  Ser.,  V.  S.  27  ff.). 
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des  die  ursprüngliclie  Cykloide  eiT.eugeuden  Kreises  ist.  Dieses  Resultat 
verdanken  wir  Joh.  Bernoulli. 

d)  Wir  betrachten  die  logarithmische  Kurve,  dargestellt  durch 

lind  ein  System  von  Lielitstrahlen,  die  parallel  zur  x-Axe  einfallen. 
Der  Strahl  ;/  =  ^  wird  alsdann  reflektiert  in  die  Gerade  mit  der 
Gleichung  i 


*(,l_rJ)-o^ 


Differenzieren  wir  nach  h,   so  erhalten  wir    k  =  ij  -\~  a.     Durch  Eli- 
minieren von  /;  findet  man  dann  die  Gtleiehung 


die  eine  Kettenlinie  darstellt.  Folglich:  Die  Iftgarithmische  Knrve 
y  =  alog-  hat   für  parallel   der  ic-Äxe   einfallende   Stralileii  zur 

Katakaustika  die  Kettenlinie  x=  ^\e  ^   -{-  e         )  > 

368.  Wir  kehren  zu  allgemeinen  Bebachtungen  zurück  und  be- 
merken zunächst,  dafs  die  Gleichung  (6)  nur  ein  Spezialfall  der  Be- 
ziehung ist,  welche  die  Länge  l  des  einfallenden  Strahles  mit  der 
Länge  l'  des  reflektierten  oder  gebrochenen  Strahles  verknüpft,  in 
dem  allgemeinen  Falle,  dafs  der  leuchtende  Punkt  m  endlicher  Ent- 
fernung liegt.  Bezeichnen  wir  den  Einfalls-  und  den  Brechungswinkel 
bezw.  mit  (t  und  /i'  und  das  konstante  Verhältnis  ihrer  Sinus  (den 
sog.  Brechungskoeffizienten)  mit  —,,  so  lautet  die  allgemeine  Be- 

wozu  bemerkt  werden  möge,  dafs  im  Falle  der  Eeflesion  m  + »»'  ^  0 
imd  ft-|-jt'=  0.  Der  Hauptsache  nach  findet  sie  sich  in  dem  Werke 
Joh.  BernoulH's,  in  dieser  Form  jedoch  in  der  Sammhmff  von  Auf- 
geben und  Lehrsätzen  aus  der  anaiytischen  Geometrie  (Berlin  1833, 
S.  467)  von  Magnus.  Den  Beweis  wollen  wir  uns  schenken,  da  das 
Feld  ihrer  Anwendbarkeit  kein  grofses  ist;  desgleichen  den  Beweis 
für  die  Eelation      „-^^  —  l^^s]  =  n\Ji-V,±  s'], 

die  den  Bogen  s  der  reflektierenden  Kurve,  der  begrenzt  ist  von  den 
Punkten,  die  vom  leuchtenden  die  Abstände  \  und  ^  haben,  mit  dem 
entsprechenden  der  Kaustika  verknüpft^). 

1)  Briefliche  Mitteilung  von  Oberlehrer  J.  Finsterbnach  in  Zwickau, 

2)  Magnus,  a.  a.  0.  S,  643,  Im  Falle  m-|-m'  =  0  geht  (7)  auf  ilio  Ber- 
noulli'eche  Gleichung  zunick. 
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Ein  neuer  mächtiger  Antrieb  zum  Sbndium  der  Kanstika  ging 
1808  von  Malus  ans  durch,  seine  berühmte  Memoire  sur  l'OpUque 
(Jonrn.  de  l'Bcole  polyt  VII).  Es  ist  hier  nicht  der  Ort,  auf  die 
bewunderungswürdigen  Resultate  derselben  einzugehen,  zumal  sie 
gröfetenteils  die  Verteilung  der  Lichtstrahlen  im  Räume  betreffen  und 
somit  mehr  Beziehung  zur  Geometrie  der  Oberflächen  und  der  Liniea- 
kongruenzen  als  zur  Geometrie  der  Ebene  haben,  auf  die  wir  uns 
hier  beschränken  müssen.  Nur  eine  Ausnahme  soll  gemacht  werden, 
und  zwar  wegen  eines  Satzes,  dem  man  die  Einführung  eines  neuen 
Begriffes  verdankt,  der  so  fundamental  ist,  dafs  er  eine  radikale 
Änderung  in  der  Theorie  der  Kaustiken  herrorgerufen  hat. 

Wir  betrachten  zu  dem  Zwecke  die  Kurve  A',  zu  der  alle  ein- 
fallenden Strahlen  normal  sind;  §',  ij'  seien  ciie  Koordinaten  eines  be- 
liebigen Punktes  derselben,  x,  y  die  des  entsprechenden  der  Kuiwe  F, 
welche  die  brechenden  Medien  trennt.  Wenn  wir  dann  mit  |,»j  die 
laufenden  Koordinaten  bezeichnen  und  j^^jp  setzen,  so  werden  die 
Gleichungen  des  einfallenden  Strahles,  der  Normale  zur  Kurve  F  und 
des  austretenden  Strahles  bezw.  von  folgender  Gestalt  sein 

rj  —  y^h'(^  —  x),  ^  —  2/  =  —  -^  (I  —  3!) ,  ij  —  y  =  /c (I  —  «)  ; 
da  nun  der  einfallende  Strahl   durch   den  Punkt  {!',  i;')  der  Kurve  A' 

während  die  Gleichung 

das  Grundgesetz  ausdrückt,  weiches  die  Erscheinung  der  Refraktion 
beherrscht.  Mit  Berücksichtigung  der  vorigen  Gleichung  kann  nun 
diese  geschrieben  werden 

jj'     g  — »  +  J'(n  — y)     ^  jj     r  —  tg +?('?'  — y)    . 

1/(1  -  xy + (^  -  yr        y(r  -  xy + a  -  yy ' 

sie  steUt  den  austretenden  Strahl  dai'  und  wird  offenbar  befriedigt 
durch  die  Koordinaten  i,  tj  eines  Punktes  N,  von  der  Art,  dafs 

n  ]/(X--'xy+'(7{—y)'        '       -^^  [^—x+p(n'—y)] 

Schreiben  wir  diese  Braiehungen  folgendermafeen: 

g— a;+p(^  — !/)  =  J^  iß'—  X  +i)(V—  y))  , 

so  sehen  wir,  indem  |,  ij  die  laufenden  Koordinaten  sind,  dafs  die 
erste  dieser  Gleichungen  einen  Kreis  K  darstellt,   dessen  Centrum  im 
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Incidenzpunkte  liegt,  und  dessen  Eadius  das  Produkt  aus  dem  Breehunga- 
koeffizienten  ~  und  dem  Abstände  jenes  Punktes  vom  leuchtenden 
Punkte  ist.  Die  zweite  Gleichung  entsteht  dann  durch  DifPerenzieren 
der  ersten  nach  x.  -ZV"(|,  ij)  ist  demnach  der  Berührungspunkt  des 
Kreises  K  mit  der  Kurve,  die  von  allen  diesen  analog  konstruierten 
Kreisen  umhüllt  wird.  Der  austretende  Strahl  enthält  sowohl  diesen 
Punkt  N  als  auch  den  Mittelpunkt  (a:,y)  von  K,  er  ist  daher  normal 
zu  diesem  Kreise,  also  auch  zu  der  umhüllten  Kurve;  letztere  ist  also 
normal  zu  allen  austretenden  Strahlen,  mit  anderen  Worten:  sie  ist 
eine  Evolvente  der  Kauetika.  Aus  allem  diesen  ergieht  sieh  nun 
folgender  Satz  von  Gergoune:  Die  Kaustika  B  einer  beliebigen 
(spiegelnden  »der  brechenden)  Kurve  P  für  solche  Strahlen,  die  eine 
Kurve  A  berfthreii,  (oder  zu  einer  Kurve  A',  der  Evolvente  von  A, 
normal  sind)  ist  die  Evolute  einer  Kurve  B',  welche  die  Enveloppe 
der  unendlich  vielen  Kreise  K  ist,  deren  Mittelpunkte  auf  der  Kurve 
r  liegen,  und  deren  Radien  zu  deu  Abständen  der  Mittelpunkte  von 
den  entsprechenden  Punkten  der  Kurve  A'  in  einem  konstanten 
Verhältnisse  stehen,  nämlich  des  Sinus  des  Einfallawiukels  zu  dem 
des  Brechungswinkels^).  Zufolge  dieses  Satzes  zerfällt  die  Unter- 
suchung der  Brennlinien  in  zwei  Teile,  nämlich  die  Untersuchung  der 
Enveloppe  des  nach  einem  bestimmten  Gesetze  vaa^iahelcn  Kreises  und 
die  der  Evolute  einer  gegebenen  Kurve,  und  diese  beiden  können  so- 
wohl geometrisch,  als  auch  analytisch  ausgeführt  werden.  Die  Kurven 
B',  die  Evolventen  der  Brennlinien  B,  tr^en  den  ihnen  von  Quetelet*) 
gegebenen  Namen  sekundäre  Kaustiken  (NebenbrennÜnien). 

Wenden  wir  den  soeben  bewiesenen  Satz  von  Gergoune  an  für 
den  Fall  der  Refraktion,  wenn  die  Brechungskurve  eine  Gerade  ist 
und  die  Strahlen  von  einem  Punkte  ausgehen,  so  finden  wir,  dafs  die 
sekundäre  Kaustika  eine  Ellipse  ist;  ist  dagegen  die  brechende  Kurve 
ein  Kreis,  so  ist  sie  ein  Cartesisches  Oval*).  Die  Diakaustika  einer 
(Geraden  ist  also  die  Evolute  einer  Ellipse*);  die  eines  Kreises  ist 
im  allgemeinen  die  Evolute  eines  Cartesisclien  Ovales^);  liegt  aber 
der  leuchtende  Pmikt  auf  der  Peripherie  des  Kreises,  so  ist  die  Dia- 


1)  Gergonne,  S»r  les  causliqites  planes  (Annales  de  Math,  XV,  1S24 — S&). 

2)  Semonstratwn  et  d^vdoppeimnts  des  pi-ineipes  fondamenta%ix  de  la  theorie 
des  cBMatigwes  s^cimdaires  (Belgique  M6m.  Y,  1829). 

3)  Salmon-Piedler,  Höhere  ebene  Cm-ven,  II.  Aufl.  (Leipzig  1882)  S.  137. 

4)  Dieser  spezielle  Satz  wurde  von  Gergonne  scbon  1820  bewiesen  (De 
la  mttwüre  dont  les  poissons  iwus  voyent  et  dont  nous  les  voytms,  Annalea  de 
Math.  XI,  1920—31),  ein  direkter  analytischer  Beweis  steht  in  Schlömilch, 
Gompendivm  d.  höh.  Analym  (ö.  Aufl.,  Braunachweig  1881)  I,  S.  132. 

5)  Auch  dieser  Safeä  ist  filteren  Datums  ala  der  von  Gergonne,  indem  er 
sich  schon  in  den  Becherehes  d'analyse  sur  les  caMStiques  planes  ^on  C.  Sturm 
findet  (Ann.  de  Math.  XV,  1824—25). 
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kauatika  eine  Kardioide,  welcher  Umstand  schon  dem  Joh.  Bernoulli 
bekannt  war. 

Der  Satz  von  Gfergonne,  der  anf  die  Existenz  der  sekundären 
Kanstiken  hinweist,  bedeutet  einen  Höhepunkt  in  der  Geschichte  der 
Theorie  der  Brermlinien;  die  späteren  Arbeiten  haben  zu  den  be- 
kannten Resultaten  nur  weniges  von  Bedeutung  hinzugefügt:  einige 
wandten  auf  diese  Kurven  die  Methoden  der  natürlichen  Koordinaten 
an*),  andere  suchten  den  Zusammenhang  mit  einer  anderen  Klasse 
von  Kurven,  nämlich  den  Fufspunktkurven*),  wieder  andere  stellten 
Beziehungen  auf  zwischen  den  Kaustiken  und  der  Theorie  der  Be- 
wegungen^), noch  andere  beschäftigten  sich  mit  den  Sätzen  über  ihre 
Rektifikation*).  Viel  zahlreicher  jedoch  aind  die  Schriften,  die  sich 
mit  der  Bestimmung  und  Unteisuchung  der  Brennlinien  spezieller 
Kurven  befafst  haben:  unter  ihnen  lagt  die  Memoir  upon  CausUcs 
von  Ä.  Cayley  hervor  (Phil  Trans  L'XLVE,  1857  und  CXVII  1867), 
worin  der  Fall,  dafs  die  betiachtete  Kuive  eine  Gerade  oder  ein  Kreis 
sei,  erschöpfend  behandelt  ist  Nicht  zu  vergessen  seien  auch  die 
Arbeiten,  in  denen  die  Katakaustika  einer  Kardioide  bestimmt  wird^), 
sowie  der  Beweis,   dafs  alle  Kurven,  welche  eine  Polarglei chung  von 

der  Porm  „         „ .  ,  +  i 

Ol"  =  ^"{aosmm)- 

haben,  zur  Katakaustika  eine  Kurve  von  folgender  Gleichung  haben^) 

Q  ^  a  cos-^pa-smqa. 

Nennenswert  sind  auch  die  Arbeiten  G.  F.  Steiner's'),  die  sich  die 
Bestimmung  der  Plüeker'schen  Charakteristiken  der  Katakanatiken 
einer  algebraischen  Kurve,  deren  Charakteristiken  bekannt  sind,  zur 
Aufgabe  gestellt  haben;  sich  stützend  auf  die  fundamentalen  Be- 
trachtungen Björling's  in  der  Ai-beit  üeber  entsprechende  Singulari- 
täten in  algebraischen  ebenen  Owrven  (Nova  Acta  Reg.  Soc.  TJpsal.  1879) 
gelangt  der  Verfasser  zur  Lösung  dieses  Problemes,  nicht  ohne  be- 
merkenswerte Benutzung   Ton  Resultaten,    die    au   spezieilen  Kui-ven 


1)  Habioh,  5W-  i*ii  syetiHie  partkuUer  de  coordoimees.  AppHeation  aum 
CMstiques  planes  (Aun.  di  Mat.  2.  Ser.  H,  1868—69). 

2)  Vgl.  Em.  Weyr,  üebei-  die  Ideniäät  der  Brennlinieti  mit  den  Evoluten  der 
Fußpimkt^iurven  (Zeitschrift  f.  Math.  XIV,  1869). 

3)  Gf.  Koenigs,  Legons  de  cMmatique  (Paria  1897)  S.  166. 

4)  A.  Genocchi,  Intomo  aila  rettificaeione  e  alle  proprietä  delle  camtiehe 
seeondarie  (Annali  di  Matern.  VI,  1864). 

5)  A.  H.  CurtiB,  Geometrieal  proof,  that  the  camtic  hy  refleccimi  of  a  ear- 
dioid  prodMced  hy  rays  proceedmg  front  its  cusp  is  an  epicydoid  (The  Messeng-er, 
2.  Ser.  XII,  1882), 

6)  Lord  M'Lareu,  On  the  refiesoion-caustics  of  symetrmü  cwves  (Edinburgh 
Proe.  XVn,  1889). 

7)  Ueher  die  Eatakaustiken  algebraischer  ebener  Kwven  {Dissert  Lund,  1896). 
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erhalten  sind;  die  uns  gesteckten  Grenzen  verbieten  uns,  mehr  als 
diesen  Hinweis  auf  jene  Forschungen  zu  geben. 

369.  Der  Begriff  der  Kaustika  erhielt  eine  bemerkenswerte  Ver- 
allgemeinenrng^),  die  wir  hier  nicht  unbeachtet  lassen  dürfen.  —  In 
einer  Ebene  sei  eine  Kurve  V  und  ein  Büschel  paralleler  Lichtstrahlen 
gegeben.  Man  betrachte  einen  beliebigen  dieser  Strahlen  a;  M  sei 
der  EinfaUspunkt,  ji  der  Winkel,  den  er  mit  der  Tangente  ra  an  i" 
in  M  bildet  (Taf.  XVI,  Fig.  138),  durch  M  ziehe  man  alsdann  eine 
GreraiJe  l,  die  mit  m  einen  Winkel  ,«'  bildet,  derart,  dafs  immer 

j.-!/ (') 

Ist  ^1  =  1,  90  ist  die  Enveloppe  der  Strahlen  b  die  gewöhnliehe  Xata- 
kaustika  der  Kurve  F,  hat  p  einen  beliebigen  Wert,  so  heilst  die 
Enveloppe  die  Kaustikoide.  Bemerkenswert  sind  die  Falle  p  =  —  j 
und  Q  =  - —  2;  im  ersteren  Falle  ist  i  die  Halbierungslinie  des  Winkels 
(a,  m),  im  zweiten  d^egen  die  Halbierungslinie  des  Winkels  (b,  m),  wie 
es  die  Figuren  139  a  und  6  zeigen. 

Die  bequemste  analytische  Darstellung  der  Kaustikoiden  erMlt 
man,  wenn  man  die  Kurve  F  als  dureh  die  Gleichung  einer  hehebigen 
ihrer  Tangenten,  ia  der  Art  wie  in  Nr.  353  dargestellt,  ansieht,  also 
^'^'"''^  yoosr~xsmt  =  F(T). 

Setzen  wir  r  =  9 — ,   so  können  wir  sie  schreiben  auch  als 

3:cose  +  y  sine  =f{&}. 
Wir  bezeichnen  nun  mit     i/ eoaa  —  a;  sin«  =  0     die   Gleichung  der 
durch  den  Anfang  parallel   zu  den   einfallenden  Strahlen  gezogenen 
Geraden.     Die   allgemeine   G-leichung  der  Geraden  &  ist   offenbar  von 
der  Form 

(a;  —  /  cos  e  -]-  f  sin  e)  cos  A  +  (y  —  /"  sin  9  —  /"  cos  6)  sin  A  =  0 
oder     a^cosA +  ;/sinA  =  /'(e)cos(A  — e)  +  /"(e)sin(A  — e).    .    (8) 
Da  nun   ^  =  6  —  a,    ;*'  =  A  —  0,  so  wird  die  Gleichung  (7)  zu 


und    diese  ermöglicht   uns,    6    aus    der    Gfleichung  (8)    zu   eliminieren; 
man  erhalt 

Vp  +  1    '     /  e  +  1 


X  cos  A  -\-  y  sinA  =  /'(- 


Dies  ist  die  „magische  Gleichung"  einer  beliebigen  Tangeute  der  Kau- 

1)  Grane,  Uebe>-  Owven 
Lund,  1894). 
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st.ikoide  und  kann  somit  als  analytische  Darstellung  der  Kurve  selbst 

angesehen  werden.     Setzen  wir  im   speziellen  p  =  1   und  verwandeln 

der  Bequemlichkeit  halber  l  in  6,  so  erhalten  wir 

„    ,         .    „       j-ß  —  <'\        9  —  ffi    ,    „,  /e  +  K\    -    6  —  tt 
a;cos6  +  «*8ine  =  f^-^jcos-^+/^  i    2""j  ^"^"ä-' 

oder  auch 

I  CO»  e  +  !,  sin  6  -  2 /^  [/ (»-±^)  m  tu] . 

nun  entsteht  diese  Gleichung  durch  Differenzieren  nach  6  folgender 
Gleichung  /e  -j-  o:\       e  —  k 

■    Ä  ein 6  — '  j/  cos  6  =  2/' ( — v~)  ^^^  ~ä~  j 

demnach  stellt  die  letzte  Gleichung  die  Evolvente  der  durch  die  Tor- 
letzte  dargestellten  Kurve  dar,  also  der  sekundären  Kaustika  von  jT; 
die  Existenz  dieser  Kurve  ist  somit  von  neuem  dargethau  und  aulser- 
dem  eine  bequeme  analytische  Darstellung  derselben   gezeigt  worden. 

Schliefslich  soll  eine  einfache  Änwendui^  der  Gleichung  (9^ 
macht  werden,  nämlich  für  den  Fall,  dafs  F  ein  Kreis  mit  dem  Cen- 
trum 0,  dem  Radius  a  sei.     Dann  ist  /'(,9)  =  «,  folglich  wird  Gl,  (9) 

X  cos  A  4-  M  sin  A  ^  Ol  cos  — t—t-  i 

die  interpretiei-t  aussagt:  Alle  Kaustikoiden  eines  Kreises  sind  Epi- 
cykloiden,  die  algebraisch  sind  oder  nicht,  jenachdem  q  rational  oder 
irrational  ist. 


Achtes  Kapitel. 
Fnfspimktkurven,  Gegeiifiifspunktkurven  und  Podolden. 

270.  Gegeben  eine  Kurve  f  und  ein  fester  Punkt  P,  man  fälle 
von  diesem  auf  alle  Tangenten  von  F  das  Lot,  die  Fulspunkte  dieser 
Lote  bilden  dann  eine  neue  Kurve,  die  man  die  Fufspunktkurve 
oder  Pedale  von  Fin  Bezug  auf  P  nennt.  Der  Begriff  rührt  vonMac- 
laurin^)  her;  jedoch  der  Name  wurde  ihr  von  0.  Terquem  gegeben^). 
Wenn  mau  dagegen  den  Punkt  P  auf  alle  Normalen  von  F  pro- 
jiziert, so  erMlt  man  die  Fufspunktkurve  der  Evolute  von  F  in  Bezug 

1)  Pili  Tians  1718  und  1719;  fhometria  orgamea  (London  1730)  S.  95 ff. 
Bilden  die  durcli  P  gezogenen  Tleraden  einen  konstanten,  aber  von  —  ver- 
schiedenen Winkel,  so  hat  man  dagegen  eine  schiefe  Fufspunktkurve;  vgl. 
Bariaien,  At)e  de  7a  poäaiie  obliq\ie  de  la  diveloppee  oblique  de  l'ellipHe  (Nouv. 
Ann.  i"  Sör    I    1900) 

2)  Nouv.  Ann.  V,  1848,  S.  239. 
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aufP;  sie  keifst  dieG-egenfufapunktkurYe  oder  Contrapedale^)  und 
kann  punktweise  konstniiert  werden,  indem  man  durch  P  die  Parallelen 
zu  den  Tangenten  zieht  und  ihren  Schnitt  mit  der  jedesmal  zuge- 
hörigen Normale  bestimmt.  Wenn  man  zu  jedei"  Kurve  in  der  Ebene 
die  FuTspnnktkurve  bestimmt  hat,  so  hat  man  damit  eine  spezielle 
Berührungstranaformation  ausgeführt,  die  Lie  die  Fufspunkttrans- 
formation^)  genannt  hat;  sie  kann  als  das  Produkt  einer  Inversion 
und  einer  Polarität  in  Bezug  auf  einen  Kreis  aufgefafst  werden^). 

Ist  die  Kurve  l'  algebraisch  und  von  der  Ordnung  n,  so  wollen 

^"^  ™^*  /■=0 (I) 

ihre  Gleichung  bezeichnen,  sei  es,  dafa  wir  gewöhnliche  kartesische 
Koordinaten  x,  y  anwenden,  oder  der  gröfseren  Symmetrie  halber 
homogene  x,  y,  s  (=  1);  der  Funkt  P,  von  welchem  die  Lote  auf  die 
Tangenten  gefällt  werden,  habe  die  Koordinaten  a,  ß.  Dann  wird  die 
Gleichung  der  Tangente  im  Punkte  M(x,  y)  lauten 

xl^+r|^  +  |^-o, (2) 

wenn  rc,  y,  s  der  Gl.  (1)  genügen.  Das  von  P  darauf  gefällte  Lot 
hat  die  Gleichung  X  —  a        Y—ß  (•>-, 

"  sr   ^~2? ^ ' 

Sx  dy 

Man  erhält  demnach  die  Gleichung  der  Fufspunktkurve  durch  Eli- 
mination von  X  und  y  aus  (1),  (2),  (3).  Nun  haben  die  beiden  Seiten 
der  Gleichung  (3)  den  gemeinsamen  Wert 


(X-ü)^  +  (r-^)^ 


mnii)-  ~     m^m 


\dy. 
oder  wegen  Gleichung  (2) 


1X+  ß 


Dies  beweist,    daCs   die   Gleichungen  (2),  (3)  gleichbedeutend  mit  fol- 
genden beiden  sind: 

X=ß  +  -g./),  r=/5  +  g-/;;    .     .     .     (4) 

also  würde  man  die  Gleichung  der  Fnfspunktkurve  auch  aus  (1)  und  (4) 


1)  Craig,  The  eouwtm'-pedal  smface  of  the  MUipsoid  (Amer.  Jouru.  IV,  1882). 
3)  S,  Lie  und  Q.  Scheff'ets,  Geometne  der  Berühi-utigstrcmsfonnationen  I, 
(Leipzig  1896)  S.  17. 

3)  Daselbst  S.  27—29, 
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durch  Elimmation  von  x,  y  erhalten  können,  üra  nun  die  Ordnung 
n^  der  FufspunhtkurYe  zu  finden,  komhinieren  wir  diese  Gleichungen 
mit  der  folgendea  AX  +  BY+0-0 (6) 

"■""'^'™  (^«  +  -«^+C)[(|9'+Q"] 

Die  gesuchte  Ordnung  ist  nun  gleich  der  Zahl  der  variabelen  Schnitte 
der  beiden  durch  die  Gleichungen  (1)  und  (6J  dargestellten  Kurven 
mit  der  Geraden  (5);  erstere  ist  von  der  OTduung  n,  letztere  von  der 
Ordnung  2(n — ^1),  daher  ist  im  allgemeinen  ss^  =  2w{)^ — 1).  Um 
zu  sehen,  welche  Veränderung  die  Existenz  eines  Doppelpunktes  oder 
einer  Spitze  (in  endlicher  Entfernung)  hervorruft,  wollen  wir  an- 
nehmen, dafs  der  Anfangspunkt  ein  Doppelpunlct  oder  eine  Spitze  sei. 
Im  ersten  Falle  können  wir  schreiben:  f  =fi  -\-  ■■■='() ,  und 
sehen  dann,  diifs  die  Glieder  niedrigsten  Grades  auf  der  recliten  Seite 
der  Gleichung  (6)  lauten 

(^»+i>^+c)[(i)'+(fn, 

demnach  ist  auch  der  Anfangspunkt  von  (6)  ein  Doppelpunkt,  und 
damit  haben  wir  für  %  eine  Verminderung  um  vier  Einheiten, 

Im    zweiten   Falle    schreiben   wir:    /'=^^  +  ---  =  0,    und   die 

rechte  Seite  von  GL  (6)  beginnt  dann  mit  (^«-j- -5^+ '^)4y^H ; 

die  beiden  Kurven  haben  dann  eine  Spitze  und  die  Spitzentangente 
gemeinsam;  die  Spitze  absorbiert  demnach  sechs  Schnitte  der  beiden 
Kurven.  Hat  nun  die  gegebene  Km-ve  d  Doppelpunkte  und  'k  Spitzen, 
90  wird  ^^  _  2n{n -~l)  —  4.d  —  U. 

Nun  gilt  bekanntlich  für  die  Klasse  v  einer  Kurve  die  Formel 

v^n(n  —  l)~2d—U, 
demnach  ist  «j  =  21-, 

und  das  heilst  in  Worten:  Die  Ordnung  dsr  Fufspunktkwrve  einer 
algebraischen  Knrve  ist  im  allgemeinen  doppelt  so  gi'ofs  als  die 
Klasse  dieser'^). 

Nehmen  wir  z.  B.^)  als  Kurve  r  die  EUipse 

S  +  fl-i. 


IJ  Weiteres  iäber  diese  und  äimliehe  Prägen  a,  m,  bei  A.  Koaiiu,  Om  fot- 
pw»Mkmi)ei3  Jcaralcterer,  Alcademisk  afhandling  (Lund  1884). 

2)  8.  Eoberts,  On  the  peikils  of  eonic  sectiom  (Proc.  of  tlie  London  math 
Soc.  m,  1869—71). 
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i  kana  die  Gleichung  ihrer  Tangente  dai'gestellt  werden  durch 


1  Punkte  P(a,  ß)  gefällte  Lot  hat  die  Gleichung 


(^— «)  sin  ip         (y  —  ß)  cos  gj  _ 


=  0. 


Die  Gleichung  der  Fufspunktkurve  ist  nun  das  Resultat   der  Elimi- 
nation von  ip  aus  diesen  letzten  heiden  Gleichungen:  man  erhalt 

[x'  +  y'~  {ax  +  ßy)J  =  a\x~-^Y  -  h\y~ßy. 
Die  Fufspunktkurve  ist  also  eine  bizirkulare  Kurve  vierter  Ordnung 
mit  P  als  Doppelpunkt,  demnach  eine  Lemniskate  von  Bootb  (s.  Nr. 
6i  und  65).  —  Geben  wir  dem  b^  das  entgegengesetzte  Vorzeichen, 
so  erhalten  wir  die  Fufspunktkurve  der  Hyperbel.  Besonders  be- 
merkenswert ist  der  Fall,  dafs  P  auf  eine  Axe  oder  in  das  Centrum 
des  Kegelschnittes  fällt. 

Andere  Beispiele  von  Fufspunktkurven  finden  sich  in  Nr.  24, 
30  und  43  für  die  Parabel,  in  welchem  Falle  jene  von  der  dritten 
Ordnung  ist^),  femer  in  Nr.  70  für  den  Kreis,  in  Nr.  76 — HH  für  die 
dreispitzige  Hypocykloide  und  in  Nr.  105  für  die  reguläre  Ästi-oide 
(s.  auch  Nr.  136  IV). 

Wenn  Tj  die  Fufspunktkurve  von  F  in  Bezug  auf  P  ist,  so  kann 
man  in  derselben  Weise  auch  die  von  jT^  in  Bezug  auf  P  konstruieren 
als  r^,  sowie  die  Fufspunktkurve  Fg  von  Pj  u.  s.  w.-,  die  so  entstandenen 
Kurven  heifsen  die  zweite,  dritte  .  .  .  Fufspunktkurve.  —  Be- 
trachten wir  z.  B.  die  Sinusspirale  mit  der  Gleichung 

9™  cosJMß)  =  a"", 
so   erhält  man  als  Gleichung  der  w""  Fufspunktkurve   in   Bezug  auf 
den  Pol 


<- 


weshalb  die  erhaltene  Kurve  wiederum  eine  Sinnsspirale  ist^). 


1)  Barisien,  Podarie  riapetto  alla  paralola  (Period.  di  matem.  XVI,  leoo 
—1901). 

2)  Unter  den  Knrven,  deren  suceeBaive  Fufspunktkurven  zu  -wichtigen 
Polgerungen  führen,  tritt  beBOiidere  die  gleichseitige  Hyperbel  hervor;  nimmt 
man  als  festen  Punkt  das  Centrum  der  Kurve,  so  erhält  man  Linien,  die  seit 
1847  von  W.  Roberts  als  Verallgemeinerungen  der  Bemoulli'echen  Lemniskate 
betrachtet  wurden  (a,  die  Äbh.  Generdlisation  d'ime  propri^i  de  ta  Jemmscate, 
Lionvilles  Journ.  XII,  1847);  er  schuf  dadurch  eine  bedeutende  Erweiterung, des 
Talbot'schen  Satzes  (vgl.  C.  Sturm.,  Dmuonsliration  de  deux  iMorewes  sw  la 
lemniscate;  Armales  de  Math.  XIV,  1823—24),  die  besagt;  „Multipliziert  man 
die  Differena  zwischen  dem  unendlich  langen  Bogen  der  gleichseitigen  Hjperbel 
x'  ■ —  y'  =  a^  uad  ihrer  Asymptote  mit  der  Länge  des  Quadranten  der  Lemniskate 
(x''-\-yY—^a'(a:^  —  y')  =  0,    so  erhält  man  ^  ." 


y  Google 


676  Vn,  AljBühiiitt:  Aligeleitete  Kurven. 

2^1,  Wenn  F  eine  geschlossene  und  Überall  konvexe  Kurve  ist, 
und  der  Punkt  P  innerlialb  derselben  liegt,  so  besteht  zwischen  den 
Flächen  A  und  ^^  der  Fufspunktkurve  und  der  Gegenfufspnnktkurve 
von  r  eine  bemerkenswerte  Beziehung,  die  1881  von  E,  Catalan 
entdeckt  wurde*),  die  sieh  1894  bei  K.  Tsnruta^)  wiederfindet  und 
auf  welche  im  folgenden  Jahre  einige  Mitarbeiter  des  Intermediaire 
des  math^aticiem  stiefsen,  als  sie  von  E.  Barisien^)  ansgeaprochene 
Sätze  verallgemeinerten.  Um  diese  Beziehung  zu  erhalten,  machen  wir 
y  von  der  „magischen  Gleichung"  der  Tangente  von  F  An- 
,  indem  wir  diese  so  schreiben; 

xcosq)  -\-  y  amq>  ^p  =^0, (7) 

wo  p  eine  gegebene  Funkfcion  von  9  ist.  Es  ist  klar,  dafs  tp  und  p 
die  Polarkoordinaten  eines  erzeugenden  Punktes  der  Fufspunktkurve 
von  r  in  Bezug  auf  den  Anfangspunkt  sind;  daher  bat  man 

A  =  —jp^-dtp, 

wobei  das  Integral  auf  den  ganzen  Umfar^  von  F  auszudehnen  ist. 
Differenzieren  wir  (7),  so  erhalten  wir 

—  X  smtf)  -{•  y  cos  <p  —  p  =0 

oder  auch        x  cos  (y  -f"  9')  +  ?/  »in  (y  +  9^)  —  ^  =  0 ; 
da  diese  eine  Normale  der  Kurve  F  dai-stellfc,  so  ist  klar,  dafs  2+9:' 
und  p'   die   Polarkoordinaten   eines    beliebigen    Punktes   der    Gegen- 
fufspunktknrve  sind.     Infolgedessen  ist 

und  daher  A  ^  A^  ^  ^f{p^  —  p'^)  ■  dtp (8) 

Bezeichnen  nun  q,  o  die  Koordinaten  eines  Punlrtea  von  F,  so  er- 
kennt man  alsbald,  dafs  die  Relationen  bestehen 

p  =  p  cos  (ra  —  ffj),        p'  ^  &  ein  (">  —  f), 

oder  aneh  p^-\-p'^  =  &^,  CJ  —  9"  ^  arc  tg  — ; 

daraus  folgt  dm  —  d<f  =  — g.     .^   ■  dtp  , 

daher  ^  =  ^      ,  oder     p*  da  =  (p^  -\-PP")  ■  f'q'  - 

1)  Vgl,  die  Milanges  maMmafiques  Qiha.  de  la  Soc.  de  Liege,  2.  Ser.  XIII, 
1886)  ö.  230. 

2)  Counter  pedalB  (The  Meseenger,  2.  Ser.  XSill,  1894). 

3)  Intermediaire  II,  1896,  S.  107—109  und  344—346. 
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"Wird  nun  die  Pläete  der  Eiirve  F  mit  C  bezeiclmet,  so  erhält  man 

wobei  das  Integral  sich  über  die  ganze  Kurve  F  zu  erstrecken  hat. 
Integriert  man  teilweise,  so  erhält  man 

fpp"  ■  dfp  =  pp'  — Jp'^  ■  dcp , 
der  integrierte  Teil  wird  aber  zu  Kul!,  wenn  das  Integral  sich  über 
die  ganze  Kurve  erstreckt,  demnach  ist 

C-l-f(j>'-p")-dr (9) 

Ein  Vergleich  der  lieiden  Gleichungen  (8)  und  (9)  ergiebt  dann 

C=A  —  A,, (10) 

welche  Beziehung  folgender  Satz  ausdrückt;  Die  Differeuz  der  Plächeil- 
iuhalte  der  FiifspuiiktkTirve  und  Gegenfufspimktknrve  einer  ge- 
schlossenen, überall  konvexen  Kurve  r  in  Bezug  auf  einen  inner- 
halb r  gelegenen  Punkt  P  ist  gleich  der  Fläche  der  Kurve  r  selbst. 

Als  Beispiel  nehmen  wir  für  F  eine  Ellipse  mit  den  Haibasen 
a,h  und  als  P  einen  ihrer  Brennpunkte;  dann  ist  die  Fufspunkt- 
kurve  ein  Kreis  mit  dem  Badius  a,  also  A=  jca^,  da  C=  ahXj  so 
ist  die  Fläche  der  Gegenfufspunktkm-ve  gleich  na{a  —  &),  ist  also  an 
Inhalt  gleich  einer  EUipse  mit  den  Halbaxen  ß  und  a —  b. 

Auf  die  Fläche  der  Fufapunktkurve  emei  geschlossenen  und  kon- 
vexen Linie  bezieht  sich  auch  ein  bemerkenswertt'r  Satz,  den  Steiner 
entdeckt  hat^).  Um  diesen  darzulegen,  eituaem  wii  zunächst  daran, 
dafs  man  nach  diesem  &eometer  unter  dem  Krümmungsschwer- 
punkt einer  Kurve  denjenigen  Schwerpunkt  versteht,  den  die  Kurve 
haben  wflrde,  wenn  die  Dichtigkeit  ihres  Umfanges  nicht  gleichmäfsig, 
sondern  der  Krümmung  proportional  wäre.  Ist  daher  s  der  Bogen, 
It  der  Krümmungsradius  der  Kurve  f,  so  werden  die  Koordinaten 
Xd,  P(,  des  Krümmungsschwerpunktes  gegeben  sein  durch 


ß 


ds  ryds 

W  _J  "b' 

f  da    '  ^o~    fds 

J    B  Ja 


wobei  die  Integration  sich  über  alle  Punkte  von  F  zu  erstrecken  hat. 
Führen  wir  noch  den  Kontingenawinkel  dt  =  -=-  ein,  so  dafs  also  t 
den  Winkel  der  Kormalen  mit  der  a;-Axe  bezeichnen  würde,  so  können 


wir  schreiben: 


fdr     '  ^^  fdt 


1)  S.  die  berühmte  Abhandlung  Vom  KrtttnmtmgsBehieerpimkte  ebener  Ourven 
(Crellea  Jonrn.  XSI,  1888;  Gmammelte  Werke  II,  S.  S7). 
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Da  rniE  nach   der  Annahme  F  eine   geschlossene   Kurve    ist,    so   ist 
JdT  =  2%,   also 

Xf,  = —J'x  ■  dt ,  y^=  ^Jy-dr.      .     .     .      (11) 

Nehmen  wir   nun   die  Kurve  F  als    durch   die   magische    Gleichung 
ihrer  Tangente  dai^estellt  an 

X  cos  t  -\-  y  svat  —  fit)=^Q (12) 

und  Jfomhinieren  diese  Gleichung  mit  ihrer  Ahgeleiteten 

—  a;  sin  T  +  j/  cos  r  —  /"(t)  ^=  0 , 
so  bekommen  wir 

a;  =  /■  cos  r  —  /■'  sin  T ,         y  =  /'  sin  t  +  /"  cos  r , 
und  dann  werden  die  Gleichungen  (11)  zu 

"ixXd  '=^  ff  cos  T- dz  —  ff  s'mz-dT , 
2^tfg  ^  ff  a\az-dx  -\- jf  cos t ■  dr . 
Integrieren  wir  aber  teilweise 

ff  aiar -dz  '=  f  sinr  —ffdosz-dz, 
ff  cos  z-dz  =  /'cos  z  +  ff  sin  r  ■  rir , 

so  verschwinden,  da  die  Integration  sich  über  die  gan^e  Kui-ve  er- 
strecken soll,  die  integrierten  Teile,  und  es  bleibt  nur 
«X(,  =  ff  cos  z-dz,  JTi/o  =^  j  f  amz  ■  dt . 
Betrachten  wir  nun,  nachdem  dies  vorausgeschickt,  einen  beliebigen 
Punkt  F{a,ß)  in  der  Ebene  der  durch  Gleichung  (11)  definierten 
Kurve,  so  hat  das  von  F  auf  die  durch  diese  Gleichung  dargestellte 
Gerade  gefällte  Lot  die  Länge 

l=acosz-\-ßsmz-f(T) 

und  bildet  mit  der  a>-Axe   den  Winkel  y  +  t.     Demnach  wird    die 

Fläche  5  der  Fufspunktkurve  von  F  in  Bezug  auf  P  gegeben  durch 

S  =  jßa  cos  r  +  ^  sin  t  —  f)'  -  dz , 

wobei  die  Integration   sich  wieder   über    alle  Punkte   von   F  zu    er- 
strecken hat.     Daraus  folgt 

25=  a^fcos^t-dt  -\-  ß^fsm^z-dz  +  2fö/3jsin t -cosi.^^t 
—  2a ff  CQSt- dz  — 2ß ff  sinz- dt  -i-ff^- dz. 
Nun  ist  im  allgemeinen 

/co»'  .  .  rfr  _  1  (.  +  -'^'-) ,        /sin"  r .  ci.  _  ■^.  (.  ~  ~)  , 
2  j  sJ^z  ■  cos  z-dt  ^  —  ■ — g — , 
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wenn  wir  daher  zwischen  t  =  t,,  und  r  ^  z^  -\-  2«  integrieren,  er- 
halten wir  bezw.  die  Resultate  x,  jt,  0.  Daher  können  wir  schreiben 
2S  =  7t{a^  +  ß^  —  2aXa  —  2ßa;^)-\-ff''-dt.  .  .  (13) 
Aus  dieser  bemerkenswerten  Formel  ergeben  sich  mehrere  Folgerungen. 
Schreiben  wir  sie  in  folgender  Weise 

so  erkennen  wir:  Diejenigen  Punkte,  in  Bezug  auf  welche  die  Fläche 
der  Fufspunktkurve  einer  gegebeneu  geschlossenen  und  konvexen 
Linie  konstant  ist,  liegen  auf  einem  Kreise,  dessen  Centruni  der 
Krümmung  SS  chw  erpunkt  jener  Linie  ist.  —  Wir  acbi-eiben  nun  die 
Gleichung  (13)  in  folgender  Weise: 

5-^^(''-'«o)'  +  (P-yo)'    I    //'■''^-'^(^o'  +  y»^.  .    .    (13') 

Da  die  Fläche  S  ihren  kleinsten  Wert  erhält,  wenn  der  Punkt  P 
mit  dem  Krümmungsschwerpunkte  M  zusammenfällt,  so  ist  dieses 
Minimum  ^  jp .  ^^  _  ^^^^i  j^  y^^-^ 

und  daher  wird  die  Gleichung  (13')  zu 

5  =  Y  PM^  +  S^ . 

Dies  besagt:  Die  Fläche  der  Fnfspnnktkurve  einer  geschlossenen 
konvexen  Linie  in  Bezug  anf  einen  Punkt  F  ihrer  Ebene  ist  gleich 
der  Fläche  der  Fufspunktkurve  in  Bezug  auf  den  Krümmnngs- 
schwerpunkt,  vermehrt  um  die  Fläche  des  Halbkreises,  der  den  Ab- 
stand dieses  Punktes  von  F  zum  Badius  hat.  Wenn  z.  B.  die  be- 
trachtete Kurve  ein  Kreis  mit  dem  Centrum  C  und  dem  Radius  r 
ist,  so  ist  die  Fläche  der  Fufspunktkurve  eines  beliebigen  Punktes  P 
gleich  der  Fläche  des  gegebenen  Kreises  vermehrt  um  den  Halbkreis, 
dessen  Radius  PC  ist;  im  speziellen,  wenn  P  auf  der  Peripherie 
liegt,  ist  die  Fläche  der  Fufspunktkurve,  die  eine  Kardioide  ist, 
gleich  f  !rr^ 

273.  Andere  Formehi,  die  sich  auf  die  Fläche  der  Fufspuukt- 
kurven  beziehen,  erhält  man  unschwer,  wenn  man  die  Kurve  F,  von 
der  man  ausgeht,  als  durch  eine  Polargleichung  dargestellt  annimmt, 
also  durch  p  =  /'(o),  wobei  man  den  festen  Punkt  0  als  Pol  nimmt. 
Wir  wollen  allgemein  mit  p^,  dj^  die  Koordinaten  des  Punktes  M,^^ 
der  m'™  Fufspunktkurve  F^  bezeichnen,  der  dem  Punkte  M(q,  m) 
von  r  entspricht  und  mit  Ä^^  die  Fläche  dieser  Fufspunktkurve,  Da 
der  Winkel  OMj^M  ein  rechter  ist,  so  geht  der  Kreis  mit  dem  Durch- 
messer OM  durch  M-^;  betrachten  wir  ein  ebensolches  Punktepaar 
Jf  Ttfj  und  r  und  Tj,  so  erkennt  man,  dafs  der  Kreis  mit  dem  Durch- 
messer OM'  durch  M'^  gehen  mu&.    Wenn  nun  M'  dem  M  unendlich 
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iialie  kommtj  so  wird  auch  M^  mit  M^  zusammenriicken,  tind  die 
Gerade  M^M'j  wird  sowohl  mit  der  in  M^  aji  J^  als  auch  mib  der 
Tangente  in  iK,  an  den  Kreis  OM^M  zusammenfallen.  Demnach 
berührt  die  Tangente  t^  in  M^  an  F^  den  Kreis  OM^M,  infolge- 
dessen geht  die  Normale  in  M^  zu  JTj  durch  den  Mittelpunlct  C  der 
Strecke  OM.^').  Der  Fnfspunkt  M^  des  von  0  auf  die  Tangente  des 
Kreises  über  OM  in  M^  gefällten  Lotes  gehört  also  der  zweiten 
Fufspunktkurve  Tg  an.  Ähnlieh  findet  man  den  Punkt  M^  u.  s.  w. 
alle  die  dem  Punkte  M  entsprechenden  Punkte  der  successiven  Fufs- 
punktkurven. 

Ist  nun  (Taf.  SVII,  Fig.  140)  ft  der  Winkel,   den  die  Tangente 
in  ilf  an  r  mit  dem  Vector  bildet,  so  hat  man  bekanntlieh, 

^^'^  ^  **  =  ^'  ^^^'^  C  =  i^TO  tg-J,  ,  .  .  (15) 
wobei  die  Accente  immer  die  Ableitungen  in  Bezug  auf  V  bedeuten. 
Aufserdem  ergiebt  sich  aus  der  einfachen  Betrachtung  der  Figur,  dafs 


daher  '^  =  ^  j_  i 

und  wegen  der  obigen  Gleichung  (15) 

^  =  g'  +  Sg''  — gg" (^^-^ 

da  e^  +  e'"  ■ 

Überdies  hat  man  pi  =  p  sin^i,  und  deshalb  wegen  Gleichung  (15) 

P^  =  ^^ t^^) 

y  e*  +  e  ' 

Kombiniert  man  die  Gleichungen  (16)  und  (17),  so  bekommt  man  fol- 
genden Ausdruck  für  die  Ableitung  der  Fläche  der  ersten  Fufspunkt- 
kurve ^   _  1        2  ^  „    e^  gS-|-2g-_.gg" 

dm        2  Pi    ri»         2       (e'  +  e'') 
Ebenso  findet  man 

M^  =  2(%  —  (o)  -j-  « ,         Ps  ^  $1  sin  ,(i , 
oder  zufolge  des  Vorhergehenden 

oj;,  =  2 (;i  —  y)  -foj,         03  =  psin>. 
Ähnlich  findet  man  dann,  dafs  im  allgemeinen 

«„.  =  m  (fi  —  y)  +  "^ '        P™  =^  P  S'ii'"  ft     ■     ■     ■     (18) 
und  daher  ist    ^^  s  /     „s     >  „,    / 

_^ ~ä^  ^  "ä"  iF+e^)  '  r*  e'  +  e" 

1)  Bertrand,  Oalml  diffSrentM  (Paiis  1804)  S.  10  und  73;  Peano,  Appli- 
cazitmi  geometriehe  del  cdlcolo  infinitesiinale  (Torino  1887)  S.  01;  Lie-Scheffers, 
a,  ft.  0.  8.  17. 


-  +  1      .    .    .    (19) 
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als  bemerkenswerter  Ausdruck  für  die  Fläche  der  m*™  Pufspunkt- 
kurve^).  Diesen  z.  B.  für  die  Sinus  Spiralen  anzuwenden,  überlassen 
wir  dem  Leser. 

2113,  Die  Reibe  der  aufeinander  folgenden  Fufspunktkurven  einer 
gegebenen  Kurve  F  kann  man  auch  rückwärts  fortsetzen  und  somit 
die  Kurve  P_„,  betrachten,  yoq  welcher  F  die  m^  Fufspucktkurve 
sein  würde.  Sie  wird  als  die  m'"  negative  Fufspunktkurve  be- 
zeichnet, und  auf  sie  kann  man  auch  die  Gleichung  (19)  anwenden, 
wenn  man  das  Vorzeichen  von  m  wechselt.  Insbesondere  handelt  es 
sieh  meistens  um  die  erste  dieser  Kurven,  die  man  schlechthin  als 
die  negative  Fufspunktkurve  von  F  bezeichnet.  Ein  Beispiel 
hiervon  liefert  uns  die  Trisektrix  von  Catalan  (Nr.  49),  welche  die 
negative  Fufspunktkurve  einer  Parabel  in  Bezug  auf  den  Brennpunkt 
ist.  Es  ist  klar,  dafs  die  /"  ^  die  Enveloppe  derjenigen  Geraden  ist, 
die  in  den  Punkten  von  F  auf  den  "\  t^rhindungslinien  derselben  mit 
dem  festen  Punkte  0  aenkieuht  stehen  Hieraus  ergiebt  sich  ein  ein- 
faches Verfahren,  die  Grlen-hun^  dei  negativen  Fufspunktkurve  zu 
erhalten  für  eine  Kurve  F  die  durch  die  Polai^leiehung  p  =  /^(et) 
dai^estellt  ist,  unter  der  Annahme  dais  der  feste  Punkt  0  mit  dem 
Pole  zusammenfällt.     Da  m  diesem  Falle 

X  cos  o  -j-  y  sm  (ö  —  f(c3)  =  0 
die  allgemeine  Gleichung  der  genannten  Senkrechten  ist,  so  hat  man 
nur  aus  dieser  und  ihrer  Ableitung  —  a:  sin  o  -}-  y  cos  ä  —  /"(co)  =  0 
cj  zu  eliminieren,  um  die  Enveloppe  zu  erhalten. 

Man  hat  weiterhin  auch  bemerkt,  dafs  das  analytische  Problem 
der  Auffindung  der  Gleichimg  der  negativen  Fufspunktkurve  nicht 
vei^chieden  ist  von  dem,  die  Parallelkurve  zu  bestimmen.  Um  diese 
Beobachtung  zu  beweisen,  betrachten  wir  eine  beliebige  Kurve  F  mit 
der  Gleichung  f(a  y)  =  0,  sowie  diejenige  J",  die  man  erhält,  wenn 
man  die  vom  Anfangspunkte  ausgezogenen  Vectoren  von  F  verdoppelt, 
dann  ist  die  Gleichung  von  F  offenbai  fväi  "f)  ^^  "^^  ^'^  Parallel- 
kurve von  r"  im  Abstände  Ä  ist  die  Enveloppe  des  Kreises  {X.  —  a:)* 
-j-  {Y—yf  =  li}\  wenn  man  nun  t  =  2|,  ;/  =  2»;  setzt,  so  wird 
ihre  Gleichung  das  Resultat  der  Elimination  von  |,ij  aus  den  drei 
folgenden  Gleichungen  sein 

/■(l,^)  =  o,  (z-^ir  +  (i-2'jr  =  ÄS  ^^  =  ^^-(20) 


1)  Beti-effa  weiterer  Entwickelungen  übei'  diesen  Gegenstand  s.  man  die 
Note  von  Barisien,  Sur  les  podairea  mccessims  d'tme  courbe  (Nouv.  Ann.  3.  Ser. 
XIV,  1895)  und  für  die  Untersuchung  einer  Bpezielien  Klasse  von  Purspunkt- 
kui-ven  die  Abt.  von  F.  P.  Buf  fini,  Delle  pedati  deUe  parabole  cübicke  äivergenH 
(Bologna  Mem.  5,  Ser.  V,  X8B6). 
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Nim  ist  aber  die  negative  Fufapunktkurve  TOn  F,  wenn  der  Pol  im 
Anfangspunkte  liegt,  die  Enveloppe  der  oo^  durch  die  Gleichung 

(X-^)^+(r-i/)y  =  0 
dargestellten  Geraden,   wobei   der  Punkt  {x,  y)  auf  T  variiert;  dem- 
nach ist  deren  Gleichung  das  E-eaultat   der  Elimination  von  x,  y  aus 
den  dreien 

fix,  y)  =  0,      (X-2^)^  +  (r-23,)^  =  4(X^+  F^),| 

X-aa;  _  Y—iy  .    .    (21) 

0/  9/;     ' 

dx  dy  ' 

Vergleichen  wir  die  beiden  Systeme  (20)  und  (21)  mit  einander,  so 
sehen  wir  sogleich,  dafs  das  letztere  aus  den  ereteren  hervorgeht, 
indem  man  -^  an  Stelle  von  }'X^+  ¥^  setzt;  daher  kann  man  folgen- 
den Sohlufs  ziehen;  Es  sei  eine  ebene  Kurve  F  gegeben;  man  kon- 
struiere eine  zweite  r',  indem  man  die  von  einem  festen  Punkte  F 
ausgehenden  Vectoren  von  r  verdoppelt.  Hat  man  nun  die  Glei- 
chung der  Parallelkurve  von  r'  im  Abstände  le  gefunden,  so  erhält 
man  die  der  negativen  Fufspunktkurve  von  r  in  Bezug  auf  P, 
wenn  man  in  jener  Gleichung  le  durch  2y30^-{-y^  ersetzt  ^). 

Die  Defi^tion  der  negativen  Fufspunktkurve  einer  KuiTe  F  als 
Enveloppe  aufgefafst  ist  so  einfach,  dafs  sie  uns  gestattet,  durch 
geometrische  Überlegungen  ganz  leicht  viele  von  den  Eigenschaften 
jener  Kurve  abzuleiten,  inabesondere  wenn  F  algebraisch  ist;  dies 
soll  im  Folgenden  gezeigt  werden*). 

Um  anzudeuten,  dafs  die  Ausgangskurve  von  der  Ordnung  n  sein 
soll,  wollen  wir  sie  im  Folgenden  mit  F"  bezeichen  und  ihre  negative 
Fufspunktkurve  in  Bezug  auf  den  Pol  0  mit  II.  Bemerken  wir 
zimächst,  dafa  einem  r-fachen  Pimkte  von  F"  eine  r-fache  Tangente 
von  F  entspricht,  insbesondere  einem  Doppelpunkte  von  F"  eine 
Doppeltaugente  von  JI,  einer  Spitze  aber  ein  Wendepunkt,  —  Greifen 
wir  in  der  Ebene  der  beiden  Kurven  einen  beliebigen  Punkt  P  heraus 
und  beschreiben  über  OP  als  Durohmesser  einen  Kreis,  so  wird  dieser 
die  r"  in  2n  Punkten  schneiden;  jeder  von  diesen  ist  Ausgangspunkt 
einer  durch  P  gehenden  Tangente  von  ZT;  somit  giebt  es  2n  Tan- 
genten derselben  die  durch  P  gehen,  und  da  es  andere  nicht  giebt, 
so  folgt:  Die  negative  Fufspuiiktkupve  JI  von  F"  ist  im  allgemeinen 
von  der  Klasse  2n.  Aus  den  gemachten  Überlegungen  geht  auch 
hervor,  dafs,  wenn  P  ein  ^facher  Punkt  von  P"  wäre  und  diese  i-mal 


1)  Dieser  Satz  ist  von  Strebor  (d.  i,  W.  Roberts)  ausgesprochen  in  der 
Note:  Thiorhne  sur  les  eowbes  plemes  (Nouv,  Ann.  SIS,  1860). 

2)  Ameseder,  Theorie  der  negativen  Fufspu/nktkurven  (Archiv  der  Math. 
LXIV,  1879). 
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durch  die  itoendlich  fernen  Kreispunkte  ginge,  die  Klasse  von  TT  auf 
2{n  —  i)  — ■  k  sinken  würde.     Wenn  z.  B.  n  gerade  und  «  =  /;  =  — 

wäre,  so  würde  die  Klasse  von  der  negativen  FuTspunktkurve  =  j 
sein,  was  im  Falle  «  =  2  offenbar  zatrifft. 

Es  sei  U  ein  unendlich  femer  Punkt  von  F",  der  nicht  mit  einem 
der  Kreispnnkte  zusammenfällt;  das  von  u  auf  PU  gefällte  Lot  fällt 
dann  mit  der  anendlich  fernen  Geraden  zusammen,  daher  wird  diese 
eine  Tangente  von  ./I,  und  sie  ist  dies  so  oft,  als  es  unendlich  ferne 
Punkte  auf  F"  gieht,  die  nicht  Kreispunkte  sind.  Demnach:  AVenn 
eine  Kurve  JT"  durch  jeden  der  Kreispunkt«  geht,  so  hat  ihre  uega- 
tive  Pufspunktkurve  11  die  unendlich  ferne  Gerade  als  (**  —  2  i)-fache 
Tangente.  Wenn  in  diesem  Falle  P  ein  Macher  Punkt  von  F"  ist, 
so  schneidet  die  Gerade,  welche  ihn  mit  einem  der  Kreiapunkte  ver- 
bindet, aufserdem  die  Kurve  F"  in  n  —  h  —  i  Punkten  Q;  die  von  Q 
auf  PQ  gefällten  Lote  fallen  bekanntlich  mit  diesen  Geraden  selbst 
zusammen;  daher:  Die  negative  Ful'spunktkurve  eines  fc-fa«hen 
Punktes  P  einer  Kurve,  die  ^mal  durch  jeden  der  beiden  nuendlieh 
fernen  Kreispunkte  geht,  hat  die  Geraden,  welche  P  mit  de»  Kreis- 
pnnkten  verbinden,  als  (n — k  —  /)-fache  Taugenten. 

Wir  beschreiben  einen  beliebigen  Kreis  über  OP  als  Durchmesser, 
und  betrachten  zwei  seiner  Schnittpunkte  ilf,  und  M^  mit  der  ge- 
gebenen Kurve,  PM^  ^  t^  und  PM^  ^  ^  werden  dann  Tangenten 
der  negativen  Fufspunktkurve  von  0  sein.  Stellen  wir  uns  nun 
vor,  dafs  dieser  Kreis  sich  in  der  Weise  verschiebe,  dafs  M^  und  M^ 
zusammenrücken;  alsdann  kommt  t^  der  t^  unendlich  nahe,  und  der 
Punkt  P,  in  welchem  sich  t^  und  ^  schneiden,  strebt  dahin,  mit  dem 
Berührungspunkte  der  Geraden  t^  mit  ihrer  eigenen  Bveloppe  zu- 
sammenzufallen, d.  h,  mit  einem  Punkte  von  JI.  Greifen  wir  daher 
auf  F"  beliebig  den  Punkt  M  heraus  und  besehreiben  den  Kreis,  der 
durch  0  geht  und  T"  in  M  berührt;  der  zweite  Endpunkt  des  durch 
0  gehenden  Durchmessers  ist  ein  Punkt  der  negativen  Fufspunkt- 
kurve  von  F"  in  Bezug  aiif  0,  und  die  Gerade  PM  ist  die  zugehörige 
Tangente.  Damit  haben  wir  eine  Punktkonstruktion  für  die  negative 
Fufspuüktkurve  11. 

Es  sei  t  eine  der  von  0  an  J""  gezogenen  Tangenten,  T  der  zu- 
gehörige Berührungspunkt;  die  in  T  zu  ^  errichtete  Senkrechte  n 
wird  dann  eine  Tangente  von  11  sein.  Konstruieren  wir  jetzt  den 
Berührungspunkt  nach  dem  oben  angegebenen  Verfahren,  so  sehen 
wir,  dafs  er  ins  Unendliche  fällt.  Die  negative  Pufspunktkurve  hat 
also  so  viele  Asymptoten,  als  es  Tangenten  vom  Pole  0  an  die 
Fundamental  kurve  gieht;  sie  entsprechen  den  Normalen  der  Funda- 
mentalknrve  selbst.  Ist  F"  eine  allgemeine  Kurve  ihrer  Ordnung, 
und  der  Punkt  0  gehört  dieser  nicht  an,  so  ist  die  Zahl  der  Asymptoten 
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n(n  —  1),  und  dfl  in  diesem  Falle  die  uneodlich  ferne  Gerade  eine 
w-fache  Tangente  von  II  ist  (s.  oben),  BO  hat  diese  inagesamt  »(^-4-1) 
Schnitte  mit  der  unendlich  fernen  Geraden;  das  zeigt,  dafs  die  nega- 
tive Fufspiinktkurve  einer  Knrve  von  der  Ordnung  n  im  allgemeinen 
von  der  Ordnung  n(«-|-i)  ist.  Die  Veränderungen,  die  diese  Zahl 
in  speziellen  Fallen  erleidet,  lassen  sieh  leicht  durch  einfache  Modi- 
fikationen der  hier  angewendeten  Schlüsse  ermitteln. 

Wenn  ein  durch  0  gehender  Kreis  F"  sowohl  in  M  als  auch 
in  M  berührt,  so  ist  der  dem  Punkte  0  diametral  gegenüberliegende 
Punkt  F  ein  Berührungspunkt  der  negativen  Fufspunktkurve  II  so- 
wohl mit  der  Geraden  PM,  als  anch  mit  PM,  demnach  ist  P  ein 
Doppelpunkt  von  77.  Die  Kurve  II  hat  also  sovieJe  Doppelpunkte, 
als  es  doppeltberfilirende  Kreise  J^  giebt,  die  durch  O  gehen;  ähn- 
lich erkennt  man,  dafs  II  soviele  Spitzen  hat,  als  es  Schmiegungs- 
kreise  von  r^  giebt,  die  durch  P  gehen.  Wenn  r"  eine  allgemeine 
Kurve  ist,  die  zum  Punkte  P  keine  spezielle  Lage  hat,  so  hat  die 
Kurve  11  4(w — l)(2w  —  3)  Doppelpunkte  und  6(n — 1)  Spitzen. 

Nehmen  wir  z.  B,  an,  dafs  r"  ein  centriseher  Kegelschnitt  sei'), 
so  wird  die  negative  Fufspunktkurve  77  im  allgemeinen  sechster  Ord- 
nung sein,  von  der  vierten  Klasse  und  mit  4  Doppelpunkten  und 
6  Spitzen;  Doppeltangenten  derselben  sind  die  unendlich  ferne  Gerade 
und  die  Geraden,  welche  den  festen  Punkt  P  mit  den  Kreispunkten 
verbinden.  Ist  aber  7^"  eine  Parabel,  so  ist  ihre  negative  Fufspunkt- 
kurve  auch  von  der  vierten  Klasse,  aber  nur  von  der  fünften  Ord- 
nimg; sie  hat  4  Spitzen,  der  unendlich  ferne  Punkt  der  Parabelaxe  ist 
für  sie  ein  Wendepimkt   mit  der  unendlich   fernen    Geraden   als  zu- 


gehöriger . 

Wenn  insbesondere  J^  die  EiUpse  ist  mit  der  Gleichung 

so  heilst  die  erste  negative  Fufspunktkurve  die  Talbot'sebe  Kurve, 
von  dem  Namen  des  Geometers,   der  zuerst  bemerkt  hat^),  dafs  ihre 
Rektifikation  von  elliptischen  Integralen  abhängt.    Setzt  man  zur  Ab- 
kürzung a^  -j-})^  =^  2s%         a^  —  h^  ^  2rf^, 
so  lautet  die  Gleichung  dieser  Kurve^ 

['S{a^x'  +  6>3)  —  4(s*  +  3ä*f 


1)  Ameseder,  Negative  Fl^/'sp^i^lktkurven  der  Kegelschnitte  {Ai-chiv  dei:  M0.th. 
LXIV,  1879). 

2)  Aunales  de  matb.  XIV,  1823—24,  8.  380. 

3)  Tortoiini,  Sopra  l'e^uasione  di  ima  cm-va  del  sesi"  ordim,  che  s'i»- 
contra  in  um  problema  i'iguardante  l'ellissi  (EaccoHa  di  lettere  etc.  JI,  Roma  1840; 
Crelle'B- Joum.  SXXIIl,  1846);  Inaünppo  d'ttna  perpendicolare  condotta  a  un  dia- 
metro  delV  dlisse  aW  esiremitä  di  guesto  diametro  (Nouv.  Ann.  V,  1846). 
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sie  ist  also  Yon  der  sechsten  Ordnimg  in  Übereinstimmung  mit  der 
allgemeinen  Theorie^), 

274.  Wenn  man  den  Ort  der  Punkte  aufsucht,  die  symmetrisch 
in  Bezug  auf  die  Tangenten  einer  Kurve  F  zu  einem  festen  Punkte  0 
sind,  so  erhält  man  eine  neue  Kurve,  die  offenbar  homothetisch  zur 
Fufs punktkurve  von  r  in  Bezug  auf  den  Punkt  0  ist,  indem  das 
Homothetie -Verhältnis  gleich  2  ist.  Sie  heifst  die  Podoide  von  F 
in  Bezug  auf  0.^)  Weim  man  0  als  Anfang  nimmt,  und  f(x,y)  =  0 
als  Gleichung  von  F,  so  ist  die  der  Tangente  im  Punkte  x,  y 

WO  X.,  Y  die  laufenden  Koordinaten  sind.  Sind  nun  a^j,  y-,  die  des 
entsprechenden  Punktes  M  der  Podoide,  so  wird  die  Gleichung  der 
Geraden,  welche  die  Strecke  OM  senkrecht  halbiert, 


=  0 


seui;    diese    fällt   aber   nach    der  Annahme   mit   jener  Tar^ente 
samraen;  daher  niufs 

df 


SA 


und  folglich 


Isi)  +  (äi) 


^.   .   (22) 


Diese  Gleichungen  stellen  analytisch  die  podoidale  Transformation 
dar.  Bei  dieser  entspricht,  in  gleicher  Weise  wie  bei  der  Pufspunkt- 
transformation,  jeder  Tangente  einer  Kurve  ein  Punkt:  wie  jene,  ist 
sie  in  gewissem  Sinne  analog  zu  derjenigen,  welche  jeder  Tangente 
das  Centrum  des  Kreises,  in  welchen  sie  sich  durch  eine  gegebene 
Transformation  durch  reziproke  Hadien  verwandelt,  entsprechen  läfst. 
Nehmen  wir  als  Anfang  das  Centrum  derselben,  und  nehmen 

X  cos  ip  -\-  y  äinip  —  /"(gj)  ^0 (23) 

1)  Ändert   maji   das  Vorzeichen  von  6^,   so   ertält  man   die  Gleichung  der 
ersten  negativen  Fufspnnktkurve  der  Hyperbel,  welche  im  Falle  ö  ^^  «  die  Polar- 

glcichung  e  *=a  ^ßos(^"^'^)  ^^^  '^"-^  ^™^  Sinueepirale  ist;  s,  Ann.  de 
math.  Xn,  S.  321  und  XIII,  S.  115  u.  142.  Ein  anderes  Beispiel  einer  epeaienen 
negativen  Fufspunkfckurve  findet  sich  in  der  Abb.  Ruffini's,  Delle  Knee  piane 
algebriclie  k  pedali  Heue  quali  possono  essere  eurve  ehe  hcmno  potema  in  ogni 
pmito  äel  loro  piano  (Bologna  Mem.  5.  Ser.  IV,  1896). 

2)  Brocard,   Notes   de   hibliograpkie   des  couries  giomüriques   (Bar  le-Duc 
1897)  S.  221. 
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ilie  Gleichimg"  der  Tangente  an  die  gegebene  Eurve,  und 
Potenz    jener    Transfonnation ,    so    verwandelt    sich    die 
Gerade  (23)  in  den  Kreis 

^''  +  y''—f(^)i^^^^'P^PS^>^9)=-=^-      ■     ■     ■     (24) 

Da  sein  Mittelpiinkt  nnn  die  Koordinaten  liat 

Ä' cos  IE  fc^  sin  Q!  /il-i 

SO  ist  dies  die  parametriaclie  Darstellimg  der  Inversionskurve  zur 
gegebenen^).  —  Die  beiden  angegebenen  Ti-ansfbrmationeii  liaben  bis 
jetzt  keine  Resultate  geliefert,  die  uns  yeranlaasen  könnten, 
über  sie  anzufübren  als  diesen  üücbtigen  Hinweis. 


Neuntes  Kapitel. 
Die  isoptiseheii  und  orttoptisclien  Kurven. 

275,  Bewegt  man  einen  Winkel  a  so,  dafs  seine  beiden  Schenkel 
immer  dieselbe  Kurve  F  berühren,  so  beschreibt  der  Scheitelpunkt  A 
eine  neue  Kurve,  welche  die  isoptische  Kurve  von  F  heifst,  weil 
sie  offenbar  der  Ort  der  Punkte  ist,  von  welchen  aus  die  Kurve  F 
unter  dem  gleichen  Winkel  a  gesehen  wird.  Ist  dieser  Winkel  «  =  — , 
so  heilst  die  Kurve  die  orthoptische^).  Ist  z.  B.  F  ein  centriscber 
Kegelschnitt,  so  ist  die  orthoptische  Kurve  ein  Kreis,  ist  sie  eine 
Parabel,  so  ist  jene  eine  Gerade  (nämheh  die  Direktrix);  die  isopti- 
sehen  Kurven  dagegen  sind  uns  schon  bekannte  Kurven  vierter  Ord- 
nung (s.  Nr.  64). 

Es  ist  leicht  zu  beweisen,  dafs  die  Tai^ente  in  einem  Punkte  A 
der  isoptisohen  Kurve  von  F  daselbst  auch  den  Kreis  berührt,  der 
durch  A  und  die  beiden  entsprechenden  Berührungspunkte  der  Sehenkel 
des  bewegten  Winkels  mit  F  geht'). 

Ist  die  Kurve  F  durch  die  magische  Gleichung  ihrer  Tangente 
definiert  „  „„„  _ 


-fW-o, (1) 


1)  E.  Kaimonh     t>ttlk  tane  ä'inveraione  (Giorn.  di  Matern,  XXVI,  1888). 

a)  Diese  Namen  wuiden  von  C  Taylor  {Note  on  «  theory  of  oiihoplic  and 
isoptic  loci,  Proc.  ot  the  B  b  London  XXXVII,  1884;  Eep.  Brit.  Ass.  1885;  The 
Messenger  XVI,  1886)  vorgeschlagen.  Ftir  den  Fall  der  Kegelschnitte  wandte 
Laquiöre  (Theorie  giomitnque  des  eowrbes  anaUagmatiques,  sections  plans  de  la 
cyclide,  Nouv.  Corr.  math.  VI,  1880)  aus  leicht  begreiflichen  Gnlnden  den  Namen 
parallaktische  Kurven  an,  den  man  auch   im  allgemeinen  benutzeii  könnte. 

3)  Bertrand,  Calcul  äi/ferentiel  (Paris  1964)  S.  13  u.  84. 
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80  ist  klar,    dafs  die   isoptisehe  Kurye  durch  das  System  der  Gl.  (1) 
™'l  j,»oi.(.  +  «)-^™(«  +  «)-/'(«  +  «)-0-     ■     .     (2) 

dargestellt  wird.     Leitet  mau  nun  hieraus  die  folgenden  ab, 

3!  sin«  =  sin (t  +  «) ■  ^(t)  ~smt-f{r-\~cc),  1  .„, 

)/  sin  ß  =  cos  (t-\-a)-  f(T)  —  cos  t  ■  f(t  -j-  «) ,  J 
so  hat  man  eine  parametrische  Darstellung  der  isoptischen  Kurve, 
Die  Aufstellung  der  Kurrengleichung  (das  direkte  Problem  der 
isoptischen  Kurve)  erfordert  also  nur  algebraische  Operationen. 
Schwieriger  ist  das  umgekehrte  Problem  der  isoptischen  Kurven: 
dahin  gehört  u.  a,  die  Aufsuchung  derjenigen  Kurven,  die  mit  den 
Kegelschnitten  die  Eigenschaft  teilen,  dafs  ihre  orthoptischen  Kurven 
Kreise  seien  ^). 

Die  Betrachtung  der  hier  besprochenen  Kurven  geht  bis  in  den 
Anfang  des  18.  Jahrhunderts  zurück,  indem  schon  De  La  Hire  die 
isoptischen  der  Kegelschnitte*)  und  der  Cykloiden^)  bestimmt  hat, 
und  bald  darauf  Olairaut  sich  mit  dem  inversen  Problem  der  isop- 
tischen Kurven  beschäftigte*)  und  Fontanes  mit  dem  direkten^). 
Später  entdeckte  Chasles*),  dafs  die  isoptisehe  einer  gemeinen  Epi- 
cykloide  eine  verlängerte  bezw.  verkürzte  Epicykloide  ist,  eine  Er- 
weiterung eines  der  von  La  Hire  erhaltenen  Resultate. 

Wenn  r  eine  algebraische  Kurve  ist,  so  werden  es  auch  alle 
isoptischen  sein;  daher  ergiebt  sieh  die  Aufgabe,  die  Plflcker'schen 
Charakteristiken  derselben  zu  bestimmen,  weim  die  von  F  bekannt 
sind;    diese   wurde   teils   von    de  Jonquieres'),    vollständiger   von 

1)  Es  ist  dies  die  Question  1049  der  Nouv.  Ann,,  gestellt  von  Kiepert 
und  gelöst  von  Bourget  (Das.  2.  Ser,  XU,  1878,  8,  328);  vgl,  auch  die  Be- 
merkungen von  Doucet  (Das.  S.  571),  auXserdeni  Nouv.  Aan.  3,  Ser.  XVBI,  1878, 
S.  144. 

2)  Consti-uction  generale  des  Ueux  oü  sotit  les  sommefs  de  (o«s  les  anglea 
igoMX,  droits,  aigus  ou  obtus  gm  sont  formes  par  les  touchantes  des  secHons  etym- 
ques  (Man.  de  Paris  1704).  Die  isoptisehe  eines  Eegelsdmittes  in  einer  all- 
gemeinen projektiven  Mafsbestimmimg  ist  der  Ort  der  Punkte,  von  denen  man 
an  zwei  Kegelaohnitte  zwei  Paare  von  Tangenten  aieben  kann,  die  ein  gegebenes 
DoppelverMltniB  haben;  dieser  ist  eingehend  von  Cayley  untersuclit  worden 
{On  a  locus  dm-ived  from  a  conic.  Quart.  Joum.  YIII,  1867). 

3}  B^eription  d'im  Uen  gämi^trigue,  oü  sont  les  sonmets  des  migles  igavx, 
formes  par  dettm  tonehantes  d'wne  cycloide  (Mön.  de  Paris,  1704). 

4)  Sohftion  de  plttsiem-s  probUmes  oü  ü  s'agit  des  cowbes  dont  Ja  propriite 
eonmte  dem»  une  certame  retaüon  entre  lews  brtmches,  exprimee  pwr  wne  iguaUon 
äonmee  (Möm.  de  Paris,  1724).  5)  Ebendaselbst. 

6)  Apergu  hüto^-ique  (2.  Anfl.  Paris  1875)  S.  125  Note.  Vgl.  Loucher,  Sw 
U  lieu  des  sommets  des  angles  constantes  circonscrifs  o»  normaux  ä  wne  ipiey- 
cMde  (Nouv.  Ann.  2.  Ser.  XI,  1892). 

7)  Liett  geometrigue  du  sommet  d'im  angle  de  grandew  cortstanU  c ' 
ä  tme  c»m-be  de  elasse  n  (Nouv.  Ann.  XX,  1861). 
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Taylor^)  behandelt,  und  mit  Benutzung  der  BjÖi^Iing'sehen  Methoden 
von  A.  T.  Ljungh^)  vollständig  gelöst. 

Der  Begriff  der  isoptisehea  Kurve  läfat  aich  Terallgem einem: 
man  kann  den  Ort  der  Scheitel  eines  Winkels  von  konstajiter  GtrÖfse 
betrachten,  dessen  Schenkel  fortwährend  zwei  gegebene  Kurven  jT',  f" 
berühren").  Wenn  diese  algebraisch  sind,  so  iat  es  auch  die  resul- 
tierende Kurve  uud  man  kann  auch  ihre  Charakteristiken  erhalten, 
indem  man  die  Resultate  für  die  Plüeker'schen  Zahlen  der  isoptischen 
einer  Kurve  in  Anwendung  bringt.  Wenn  man  nämlich  die  beiden 
Kurven  J^  und  F"  als  eine  einzige  V  betrachtet,  so  wird  die  isop- 
tisehe  von  F  bestehen  1)  aus  der  von  J",  2)  aus  der  von  F",  3)  aus 
der  von  J"  und  F";  da  man  nun  die  Charakteristiken  von  F',  F",  F 
kennt  und  die  der  Kurven  1)  und  2)  bestimmen  kann,  so  lassen  sieh 
die  von  3)  daraus  ableiten.  —  Wenn  der  konstante  Winkel  ein  rechter 
ist,  so  wird  die  erhaltene  Kurve  auch  die  Fufspunktkurve  der 
einen  Kurve  in  Bezug  auf  die  andere  genannt*).  Reduziert  sich 
nämlich  die  eine  der  beiden  Kurven  auf  einen  Punkt,  so  haben  wir 
wieder  die  Fufspunktkurve  der  anderen  im  gewöhnlichen  Sinne;  damit 
ist  eine  Beziehung  zwischen  den  orthoptischen  imd  den  Fulspunkt- 
kurven  hergestellt. 

Das  Problem  der  orthoptischen  Kurve  zweier  Kurven  (sowie 
das  der  isoptischen)  läfat  sich  ebenfalls  umkehren.  Sind  nämlich 
zwei  Kurven  F'  und  F  gegeben,  so  kann  man  eine  dritte  Kurve  F" 
aufsuchen,  derart,  dafs  F  die  orthoptische  der  beiden  Kurven  F'  und 
F"  wivd.  F"  ist  dann  offenbar  die  Enveloppe  des  zweiten  Schenkels 
des  rechten  Winkels,  dessen  erster  Schenkel  fortwährend  die  Kurve 
F'  berührt  und  dessen  Scheitel  F  durchläuft.  Die  Aufsuchung  von 
F"  bietet  also  keine  theoretischen  Schwierigkeiten.  Wenden  wir  dies 
an  auf  den  Fall,  dafs  F"  die  logarithmische  Kurve  mit  der  Gleichung 

1=  logf 
sei  uud  die  Kurve  F  ihre  Asymptote  x^d'-').     Da  nun 

r_|_„_alog^  — ^X=ü 
die  allgememe    fileiohung    der   Tangente   ist,    so    muis    die   gesuchte 

1)  S    die  m  Note  2  ^  686  citierten  Schriften 

2)  S  die  Dias  JJeiet  isopttscht  und  orthoptische  Kurven  (Lund  J896),  wo 
die  allgememen  Keaultate  auf  einige  bemerkenswerte  Kurven familien ,  wie  die 
Parabeln  höheiei  Oidnung   dio  Epicyiloiden  etc    angewandt  sind. 

9)  H  &  S  'M.hotteii,  Ueler  FMfspwnUskuroen  iPiogr  Hersfeld,  1887).— 
Auf  derartige  Kurven  beaieM  siot  die  Question  187,  gestellt  von  Chasles  in  den 
Nouv    Ann 

4)  Hai  itt,    4.nnah  di  Maiem    2  Ser  11,  1868—69,  8   IJl. 

6)  Die  folgenden  Sätae  wurden  dem  Verfasser  bnetli  h  mitgeteilt  von 
J.  Fmsterbusch  in  Zwickau, 
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Kurve   r"    die  Enveloppe  der  oo^  Geraden   sein,    die   bei   Variation 
Ton  X  dargestellt  werden  durch 

Differenzieren  wir  nach  x,  so  erhalten  wir     x  =  ^,    daher  wird  die 
TOrige  Gleichung 


F+2«-olog|,_0, 


oder 


y+3 


=  log- 


diese  Gleichung  heweist,  dafs  die  gesuchte  Kurve  selbst  eine  der  ge- 
gebenen gleiclie  Kurve  ist.  Die  beiden  Kurven  F"  (die  gegebene) 
und  r"  (die  gesuchte)  entsprechen  sieh  Punkt  für  Punkt;  die  Gerade, 
welche  zwei  entsprechende  Punkte  F'  und  P"  verbindet,  nmhiillt 
eine  Kettenlinie,   die,  wie  sich  leicht  zeigen  läfst,  die  Gleichung  hat 

+  e    i-); 

ebenso  leicht  läfat  sich  zeigen,  dafs  dieselbe  der  geometrische  Ort 
der  Mittelpunkte  der  Strecken  PiPa  ist. 


.(-, 


Zehntes  Kapitel. 
Die  Diffei'eiizial-  und  Integralkurven;  äliuliclie  Ableitungsgesetze. 
276.     Ist  die  Gleichung  einer  Kurve  in  kartesischen  Koordinaten, 

S-/W (1) 

gegeben,  so  kann  man  dem  Beispiele  Kästner's  folgend,  eine  nene 
Kurve  betrachten,  die  durch  die  Gleichung 

S-fi") (2) 

dargestellt  wird.  Diese  heifst  die  Differenzialkurve^}  oder  Deri- 
vationskurve^  der  gegebenen.  Verfährt  man  nun  mit  der  Kurve  (2) 
wie  mit  (1),  so  erhält  man  eine  zweite  Differenzialkurve,  dann  eine 
dritte  u.  s.  w.;  das  Verfahren  würde  nur  dann  zu  einem  Abschlüsse 
kommen,  wenn  f  ein  ganzes  Polynom  von  x  wäre,  Die  Eigenschaften 
der  abgeleiteten  Kurve  lassen  sich  mit  Leichtigkeit  aus  denen  der 
Originalkurve  herleiten,  wenn  man  die  Beziehungen  beachtet,  die 
zwischen  einer  Punktion  und  ihrer  Ableitung  bestehen:  so  entsprechen 
den  Kulminationspunkten  der  ursprünglichen  Kurve  die  Schnitte  der 

1)  Cantor,  Vorkstmgm  über  Gesch.  d.  Mcdk.  HI,  2.  Anfl.  (Leipzig  1901)  S,  5S3. 

2)  B.  Behfeld,  Die  DerivaHottshtTve  der  OyklmAe  (Diss.  Marburg,  1884). 
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abgeleiteten  mit  der  x-Äxe,  den  Wendepunkten  jener  die  Kulminations- 
punkte dieser  u.  s.  w. 

Die  Betrachtung  der  Differenzialkurve  bietet  namentlich  dann  ein 
gewisses  Interesse,  wenn  f{x)  eine  transseendente  Funktion,  f'{x)  aber 
algebraisch  ist,  weil  dann  der  Fall  vorliegt,  dafs  eine  transscendeute 
Kurve  mit  einer  algebraischen  eng  verknüpft  ist.  Dies  trifft  ina- 
besondere zu  bei  der  Cykloide,     Diese  hat  nämlich  die  Gleichung 

y  =  arc  cos f-  y^ax  —  x^ ; 

ihre  Differenzialkurve  aber  ist 


«•^^^  (^  —  2ft)j/ä -1-^  =  0 (3) 

Sie  ist  daher  eine  Kurve  dritter  Ordnung,  die  symmetrisch  in  Bezug 
auf  die  a;-Axe  ist  und  ganz  innerhalb  des  von  den  Geraden  x^O, 
X  =^2a  begrenzten  Streifens  liegt,  letztere  Gerade  ist  eine  Wende- 
asymptote derselben,  die  Übrigen  reellen  Wendepunkte  haben  die 
Koordmaten  x  = -rr ,  w  +  -^ :  sie  hat  also  die  Gestalt  einer  Ser- 
pentine.     Ihre  Hesse'sehe  hat  zur  Gleichung 

xy^  -\-  Aay^  -\-  x  —  2a^0; 
setgt  man  hierin  2a- —  x  '=%,    so  wird  diese  zu 

(|-6»)i,>  +  |_0, 
die  sich  von  (3)  nur  durch  den  Übergang  von  x  vi  ^  und  von  a  in 
3«  unterscheidet.  Folglich:  Die  Differenzialkurve  der  Cykloide  ist 
eine  Kiirve  dritter  Ordirang,  deren  Hesse'sche  eine  dieser  äfinliclie 
Kurve  ist;  es  ist  dies  dies  die  hervorragendste  Eigenschaft  derselben. 
Auch  für  Polarkoordinaten  sind  die  DifFerenzialkurven  be- 
trachtet worden,  und  zwar  von  J.  Sobotka^).  Ist  9=/'(o))  die  Glei- 
chung einer  Kurve,  so  ist  p'==/"((a)  die  der  zugehörigen  Differenzial- 
kurve. Denkt  man  sich  nun  den  Vector  p'  von  demselben  Pole  aus 
abgetragen,  aber  in  senkrechter  Richtung  zu  p,  so  ist  sein  Endpunkt 
bekannt Brmafsen  der  Endpunkt  der  zugehörigen  Subnonnalen.  Wir 
hahen  es  also  in  diesem  FaUe  mit  dem  geometrischen  Orte  F" 
der  Endpunkte  der  Polarsubnormalen  einer  Kurve  F  zu  thun^). 
Die  Beziehung  zwischen  den  Punkten  ?(?,  o)  von  F  und  den  Punkten 
F'iff'jia)  von  r'  wird  durch  die  Formeln 

*■■-£'        »■-"  +  1 (4) 

I)  S.  §  11  des  Beitrag  eur  mfinitesinialen  Geometrie  dei'  IntegraUcarven 
(Wiener  Ber.  CVK,  1898). 

3)  Vgl.  Sclilöiuilcli,  üebungabuch  sunt  Sfudiiim  der  höheren  Anaiysis  I. 
(HI.  Aufl.  1878)  S.  124. 
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ausgedrüekt.  Ist  F  algebraisch,  so  wird  es  auch  T"  sein,  tmd  es  ent- 
steht dann  die  Frage,  welche  Beziehung  zwischen  den  Ordnungen  der 
beiden  Kurven  bestehe.  Nehmen  wir  daher  an,  dafs  f(x,  p)  =  0  die 
Gleichung  von  F  in  rechtwinkligen  kaxtesischen  Koordinaten  sei,  so 
hat  man,  um  den  Punkt  F'{x\ y)  von  F'  zu  finden,  der  dem  Punkte 
I'{x,  y)  entspricht,  den  Schnittpunkt  der  Tangente  in  P  an  T  mit 
der  in  0  zu  OP  errichteten  Senkrechten  aufzusuchen.  Nun  haben 
die  genannten  Geraden,  wenn  X,  Y  die  laufenden  Koordinaten  sind, 
bezüglich  die  Gleichungen 


-K- 

-»K- 

Xx  + 

infolgedessen  ist 

xU-^ 

Jf 

»f 

iu 

Ji 

'       1    ü  . 

8f  ' 

>j  = 

-^''--l-f 

^'dx  '^ 

»r. 

'li 

et 

"Ty 


(5) 


Diese  Formeln  liefern  für  jedes  Wertepaar  x,  y,  das  der  Gleichung  (4) 
genügt,  die  Koordinaten  des  entsprechenden  Punktes  x',  y'.  Um  die 
Ordnung  von  F'  zu  finden,  müssen  wir  aufsuchen,  wie  viele  ihrer 
Punkte  sich  auf  der  hehebigen  Geraden  r 

Ax-\-By  +  C^O 
befinden.     Es  mufs  dann  auch 

sein,  oder  wegen  Gleichung  (5) 

Nun  stellt  diese  Gleichung  im  allgemeinen  eine  Kurve  von  der  Ord- 
nung M  -(- 1  dai-,  welche  die  Kurve  n""'  Ordnung  f{x,  y)  =  (i  in  den- 
jenigen Punkten  P  sehneidet,  deren  entsprechende  Punkte  P'  auf  der 
Geraden  r  liegen;  also:  Der  Ort  der  Endpunkte  der  Polarsnimonnaleü 
eiuep  Kurve  n'^'  Ordnung  ist  im  allgemeinen  von  der  Ordnung 
n{n-\-\).^')  Jeder  j?-fache  Punkt  vermindert  diese  Zahl  im  all- 
gemeinen um  i5(2>^-l)  Einheiten^);  für  eine  rationale  Kurve  s*"*^  Ord- 
nung reduziert  sie  sieh  daher  auf  w («  +  !)  — («  —  l)(w  — 2)  =  2(2m  —  1). 


1)  Z.  B.  für  einen  Kegel acimitt  ist  sie  eine  Kurve  sechster  Ordnung;  vgl, 
Schlömilch,  a.  a.  0.  S.  134. 

2)  Als  Kontrolle  betrachte  man  eine  Kurve  F  von  der  Ordnung  m,  die  aus 
zwei  Kurven  F, ,  f";  von  den  Ordnungen  %  bezw.  «j  Eusammengesetzt  ist.  Der 
Ort  der  Endpunkte  der  Polarsuhnormalen  von  P  besteht  aladann  aus  den  beiden 
r,  und  Pj  entsprechenden  Orten,  ist  daher  von  der  Ordnung  m,  (m,  + 1)  +  "»Ib  («b  -j- 1)- 
Diese  Zahl  mufs  man  auch  erhalten,  wenn  man  den  obigen  Satz  auf  f,  welches 
die  Ordnung  %-|-»!j  hat,  anwendet,  als  (»*i-t-«i)(%-|-»»a  +  ^)~  ^"i"al  ^^^  i^* 
aber  gleich  %(«! -|-l)-j~%(n-j-|-i),  wie  eben  gefunden. 

44* 
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Wenn  ferner  der  Pol  ein  jj-faeher  Pionkt  ist,  so  vermmdert  sich  die 
Ordnung  nm  p^  Einieiten. 

Die  Analogie  führte  auch  zur  Betiraclitung  des  Ortes  Fj  der  End- 
pimkte  der  Pnlarsubtangenten^).  Sind  P(p,  o)  und  P^(9j,  Oj) 
zwei  entsprechende  Punkte  der  beiden  Kurven,  so  hat  man 

9i  =  «'«-rf^'         «'..  =  «'  +  1', (^) 

welche  Beziehungen  uns  die  Grleiehung  Ton  F^  finden  lassen,  wenn 
die  von  F  gegeben  ist.  Wenn  hingegen  F  dnreh  eine  Gleichung  in 
kartesischea  rechtwinkligen  Koordinaten  gegeben  wäre,  so  hatte  man, 
um  die  von  F^  zu  finden,  folgende  Formeln  anzuwenden; 

•^-^  !l±!l 


__  ox  oy  ___         ox  vy  .--, 


die  man  durch  'ähnliciie  Eechnungen  wie  die  Gleichungen  (5)  findet. 
Aus  (T)  ergiebt  sich  durch  eine  der  obigen  ähnliche  Betrachtung,  daCs 
der  Ort  der  Eadpnnkte  der  PolarsabtangeBteu  einer  Kurve  w'"  Ord- 
nung von  der  Ordnung  n{n-\'  I)  ist;  jeder  jp-fache  Punkt  vermindert 
diese  um  p{p — 1)  Einheiten  [für  eine  rationale  Kurve  ist  sie  daher 
2(2w — 1)],  wenn  aber  dieser  Pimkt  mit  dem  Pole  zusammenfällt,  so 
beträgt  die  Verminderung  p^  Einheiten. 

'  377.  Aus  der  durch  Gleichung  (1)  dargestellten  Kurve  lassen 
sich  noch  andere  unzählig  viele  durch  ein  dem  vorigen  entgegen- 
gesetztes Verfahren  ableiten,  indem  man  aus  (1)  die  Gleichung 

S-ff(x)-dx  +  c. (9) 

ableitet.  Hierbei  bedeutet  c  eine  beliebige  Konstante,  durch  deren 
Variation  man  Kurven  erhält,  von  denen  die  eine  ans  der  anderen 
durch  eine  blofse  Verschiebung  in  der  Richtung  der  y-Axe  hervor- 
geht; es  genügt  daher  von  diesen  eine  einzige  zu  betrachten  z.  B.  die 
durch  den  Anfangspunkt  gehende,  die  dem  Falle  c  =  0  entspricht. 
Die  neuen  Kui'ven  Fi  heifsen  Integralkurven  und  bieten  mancherlei 
Interesse,  insbesondere  durch  ihre  praktischen  Anwendungen'^).  Ihre 
hauptsächlichsten  Eigenschaften  drücken  geometrisch  aus,  welche  Be- 
ziehung zwischen  einer  Funktion  und  ihren  Integralen  besteht:  so 
erkennt  man  z.  B.  dafs  den  Schnitten  von  F  mit  der  w-Ase  die  Kul- 


1)  Schlömilct,  a.  a.  0.  S.  121. 

2}  Abdant-Abakanowicz,  Die  Integraphen.  Die  Iviegralhurven  tmd 
ihre  Amvefidungen,  deutsch,  bearbeitet  von  E.  Bitterli  {Leipzig  1889),  Beaüg- 
lich  des  Begriffes  luid  der  Eigenschaften  der  inveraen  Integralkurven  und 
der  Integralkurven  in  Bezug  auf  eine  gegebene  Kurve  verweisen  wir 
den  Leaer  auf  die  o.  a.  Arbeit  von  Sobotka, 
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miüationspunLte  von  F  entspiechen,  dagegen  den  Kulininationspimtten 
von  r  die  Wendepunkte  von  P,  u  &  w  Wii  wollen  die  Reihe  solclier 
Sätze  nicht  weiter  verfolgen,  sondern  liebei  den  Satz  von  d'Ocagne 
beweisen,  der  uns  das  Kmmnmngscentrum  fui  einen  beliebigen  Punkt 
der  Integralkurve  zu  konstruieien  lehit^)  Dieber  Satz  lautet:  Ist  JK 
der  Krümmnngspadiuh  der  Integialkur\e  r^,  a  die  Sul)tangeute  der 
gegebenen  Kurve  r,  niid  6  der  Winkel,  den  die  Tangente  von  r*, 
mit  der  ic-Axe  bildet,  so  ist 

(j=  B  cos^e-sine (10) 

Es  seien  (Taf.  XVII,  Fig.  141)  M  imd  M^  zwei  entsprechende 
Punkte  von  F  und  V^,  P  der  Schnittpunkt  von  Ox  mit  der  Ordinate 
MMf,  MT  die  Tangente  von  F,  dann  ist 

Setzen  wir  aber  Il-F  ==  Y,  so  ist 


also  tg  6  =  )/,  und  daher  ,  , 

Wenn  nun  ds^  das  Differenzial  des  Bogens  der  Integralkurve  ist,  so 
hat  man  bekanntlich  ^g 

'®  =  ^'      rös^e^''^' 

folglich  jj_^:^j^.eos=e  =  4^-^- 

cos  6       -^  dy     cos^e 

Eliminieren  wir  hieraus  -^  vermittelst  der  vorigen  Gleichungen,  so 
finden  wir  in  der  That  die  Relation  (10).  — ■  Hieraus  läfst  sich  eine 
Konstruktion  der  Krummungscentrums  C  ableiten:  Die  Normale  M^ 
an  T;  achneide  die  Ordinate  von  T  in  T',  die  in  T'  auf  der  Normalen 
errichtete  Senkrechte  schneide  die  Ordinate  von  Jlfj  in  ^;  die  durch  Q 
zur  X'A.xe  gezogene  Parallele  schneidet  die  Normale  in  dem  gesuchten 
Punkte  C.  Den  Beweis  mit  Hilfe  der  Gleichung  (10)  zu  führen,  Über- 
lassen wir  dem  Leser. 

Die  Konstruktion  von  d'Ocagne  konnte  man  auch  aus  einer 
Eigenschaft  der  Integralkurven  herleiten,  die  J  bohotka  geometrisch 
bewiesen  hat^),  zu  der  man  jedoch  auch  schnell  durch  folgende  Rech- 
nung gelangen  kann. 

Wir  woUen  annehmen,  dafs  die  Kurve  F,  deien  Gleichung  y^^fXx) 

1)  Vgl.  Alxlank-Aliakanowica  a.  a.  0.  S.  160—161, 
3)  S.  g  I.  des  in  Note  1,  S.  690  citierten  Beitrags. 
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sei,  dnreh  den  Punkt  P(a,  h)  gehen  möge;  die  Tangente  t  in  diesem 
Punkte  hat  dann  die  Gleichung 

■^  ^  f{a)  -{-  {x  —  a)f(a) , 
wo  X  und  ri  die  laufenden  Koordinaten  auf  der  Tangente  selbst  sind. 
Nehmen  wir  nun  an,  dafs  T^,  die  IntegralkuiTe  von  T,  durch  Pf[Ä,B) 
gehe,  so  wird  deren  Gleichung  lauten 

Y—B=Jf(x)-dx {«) 

Konstruieren  wir  jetzt  die  Integralkurve  T  der  Tangente  (  unter  der 
Voraussetzung,  dafs  sie  durch  den  Punkt  P;  gehe,  so  wird  deren 
Gleichung  ^c 

H~B-flf(x)  +  {x^«)r{ct)]dx 


oder 


H  — B- 


_  <£jzj^l 


.(x^Ä)f(a)  +  '^,-'~fXa).  .  .  .  (fi) 
T  ist  also  eine  Parabel.  Aus  den  Gleichungen  (a)  und  (j5)  ergiebt 
sich  nun  sofort,  dafs  für  den  Punkt  P^  ist  r=H,  r'=H',  r"=H", 
und  dies  beweist,  dafs  die  Kuryen  P;  und  T  sich  nicht  nur  in  dem 
gemeinsamen  Punkte  A  berühren,  sondern  daselbst  eine  Berührung 
zweiter  Ordmmg  haben.  Somit  ergiebt  sich:  Der  Tangente  (  der 
Kurve  r  in  irgend  einem  Punkte  JP  derselben  entspricht  als  lute- 
gralknrve  eine  Parabel  T,  welche  die  Integralknrve  P;  von  P  in  den 
dem  Punkte  F  eutsprechenden  Punkte  JP^  osknliert. 

SVS.  Eine  gewisse  Analogie  mit  den  Differenzialkuryen  bieten 
solche  Linien,  die  man  aus  der  Kurve  y  =  fix)  erhält,  wenn  man  y 
gleich  einer  Funktion  von  fix)  setzt ^).  Auf  die  hanptaäfihlichsten 
derselben  soll  hingewiesen  werden,  sowie  auf  einige  neuen  Kurven,  die 
man  durch  solches  Verfahren  erhält, 

I  Wir  betrachten  wieder  eine  Kurve  P  mit  der  Gleichung  y  =  f{x), 
sowie  m  ihrei   Ebene  enien  behebigen   festen  Punkt  K  (^Taf  TVII, 


1)  Elementar«  ledoch  weniger  wichtig  nnd  fruchtl  ar  ist  das  Verfahren 
aus  Pmei  Kurro  mit  dei  dleithmg  y  =^  f  ij  eine  neue  y^  ■=  F{f{v))  ab- 
zuleiten wo  F  eine  neue  gegebene  1  unkbon  ist  Z  B  kinn  min  als  neue 
eiufache    Beclinung    : 


Kune   ableiten    y^  =^——      eme   eiufache    Rechnung   zeigt,    dafs    die  beiden 

Kurven  in  zwei  derselben  Oidinate  ^nteprechenden  Punkten  gleiche  bubtangenten 
aber  von  entgegengesetzten  Vorzeichen  haben  (W  Eulf  Ueber  evne  aUgemetne 
Eigenschaft  det  Kirne  dei  renpiökw  Ordinaten  Archiv  der  Matt.  2.  Ser.  XIII, 
1894;  vgl.  auch  den  g  VI  de  a  Beit  ags  n  J  S  botka}.  —  Ähnlich  kann 
man  die  Kurve  y^  =  /'(«)'  b  Iden  d  e  Subtaagente  n  einem  beliebigen  Punkte 
der  neuen  Kurve  ist  gleicii  d  Hälfte  de  Sul  tangente  im  entsprechenden  Punkte 
der  gegebenen  (W.  Rulf,  Bemeiht  ng    v.  den  a  «  Gv/nie  abgeleiUfen  Cwnie«, 

Das.).  Im  allgemeinen  Falle  hat  man  w  nn  S  nl  '•  die  Subtaugenten  in  ent- 
sprechenden Punkten  der  be  1  n  K        n  ^  =  f(x     y  =  F(,f{x))  sind, 
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Fig.  143),  den  wir  als  auf  der  x-Ase  gelegen  mit  der  Abscisse  —h 
annehmen  wollen,  und  eine  beliebige  Gerade  g,  die  wir  der  Einfach- 
heit halber  als  mit  der  y-Axe  zusammenfallend  annehmen.  In  einem 
beliebigen  Punkte  P  TOn  r  ziehen  wir  die  Tangente  und  durch  K 
zu  ihr  die  Parallele,  bis  sie  die  Gerade  g  in  Q  schneidet;  die  m  Q 
zu  g  errichtete  Senkrechte  schneide  die  Ordinate  von  P  in  P'. 
Variiert  man  nun  P  auf  F,  so  beschreibt  der  Punkt  P'  eine  neue 
Kurve  r',  die  von  A.  Hochheim  die  Differenzialkurve  von  r 
genannt  wird').  Um  deren  Gleichung  zu  finden,  beachte  man,  dafs 
die  Gleichung  der  Tangente  im  Punkte  P{x,  y)  lautet 

die  zu  ihr  durch  K  gezogene  Parallele  aber  hat  die  Gleichung 

Y-f(x){X  +  k); 
wenn  man  nun  X^O  macht,  so  erhält  man    h-f"{sc)    als  Wert  für 
die  gemeinsame  Ordinate  der  Punkte  Q  und  P'.     Daraus  folgt,  dafs 

a-i-rW (11) 

die  Gleiehnng  von  J"  ist;  diese  Kurve  ist  also  affin  zu  der  Diffe- 
renzialkurve von  r  in  Kästner'sehem  Sinne  (Nr.  276).  Wiederholen 
wir  für  I"  dieselbe  Operation  wie  bei  T  und  fahren  so  fort,  so  er- 
halten wir  nach  r  Operationen  die  Kurve 

%-Vf\x), (12) 

die  nach  Hochheim  die  r**  Differenzialkurve  von  F  heilet. 

Falls  r  durch  eine   Gleichung,  die  nicht  nach  y  auflösbar,  ge- 
geben ist,  etwa  durch  p/^  w)  =  0 

so  würde  man  die  Differenzialkurve  erhalten,  indem  man  y  aus  dieser 
Gleichung  und  der  folgenden 

eliminiert;  ist  also  F  eine  algebraische  Funktion  w'™  Grades  in  x,y, 
80  ist  die  abgeleitete  Kurve  im  allgemeinen  von  der  Ordnung  2n{n  —  1); 
sie  ist  femer  von  immer  demselben  Gesehlechte  wie  F. 

Welches  auch  die  Natur  der  Funktion  f  sein  möge,  immer  hat  man 

/,, .  dx  -fl .  fix)  ■  äx  ~  k[f(ß)  -  /(o)! , 

imd  daher  ist  die  abgeleitete  Kurve  immer  quadrierbar. 

Als  Beispiel  nehmen  wir  zunächst  die  Parabel  y^  =  2px ;  dann 
ist  die  Gleichung  i 

oder     2xyj^  =  h^p. 


'"Vfx 


1)  Uebe)'  die  Differmtifähurve  der  Kegelschmtte  (Halle  1874). 
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Demnach  isb  F'  eine  Kurve  dritter  Ordnung  symmetrisch  zur  x-Axe 
und  ganz  auf  der  positiven  Seite  derselhen  gelegen;  der  unendlich 
ferne  Punkt  von  Ox  ist  eine  Spitze  der  Kurve,  der  unendlich  ferne 
von  Oy  ein  Wendepunkt,    Die  Tangentialgleichung  dieser  Kurve  lautet 

und  bezeugt,  dafs  sie  von  der  dritten  Klasse  ist. 
Als  Kweites  Beispiel  nehmen  wir  die  Ellipse 


J"  hat  dann  die  Gleichung 

M,  ^  + — ^- ■—     oder     a^x^yJ  —  Ic^b^x^  — -  a^y,^  =  0, 

'  «  Ya'  —  x' 

und  ist  demnach  (vgl,  Nr.  97)  eine  Kohlenspitzkurve. 

Wechseln  wir  das  Vorzeichen  von  6*,  so  erkennt  man,  dafs  die 
von  der  Hyperbel  ^  —  |"s  '^  ■'■    abgeleitete  Kurve  die  Gleichiing  hat 

a^x^y^"  -\-  h^h^x^  —  C'^y^^  ^  0; 
diese  ist  also  eine  Kreuzkurve  {s,  Nr.  97). 

'379.  II.  Die  Daten  seien  dieselben  wie  im  Falle  I,  auf  die 
Kurve  F  werde  dieselbe  Konstruktion  angewendet  mit  dem  Unter- 
schiede, dafs  an  Stelle  der  Tangente  die  Normale  in  P  tritt  und  dafs 
]c,  0  die  Koordinaten  des  festen  Punktes  seien.  Durch  eine  Rechnung, 
die  ähnlieh  wie  im  Vorigen  auszufahren  ist,  läfst  sich  zeigen,  dafs^ 
wenn  der  Punkt  P  die  Kurve  F  y  =  f(x)  durchläuft,  der  Punkt  P' 
eine  Kurve  F'  beschreibt,  deren  Gleichung  ist 

».-T^ji (14) 

sie  heifst  die  erste  abgeleitete  Kurve  in  Bezug  auf  -T-^);  ihre  un- 
endüeh  fernen  Punkte  entsprechen  den  Kulminationspunkten  von  F. 
Verfährt  man  mit  F'  ebenso  wie  mit  F,  so  erhält  man  die  zweite 
abgeleitete  Kurve;  ihre  Gleichung  lautet 

y^=  1/,jL.\  ^^rk' ^^'^ 

dx  \f'{x)) 
daher  ist  F"  unabhängig  von  k;   ihre  unendUch  fernen  Punkte  ent- 
sprechen den  Wendepunkten  von  F.     In   ähnlicher  Weise  kann  man 

1)  C.  Völkei,  üebei  the  Selation  zviiseken,  etwer  gegehmm  Ourve  t/  =  f{x) 
■wnd  einer  daraui  ahgektfeUn  Ku/rm  i/  =^  fc  —  =  ^^  niit  s^eäeUer  Awmenä/u/ng 
auf  die  ^EUipse  (Diss  Marburg,  1880)  Tgl.  äuct  Aazarelli,  Alaani  Iwoghi  geo- 
metriei  (Atti  dell   Acca,d   dei  Nuoii  Lmcei  XLVI,  1893). 
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die  dritbe  abgeleitete  Kurve  betrachten,  n.  s.  w.  —  Wenn  F  durch 
eine  Gleichnr^  von  der  Form 

F(w,y)  =  0 
dargestellt  wäre,   so  würde  man  die  von  F'   erhalten,  indem  man  y 
aus  dieser  und  der  folgenden 

eliminiert;  wemi  daher  V  von  der  Ordnung  %i  ist,  so  mufa  f  im 
allgemeinen  von  der  Ordnung  2w(«  — 1)  sein;  beide  Kui-ven  sind 
ferner  vom  selben  Geschlecht. 

Aus   der  Gleichung  (14)   geht  hervor,  dafs,  wenn  F'  mit  F  zu- 
sammeniallen  soll,  es  notwendig  und  hinreichend  ist,  dafs 

V  =  t%     oder     f  =  ihx-^l;      ....     (16) 

mit  Variation  der  beliebigen  Konstanten  l  stellt  (10)  oo^  seihst  ab- 
geleitete Parabeln  dar. 

Ähnlich  ergiebt  sich    aus   (15),    dafs  F"  mit   F  übereinstimmt, 
wenn  j/  der  Differenzialgleichung 

-C  =  !/     oder     X-  +  -^'  =  0 
y       "  y        y 

Genüge  leistet.     Wird  die  erste  Integration  ausgeffthrfc,  so  ergiebt  sich 

y  .y'  =  a  (wo  a  eine  Konstante  bedeutet) 

und  nochmals  integriert,  so  erhält  man 

!/'-2««  +  S, (17) 

welche  Gleichung  oc^  Parabeln  darstellt,  deren  jede  mit  ihrer  eigenen 
zweiten  abgeleiteten  Kurve  übereinstimmt.  Offenbar  sind  in  dieser 
neuen  Serie  die  oo^  durch  (16)  dargestellten  Parabeln  mit  einbegriffen. 
Wenden  wir  das  hier  beschriebene  Äbleitungsverfahren  auf  einen 
centrischen  Kegelschnitt  an,  so  gelangen  wir  zu  zwei  bemerkenswerten 
Kurven  vierter  bezw.  sechster  Ordnung.  Ist  nämlich  die  Gleichung 
von  r  „*        ,,!  ^    ^ 

so  hat  F'  die  Gleichung 

;/  =  +  ~^-Yr-~  ^^^^  Vx^y^  +  h^a'x^~-li^a^  =  0;  .  (18) 
sie  ist  demnach  eine  rationale  Kurve  vierter  Ordnung,  die  sym- 
metrisch in  Bezug  auf  die  Koordinataxen  ist,  durch  die  Endpunkte 
der  FokaJase  der  Ellipse  geht,  im  unendlich  fernen  von  Ox  einen 
isolierten  Punkt,  und  im  unendlich  fernen  von  Oy  einen  Berührungs- 
knoten   mit   dieser   Axe   als   zugehöriger  Taugente   hat.     Die  Kurve 
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besitzt  keine  anderen  vielfachen  Punkte,  aber  die  yier  Punkte  mit 
den  Koordinaten  ^  Aal/ä 

sind  Wendepunkte  (vgl.  Taf.  XVII,  Fig.  143). 

Die  zweite  abgeleitete  Kurve  hingegen  hat  die  Gleichung 

j,  =  _j_  ^£!Vgp£l    oder    «V  +  öV  — a^6ä«*  =  0;   .   .   (19) 

sie  ist  eine  rationale  Kurve  sechster  Ordnung  (Taf.  XVII,  Pig,  144), 
die  durch  die  Endpunkte  der  Fokalase  der  EUipse  geht,  und  im 
Mittelpunkte  einen  Berührungsknoten  mit  dieser  Ase  als  zugehöriger 
Tangente  hat.     Die  Punkte  mit  den  Koordinaten 

^  =  ±«1/3'        2'  =  ±i^ 

sind  Kulminationspunkte;  sie  liegt  ganz  innerhalb  der  Ellipse,  hat  keine 
reellen  unendlich  fernen  Punkte  aufser  den  auf  der  ^-Axe,  u.  s.  w.'). 
280.  III.  Nehmen  wir  wieder  die  Kurve  F  als  durch  die  Glei- 
chung y  =  fix)  bestimmt  an;  wir  betrachten  die  Ordinate  eines  be- 
liebigen Punktes  P  derselben  und  ziehen  durch  den  Koordinaten- 
anfang  eine  Parallele  zu  der  Tangente  und  zu  der  Normale  in  P  an 
r,  diese  mögen  die  Ordinate  in  Pj  bezw.  Pg  schneiden.  Variieren 
wir  nun  P,  so  beschreiben  die  Punkte  P^  und  P^  zwei  neue  Kurven, 
von  denen  die  erste  die  Tangentenkurve,  die  zweite  die  Normal- 
kurve von  r  heifst^).  Eine  kurze  Rechnimg  lehrt  uns,  dafs  jene 
beiden  Kurven  resp.  die  Gleichui^en  haben 

y^^x-fix),         ij^  =  ~. (20) 

1)  Vgl.  die  Progi-ammabhandlung  (Berlin  1884)  von  C.  Völker,  I.  Die 
derivürten  Curven  der  Syperbel.  IL  Die  Lemniskate  zweiter  Art,  Mit  letzterem 
Namen  beaezcluiet  Völker  folgende  Kurve:  Eliminiert  man  aus  obiger  Gl.  (18) 
i:nd  ihrer  Abgeleiteten  die  Eonstante  k,  so  erhalt  man 
o'y  -  dx-\-  x{a^  —  x')  ■  äy  =  0. 
Folglich  lautet  die  Differenzialgleichimg  der  orthogonalen  Trajektorien  des 
Systems  der  00'  Kurven  (18) 

Integriert  man  unter  der  Voraussetzimg,  dafs  für  a;  =  0  auch  «/  =  0  ist,  so  he- 


Die  Diakui«  on  diese  Gleichung  offenb-iit  un  leicM  die  Gestalt  d:Pbi,r  Kurve, 
und  zeigt,  difs  dei  Name  den  sie  eihielt  heiechiigt  ist  es  ist  eben  die  Lem- 
niskate zweiter  Art 

2)  L.  Henkel      Xjehet    dw    «ms    nner    Cmve   y  =  f{xj   abgeleitete   Ouree 

yj  =  x-j—='^3~f{x)  (Tangmtencmne)  und  ''a '^  —  ^ 3- ="  —  ryr  (Normal- 
CMTue)  mU  spezieller  Amvendimg  auf  die  Faiabel  (Dissert  Maibai^   1882). 
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Wenden  wir  diese  Verwandlung  anstatt  anf  die  Eurre  V,  auf  die 
Kurve  r  an,  die  durcli  r  dx  ,.„■, 

y^J-rU ('^') 

dargestellt  ist,  so  erkennt  man  leicht,  dafs  die  Tangentenkurve  F  mit 
der  NormalkurTe  von  F  zusammenfällt  und  umgekehrt;   man    nennt 
daher  solche  Knrven  konjugiert.  —  Wir  hemerkcn  aufserdem,  wenn 
maji  teilweise  integriert,  so  erhält  man 
Jy^-dx  ^Jx-f'(x)-dx  =^  x-f{x)  — Jf{x)-dx  =^  x-f{x)  — Jy-dx, 

daher  ist  ('y^-dx  -\- Jy-dx  =  h-f(p)  —  a-f(d);  ....     (22) 

wenn  maji  also  F  quadrieren  kann,  so  kann  man  auch  F^  quadrieren 
und  umgekehrt. 

Dieses  Ahleitnngsverfahren  soll  jetzt  auf  die  Parabel 

S--2p(^-a) (23) 

angewendet  werden,  wobei  p>0  angenommen  wird.  Wir  bemerken 
zunächst,  dafs  sie  als  konjugierte  Kurve  die  semikubisohe  Parabel 
besitzt  9pf^S{x  —  a)\ 

Ihre  Tangentenkurve  dagegen  ist 

y,  =  -—'^- oder      «  «(:K  ^  ß)  =  {- :c^  .      .      .      (24) 

Die  hierdurch  dargeetellte  Kurve  dritter  Ordnung  ist  symmetrisch  in 
Bezug  auf  Ox,  der  Anfang  ist  ein  Doppelpunkt,  genauer  ein  Knoten 
oder  isolierter  Punkt,  je  nachdem  k^O  (Taf.  XVII,  Pig.  145  a,h); 
die  reellen  Punkte  der  Kurve  erhält  man  für  a;  >  «.  Wenn  «  >  0,  so 
sind  die  Pmikte  mit  «  ^  2k  Kulminationspunkte  (hezw.  mit  zu  Ox 
paralleler  Tangente),  die  mit  X'=  ia  sind  Wendepunkte.  In  allen 
Fällen  ist  die  Gerade  m;  =  c  Wendeasymptote  der  Kurve.  In  dem 
bislang  ausgeschlossenen  Falle  k  '=  0  zerfällt  die  Gleichung  (24)  in 
X  =  0,  j/j  =  jj/,  d.  h,  in  die  y-Äxe  und  die  Parabel,  deren  Ordinaten 
die  Hälfte  der  gegebenen  sind.  Durch  Anwendung  der  Gleichung  (24) 
erhalten  wir  femer 

ßj^ .  dx  =  by2p(b^a)  —  ay2p(a  —  a)  ^fy2p(x^a)  ■  dx 

=  y2p(6-«)^-^-y2K<x-«)^±^; 
wenn  «  <  0,  hat  man  im  beaouderen 

ßliäx=y~2ptt~, 

als  bemerkenswerten  Ausdruck  für  die  Fläche  zwischen  der  Kurve 
nnd  der  Asymptote. 
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Bestimmen  wir  hingegen  dieNormalkurTe  derselben  Parabel  (23), 
so  erhalten  wir 

Vs^^'Y      p"      oder     ^-f  +  {tx^~x^  =  0; 

diese  ist  ebenfalls  eine  zur  x-Äs.e  symmetrisclie  Kurve  dritter  Ordnung, 
deren  reelle  Punkte  man  für  x>a  erhält  (Taf.  XVII,  Fig.  146,  a,  b); 
sie  hat  im  Anfang  einen  Knoten-,  Eiickkehr-  oder  isolierten  Punkt,  je 
DEvchdem  « =  0 ;  im  zweiten  Falle  ist  die  Kurve  nichts  anderes  als 
die  eemikubische  Parabel.  Wenn  «<0,  so  sind  die  beiden  Punkte 
mit  der  Abscisse  -^  Kulminationspunkte,  wenn  a>0,  die  mit 
x^  -^  Wendepunkte;  in  allen  Fällen  ist  der  unendlich  ferne  von  0^ 
ein  Wendepunkt  mit  der  unendlich  fernen  Geraden  als  zugehöriger 
Tangente. 

Die  Transformation,  durch  welche  man  von  einer  Kurve  zu 
ihrer  Tangentenkurve  gelangt,  wurde  später  auch  von  H.  Brocard 
wieder  aufgefunden^)  und  von  ihm  pseudo-Newton'sche  Trans- 
formation genannt.  Indem  er  sie  auf  spezielle  transscendente 
Kurven  anwandte,  leitete  er  aus  ihnen  algebraische  Kurven  ab, 
und  gelangte  so  zu  einer  neuen  Verbindungsbrücke  zwischen  diesen 
beiden  grofsen  Kategorien,  in  welche  sich  alle  ebenen  Kurven  ver- 
teilen. Wendet  man  sie  aber  auf  algebraische  Kurven  an,  so  erhält 
man  immer  wieder  Kurven  derselben  Art;  die  Beziehungen  zwischen 
diesen  und  den  ursprünglichen  Kurven  findet  man  in  einer  speziellen 
Arbeit  von  V.  Retali  niedei^elegt*). 

281.  IV.  Brocard  hat  jedoch  noch  eine  zweite  Methode  erdacht, 
von  einer  Kurve  andere  abzuleiten;  diese,  die  er  die  Itoberval'sche 
Transformation  nannte,  besteht  in  Folgendem:  Es  sei  wieder  eine 
Kurve  F  gegeben,  dargestellt  durch  Gleichung  (1),  sowie  eine  be- 
liebige Gerade  r,  die  man  als  durch  den  Anfang  gehend  annehmen 
kann ,  v         y 


Man  betrachte  die  Tangente  in  einem  beliebigen  Punkte  F  von  F 
und  bestimme  ihren  Schnittpunkt  M  mit  r;  die  durch  P  zu  Oy  ge- 
zogene Parallele  schneide  die  durch  M  zu  Ox  gezogene  in  P':  der 
Ort  der  Punkte  P'  ist  die  Roberval'sehe  Kurve  von  F.  —  Da  nun 

1)  Sur  -une  iransforinaUon  geo7n.etrigv.e  (TramsförmaUon  pseudonewtoniewne) 
(Belgique  M^m.  LIX,  1899). 

2)  Sur  itme  transfoniatkm  geometrigue  (Mßm.  de  la  Soc,  de  Liege,  S.  Ser. 
II,  1900). 
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die  Gleichung  der  genaunteu  Tangente,  so  ist  die  Ordinate  des 
Punktes  M,  in  welcheni  sie  die  r  schneidet, 

J^^ö  ar(x)-h  ' y^^> 

sie  ist  zugleich  die  Ordinate  von  P';  die  Abscisse  dieses  Punktes  ist 
dieselbe  wie  von  P,  und  daher  ist  (25)  die  Gleichung  der  Eoberval- 
schen  Kurve.  Die  Roberval'aehe  sowie  die  pseudo-Newton'sche  Trans- 
formation sind  Spezialfälle  einer  dritten  von  V.  Betali^)  untersuchten 
geometrischen  Transformation. 

282.  V.  Auf  der  Tangente  in  einem  beliebigen  Punkte  P  der 
durch  die  Gleichung  y  =  f(x)  dargestellten  Kurve  F  bestimme  man 
einen  Punkt  P'  derart,  dafs  das  von  den  Ordinaten  der  beiden  Pimfete 
P,  P'  abgeschnittene  Stück  der  3:-Axe  eine  bestimmte  Länge  Tz  habe, 
und  aufserdem  PF'  die  positive  Richtimg  der  Tangente  bezeichnet, 
DerOi-t  des  Punktes  P'  ist  eine  neue  Kurve  P',  -welche  die  Tangenfcial- 
kurve  von  F  genannt  wird^).  Es  ist  klar,  dafs  die  Gleichung  von 
V  erbalten  wird,  wenn  man  x,  y  aus 

x  —  x^h,       y  —  y=^(x~x)f^,       y  =  nx) 

eliminiert;  sie  laiitct  daher 

^-f(x+li)-hr(x+h).-)    ....    (26) 
Als  Kurve  P  nehmen  wir  einmal  die  Parabel 
y'^='p(x  —  'k), 
dann  wird  die  P'  sein 


y  = 


l^_(2^_ft)        ^^^^       ^^,^,  _  ^^.g^,  _  ^^s_ 


Die  Taugen tialkurve  einer  Parabel  ist  demnach  eine  Kurve  dritter 
Ordnung,  die  symmetrisch  zu  deren  Axe  liegt,  den  Punkt  (-s-jO)  ^^ 
Doppelpunkt,  den  unendlich  fernen  von  Oy  als  Wendepunkt  hat  mit 
dieser  Axe  als  zugehöriger  Tangente;  im  unendlich  fernen  Punkte  von 
Ox  wird  die  Kurve  von  der  unendlich  fernen  Geraden  berührt 
(s.  Taf  XVn,  Kg.  147). 

Wird  dieselbe  Ableitung  auf  die  Elhpae 
(j^^-h^aY  ^  |!  _  1      oder     y  =  ~ y2a{x^lc)  —  (x  —  kf 


1)  Sopra  una  con'ispcmdmsa  [m,  m]  (Lomb.  Ist.  Eendic.  S.  Ser,  XSXn,  1899). 

2)  Hochbeim,  Tmgmtiamwven  der  Kegelschnitte  (Zeitschrift  f.  Math.  SV, 
1870).    S.  auch  das  schon  in  Kote  1  S.  696  citierte  Werk,  S,  100  ff. 

3)  Eine  ähnliche  Konstruktion  für  die  Normalen  ausgeflihit,  liefert  eine 
Euive,  deren  Gleichung  fr 

lautet. 
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angewendet,  so  erhält  man  die  Gleichung 

für  die  Tangen  tialkuiTe  der  betrachteten  Ellipse.  Sie  ist  also  eine 
in  Bezug  auf  die  grofse  Axe  ajmnietrische  Kurye  yierter  Ordnung, 
die  ganz  innerhalb  des  von  x'  =  0  und  a;'=2a  begrenzten  Streifens 
liegt.  Auf  der  Abscisaenaxe  hat  sie  einen  Doppelpunkt  und  einen 
isolierten,  dessen  Ahseissen  bezw,  -:;i2a  -\-  /e  +  y^ö^-j- 7t^j  sind;  ein 
dritter  Doppelpunkt  ist  der  unendhch  ferne  von  Oy,  mit  den  Geraden 
a;'i=0,  x'^2a  als  entsprechenden  Tangenten  (Taf.  XVII,  Fig.  148). 
Ahnlieh  läfst  sich  zeigen,  dafs  die  Tangentialkurve  der  Hyperbel 
■— — j— —  —  yi  '=  1  dargestellt  wird  durch 

y  =-■ "    ■■■-      ■-  ^- -■ 

Sie  ist  eine  mit  denselben  projektiven  Eigenschaften  wie  (27)  aus- 
gestattete Kurve  vierter  Ordnung,  hat  aber  eine  ganz  andere  Gestalt, 
die  uns  Fig.  149  wieder giebt. 

VI.  Schliefslich  sei  noch  eine  von  M.  d'Ocagne^)  vorgeschlagene 
Ableitung  besprochen.  „Gegeben  seien  zwei  feste  Punkte  0  und  P 
sowie  eine  Kuvo  F;  M  sei  ein  beliebiger  Punkt  derselben,  M^  da- 
gegen derjenige  Punkt,  in  welchem  der  Radius  vector  OM  von  der 
durch  P  zu  der  Normalen  in  M  parallel  gezogenen  Geraden  ge- 
schnitten wird.  Variiert  man  M  auf  F,  so  beschreibt  M,^  eine  Kurve 
Fj,  welche  die  von  d'Ocagne  betrachtete  ist."  Fällt  M  m  den  EuJs- 
punkt  einer  von  P  gezogenen  Normalen,  so  fäUt  M^  mit  M  zu- 
sammen; folglich  enthält  die  Kurve  r^  die  Pufspnnkte  der  von  P 
auf  r  gefällten  Normalen.  Wenn  hingegen  M  in  den  Fufspunkt 
einer  von  0  auf  F  gefällten  Normalen  fällt,  so  befindet  sich  M^ 
im  Unendlichen;  also  gellt  /\  dui'ch  die  unendlich  fernen  Punkt« 
der  von  O  2n  F  gezogenen  Nonnalen.  Nehmen  wir  an,  dafs  die 
Kurve  F^  vollständig  gezeichnet  vorliegt,  so  ist  klar,  dafs  man  in 
jedem  beliebigen  Punkte  von  F  die  Normale  zeichnen  kann  und 
d'Ocagne  hat  gezeigt,  dafs  man  damit  auch  das  Krümmungscentrum 
finden  kann.  Ohne  uns  hiermit  aufzuhalten,  gehen  wir  zu  der  Be- 
merkung über,- dafs  das  angegebene  VerfaJiren  zwei  Metboden  liefert, 
die  eine  invers  zur  anderen,  um  aus  einer  Kurve  eine  andere  abzuleiten. 
Um  dies  klar  zu  legen,  wollen  wir  die  Koordinaten  von  M  mit  x,  y, 


1)  Sm-  eertaines  combes  gu'on  pewt  aSoindre  auiX  cowrhe^  plwnes  pow  l'^tude 
de  leurs  proprietes  infimitesintales  (Amer.  Jouru.  XI,  1889).  In  dem  Extrait  d'une 
lettre  de  M.  d'Oeagne  ä  M.  Craig  (Amer,  Journ.  XIV,  1892)  iat  ein  zweifelhafter 
Puakt  jener  Abhaijdlniig  ricttig  gestellt  worden. 
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die  Ton  JK^  mit  Xj^,  y^  bezeichnen,   0  als  Anfangspunkt  und  OF  als 

a;-AsB  nehmen.    Setzen  wir  OF  '=  a,  so  bestehen  dann  die  Gleichungen 

y  ^yi  ^  =  a-a:, |-2S) 

Ist  also  die  Gleichung  Ton  r  als  f(x,  y)  =  0  gegeben,  so  kann  die 
von  Fl  durch  einfache  Differenz iationen  und  Eliminationen  erhalten 
werden.     Ist  hingegen   die  Gleichung  von   F^   als  F(x^,  y,)  =  0  ge- 
geben, so  erkennt  man,  indem  aus  (28)  sich  ergiebt 
_^         ax-dx  ay-dx 

dafs  r  die  Integralkurve  folgender  homogenen  DifFerenzialgleichung  ist 


=  0. 


'  \te-dx-^y-dy'    x-dx  +  y-dy) 
somit  kann   die  Aufsuchung  von  F  immer  auf  Quadraturen   zurück- 
geführt werden. 

Als    Beispiel   nehmen   wir   für    I\    die   Gerade   i/j  =  mx^  -f-  h^; 
F  wird  dann  eine  Integralkurve  von  fönender  Gleichung  sein 

ay-dx^  max-dx  -|-  n{sc-  dx  -f-  y-dy) . 

Setzen  wir  nun   y  =  tx,    so  wird  diese  Gleichung  zu 

dx    ,  t-dt 


''--^^+^  +  1 


^0, (2) 


wo  die  Variabelen  schon  getremit  sind.  Wird  die  Iiitegi^atio])  aus- 
geführt, so  erhält  man  je  nftch  der  Beschaffenheit  der  Wurzeln  der 
Gleichung  „  /™„  \ 

verschiedene  Resultate. 

1.  Fall.     Es  sei     f' — -^i -\- (^^  + 'i) -=  {t  —  p)  {t  — q)     und 
p>  g.     Daim  ist 

f  _,?.;+  ^-  ( +  1  ~  (J'  —  3)('  — P>        ~{2'  —  S){' "  9)  ' 
daher  bekommt  man  durch  Integration  von  (2) 

oder  „       ,„ 

und,  wenn  für  t  wieder  sein  Wert 

(y'~pxy  =  c\ 
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In  diesem  Falle  ist  F  also  eine  Parabel  oder  Hyperbel,  die  algebraisch, 
oder  iaterscendeiit  ist,  je  nachdem  p  und  ^  beide  rational  sind  oder 
nicht. 

2.  FaU.      ;ä  —  -J  i  +  (^  -j,  l)  =  (t—p)K    In  diesem  Falle  hat 

daraus  ergiebt  sieh  bei  der  Integration  Yon  (2) 

los*  -  ji^  +  log(i— JJ)  — log», 

oder  x(t — p)  —  cc^" 

bezw.  y  —  px  ^  ce""^" (4) 

r  ist  demnach  immer  eine  transscendente  Knrve. 

8.  Fall,     i'  — -J(+ ("+l)— (<+«)'+ /S".    Selzlmanf  +  o 


t-dt 


"  '•  +  !!• 


i    ,■+()■ 


folglich  liefert  Gleichung  (2) 

loga^  4-  log yr^+iS«  —  .^  arc  tg  J  =  logc 


oder  X  y(t  +  k)^  +  ß"  =  ee'^^ 

und  endlich       y(^  -\-  axy  +  ß^is^  =  ce' 


(6) 


Dieses  Beispiel  läfst  hinreichend  erkennen,  dafs  der  Übergang  von 
Tj  zu  r  in  der  Regel  zu  ziemlich  komplizierten  Kurven  führen  dürfte. 
Die  für  F^  angegebene  Konstruktion  führt  von  selbst  zu  einer 
anderen  Kurve  Pg,  die  in  folgender  Weise  konstruiert  wird.  Die 
Daten  seien  dieselben,  man  läfst  aber  dem  Punkte  M  denjenigen 
Punkt  itfg  ent^rechen,  in  welchem  der  Badius  vector  OM  die  durch 
P  zur  Tangente  in  M  gesogene  Parallele  achneidet;  F^  ist  dann 
der  Ort  des  Punktes  M^,  wenn  M  die  Kurve  F  durchläuft.  F^  mufa 
ersichtlich  durch  die  Berührungspunkte  der  von  P  an  P  gezogenen 
~  _  ihen.     Die  neue  Kurve   kann,  wenn  sie   gezeichnet  vor- 

_  ,  nicht  blofs  zur  Konstruktion  der  Tangenten  an  F  dienen,  son- 
dern ebenfalls  zur  Bestimmung  der  Krümmimgsmittelpunkte.    Werden 
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dieselben  Bezeichnungen  und   Äsen  beibehalten,   8o  finden  zwischen 
den  Koordinaten  der  Punkte  M  und  Mg  die  Beziehungen  statt 

oder  ^   ^        a«:äy  ^        ay-dy 

ä        m-dy  —  y-dx'  ^*        x-dy~-y-dx' 

wenn  also   /'(a^j,  i/g)  =  0   die  Gfleichmig  ron  T^  ist,    so   wird  F  eiue 
Itttegralkurve  der  folgenden  homogenen  Differenz ialgleichung  sein: 

'  \>:-dy  —  y-dx^    x-dy  —  y-dx)  ^  ' 

Nehmen  wir  als  Fg  wieder  die  Gerade  y^  =^  mx^  -\~  n\  dann  hat 
r  der  Gleichung  zu  genügen 

ay-dy  =  max-dy  -f-  nix-dy  —  y-dx) . 
Setzen  wir  wieder  y^^tx, 

so  erhalten  wir  ^  +  "'^^"^"^  dt  =  0 

,                        dx    I     ma  +  nrdt  dt    -\    ,       dt  „ 

oder  1 — ■  -|-  =^  0 ; 

wir  integrieren  und  erhalten 


und  schliefslich  (/™<'+'' =;  c(i/  —  mxf, 

wo  c  und  ^  beliebige  Konstanten  sind;  die  gesuchte  Kurve  ist  dem- 
nach eine  Parabel  oder  Hyperbel,  die  algebraisch  oder  interseendent 
ist,  je  nachdem  die  beiden  Gröfsen  ma  -\-  n  und  n  beide  rational 
sind  oder  nicht. 

Die  Integration  der  Gleichung  (6)  Hfst  sich  auch  in  dem  Falle 
ausfuhren,  dafs  F^  ein  Kreis  mit  dem  Centrum  0  ist.  Alsdann  kann 
r  betrachtet  werden  als  der  Ort  eines  Punktes,  der  mit  konstanter 
Gesehwiudigkeit  auf  einen  festen  Punkt  zustrebt,  während  er  zugleich 
von  einem  anderen  nach  Eiehtung  und  Kraft  konstanten  Zuge  be- 
einflufst  wird.  Sie  ist  denmacb  die  Kurve,  die  von  einem  Schwimmer 
beschrieben  wird,  der  auf  einen  Punkt  dea  Flufsufers  zustrebt;  man 
könnte  sie  daher  die  Schwimmerkurve  nennen.  Vor  d'Ocagne 
wurde  sie  schon  von  Collignon^)  betrachtet. 


1)  Assoc.  frau^aise  poiir  l'avaiic.  des  sciences,  Compte  rendu  1887. 
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Elftes  Kapitel. 
Die  Cregeiikurveii. 

288.  Es  liege  ein  recht-  oder  achiefwinkliges  kai-tesisches  Ko- 
ordinatenaystem  vor;  will  man  einen  Punkt  P  konstmieren,  dessen 
Koordinaten  x,  y  gegeben  sind,  so  verfährt  man  gewöhnlich  in  der 
Weise,  dafs  man  auf  der  Abscissenase  OM  ^  x,  auf  der  Ordinatase 
ON  =y  abträgt  und  durch  M  zu  der  letzteren  Axe,  durch  Ä  zu  der 
eisten  die  Parallele  zieht;  diese  achneiden  sieh  dann  in  dem  ge- 
suchten Punkte  P.  itfan  kann  aber  die  Konstruktion  auch  anders 
ausfuhren.  Nachdem  man  wie  oben  die  Punkte  M  und  N  gezeichnet 
hat,  beschreibe  man  um  M  mit  \y\,  und  um  JV"  mit  \x\  als  Radius 
einen  Kreis;  die  beiden  schneiden  sieh  in  P.  Sie  sehneiden  sich  aber 
noch  in  einem  zweiten,  eindeutig  bestimmten  Punkte  P;^.  Auf  diese 
Weise  wird  jedem  Punkte  P  der  Ebene  ein  zweiter  Pj  eindeutig  zu- 
geordnet, welchen  man  den  Gegenpuukt  des  ersteren  nennen  könnte; 
und  wenn  P  eine  Kurve  F  durchläuft,  beschreibt  Pj  die  Cfegen- 
kurve  T'j  '■). 

Die  Konstruktion  des  Punktes  P^  lafet  sich  praktisch  in  be- 
quemerer Weise  ausfiihren.  Es  sei  ca  der  Winkel  der  beiden  Axen 
(Taf.  XVn,  Fig.  150),  a  der  Winkel  an  der  Grundlinie  des  gleich- 
schenkligen Dreiecks  JVPPj,  ß  der  an  der  Grundlinie  von  MFF^; 
verbindet  man  nun  die  in  der  Figur  geaeiehneten  Punkte  miteinander, 
so  lassen  sich  die  Werte  der  entstehenden  Winkel  leicht  berechnen. 
(Die  Resultate  dieser  Berechnung  sind  in  der  Figur  selbst  angegeben.) 
Aus  ihnen  ergiebt  sich  dann,  dais  die  Geraden  NM  und  OP^  anein- 
ander parallel  sind,  dafs  PP^  senkrecht  zu  diesen  beiden  ist,  und 
(was  weniger  von  Bedeutung)  dafs  OF^  und  FM  sich  in  einem 
Punkte  Q  des  um  M  mit  MF  als  Eadius  beschriebenen  Kreises 
achneiden.  Hieraus  ist  ersichtlich,  dafs  man  auch,  um  den  Punkt  F^ 
aus  P  zu  erhalten,  folgen dermafsen  voi-fahren  kann:  Man  konstruiere 
das  Parallelogramm  OMFN,  welches  zwei  Seiten  auf  Ox  und  Oy, 
und  als  Gegeneeken  0  nnd  P  hat,  ziehe  die  Diagonale  MN  und  zu 
ihr  durch  0  die  Parallele,  auf  diese  lote  man  den  Punkt  P;  der  er- 
haltene Punkt  P^  ist  der  GSegenpunkt  von  P.  Diese  Konstruktion 
bietet  den  Vorteil,  dafs  sie  uns  leichter  zu  den  Formeln  gelangen 
läXst,  welche  die  Koordinaten  x,y  von  P  mit  denen  von  F^iXj^ji/j) 
verknüpfen.  Da  OM=x,  ON=y,  so  ist  nämlich  die  Gleichung 
der  Geraden  MN,  wenn  X,  Y  laufende  Koordinaten  sind, 

^  +  ^  =  1 
1)  K.  Glänaer,  Die  Gegenhtrve  der  geraden  Linie  (Progr.  Porbatli,  1874). 
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die  der  zu  ihr  parallelen  Gera^äen  OQ  ist  demnach 

Dagegen  hat  das  von  P  auf  MN  gefällte  Lot  die  Gfleichung 

Y  —  y   —  ^^'y  cos  D.  ' 

Lösen  wir  nun  die  beiden  letzten  Gleichungen  nach  X,  Y  auf,  so  er- 
halten wir  die  Koordinaten  x^,yi  des  Punktes  Pj,  nämlich 

a^*  —  V*                                                 *'  —  V^  /i\ 

3^  =  iK— i — r. i — r,  V,  = — V    -1 — K- — -^ 7—%-      (l) 

Umgekehrt  dagegen  findet  man,  dafs 


Aus  diesen  ei^ebt  sich  dann  die  nützliche  Relation 


.(2) 


Die  Gleichung  (1)  sowohl  wie  (2)  lassen  erkennen,  dafs  die  Beziehung 
zwischen  den  Punkten  P  und  P^  eine  Cremona'scho  Transformation 
dritten  Grades  ist,  in  welcher  den  Geraden  der  einen  Ebene  eirkulare 
Kurven  dritter  Ordnur^  entsprechen,  die  0  als  Doppelpunkt  mit  den 
Halbierungslinien  der  Äxenwinkel  als  zugehörigen  Tangenten  haben; 
ea  sind  also  oo^  Strophoiden  (vgl.  Nr.  35  ff,).  Man  hat  es  also  hier 
mit  einer  speziellen  kubischen  Transformation  De  Jonqnieres'  zu 
thun,  bei  welcher  zwei  einfache  Fundamentalpunkte  in  die  E*reis- 
punkte,  die  beiden  anderen  aber  dem  Doppelpunkte  in  zueinander 
senki-echten  Richtungen  unendlich  nahe  hegen. 
Setzt  man  zur  Abkürzung 

^,^  —  j/i^  ^  Dj^,        3^^-\-  !/i^  +  Sä^j/i  cos  to  =  7J , 
so  sieht  man,  dafs  für  die  Kurve  F,  deren  Gleichung 

ist,  die  Gegenkurve  F^  dargestellt  wird  durch 

2  -Dr'T'u,(x„-y,)^0. 

Die  Oegenkurvc  einer  Kuiwe  n*^^  Ordnung  ist  also  im  allgemeinen 
von  der  Orduung  'in,  hat  die  unendlich  fernen  Kreispunkte  als 
«-fache  und  den  Anfengspunkt  als  2n-fachen  Punkt;  von  den  Tan- 
genten in  diesem  Punkte  fallen  n  mit  der  einen,  n  mit  der  anderen 
Halbierungslime  der  Axenwinkel  zusammen. 
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Die  Gegenkurve  einer  Geraden  ist,  wie  schon  gesagt,  eine  Stro- 
phoide,  die  eines  Kegelaclinittes  eine  Kurve  sechster  Ordnung,  die 
K.  Glänzer  im  allgemeinen  sowohl,  als  auch  für  spezielle  Fällft  genau 
untersucht  haf).  Aue  seinen  Unterauehungen  ergieht  sieh,  dafs  jene 
Kurve  auf  den  vierten  Grad  zurückgeht,  wenn  der  Kegelschnitt  ein 
durch  den  Anfang  gehender  Kreis,  oder  eine  gleichseitige  Hyperbel 
mit  dem  Centrum  im  Anfange  (alsdann  ist  die  Gegenkurvo  eine 
Bernoulli'sche  Lemniskat«)  oder  eine  Parabel  mit  dem  Scheitel  im 
Anfangspunkte  ist.  Alle  diese  Karren  vierter  und  sechster  Ordnung 
sind   ziemlich  bekannte  Kurven. 

Da  die  betrachtete  Transformation  nicht  involutorisch  ist,  so 
wird  man,  wenn  sie  auf  F^  angewendet  wird,  eine  Kurve  F^  erhalten, 
die  von  J"  verschieden  ist^  sie  heifst  die  zweite  Gegenkurve  von  F; 
ans  ihr  Mst  sieh  in  derselben  Weise  die  dritte  ableiten  u.  s.  w. 
Ist  nun  Ps(x2,y2)  ^^^  Gegenpunkt  von  Piip^nüi),  so  erhalten  wir 
zufolge  Gleichung  (2) 


tii  =  —  ti,-—-\.-y/  —  >  C'^) 

und  die  Gleichung  (3)  ergiebi 

Multiplizieren  wir  die  Ausdrücke  (2)  mit  den  homologen  (2')  und 
benutzen  (3'),  so  entstehen,  wenn  Z)^  ind  7^  die  analoge  Bedeutung 
wie  oben  jO^  und  TJ  haben,  und  noch  a:^^  -\-  y^^  —  '^^^y^  cos  to  =  t^ 
gesetzt  wird,  die  Gleichungen 

diese  bestimmen  die  Koordinaten  des  zweiten  Gegenpunktes  P^  von  F. 
Betrachtet  man  in  ähnlicher  Weise  P^,  den  dritten  Gegenpunkt  von 
P,  BO  erhält  man  die  Gleichungen 

■"  ,     .     (2") 

■     ■    (3") 


*>^^'ö.' 

»  — - 

"'•«,■' 

«.■  +  Ä'T»i!/,iio<" 

_^s'  +  !'i" 

■•-Vix,<l, 

Kombinieren  wir  diese  mit  (4),  so  ergiebt  sich 

_     ü^  -  T^  __     u^  -_r/ 

^    ^»   D  3  '     y       y^  ~'\d~^~ 

1)  Die  Gagevhxroen  der  Kegeiscimiüe  (Progr.  Hamburg, 


(5) 
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und  diese  Beziehungen  i,eben  analytiach  die  Beziehung  zwischen  den 
Eooidmaten  des  Punktes  P  und  denen  seines  dritten  Gegenpunktea 
wieder  Wird  nun  dief-es  Verfahren  wiederholt,  so  gelangt  man  zu 
dem  Ergebni'i  dals  zwisehLU  den  Koordinaten  x,  y  des  Punktes  P  und 
denen  seine-*  j'™  Gegenpunktes  F^(x,.,y^  die  Beziehungen  bestehen: 


T, 

•    r,  > 

n. 

27 

■u? 

-Sr 

Dl 

9r 

T, 

i.u} 

JX 

Dl 

Zwischen  P  und  P^  besteht  also  eine  Cremona'sche  Ti'aosformation 
(2»'-f-  1)"™  Gfrades.  Den  Geraden  der  einen  Ebene  entsprechen  in  der 
anderen  Kurven  (2j--|-  1)""  Ordnung,  die  man  als  Verallgemeinerungen 
der  Strophoide  ansehen  kann  (und  zwar  der  geraden,  wenn  a>  ^  90**, 
der  schiefen,  wenn  0^=90"  ist). 


Zwölftes  Kapitel. 
Die  von  einer  Knrvengrnppe  abgeleiteten  Kurven. 

384.  Die  bisher  in  diesem  Abschnitte  behandelten  Kurren  sind 
alle  nur  von  einer  einzigen  Kurve  ahgeleitefc;  das  Beispiel  der  Jacobi- 
schen Kurve  dreier  gegebenen  zeigt  aber,  dafs  man  auch  aus  einer 
Kurvengruppe  eine  neue  Kurve  ableiten  kann.  Auf  andere  derartige 
Ahleitungsgesetze  soll  nun  in  diesem  Schlufskapitel  hingewiesen 
werden,  wir  wollen  uns  in  der  Regel  jedoch  darauf  beschränken,  ihre 
Definition  zu  geben  und  die  bezüglichen  Arbeiten  anzuführen,  da  es 
sidi  um  Linien  handelt,  die  nur  von  minderer  Wichtigkeit  sind. 

I.  Es  seien  m  Kurven  Fj  durch  ihre  Polargleiehungen  Pj,  =  fj,(ra) 
gegeben  (wo  /c  =  l,  3,  .  ,  .  m),  und  m  Zahlkoeffizienten  k-^,  X^t  ■  ■  ■  ^mt 
dann  stellen  die  beiden  Gleichungen 

1=1  1=1 

zwei  neue  Kurven  dar;  da  die  heiden  rechten  Seiten  dieser  Gleichungen 
Funktionen  sind,  die  man  als  eine  Verallgemeinerung  des  arithmetischen 
hezw.  harmonischen  Mittels  der  m  Gröfsen  ff.  ansehen  kann,  und  dem- 
nach als  hyp  er  arithmetisches  hezw.  hjperharmonisches  Mittel  genannt 


y  Google 


710  VII,  Alisclmitt:  Abgeleitete  Kurven. 

werdea  können^),  so  heiTsen  die  entsprechenden  durch  (1)  und  (2) 
dargestellten  Linien  die  hyperarithmetische  ^)  bezw.  hyperhar- 
monische Kurve  der  gegebenen  in  Bezug  anf  das  System  der 
Koeffizienten  A^,  ^j , . .  Ä^. 

Wenn  man  an  die  gegebenen  Kurven  r^.  (ft  =  l,  a,  3,  .. ,,  m) 
die  Tangenten  ziehen  kann,  so  bann  man  es  auch  an  die  ab- 
geleiteten Kurven.  Sind  nämlich  ^^\  ^'\. . .  S*-^^  die  Polar- 
snbnormaleii  der  Kurven  F^,  Tg, .  -  •  F^  und  S  die  der  Kurve  (1),  so 
hat  man,  da   S,  =  -j-  ■  öie  Beziehung 


-2 


ks  ■ 


welche  uns  die  Normale  und  demnach   die  Tangente  an  (1)  zu  kon- 
struieren gestattet. 

Bezeichnen  wir  ähnlich  mit  S,  ,  ■  . .-  Sf    die  Polarsubtangenten 
der  Kurven  J\,  -  ■  ■  ^n  und  mit  S,  die  der  Kurve  (2)  und  beachten,  dal's 


so  erhalten  wir 


vermittelst   welcher   Beziehung  wir   die    Subtangente  und   damit  die 
Tangente  von  (2)  erhalten  können. 

II.  In  gleicher  Weise  seien  m  durch  die  Gleichungen  y  =  /"j(x) 
definierte  Kurven  gegeben,  so  kann  man  aus  diesen  zwei  neue  ab- 
leiten, wenn  man  setzt 

!(-J' W.W  ■■■(»)     7j-Sm '^> 

Insbesondere  ist  der  Fall   betrachtet  worden,   dafs  nur  zwei  Kurven 
gegeben  sind,  und   Aj  =  A^  =  — ;  die  resultierende  Kurve 


1)  Schlömiloii,  Hyperanthmeftsche  und  hyperkarmonische  MitM  nebsf 
geome^risdien  Amwendimgen  (Zeitschrift  für  Math   XXKIV,  1S89) 

3)  Unter  hyperaiithmetischen  Kurven  versteht  man  a^nch  in  emem 
anderen  Sinne  solche,  deren  Gleichung  eine  derartige  Mischung-  algebi'uacher 
Tiüd  transscendeuter  Punktionen  darstellt,  dafa  aie  sich  den  gpwbhnli'  hen  dnth 
metisohen  BerechEungen  meist  ganz  entziehen,  z  B 

»/  =  ^*s^,        log(^'-|-ny)  =  ain(«=  — 6ar). 
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heifst  dann  kurz  die  Mittelkurve').     Sind  z,  B.  die  beiden  logarith- 

ischen  Linien  y  =  ae",   y  =^  ae    "  gegeben,  so  ist  ihre  Mittellünrve 

Kettenlinie  J/ = -^-(e''  +  e    "j;  hat  man  zwei  Ellipaeu  mit  den- 

aelben  Fokalajcen,  so  entsteht  die  aogeßannte  Berard'sohe  Kurve^), 

u.  8.  w. 

Ans  denselben  beiden  Grleichungen  y  =  fi_{x'} ,  y  =  f%{x)  kann 
man  auch  ableiten  -./^ ,  \    77-,  ,«. 

?/  =  y/l(^)'A(«); (6) 

da  nun  die  (6)  ergiebfc 

so  besteht  zwischen  den  Subtangenten  der  drei  Kui-ven  die  Beziehung 

^  =  2  \sf)  +  sfi) ' 

die  ans  die  Tangente  an  die  dritte  Kurve  zu  ziehen  lehrt,  wenn  wir 
die  Tangente  der  beiden  ersten  zu  konstruieren  wissen^). 

Illt  Es  seien  zwei  beliebige  Kurven  gegeben  (die  eine  kanu 
aueb  auf  einen  Punkt  reduziert  sein),  dann  heifst  der  Ort  der  Mittel- 
punkte derjenigen  Kreise,  welche  beide  Kurven  berühren,  die  Äqui- 
distante  der  beiden  gegebenen*);  sind  die  letzteren  z.  B.  Kreise,  so 
ist  die  Äquidistante  bekanntlieh  ein  Kegelschnitt.  Allgemeiner  kann 
man  den  Ort  der  Punkte  betrachten,  deren  Abstände  von  zwei  ge- 
gebenen KoTven  in  einem  bestimmten  Verhältnisse  stehen*).  In  ähn- 
licher Weise  hat  man  den  Ort  der  Punkte  erforscht,  von  denen  die 
Tangenten  an  zwei  gegebene  Kurven  ein  gegebenes  Verhältnis  haben, 
■  insbesondere  einander  gleich  siad^). 

IV.  Bewegen  sieb  zwei  Punkte  A  und  B  auf  zwei  gegebenen 
Kurven  derart,  dals  die  Tangenten  in  A  und  B  mit  AB  als  Grund- 
linie immer  ein  gleichschenkliges  Dreieck  bilden,  so  beschreibt  der 
Mittelpunkt  der  Strecke  AB  eine   Kurve,    die   in   der   angewandten 


1)  Bvocard,  Note»  de  bibliographie  des  cou)-bes  geometriques  (Partie  comple- 

)  (Bar-le-Duc  1899)  S.  308, 
3)  Brooard,  Das. 

3)  De  Lieleferme,  Govstmction  de  la  tangente  ä  certaines  cowhes  (Mattösis 
m,  1883). 

4)  Frolov,  Sur  lea  courbes  Sqmdistantes  (Ass.  fr.  Caen,  1894). 

5)  Mannheim,  Ctmsfewrfi'o«  du  eentre  de  la  coiwöwe,  Ueii  des  points  dont 
les  distances  ä  deitx  CMrhes  donnies  sont  dans  v/k  rapport  eonstant  (Ann.  di  Matern. 
I,  1858). 

6}  Laguerre,  Sw  le  lieif  des  points  tels  gtte  les  tangentes  menies  de  ces 
points  ä  deux  courbes  planes  soi»nt  egales  etiti-e  elles  (Buil.  de  la  Soo.  math.  de 
France,  V,  1876—77). 
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Mathematik  auftritt:  früher  ■wurde  sie  1^0111  als  Lougitudinalaxe 
bezeichnet,  heute  nennen  sie  die  französischen  Mathematiker  nach 
einem  Vorschlage  Ton  M.  d'Ocagne')  fibre  raoyenne^),  die  Deut- 
schen Mittelfaserkurve. 

985.  V.  Es  seien  zwei  Kurven  F^,  F^  durch  die  Gleichm^en 
fii'^jV)  =  ^>  /«(■^)?/)  =  ö  gegeben;  der  Ort  eines  Punktes  A  von 
der  BesehafPcnheit,  dafs  das  zwischen  den  beiden  Kurven  gelegene 
Stück  j4j  A^  seiner  Normalen  den  Punkt  Ä  als  Mittelpunkt  hat,  heifst 
die  Axoide  der  beiden  gegebenen  Kurven^).  Sind  cc^y;  x^,yi'-,  ^aiJ/a 
die  Koordinaten  von  A,  Aj^y  A^,  so  hat  man 

j_S.±f.,      s,_-feiA,      (x^-~^,)dx  +  (3,^s,)d,-0. 

Die  Differenzialgleichung  der  Axoide  wird  demnach  erhalten,  wenn 
man  x^,yi,  SE^jJ/g   aus  diesen  Gleichungen  und  den  beiden  folgenden 

A(ai,!/i)-0,        f,{x„y,)-0 
eliminiert;  die  Elimination  von  x^jy^  vollzieht  sich  leicht  und  ergiebt 
fi  i^y ,  Vi)  =  0,         f,  (ßx  -x„2y- ;/,)  =  0, 
(x—Xi)dx  -f  (:y—y^)dy  =  0; 
um  aber  auch  x^,  y^  zu  beseitigen,  mnfs  man  die  Form  der  Funktionen 
f\,f^   kennen.     Ist  z.  B.  f^^mx,   /j  ^  —  tnx,    so    erhält   man   als 
Axoiden   die  Hyperbeln  xy"^  =  Const.  —  Es  möge  bemerkt  werden, 
dafs  bei    der  Definition    der  Axoiden    die  beiden  gegebenen  Kurven 
auch  identisch  sein  können.     Fallen  die  beiden  z.  B,  mit  der  Ellipse 
-i-^ts=^    oder  der  Parabel   y^  '=  2px  zusammen,   so   erhält  man 

als  Asoiden  die  beiden  transscendenten  Linien  y  =  xe''' ,  y  =  co  ^  . 
Bemerkenswert  ist  noch  „dafs  die  Evoluten  der  Axoiden  ebenfalls 
Axoiden  sind"*). 

VI.  Wenn  zwei  gegebene  Kurven  parallele  Normalen  haben, 
so  hat  Aoust  eine  dritte  Kurve  betrachtet,  die  er  Resultanten- 
kurve nannte,  deren  Normalen  parallel  zu  den  Normalen  der  beiden 
ersteren  und  deren  Krümmungsradius  in  jedem  Punkte  gleich  der 
Summe  der  Krümmungsradien  in  den  entsprechenden  Punkten  der 
gegebenen  ist*). 

VII.  Schliefslieh  seien  zwei  Kurven  r„  und  F^  von  der  Ord- 
nung n  bezw.  m  gegeben  und  ein  Punkt  0  ihrer  Ebene;   man  ziehe 


1)  C<mrs  de  geomÜHe  descripHw  (Paris  1896)  S.  275. 

2)  G.  de  Longchamps,  Sw  la  courbe  dite  fibre  moyenne  (Journ.  de  math. 
Bp6c.  XXI,  1897);  Mannteim,  Das. 

3)  Rösal,  Ax(yCdes  de  dmx  lignes  j^nes  (C.  E.  CXX,  1895). 

4)  Mannheim,  üne  propriäe  gen^ak  des  axoiides  (Das.). 

6)  Analyse  mßnitesimah  des  coiw&es  plams  (Paris  1873)  8.  53—56. 
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dm-cii  0  eine  beliebige  Gerade  g,  die  r„  in  n  Punkten  A,  F^  in  m 
Punkten  B  acüneidet;  dadurcli  entstehen  auf  g  n-m  verschiedene 
Strecken  AB]  trägt  man  nun  diese  von  0  aus  auf  g  ab,  so  ist  der 
Ort  ihrer  Endpunkte  eine  neue  Kurve,  die  Sektorie  genannt  worden 
ist*).  Benutzt  man  die  Polargleicbungen  von  F„  und  F^  mit  0  als 
Pol,  so  ist  die  Auffindung  der  analogen  Gleichung  der  Sektorie  nur 
Sache  einer  einfachen  Elimination. 


1)  0.  Jezek,  lieber  Sectorien  (Präger  Ber.,  1883). 
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Note  I. 

Für  die  Anwendung  der  Polarkoordinaten  sxd  die  Diskusaion  der  Kurven 
soll  ihre  gewöhnliche  Definition  modifiziert  und  durch  folgende  ersetzt 
werden,  die  der  Verfasser  in  dem  ,^eriodico  die  Matematica  per  l'insegna- 
mento  secondario"  SV,  1899  (Ossei-vamm  sopra  h  coordmate  polari)  kanA- 
gegeben  hat)  ^). 

MaE  hetraehte  in  der  Ebene  einen  festen  Punkt  0  und  einen  festen, 
von  ihm  ausgehenden  Halbstrahl  a  und  stelle  sich  vor,  dafs  ein  anderer 
Halbstrahl  sich  um  0  von  der  Lage  a  aus  drehe  und  in  dem  als  positiv 
angeBOinmenen  Sinne  rotiere  (oder  im  enl^egengesetzten).  Dann  haben 
wir  auf  jeder  seiner  Lagen  unendlich  viele  Punkte  M  und  ebensoviele  auf 
dem  entgegengesetzten  Halbstrahle,  die  wir  mit  M  bezeichnen  wollen.  Um 
nun  die  Lage  eines  Punktes  M  festzulegen,  nehmen  wir  die  Gröfsea 

p  =  -j-  Länge  OM,       w  =  Winkel  («>■), 

dagegen,  um  <Iif  Lage  emes  dei   Punkte  3£  zu  bestimmen,  dit  (.-iiofsen 

p  =  —  Lange  OM,       a  =  Winkel  {ai ) 

Infolge  dessen  haben  alle  Punkte  eines  Halbstiahlea  die  eiste  Kooidinate 
positiv,  die  dPi  entgpgoiigeaetzten  Hilbstiahl'!  abet  negativ,  und  lungekehit, 
wenn  ein  Punkt  die  erste  Kooidinate  negativ  hat,  so  licfft  er  auf  dem 
entffegenge&ef7ten  Halbstralile 

Pieie  Bestimmungen  sind  im  Texte  foitwähiend  angewendet  woideu, 
und  hiei  soll  eine  ntitibihe  Folgeiung  angeluhrt  weiden  zu  dei  ihie  An 
S  fühlt 

Die  Konthoide  des  Nikomedes  (Ni  65)  pflott  min  g;,i\nhBluh  duich 
die  Gleii-hung  „ 

e  =  33^±« (1) 

darzustellen;  das  doppelte  Vorzeichen,  das  in  vielen  Fällen  unbequem  ist, 
kann  man  nun  unterdrücken,  wenn  man  die  Polarkoordinaten  in  unserem 
Sinne  nimmt.     Betrachten  wir  nämlich  die  Gleichung 

?-S^  +  i (2) 

und   erteilen  dem   w    einen   bestimmten  Wert  ß,    so   folgt   ?„  =  -—-■ \- l, 


1)  Wach  ihrer  Veröffentlichung  erfuhr  Verf.,  da,h  gleiche  Ideen,  wie  die 
in  seiner  Abhandlung  enthaltenen,  schon  von  A.  de  Morgan  und  von  Baltzer 
ausgesprochen  seien;  da  diese  jedoch  noch  nicht  hinreichend  in  die  Öffentlichkeit 
gedrungen  zu  sein  acheinen,  so  mögen  sie  hier  nochmal  kurz  entwickelt  werden. 
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welches  einen  Pnnkl.  M^  hestimmt  auf  dem  Halbstrahle,  für  welchen  («;■)  - 
Geben  wir  dem  ro  den  Wort  7t -{-cc,  so  erhalten  wir 


dem  entöp)  eohead  ei  halten  vi  ii  einen  Punkt  M^ ,  der  auf  dem  entgegen- 
gesetzten HaJbstrahl  mit  dei  Anomalie  n  +  a  liegt,  das  ist  also  auf  dem 
msprünglichen  im  Ab'itande 1.  Die  Punkte  M^,  M^  sind  also  die- 
selben, die  man  dmch  Anwendung  der  gewöhnliehen  Gleichung  (l)  erhält; 
man  kann  also  an  Stelle  deiselben  durchaus  (2)  anwenden.  —  In  ähnlicher 
Weise  sieht  man,  dafs  man  zur  Darstelliing  der  Pascal'sohen  Schnecke  besser 
die  Gleichung  p  =  i(icosw  +  ^  anwendet,  als  die  übliche  ^  =  2a  costa  +  l. 


K"ote  II. 

Das  Problem,  von  der  natürlichen  Gleichung  einer  Kurve  zu  der  Dar- 
stellung in  kartesisehen  Koordinaten  überzugehen,  ist  zuerst  von  J.  Eiccati 
in  folgender  Weise  gelöst  worden*).  Es  sei  B  =  /'(s)  die  gegebene  Glei- 
chung, so  kann  man  setzen 

±''  =  f(s) 

Man  nehme  nun  s  als  niiabhangige  Variabele;  dann  folgt  aus  ds^^'dx^-^-  dy^, 
dafs    d^X'^ ^j — -,  und  daher  wird  die  vorige  Gleichung  za 


d'y 

■fWi 

oder,  da   dx^-Yds^ 

''V. 

L«,^ 

,p,j 

di> 

M„  ..U.  „,.   f 

~  p ;  dann  verwandelt  sich  diese 

Gleichung  in 

a. 

daher  ist 

/•ds 

arcsiüi*  = 

Set7.t  man  demnach 

(p  = 

/•ds 

'JfWr     ■ 

(I) 

so  liat  man    p  =  sii 

i9>,  yl— i)^  =  cof 

!  gj;    infolge  dessen  ist 
modo  per  la  cwriJö,  che  deve  desci-i 

1)  8.  die  Abh,  j 

■^m-si, 

>a  medesinta  (Oper 

e  del 

Conte  Jacopo  Eiccati,  IH,  Lucca  1764), 
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dx  —  yds^  —  dn^  =  dsYl—p^  —  ds-casfp;     dy  —  p  ■  ds  ^  ds  ■  sin  rp , 

und  daher  x  =j  no&q)- ds,       y  =J  sing)- ds (II) 

Die  Gleichungea  (I)  und  (IT)  losen  das  Problem.  Die  Lösung  ist  nicht 
von  derjenigen  Terschieden,  die  Boole"^)  dem  Whewell  zusckreibt.  Wenn 
/■(s)  sieli  a,uf  eine  Konstajite  reduziert,  so  ist  die  Kurve  von  konstanter 
Krümmung  und  wird  von  Krause  Unicurva  genannt  (sie  ist  dann  eine 
Gerade  oder  ein  Kreis);  im  anderen  Falle  hat  man  eine  Versieurva  nach 
der  Jfamengehung  des  genannten  Geometers*). 

1)  A  treatise  on  differentml  eguatiom,  i.  Aufl.  (London  1882)  S.  264, 

2)  N'ova  theoria  linearum  eitrvarum  (München  18S5)  S.  24. 
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Rückblick  über  die  liistorisfihe  Eiitwickeluiig  der  Theorie  der 
ebenen  Kurven. 

Das  Bestreben,  die  vielgestaltigen  TJntersucliimgeii,  die  im  Laufe  von 
zwansag  Jahrliuniierten  (so  alt  ist  schon  jene  Diseiplin)  über  spezielle  ebene 
Kurven  aufgenommen  und  durcligeflihrt  sind,  in  eine  logische  Ordnung  au 
bringen,  veranlafste  uns  häufig,  in  unserer  Darlegung  die  chronologische 
Ordnung  ku  verlassen  (vgl.  Vorwort).  Um  diesem  ÜbelstftEde  abzuhelfen, 
halten  wir  es  fiir  das  beste,  zum  Schlüsse  noch  einen  flüchtigen  Eüekblick 
zu  halten  über  das,  was  auf  den  vorigen  Seiten  nur  vereinzelt  und  ver- 
streut dargelegt  iät. 

Der  Ursprung  der  Theorie  der  ebenen  Kurven  verliert  sich  ins  Dunkel 
der  Zeiten;  die  Betrachtung  der  Bewegung  der  Gestirne  und  des  Falles 
schwerer  Körper,  die  Beobachtung  des  geradlinigen  Weges  des  Lichtes  und 
die  des  Schattens,  den  undurchsichtige  Körper  werfen,  diese  nad  viele 
andere  Phänomene  solcher  Art  mufsten  bei  jedem,  der  Äugen  hatte  zu  sehen, 
und  den  Verstand  znm  Nachdenken,  den  Begriff  der  Linie  hervorrufen,  sei 
es  als  die  Spur,  die  ein  bewegter  Punkt  hinterläfst,  oder  als  eines  ge- 
wissen Etwas,  das  den  einen  Teil  einer  Fläche  von  dem  benachbarten 
scheidet.  Und  in  der  That,  alle  alten  Bauwerke,  die  als  Beste  einer  ver- 
schwundenen Kultur  übrig  geblieben  sind,  tragen  auf  ihren  Wänden  Zeich- 
nungen von  Kurven,  oder  sie  setzen  in  ihrer  Konstruktion  Kenntnisse  über 
solche  Linien  voraus.  Wir  werden  jedoch  nicht  versuchen  festzulegen, 
welcher  Person,  ebensowenig  welchem  Volke  die  Entdeckung  des  Begriffes 
der  Linie  zuzuschreiben  ist;  das  grofse  Buch  der  Geschichte  würde  stumm 
bleiben  für  jeden,  der  sich  mit  dieser  Frage  befassen  würde.  Wir  be- 
gnügen uns  mit  der  Bestätigung,  dafs  bei  allen  Völkerschaften,  die  es  zu 
einer  gewissen  Kulturstufe  gebracht  haben,  nicht  blofs  der  Begriff  der 
Geraden  \md  des  Kreises  vorhanden  ist,  sondern  auch  Versuche  vor- 
liegen, die  Länge  dieser  Linie  zu  messen  und  die  Gröfse  der  von  ihr  um- 
achlossenen  Pläche  zu  bestimmen. 

Ein  festerer  Boden  bietet  sich  aber  demjenigen,  der  auf  den  Ursprung 
der  Kegelschnitte  zurückgehen  will,  da  man  nämlich  die  Entdeckung 
jener  berühmten  Triade  dem  Menaechmus,  dem  Lehrer  ilexandeii  des 
Grofsen  zuschreibt;  mehr  als  zweitausend  Jahre  eifrigen  und  fast  ununter 
brochenen  Studiums  haben  nicht  ausgereicht,  die  Aufzählung  aller  ihrer 
Eigenschaften  zu  erschöpfen.  Menaechmus  erhielt  diese  Kuiven,  mdem  er 
einen  geraden  Kreiskegel  mit  einer  Ebene  schnitt,  oder  sollte  ei  liese 
Kurven  in  der  Ebene  gezeichnet  haben,  in  der  Absicht,  da'-  Pioblem  dei 
Würfelverdoppelung  zu    lösen?     Die  Antwort    ist    zweifelhaft.      Nicht  un- 
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wichtig  ist  aber  die  Bemerkung,  dafs  zufolge  seines  VerfalireBS  die  Geo- 
metrie wenigstens  um  eine  Methode  bereichert  wurde,  die  der  weitgehend- 
sten Anwendimg  und  yielfaeher  Verallgemeinerung  föhig  ist,  um  neue 
Kurren  zu  erzeugen  und  zw  erforschen;  sie  hesteht  darin,  eise  bekannte 
Oberfläctie  durch  Ebenen  ku  schneiden,  oder  eine  Kuiwe  mit  ihrer  Central- 
projektion  in  Beziehung  zu  setzen,  oder  schliefslich  eine  metrische  Be- 
ziehung aufzustellen,  der  alle  Punkte  einer  Kurve  gehorchen.  —  Eine 
Anwendung  des  ersten  Verfahrens  findet  sieh  bei  Perseus,  um  eine  inter- 
essante Gruppe  von  Kurven  zu  erhalten,  nämlich  die  spirischen  Linien 
(s.  Nr.  62  ff.};  das  zweite  Verfahren  lieferte  dem  Newton  seine  Klassi- 
fikation der  ebenen  Kurven  dritter  Ordnung  (Nr.  15),  und  kann  als  Ur- 
quell der  gesam.ten  heutigen  projektiven  Geometrie  betrachtet  werden;  in 
dem  dritten  achlieJJlieh  erkenut  mau  die  ersten  Anfange  der  analytischen 
Geometrie.  Dennoch  enthüllten  jene  Methoden  —  wie  sehr  sie  auch  in 
verschiedener  Weise  angewendet,  in  mehrfacher  Weise  modifiziert  und  ge- 
wissermafsen  umgeändert  wurden,  durch  Apollonius  von  Pergae  in  seinem 
herühmten  Werke  über  die  Kegelschnitte  —  ihre  ganze  Fruchtbarkeit  erst 
viele  Jahrhunderte  später.  Im  allgemeinen  waren  es  jedoch  nicht  jene 
Methoden,  die  von  den  alten  Geometcm  angewendet  wurden,  um  die  Zahl 
der  speziellen  ebenen  Kurven  zu  vermehren,  vielmehr  gaben  sie  den  kine- 
matischen Methoden  den  Vorzug.  Und  das  darf  uns  nicht  Wunder 
nehmen;  ist  es  doch  viel  natürlicher,  eine  Linie  dadurch  zu  definieren,  dafs 
man  die  Gesetze  der  Bewegung  des  sie  erzeugenden  Punktes  angiebtl  So 
'  die  Vereinigung  der  drehenden  Bewegung  einer  Geraden  mit  der 
1  eines  Punktes  (oder  einer  aweiten  Geraden),  welche  die  von 
dem  Sophisten  Hippias  von  Elea,  einem  Zeitgenossen  des  Sokrates,  er- 
dachte Quadratrix  entstehen  liefs  (Nr.  175).  Die  Quadratnx  des  Hippias 
und  des  Dinostratus  hUden  die  ersten  Glieder  in  der  Reihe  der  Kurven, 
die  aum  Zwecke  der  Quadratur  des  Kreises  ersonnen  wurden;  unter  ihnen 
finden  sich  sowohl  algebraische  Kurven,  wie  die  virtuellen  Parabeln  (Nr.  82), 
als  auch  transscendente  Kurven,  wie  die  Tschirnhausen'sche  Quadra- 
trijc  (Nr.  178)  und  die  Kochleoide  (Nr.  181). 

Der  Bewegung  entstammen  auch  die  von  Archimedes  erfundene 
Spirale  (Nr.  182)  und  die  Konehoide  des  Nikomedes  (Nr.  66),  das- 
selbe gilt  von  der  Cykloide  (Nr.  195),  die  vielleicht  auch  schon  den 
Alten  bekannt  gewesen;  ebenso  von  den  Kurven,  die  durch  Erweiterung 
des  Begiiffes  der  Konehoide  erhalten  werden  (Nr.  69- — 71)  und  von  den 
cyklisehfln  Kurven  (Nr.  203),  für  die  kartesische  Parabel  (Nr.  31) 
und  die  Watt'sche  Kurve  (Nr.  106). 

Wenn  nun  auch  die  Konehoide  des  Nikomedes  vermittelst  der  Be- 
ilegung definiert  wurde,  so  war  sie  doch  au  dem  Zwecke  erdacht,  das 
berühmte  Problem  der  Würfelverdoppelung  und  der  Winkeldreiteilung  zu 
lösen,  welche  Probleme  bekanntermafsen  die  Dämonen  waren,  welche  den 
alten  Geometern  schlaflose  Nächte  bereiteten,  Zu  demselben  Zwecke  wurde 
die  Cissoide  des  Diokles  (Nr.  22)  erfunden,  und  es  ist  bemerkenswert, 
dafs  durch  die  Erfindung  der  Cissoide  ■ —  ebenso  durch  die  der  Konehoide  — 
die  Geometrie  um  ein  treffliches  Verfahren  bereichert  war,  aus  einer  be- 
liebigen Kurve   eine   andere    abzuleiten,    die  man  die   cissoidale  Kurve 
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der  ersteren  ku  Heimen  pflegt  (Kr.  29).  Konckoide  und  Cissoide  gehören 
überdies  einer  zahlreichen  Grappe  von  Kurven  an,  die  man  wegen  ihrer 
hauptsächlichsten  Anwendungen  als  MulÜpHkatrix-,  Mediatrix-  imd 
Sektris  Kurven  hezeiclmet  hat  (Nr.  47^51,  98,  141—153). 

Die  Völkerwanderungen,  die  Einfälle  der  Barbaren,  und  die  Eeligions- 
triege,  die  das  Mittelalter  erfüllten,  wie  auch  humanistische  Studien,  die 
daxumal  ihr  Interesse  beanspruchten,  verursachten  eine  derartige  Stagnierung 
bezw.  Ablenkung  der  geistigen.  Thätigkeit  des  Menschengeschlechts,  dafs 
ganz  besonders  die  von  den  Mathematikern  des  goldenen  Zeitalters  der 
griechischen  Greometrie  gestreuten  Keime  schlummerten  ohne  Früchte  zu 
zeitigen.  Das  überkommene  Erbteil  der  Geometrie  blieb  nicht  nur  aicht 
auf  seiaem  Bestände,  sondern  erlitt  auch  beklagenswerte  Verluste;  wir 
brauchen  nur  daran  zu  erinnern,  dafs  in  jener  Epoche  der  Barbarei,  in 
welcher  die  rohe  Gewalt  über  die  Vernimft  herrschte,  Werke  wie  die 
Porismen  des  Euklides,  die  Ebenen  Örter  des  Apollonius,  und  wer 
weifs  wie  viele  andere  Schriften,  von  denen  nicht  einmal  der  Titel  oder 
de"  Name  des  Autors  übrig  geblieben,  für  immer  Termohtet  worden  sind. 
Die  v'On  den  Arabern  nach  Europa  gebrachten  Fragmente  griechischer 
Wissenschaft,  die  sich  aus  dem  gewaltigen  geistigen  Schiffbruche  des  Mittel- 
alters gerettet  hatten,  erweckten  alsbald  auch  bei  den  Abendländern  den 
eingeschläferten  Geist  zur  Erforschung  der  Wahrheit,  und  die  ebenen  Kurven 
gaben  alsbald  den  Beweis  von  der  geistigen  Arbeit  der  Mathematiker. 
Die  Theorie  dieser  interessanten  Gebilde  erfuhr  alsbald  durch  die  Ver- 
dienste eines  Descartes  und  Fermat  eine  vollständige  Umwandelung  und 
eine  ungeahnte  Entwickelung.  Die  Koordinatenmethode  ist  die  Zauberin, 
die  mit  einem  Schlage  eine  derartige  Umwandlung  bewirkte  I  Sie  liefert 
ja  nicht  blofs  ein  einbeithches  Verfahren,  jede  Kurve  symbolisch  darzu- 
stellen, sondern  sie  bietet  auch  die  Möglichkeit  eine  allgemeine  Theorie 
der  Kurven  zu  schaffen,  und  setzt  jeden  in  den  Stand,  die  Schar  der  spe- 
ziellen ebenen  Kurven  um  neue  Elemente  zu  bereichem. 

Mit  der  Entstehimg  der  analytischen  Geometrie  ist  die  Untersuchung 
einer  Kurve  eigentlich  identifiziert  mit  der  einer  Funktion;  jeder  Fort' 
sehritt  in  der  Analysis  macht  sich  auch  in  einem  solchen  der  Geometrie 
bemerkbar;  zwei  Disziplinen,  die  zunächst  in  verschiedener  Richtung  und 
zu  verschiedenen  Zwecken  streben,  vereinigen  sieh  und  gehen  für  immer 
zusammen.  Und  dieser  Vereinigung  verdanken  unzählige  wichtige  Kuiren 
ihre  Entstehung;  wir  erwähnen  zunächst  das  Folium  Cartesii  (Nr.  82),  die 
Parabeln  (Nr.  116)  und  die  Hyperbeln  höherer  Ordnung  (Nr.  120), 
die  Perlkurven  (Nr,  132),  die  Lame'sehen  Kurven  (Nr.  134)  und  die 
triangulär-symmetrischen  (Nr.  125);  ebenso  die  Polyzomalkurven 
(Nr.  128)  und  andere  (Kr,  114).  In  zweiter  Linie  heben  wir  hervor  die 
trigonometrischen  (Nr.  222,  223),  die  logarithmisehe,  die  hyper- 
geometrische von  Euler  und  die  Kurve  von  Wallis  (Nr.  224  u.  226), 
sowie  die  aus  der  Theorie  der  Polynome  entspringenden  (Nr.  161  ff.)  und 
die  aufserordentlichen  Kurven  (Nr.  336). 

In  der  Epoche  in  der  Descartes  und  Fermat  herrsehten,  begannen 
auch  die  schon  von  Arehimedes  ausgestreuten  Samen  der  Infinitesimal- 
rechnung, die  Hunderte  von  Jahren  unfruchtbar  im  Boden  gelegen  hatten. 
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Keime  zu  treiben.  Eben  in  dieser  Epocbe  gelangen  ErgänKungen  zur 
Theorie  einiger  wichtiger  Kurven  von  allergröfster  Bedeutung,  die  man 
nach  heutiger  Bezeichnung  als  Bestimmung  der  analytischen  Natur  ge- 
wisser, in  der  Geometrie  auftretender  Funktionen  bezeichnen  kann.  Denn, 
gehört  nicht  die  Untersuchung  hierher,  die  dazu  führt,  dafe  jeder  Bogen 
der  Archimedischen  Spirale  gleich  einem  passend  gewählten  auf  der  Parabel 
sei?  (vgl.  Nr.  183).  Heute  sind  wenige  Zeilen  Eechnung  erforderlieh, 
um  die  Wahrheit  dieses  Satzes  nachzuweisen,  aber  welcher  grofse  Scharf- 
sinn war  nicht  erforderlich,  um  die  Identität  von  Bogen  solch  verschie- 
dener Kurven,  wie  die  obigen,  zu  erkennen?  Und  das  um  so  mehr,  als  das 
Problem  der  Rektifikation  einer  Kurve  ein  Hindernis  war,  dem  die  Waffen 
der  alten  Geometer  nicht  gevraehsen  waren,  und  vor  dem  selbst  ein 
Archimedes  sich  als  besiegt  erklären  mufste! 

Dieses  glänzende  Resultat  ermutigte  die  Mathematiker,  den  Versuch  au 
machen,  auch  andere  gekrümmte  Linien  auszumessen  oder  sie  mit  andei-en 
verschiedenen  zu  vergleichen.  In  der  That  verallgemeinerte  Permat  den 
oben  genannten  Satz,  indem  er  die  Gleichheit  zwischen  dem  Bogen  einer 
Parabel  höherer  Ordnung  und  dem  einer  jener  Spiralen  erkannte,  ku  denen 
man  durch  VeraUgemeinenmg  der  Archimedischen  gelangte  (Hr.  186),  Nicht 
lange  Zeit  war  verflossen,  als  auch  schon  (und  zwar  fast  gleichzeitig  und 
unabhängig  voneinander)  der  Franzose  Permat,  der  Engländer  Neil  und  der 
Holländer  Heuraet  eine  algebraische  Kurve  entdeckten,  die  exakt  rektifizierbar 
war:  die  semifcubische  Parabel;  diesem  Resultate  kann  die  fast  zur  seihen 
Zeit  gelungene  Rektifikation  einiger  transscendenter  Kurven  an  die  Seite 
gestellt  werden,  wie  die  der  logarithmischea  Spirale  (Nr.  191),  der  ge- 
meinen CykloJde  {Nr.  195),  der  Epi-  und  Hypocykloiden  (Nr.  203),  sowie 
einiger  anderer  (Nr.  197).  Diese  schönen  Ergebnisse  führten  später  den 
Grafen  von  Faguano  zu  einer  ganzen  Pamilie  von  Parabeln,  die  Bogen 
enthalten,  deren  Differenz  rektifizierhar  ist  (Nr.  119)  und  zu  seinen  be- 
rühmten Untersuchungen  über  die  Rektifikation  der  Lemniskate  (Nr.  94), 
welche  wichtige  Vorarbeiten  zur  Theorie  der  elliptischen  Punktionen  bildeten. 
Von  derselben  Bedeutung  sind  auch  die  neueren  Untersuchungen  Über  die 
Kurven,  deren  Bettiflkation  von  vorher  bestimmten  Funktionen  abhängt; 
von  den  Früchten,  die  sie  gezeitigt  haben,  weisen  vrir  nur  auf  die  Ent- 
deckung der  Serret'schen  Kurven  (Nr.  167),  sowie  die  der  Sinus- 
spiralen (Nr.  169)  hin. 

Das  durch  die  analytische  Geometrie  angewiesene  Verfahren,  unzählig 
viele  spezielle  Kurven  zu  erhalten  (nämlich  sie  durch  die  entsprechenden 
Gleichungen  zu  definieren)  läfst  nicht  immer  ihre  Gestalt  erkennen  und 
führt  meistens  nur  mit  grofser  Umatändlichlfeit  zu  einer  organischen  Er- 
zeugung derselben.  Es  ist  daher  nicht  zu  verwnndern,  wenn  ein  Geo- 
meter —  Guido  Grandi  ^  sich  die  Aufgabe  stellte,  die  Eigenschaften 
gewisser  Kurven  von  vorher  bestimmter  Gestalt,  nämlich  der  Rhodoneen 
(Nr.  134)  au  untersuchen,  und  wenn  bald  darauf  die  Gelehrten  zu  der 
Methode  der  Alten,  d.  h.  zu  der  kinematischen  Methode  zurückkehrten, 
um  neue  Kurven  zu  erhalten.  Dem  Beispiele  des  genannten  italienischen 
Geomet«rs  sind  auch  einige  der  neueren  gefolgt:  das  zeigt  uns  die  Er- 
findung der  geometrischen  Blätter  (Nr.  138),   der   dreieckigen   und 
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orbiformeu  Kurven  Buler's  (Nr.  139),  einiger  Ovale  und  des  Trifolium 
pratense  (Nr.  113).  Jene  Eückkehr  zu  den  älteren  Methoden  bezeugen 
luis  weiter  einige  treffllelie  Arbeiten.  De  la  Hire's  — ■  es  geniige  die  An- 
führung derjenigen,  die  sieh  auf  die  allgemeinen  Konchoiden  heziehea 
(Nr,  69)  — ■  als  neuere  Ergehnisse  dieser  Methode  haben  wir  die  Cyk- 
loiden  (Nr.  195)  und  die  glänzende  Sehar  verwandter  Linien,  wie  die 
Epi-  und  Hypocykloiden,  die  allgemeinen  Trochoiden  (203 — 13),  ins- 
heaondere  die  Kurven  von  Delaunay  und  StiuTii,  die  Olistoiden  —  ins- 
besondere die  Astroiden  (Nr,  103)  —  die  Verfolgungskurven  (Nr.  249), 
die  Reptorien  Joh.  Bei-noullis  (Nr.  214),  die  ayntrepenten  und  isotrepenten 
Kurven  (Nr.  214)  anzufßbren. 

Derartige  Studien  führten  zu  wichtigen  Untersuchungen  und  zur  Auf- 
stellung von  Polgerungen,  die  in  den  Jahrbüchern  der  Matbematü:  nieder- 
gelegt worden  sind.  Aufser  den  unzähligen  Sätzen  über  das  Ziehen  der 
Tangenten,  über  die  Bestimmung  der  Kurvenbogen  und  Flächenberechnung 
(viele  derselben,  wenn  sie  auch  heute  in  Vergessenheit  geraten  sind,  sind 
dennoch  würdig,  den  berühmten  Resultaten,  die  Äichimedes  erzielte,  an  die 
Seite  gestellt  zu  werden)  möge  noch  eine  Gruppe  vollständig  neuer  Sätze 
und  Aufgaben  erwähnt  werden,  die  aus  derartigen  Studien  hervorgegangen 
sind.  Entdeckt  wurde  der  Tautochronismus  der  Cykloide  (Nr.  200),  be- 
merkt wurde,  dafs  sie  die  Brachistochrone  im  leeren  Räume  sei,  man  ging 
an  die  Aufgabe,  statt  Kurven  mit  vorherb estiromten  geometrischen  Eigen- 
schaften aufzusuchen,  solche  mit  bestimmten  mechanischen  Eigenschaften 
zu  bestimmen.  So  entstand  das  Problem  der  „curva  desoensus  aequabiiis", 
das  von  der  semikubisclien  Parabel  (Nr.  118)  gelöst  wird,  das  der  Seü- 
und  Segelkurven,  welches  die  Kettenlinie  löst  (Nr.  239),  das  der  Elastizitäts- 
und Muldenkurve,  das  durch  dieselbe  Kurve  gelöst  wird  (Nr.  337)  und 
das  der  paraeentrischen  Isochrone  von  Leibniz  (Nr.  238).  Nicht  unerwähnt 
bleibe  auch  die  Aufgabe,  die  zur  Trakti-ix  führt  (Nr,  230)  und  ein  all- 
gemeines, von  Joh.  BernouUi  gestelltes  Problem,  welches  von  den  heute 
Tautobaryden  und  Barytropen  genannten  Kurven  gelöst  wird  (Nr.  218); 
femer  mögen  denjenigen  Kurven,  die  man  als  physikalisch-mathematische 
bezeichnen  kann,  noch  die  Oartesischeu  Ovale  (Nr.  78)  hinzugefügt  werden, 
indem  man  sie  als  aplanetische  Linien  betrachtet,  und  die  Cassini'schen 
Ovale  (Sr.  90),  angesehen  als  vorgebliche  Bahnen  der  Planeten,  die  Äqui- 
tangentialfcurven  (Nr.  231),  die  Isophanen  (Nr.2ö5),  die  Kettenlinie  gleichen 
"Widerstandes  (Nr.  336),  die  Konchospiralen  (Nr.  193),  die  elektromagne- 
tische Kurve  Em.  Weyr's  (Nr.  340),  die  Lissajous'schen  Kurven  (Nr.  173), 
die  Galilei'sche  Spirale,  die  Herpolhodie  und  die  Poinsot'sche  Spirale  (Nr.  239). 

Das  inverse  Problem  der  Tangente  ist  in  seinem  Ursprünge  mit  einer 
bemerkenswerten  KurvenkZasse  verknüpft,  welche  als  Debeauae'sche  Kurven 
bezeichnet  werden  (Nr.  315),  während  es  in  anderen  Stadien  seiner  Eni- 
Wickelung  zu  den  Bibaucour' sehen  Linien  (Nr.  217),  zur  Spirale  von 
Norwioh  (Nr.  220)  und  zur  Euler'schen  Kurve  führte  (Nr.  221). 

Die  Koordinatenmethode  führt  auch,  abgesehen  davon,  dais  sie  un- 
zählig viele  spezielle  Kurven  hervorspriefsen  läfst,  au  einem  sehr  einfachen 
Verfahren,  eine  Kurve  in  eine  andere  zu  verwandeln,  dessen  Idee  zuerst 
Varignon  voll  und  klar  erfafst  hatte  (Nr.  242):   man  verwandelt  nämlich 
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die  kartesisctea  in  Polaj-koordinatert.  Diesem  einfaehen  Verfahren  ver- 
daukeu  ihre  Entstehung  aufser  der  logarithmisclien  Spirale  (zu  der  man 
allerdings  aneli  auf  aaderem  Wege  gelangt)  die  hyperbolische  (Nr.  188) 
und  die  parabolische  (Nr.  187)  Spirale  und  die  höheren  Grades  (Nr.  186); 
ferner  der  Lituus  (Nr.  190),  sowie  ein  grofser  Teil  der  algebi-aischen 
Spiralen  (Nr.  188).  Indem  man  ein.  ähnliches  Verfahren  auf  die  ge- 
wöhnliehe Trakfcris  anwandte,  gelangte  man  zur  Traktaiix  complicata 
(Nr.  2S2). 

Die  geometrische  Methode  des  Carfcesius  und  Fermat,  wenngleich  sie  von 
dem  allerhöchsten  uud  unbestreitbaren  Nutzen  ist,  bietet  dennoch  unter 
TTnistäuden  ziemliche  Unbequemlichkeiten,  die  man  TOrgeblich  zu  leugnen 
oder  zu  beseitigen  versuchen  würde;  die  erste  derselben,  ergiebt  sieh  aus 
der  Notwendigkeit,  dafs  man  immer  die  Koordinatasen  zu  berücksichtigen 
bat,  uad  zwar  als  fremde  und  häufig  hinderliehe  Elemente.  Die  Versuche, 
diesen  Unbequemlichkeiten  auszuweichen,  gehen  bis  zum  Ende  des  18.  Jahr- 
hunderts zurück.  Dies  zeigen  folgende  Worte,  die  Lacrois  in  der  Vorrede 
seines  grofsen  Tratte  du  Cälrnl  differentiel  et  du  Calcui  integral  (Paris  1797) 
S.  XXV  sehrieb:  „En  ecartant  avec  soin  toutes  l^s  construetioas  g^o- 
metriques,  j'ai  voulu  faire  sentir  au  lecteur  qu'il  esistoit  une  maniere  d'en- 
visager  la  Geometrie,  qu'on  pourroit  appeler  Geometrie  analytique, 
et  qui  consisteroit  a  deduire  les  propri^tes  de  l'^tendue  du  plus  peüt 
nombre  de  principes,  par  des  methodes  purement  analytiques,  comme 
Lagrange  l'a  fait  dans  aa  Mechanique  ä  Tegard  des  proprietes  de  l'equi- 
libre  et  du  mouvement."  Diese  Richtung  in  der  Geometrie ,  meisterhaft 
innegehalten  in  den  Werken  besonders  eines  Hesse  und  Clebsoh,  hat 
schliefslich  dazu  geführt,  das  Studium  der  ebenen  Kurven  mit  der  Theorie 
der  temären  algebraischen  Formen  zu  identifizier ea:  ihr  verdanken  wir 
fast  die  ganze  allgemeine  Theorie  der  algebraischen  Kurven,  auf  ihren  un- 
geheueren Wert  hinzuweisen,  wäre  daher  überflüssig.  Aber  auch  sie  genügt 
noch  nicht  vollständig  den  Wünschen  nach  Befreiung  von  der  imumgäng- 
liehen  Betrachtung  solch  künstlicher  Elemente,  wie  die  Koordinaten  sind, 
dem  Bestreben  eine  analytische  Geometrie  zu  besitaen,  die  ausschliefslioh 
mit  Elementen  operiert,  die  mit  der  zu  untersuchenden  Kurve  in  engem 
Zusammenhange  stehen.  Diesem  Bedürfaisse  zu  genügen,  versuchte  Leibniz 
mit  seiner  CharaderisUca  geomel/nca,  und  dies  gelang  GraXsmann  durch  den 
in  seiner  Ausdehmmgsl^e  enthaltenen  geometrischen  Kalkül.  Dies  zu 
erreichen  waren  auch  diejenigen  bemüht,  die  eine  Kurve  durch  eine  Glei- 
chung darausteilen  suchten,  in  welcher  keine  künstlichen  Elemente,  son- 
dern nur  solche  vorkommen,  die  mit  der  Gestalt  der  Kurve  zusammen- 
hangen, wie  Bogenlänge  und  Krümmungsradius.  Die  An -fange  dieser 
Methode  sind  schon  mehr  als  ein  Jahrhundert  alt,  und  schon  1798  be- 
merkt Laerois  im  IL  Bande  des  vorhin  rühmlichst  erwälinten  Traüi, 
nachdem  er  davon  eine  Anwendung  gemacht  hat  (S.  392):  „cette  maniere 
de  presenter  l'equaüon  d'une  courbe,  est  remarquable  en  ce  qu'elle  n'em- 
ploie  que  des  quantites  absolument  inherentes  e.  la  courbe  proposee  et 
qu'eUe  ne  laisae  d'arbitraire  que  le  choix  du  pr emier  point."  Andere 
Beiträge  ftir  denselben  Gedankengang  liefern  die  beiden  Werke  von 
C.  P.  Krause   und  A.  Peters,    die   wichtigen   Abhandlungen   von   Whewell, 
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Onnen  und  anderen').  Derjemge  Geometer  aber,  dem  dieser  neue  Zweig 
der  analytischen  Geometrie  einen  Kanon  von  Gesetzen  verdankt,  die  einen 
richtigen  Gebrauch  desselben  sichern,  ist  E.  Cesäro,  der  dieser  Disziplin, 
die  er  Geometria  Mrinseca  nannte,  zunächst  eine  Reihe  von  Abhandlungen, 
und  dann  ein  vorzügliches  Buch  widmete,  das  kürzlich  auch  in  deutscher 
Bearbeitung  erschienen  ist. 

Wir  haben  auf  diesen  neuen  Zweig  der  Geometrie  besonders  deswegen 
hingewiesen,  weil  aus  ihm  die  Entdeckung  vieler  spezieller  Kurven  und 
Eigenschaften  schon  froher  bekannter  Kurven  bervorgewachsen  ist,  ferner 
aber  auch,  weil  er  ein  Mittel  bietet  —  ähnlich  dem  von  Varignon  ge- 
lieferten ■ —  um  wieder  neue  Kurven  ku  erhalten;  man  braucht  nur  in  der 
Gleichung  irgend  einer  Kurve  die  kartesischen  oder  Polarkoordinaten  ganz 
oder  teilweise  durch  natürliche  Koordinaten  au  ersetzen,  um  aus  jener  eine 
neue  Kurve  abzuleiten  (vgl.  Nr.  243).  Es  möge  auch  nicht  verschwiegen 
werden,  dafs  in  vielen  Fällen  die  uatürKche  Gleichung  einer  Kurve  ganz 
von  selbst  zu  Verallgemeineiimgen  fährt,  zu  denen  man  wohl  nie  auf 
anderen  Wegen  gelangt  sein  würde ;  die  Stemkardioiden  (Nr.  73),  die 
Pseudoeykloiden  (Nr.  200),  die  Pseudotraktrix  (Nr.  231)  und  die  Pseudo- 
katenarien  (Nr.  235)  mögen  zrun  Nachweise  dafür  dienen. 

An  diese  ErKeugungs-  oder  Verallgemeinerungsarten  analytischer  Natur 
schliefsen  wir  diejenigen  an,  die  in  der  Anwendung  einer  vorher  bestimmten 
geometrischen  Transformation  auf  euie  gegebene  Kurve  bestehen,  und  wollen 
wir  unter  diese  auch  jene  rechnen,  die  einer  Kiu've  ihre  Evolute,  Evolvente 
(Nr.  351),  Parallelkvirve  (261),  Kaustika  oder  Fufspunktkurve  (Nr.  370) 
entsprechen  lassen.  Erwähnen  wir  schliefslich  noch  die  Untersuehimg  der 
Kurven,  die  durch  eine  geometrische  Transformation  wieder  in  sich  selbst 
übergehen  (Nr.  163ff.,  156,  227,  339),  so  haben  wir  damit  die  Auf- 
zählung der  wichtigsten  Wege  erschöpft,  auf  denen  die  Gelehrten  an  der 
Aufstellung  der  reichen  Scharen  spezieller  ebener  Kurven  gearbeitet  haben, 
und  die  jederzeit  von  allen  denen  beschritten  werden  können,  die  ihnen 
nacheifern  wollen. 

Aber  gerade  die  beträchtliche  Ausdehnung,  welche  diese  Scharen  langsam 
und  unaufhörlich  annahmen,  und  die  grofse  Mannigfaltigkeit  ihrer  Elemente 
liefsen  immer  dringender  den  Wunsch  hervortreten,  sie  in  eine  gute  und  gesetz- 
mäfsige  Ordnung  zu  bringen.  Die  Klassifikation  der  Kurven  dritter  Ordnung, 
die  vor  mehr  als  zweihundert  Jahren  ausgeführt  wurde,  dann  die  der  Kurven 
vierter  Ordnung,  sowie  die  gegen  1750  von  Euler  und  Cramer  geschaffenen 
methodischen  Bearbeitungen  der  algebraischen  Kurven,  bezeugen,  wie  alt 
dieser  Wunsch  schon  ist.  Derartige  Arheiten  hat  das  verflossene  Jahr- 
hundert nicht  weniger  als  vier  von  gröfster  Bedeutung  hinzugefügt:  zwei 
von  wesentlich  analytischer  Natur,  durch  Plücker  und  Clebsch,  die  dritte, 
die  man  als  eklektisch  bezeichnen  kann,  von  Salmon,  und  scbliefslich  die 
vierte  halb-  oder  pseudosynthetische  von  Cremona.  Für  eine  streng  syn- 
thetische Theorie  der  algebraischen  Kurven  haben  schon  R.  de  Paolis  und 

1)  Wer  sich  epezieUer  hierüber  informieren  will,  nehme  den  trefflichen 
Bmichf  ü}m-  den  gegenwärtigen  Stand  der  Lehre  von  den  natürlichen  Koordinaten 
von  E.  Wölffing  zur  Hand  (Bibl.  math.  3.  8er.  I,  1900). 
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E.  Kötter  die  weseBtliehsten  Elemente  geliefert.  Was  uns  dmcliaus  noch 
fehlt,  ist  eine  Theorie  der  nicht  algehraisohea  KurverL,  die,  wenn  sie  auch 
nicht  alle  bekannten,  so  doch  wenigstens  die  gröfste  Zahl  der  tranascen- 
denten  Kurven  umfassen  möchte. 

Manche  und  vielleicht  wichtige  Bausteine  ziir  Ausfüllung  dieser  Lücke 
haben  wir  schon,  wie  uns  eine  eingehende  Betrachtung  der  Darlegungen 
des  Abschnittes  VI  insbondere  und  teilweise  auch  des  Abschnittes  Vn  lehren. 
Nämlich  die  meisten  der  dort  betrachteten  Kurven  erfreuen  sich  der  Eigen- 
schaft, dafs  für  jeden  Funkt  derselTjen  der  Weigungsko effizient  der 
Tangente  [^  =  ?/'  in  rechtwinkligen  kartesischen  Koordinaten!  die 
WurBel  einer  algebraiechen  Gleichung  ist,  deren  Koeffizienten  ganze 
Polynome  in  i«,  y  sind;  mit  anderen  Worten:  jede  derartige  Kurve  ist 
die  Integralkurve  einer  irrednzibelen  Differenzialgleichnng  (erster  Ordnung) 
von  folgendem  Typus 

F{x,y,y')^^U{x,y)-y"'-'-  =  <3, (1) 

wo  die  fQ,fi,f2,---^f  **  Polynome  ohne  gemeinsamen  Faktor  sind;  zu 
dieiei  Klasse  gehören  fast  alle  transseendenten  Kurven,  die  einen  beson- 
deren Namen  erhalten  haben,  ausgenommen  die  Klothoide,  die  Euler'sche 
Kuive  die  Lünen  von  Mercator,  die  Eetteulinie  gleichen  Widerstandes,  die 
Lemniskitrix  und  die  Ädditions-  und  Subtraktions-logarithmisehe  Kurve. 
Da  sich  nun  dei  oben  erwähnten  Eigenschaft  auch  alle  algebraischen 
Kurven  erfieuen  so  ksnnen  jene  transseendenten  Kurven  als  eine  Verall- 
gemeinerung derselben  ausgssehen  werden.  Wir  haben  sie  daher  mit  dem 
Namen  panalgebraische  Kurven  bezeichnet;  n  wollen  vrir  ihren  Grad 
nennen,  und  r,  den  höchsten  Grad  der  Polynome  f^,  f^,  -  .  .,/„,  ihren  Eang. 
Wir  wollen  nun  aeigen,  dafs  die  panalgebraisehen  Kurven  eine  Beihe  von 
Eigenschaften  besitzen,  die  ganz  analog  den  bekannten  der  algebraischen 
Kurven  sind^). 

Mit  u  und  v  beaeichnen  wir  die  Plüeker'schen  Koordinaten  der  Tan- 
gente im  Punkte  (ic, !/)  einer  panalgebraischen  Kurve,  die  der  Gleichung  (l) 
genügt;  die  Ableitungen  nach  x  wollen  wir  im  allgemeinen  durch  Accente 
ausdrücken.     Dann  haben  wir  ersichtlich 


daraus  folgt: 

y- 

-•:¥' 

2/'==-^     ^' 

V- 

und  daher 

a^ 

Setzen  wir  nun  in  die  Gleichung  (l)  für  x,  y,  ^  die  eben  als  Funktionen 
von  u  und  v  gefundenen  Werte  ein,  so  erhalten  wir: 

1)  Weitere  Einzelheiten  finden  sich  in  der  Abhandlimg  des  Verf.  Xe  cwrve 
pantügebriehe  (Prager  Ber.,  1901);  wieder  abgedruckt  mit  Berichtigringen  nnd 
Zusätzen  in  Le  matemoHehe  puire  ed  o/ppUcote  U,  1903. 
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Nun  ist  dies  eine  DifFerenaialgleicliung  ia  u  und  v  von  analoger  Be- 
schaffenheit wie  (l),  aber  vom  Grade  v.  Dies  zeigt  uns,  dafs  die  pan- 
algehraisehen  Kurven  in  ähnlicher  Weise  wie  die  algebraischen,  zweier  zu 
einander  dualer  Definitionen  fähig  sind,  oder  anders  gesagt,  man  kann 
aussprechen  den  folgenden 

Satz  I.  Sine  panalgebraische  Kurve  kann  ebensowohl  als 
Punktort,  als  auch  als  Enveloppe  von  Tangenten  aufgefafst  werden. 

Die  Betrachtung  der  Differentialgleichung  (l)  führt  auch  sehr  leicht 
zur  Erkenntnis  der  geometrischen  Bedeutung  der  Zahlen  n  und  t;  man 
findet  nämlich  als 

Satz  II.  In  einer  Schar  panalgebraiseher  Kurven  vom  Grade 
n  und  vom  Bange  v  finden  sieh  m  Kurven,  die  durch  einen  be- 
liebigen Punkt  der  Ebene  gehen  und  v,  welche  eine  gegebene 
Gerade  der  Ebene  berühren. 

Dieser  Satz  ist  schon  enthalten  in  einem  allgemeineren,  der  sieh  k,  B. 
mit  Hilfe  der  Methoden  der  abzählenden  Geometrie  leicht  beweisen  läfst^), 
nämlich  in  folgendem: 

Satz  III.  In  einem  System  panalgebraischer  Kurven  vom 
Grade  «t  und  vom  Range  v  giebt  es  inv  -[-  n/i  Kurven,  die  eine 
algebraische  Kurve  von  der  Ordnung  tn  und  der  Klasse  fi  be- 
rühren. 

Aus  den  Entwiekelungen  in  der  Einkitung  zum  VI.  Abschnitt  folgt 
ferner  (vgl.  S.  408)  der 

Satz  IV.  Die  Berührungspunkte  der  von  einem  beliebigen 
Punkte  an  eine  panalgebraische  Kurve  vom  Grade  «  und  vom 
Bange  r  gezogenen  Tangenten  liegen  auf  einer  Kurve  von  der 
Ordnung  v  -\-  n,  die  jenen  Punkt  als  w-fachen  Punkt  hat. 

Satz  V.  Die  Tangenten  in  den  Punkten  einer  p anaige braischen 
Kurve  vom  Bange  v  und  vom  Grade  n,  in  denen  sie  von  einer 
beliebigen  Geraden  geschnitten  wird,  gehören  einer  Kurve  von  der 
Klasse  »  -f-  r  an,  die  jene  Gerade  als    v-fache  Tangente  hat. 

Eine  interessante  Eigenscliaft  der  panalgebraischen  Kurven  ergiebt 
sich  aus  einem  Eundameniälsatz  über  die  singulären  Lösungen  der  Diffe- 
renzialgleichungen  erster  Ordnung,  den  man  Darbous  verdankt^).  Dieser 
Satz  besagt,  dafs  man  durch  Elimiriation  von  y'  aus  den  beiden  Gleichungen 

^=<'.      H-» (3) 

die  Gleichung  des  Oitef  dei  Spitzen  der  IntegiaUcuiven  dei  Gl  (l)  erhalt. 
Nun  ist  die  resultierende  Gleichung  algebraisch,  und  aut  dem  Oite  liegen 

1)  Vgl.  Schubert,  KalLal  dei  ahzolüniden  Geometne  (Leipzig  1879)  S.  61. 

2)  Sur  hs  solaüons  itngiiilthes  det  equationt,  daieec  otdmanes  du,  premifft 
ordre  (Bull  des  Sc  math  IV,  1873j,  vgl  E  Picard,  Tratte  d'mdlyse  JE.  (Päwis 
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insbesondere  auch  die  Spitzen  einer  jeden  beliebigen  unter  jenen  Integral- 
kurven;  man  schlierst  dalier  den 

Satz  VI.     Die  Spitzen  einer  pamalgebraischen  Kurve  liegen  auf 
einer  algebraisohen. 

Hieran  können  wir  wegen  der  Dualität  (vgl.  SatK  I)  hinzufügen  den 

Satz  VII.     Die  Wendetangenten  einer  panalgebraischen  Kurve 
berühren  eine  algebraisohe  Kurve. 

Jede    „algebraische"    Beruh rungstransformation,    wie    sie    durch    Glei- 
chungen vom  Typus 

q>{x,  n,  /;  %,  2/1,  ä/i')  =  0,       x{x,  i),  y;  x^,y^,  y{)  =  0, 
T|;(a;,^,  y'\    %,  2/1,2/1')  =  0 


definiert  wird,  wo  (f,'i,'^  ganze,  rationale  algebraische  Funktionen  der 
Koordinaten  x,y,y'  und  at(,^j^,ä//  der  beiden  sich  entsprechenden  Linieu- 
elemente  sind,  verwandelt  offenbar  die  Differenzialgleiehung  (2)  in  eine 
andere  von  demselben  Typus,  verwandelt  daher  jede  Integralkurve  von  (2) 
m  eine  andere  analoge;    daraus  geht  hervor  der 

Satz  Vin.  Jede  pauEilgebraisohe  Kurve  wird  durch  eine  Be- 
rührungstransformation in  eine  andere  umgewandelt. 

So  sind  z.  B.  alle  Parallelturven  Furspunlctkurven,  Inversen  einer  pan- 
algebraischen Kurve  wieder  p  an  algebraisch. 

Die  orthogonalen  Trajektorien  der  00*  Integralkurven  der  Differenzial- 
gleichung  (2)  genügen  der  Differenzialgleichung 


1(- 


l)'-f,(»-,!')(||)'-" (4) 


und  da  diese  dieselbe  Form  hat  wie  (2),  so  besteht  folgender 

Satz  IX.  Die  orthogonalen  Trajektorien  einer  Schar  pan- 
algebraieoher  Kurven  sind  ebenfalls  panalgebraisoh  und  von  dem- 
selben Grade  und  Hange. 

Die  Para-Polarkurven  der  Pnnkte  dei  Ebene  m  Bezug  auf  eine  pan- 
algebraische  Kurve  besitzen  jede  eine  hestunmte  Zahl  singulärer  (fester 
oder  auch  von  Kurve  zu  Kurve  vanabeler)  Punkte  von  bestimmter  Viel- 
fachheit. Es  wird  daher  im  allgemeinen  txi^  Parapolaren  geben,  von 
denen  jede  wenigstens  einen  Doppelpunkt  mehr  hat;  daher  kann  man 
(von  der  Analogie  geleitet)  den  Ort  der  Punkte  aufsuchen,  die  aufser  dem 
gewöhnlichen  noch  einen  Doppelpunkt  haben,  ebenso  den  geometrischen  Ort 
dieser  Doppelpunkte.  Diese  beiden  Orte  kann  man,  wegen  der  Analogie, 
die  sie  mit  jenen  Kovarianten  einer  algebraischen  Kurve,  die  den  Namen 
Steiner's  und  Hesse's  tragen,  als  die  Para-Steiner'sehe  und  die 
letztere  als  Para-Hesse'sche  bezeichnen.  Dann  kann  man  leicht  be- 
weisen den 

Satz  X.  Die  Para- Steiner 'sehe  und  Para-Hesae'sche  einer  pan- 
algebraischen Kurve  sind  algebraisch.  Damit  nämlich  die  durch  die 
Gleichung 

2a<^,y){y-Tfr"--{^-^r-o (s) 


yGoosle 


Die  panalgebraischen  Kurven.  7! 

dargestellte  Kurve,    welche  ja   die   Polare    des    Punktes  (X,  Y)  ist,   ein 
Doppelpunkt  in   {x,y)   habe,   mßsser    aufser   der   Gleicliuug  (5)    noch   * 


(ß) 

Eliminieit  min  aus  (5)  md  (6)  X  unl  Y,  so  erhält  man  die  Gleichung 
der  Para  Hesse  sehen  dagegen  *  y  die  der  Para- Steiner 'sehen.  Diese 
Elimination  ist  im  allgemeinen  zwar  n  cht  aiisführba,r,  jedenfalls  aber  ist 
sicher,  daTs  m  leiden  FaUen  das  Eosultat  eine  algebraische  Gleiciiung 
sein  wird  (von  ier  man  airh  durt,h  Anwendimg  bekannter  Sätze  aus  der 
Algebra  len  Gral  bestimmen  kann)  womit  der  Satz  bewiesen  ist.  Die 
Elimination  von  X  i  aus  (5)  (b)  läfst  sich  aber  ausfahren,  wenn 
fi  —  fs~  h=  ^  f  1  =  0  ist  m  dem  Falle  nämlich  stellen  sich  jene 
Gleiehunoen  in  folgender  Form  dar 


/üO 


-»)    +fi,(T-i)    -0;  . 


II  (r-s)- +  |§(x->')"  -  »f.(x-"')— ,j 


(5-) 
(8') 


i  die  beiden  letzteren  i 


8x  (X- 
so  erkennt  ma 


^v  ■•■  ;)t        X— 


/.. 


84  (X-i)-       dl. 


__'f. 


U      f, 

'if,      »f. 


H=u 


e  mit  der  orsteren  kombiniert,  dafs  sie  werden  z 

^Mn  ^"  ^^        -ILA- 

dy      dy 

i  neuem  Gleichung  (6)  ai 


fo       f. 

L 

U 

Sä    er. 

+  f. 

Hf. 

if. 

W     81 

8» 

Ji 

(!) 


als  Gleichimg  der  Para-Hesse' sehen  der  gegebenen  panalgebraiachen  Kurve 
sowohl  als  auch  aller  derjenigen,  welche  der  oben  gekennzeichneten  Dime- 
ren zialgleichung  erster  Ordnung  genüge  leisten. 

Wenn  man,  was  noch  spezieller  ist,  «  =  1   setzt,  und  der  Einfachheit 
wegen  f^^^qj,  fo^=^  setzt,  so  wird  die  vorige  Gleichung 
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(8) 


i(, 


L  beachte  nun,  dafs 
achen  Kurve 
Lüst  man  nämlich,  die 
hdlt  man  ein  Resultat 


I  dieser  Forj 


der  Paia-Hesse'sclieii  ( 
geschrieben  denken  k 
.algleichung  (2)  auf  nach  ij  =  -3—  ,  so 

r  Gestalt 
A^  =  _  *. 

ir   endliehe   Funktionen    \on    t  smil;    sucht 
de^  Punktes  (X,  F), 


(9) 


tt  1    9)  und  1(1   1  estmmite, 

indn  niui  die  "Bedinf.iiEg  dafui     dah  dit  Paiipol' 

namlich  die  Kurve  -^ ,  ^ 

einen  Doppelpunkt  habe,  so  fmdet  man  m  der  Thdt  die  Gleichung  (8). 

I'ie'^e  Bemerkung  führt  uns  am  Entdeckung  emei  anderen  wichtigen 
Eiffen^ihaft,  die  allen  panalgebiaischen  Kurven  gemeinsam  ist  Differen- 
zieien  nii   die  Uleichimg  (9J,  so  finden  wii 


?:!  _  1 

da:' 
das  will  besagen,  dafs 


J-1  ^  J^\ 


'   ^_ 


Aus  diesem  Ausdrucke  geht  hervor,  dafs  für  alle  Punkte,  in  denen 
//=  0,  tfi  4=  0,  auch  -3-^  =  0  ist,  daher  sind  diese  Punkte  für  die 
Integralkurven  der  betrachteten  Differenzialgleiehimg  Wendepunlcte.  Um- 
gekehrt hat  man  für  einen  Wendepunkt  der  Integralkurve  -^-^  =  0,  daher 
mufs,  weil  ifi  immer  eine  endliehe  Funktion  ist,  //  =  0  sein.  Es  liegen 
daher  auf  der  Para-Hesse' sehen  die  Wendepunkte  aller  (speziell  einer  jeden) 
der  betrachteten  Integralkurven.     Wir  schliefsen  somit  den 

Satz  XI.  Die  Wendepiinkte  jeder  p anaig ebraiaehen  Kurve 
liegen  auf  einer  algebraischen  Kurve. 

Und  weqen    dei   Hiilitat  's    Satz  l)  können  wir  auch   schliefsen   auf 


atz  Xli      Die  Spitzentangenten  jeder  panalgebraiselien  Kurve 
berühren  eine  algebraische  Kuive. 

Aus  XI  ergiebt  sich  eme  bequeme  Methode,  die  Gleichung  der  Paia- 
Hesse'schen  einer  panalgehr waschen  Kurve  zu  finden.     Wenn  diese  nämlich 


y  Google 


Die  panalgebraiache»  KutTen.  729 

in  kartesischen  Koordinaten  definiert  ist,  so  Lrauekt  man  nur  einen  Aus- 
druck für  -3— s  herzuleiten  und  gleicli  Null  zu  setzen,  nachdem  man  die 
traaiBScendenten  Funktionen  vermittelst  der  Kiirvengleiehung  eliminiert  hat. 
Ist  dagegen  die  Kurve  durch  eine  Gleichung  in  Polarkoordinaten  definiert, 
so  genügt  es,  die  Gleichung 

i+i©-« m 

KU  berechnen  und  dann  so  zu  reduzieren  vermittelst  der  Gleichung  der  ge- 
gebenen Kurve,  dafs  sie  algebraisch  erscheini 

Die  bislang  angestellten  Betrachtungen  zeigen  uns,  dafs  die  pau- 
rven  enge  mit  der  Betrachtung  einer  ziemlichen  Zahl  al- 
■  Kurven  verknüpft  sind.  Aber  die  angeÖihrten  sind  nicht  die 
einzigen,  die  man  betrachten  kann.  Beachtet  mau,  dafs  uns  der  Satz  VH 
^  dafs  man  in  den  meisten  Fällen  bei  den  dargelegten  Entwickelungen 
)  der  Tangenten  auch  die  Normalen  setzen  kann,  so  führt  uns  die 
1  Betrachtung  der  eineu  sowohl  wie  der  anderen  zu  wichtigen 
e  sich  aus  Folgendem  ergiebt: 
Wir  nehmen  in  der  Ebene  einer  panalgebraischen  Kurve,  die  der 
Differenzialgleichimg  (2)  genügt,  einen  beliebigen  Punkt  P{x^,  y^  an. 
Dann  werden  die  Punkte  der  Kurve,  deren  Tangenten  durch  P  gehen, 
durch  die  Gleichung  1/  —  « 

~~ = / i^V 

definiert  werden.  Die  Normale  in  einem  dieser  Punkte  (a:,  «/)  hat  die 
GJeiehmig  (j__^-^  ^  {T-y)i,'='0, 

daher  sind  « =  —       ^  j»  =  —       ^' 

ar-fj/y"  x-ir-yf' 

ihre  Koordinaten.     Demzufolge  ist 

,■-1-     .     .     .     (12),       ux  +  vy-H-0;     .     .     .     (13) 

infolge  von  (12)  wird  dann  Gleichung  (ll) 

vx  —  uy  =  vx^  —  ut/g (14) 

und  diese  kombiniert  mit  (13)  liefert  folgende  Werte 


(15) 


i  (2)  die  Werte  von  (12)  und  (15)  ein,  s 


Da  nun  diese  Gleichung  in  m  und  «  algebraisch  ist,  so  ist  der  Beweis  er- 
bracht für  folgenden 

Satz  Xm.     Die  ITomialeiL  einer  panalgebraischen  Kurve  in  den 
Punkten,  in  denen  aie  von  äen   Strahlen    eines    Strahlenbösehels 
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lierührt  wird,  sind  sSmtlißh  Tangenten  einer  und  derselben  al- 
gebraischen Kurve. 

Ein  Spezialfall  dieses  Satzes  war  zur  Zeit  schon  bekanat,  indem  Juel 
bemerkte,  dafs  die  Normalen  einer  Epi-(oder  Fypo-)Cykloide  in  den  Punkten, 
in  denen  sie  von  den  Strahlen  eines  Strahlenbüschels  bertlhrt  wird,  alle 
denselben  Kegelschnitt  berühren  (s.  S.  494). 

Ähnlict  kann  man  beweisen  den  folgenden 

Satz  XXV,  Die  Tangenten  einer  panalgebraiselien  Kurve  in 
den  Punkten  von  der  Art,  daTs  die  entsprechenden  Normalen  durch 
einen  Punkt  gehen,    sind  zugleich  Tangenten    einer    algebraischen 


Die  bisher  bekannten  transscendenten  Kurven,  die  nicht  j 
sind,  sind  nocb.  so  wenig  zahlreich,  dafs  er  als  verfrüht  und  unklug  ( 
scheinen  mnfs,  schon  jetzt  ein  Kriterium  für  ihre  Klassifikation  aufzustellen. 
Dennoch  scheint  es  uns  nützlich  zu  sein,  bevor  wir  schliefsen,  auf  einen 
Begriff  hinzuweisen,  auf  den  man  zurückgreifen  könnte,  um  wenigstens 
einige  von  diesen  unterzubringen.  Sowie  man  alle  die  transscendenten 
Kurven,  bei  denen  die  Berührungspunkte  der  von  einem  beliebigen  Punkte 
der  Ebene  gezogenen  Tangenten  auf  einer  algebraischen  Kurve  liegen, 
in  eine  erste  Klasse  zusammenfafst,  so  könnte  man  eine  zweite  Klasse 
bilden  von  solchen,  bei  denen  jene  Punkte  auf  einer  panalgehraischen 
Kurve  liegen;  dann  eine  dritte  Klasse,  bei  denen  jene  Punkte  auf  einer 
Kurve  der  zweiten  Klasse  liegen  u.  s,  w.  Diese  neuen  Kurven  ge- 
nügen einer  Differenzialgleichung  von  höherer  als  der  ersten  Ordnung, 
deren  Koeffizienten  ganze,  rationale  Funktionen  von  x,  y  sind. 

Möge  das  zwanzigste  Jahrhundert,  gewappnet  mit  allen  ihm  aus  den 
vorigen  Jahrhunderten  überkommenen  Hilfsmittela,  es  dahin  bringen,  dafs 
die  allgemeine  Theorie  der  transscendenten  Kurven  aufhört,  ein  selmliohst 
erwünschter  und  unerfüllter  Ti-aum  der  Gleometer  zu  sein.  Wenn  für  der- 
artige Bestrebungen  die  vorliegende  Schrift  ein  Vorbereitungs-  und  Hilfs- 
mittel sein  könnte,  so  würde  der  "Verfasser  für  die  Mühe,  die  ihm  die 
Abfassung  dieses  Buches  verursacht  hat,  reichKch  entschädigt  sein. 
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,  Z.  n     lieK:  1637  statt;  lß31. 

,    „   31       „      Beziehung  „       Bezeichaung. 

,    „  39      „      Pericissoide    statt:  Peroiesoide. 


„57,    ,25      „      1'"'"*  + ^""^^  =  (2«— l)aa:"y"    statt    a;^"-^  +  y^''    ^  = 

„  „  Zusatz  Es  giebt  ubngtns  awei  Monographieen  über  diese  Knrver  Erd- 
mann,  Das  Hescarte'^'sche  FoliiMn  m  seiner  Verallgememervmg 
(PiuRT  Milnster,  1871)  Rychlicki,  Das  FöUwn  von  Vescartes 
(Progr   Wongrowitz,  ISHt). 

„  63,  Note  1)  gehört  als  2)  auf  die  lotigp  Seite 

„  66,  Z    3J     bea    S   286  und  238 

„  75,  Zusatz  Die  Erfindung  der  Vetsiera  die  man  gewöhnlich  der  Maria  Gae- 
tana  Agnesi  zuschreibt  (1748)  kommt  Guido  Grandi  zu,  der  sie 
1703  eidactte  imd  ihr  1718  den  heute  üblichen  !Namen  beilegt«, 
S  die  Note  von  &  Vaoca  SuJla  ver^eia  (BoU.  di  bibl.  e  storia 
delle  sc    mat   IV    1901,  %   331 

„  78,   Z    19     lies    (Jy  +  yn  +  oß  — 9  =  0     statt  — So^O. 

„  80,  Zusatz:  Die  hier  Pseudo-Versiera  genannte  Kurve  war  schon  1684  von 
Ozanam  unter  dem  Namen  Geometrische  Qttadratrix  unter- 
sucht worden:  s.  dessen  Geome^e  jn'otique  sowie  das  Dietiormawe 
matMmatiqae  desselben  Geometers  (Amsterdam  1691,  8.  108);  v^l. 
den  Aufsatz  des  Verf,  Pseudoversiera  e  guadratrice  geometrica  in 
der  Bibl.  math.  3.  Folge,  IH.  1003,  S.  127-130. 

„  80,  Z.  16    füge  hinzu:  Leibnis,  ed.  Gerhardt  V,  S.  91. 

„    „      „   25     lies:  VU  statt:  Vm. 

„  82,    „   11       „      1-3==0       „        [-3a. 

„  91,  Zusata  au  Note  1);  C,  Eeuschle  bezeichnet  die  Kurve  mit  der  Gleichung 
(x  +  'y)(x^  +  'y^'=^Saxy  als  cirkulares  Folium  (Prtms  der 
Ktirvendiseussim,  I.  Tl.  Stuttgart  1886,  8.  97). 

„  97.  Z.  32    ist  zu  tilgen:  (vgl.  Intermmaire  IT-  1897,  S  222) 

„    „       Zusatz  zu  Note  2):  Die  älteste  Enrähnung  der  Kurve  viei-ter  Ordnung 
y*  —  96)/»  —■ «'  +  100«'  =  0, 
welche  die  eigentliche  „Tenfelskurve"  ist,  findet  sich  in  d^r  In- 
Iroduetion  von  G.  Gramer  (Genf  1750),  woselbst  diese  Gleichung 
(S.  19—23)  sorgfältig  diskutiert  wird,  um  die  Gestalt  der  Kurve 


„106,  Z.   IG     lies:  dritter  Klasse     statt:  dritter  Ordnung. 

„117,    „     3       „      «qUos  „       »Iqvos- 

„138,    „   26       „      (x'+yr+---        ..       {!«'  +  y')  +  ---  ,.       ,. 

„136,  Zusatz:  Die  Konchoide  einer  Kurve  n"'  Ordnung,   die  »--mal  durch  den 

Pol  und  s-mal  durch  die  Kreiapunkte  g^t,  ist  von  der  Ordnung 

2[2»  — (r  +  s)].     S.  eine  Note  des  Verf.  im  Infermediawe  VIII. 

1901,  S.  297. 
„!8I,   Znaata:  Ebenfalls  eine  Polyzomal-Knrve  vierter  Ordnnng  ist  die  von  G.Ritt 

in  dem  Matmel  des  aapira»(3  d  l'Ecole  pohft.  (Paris  1839,  S,  161 
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n.  381)  angegebene  und  von  Brocard  in  der  Note  sw  la  guar- 
tique  y  — +  y2aiKiya*  — a;'  (Xe  matemaUche  pure  ed  applicate 
I.  1901)  nnd  dann  jjooii  genauer  von  T,  Retali  in  der  Abb. 
Sapra  ima  quarUca  binodale  (Ebendas.)  nntersuchte. 


Iß... 


delle 
4 


A^. 


„      jßnde'rweysung    statt;  Underscheidung. 

„__  Durohmeasem  „  DnrchmeBser. 
:  Ähnliebe  Kurven  3'"  bis  9*"  Ordniing  finden  sich  naehgeniesen 
in  der  DiBsertation  von  K,  Dörholt,  ZTbei  eivem  Iheieck  um- 
und  eingesclmebene  Kegelschnitte  (Miinatei  1384)  Beispielsweise 
sei  erwähnt:  ,j)er  Ort  der  Mittelpunkte  zweier  einander  ähn- 
licher, konzentrisclier  EegelBchnitte,  von  denen  der  eine  einem 
Dreiecke  J.BOuinbesehrieben,  der  andere  einem  anderen  ABjC, 
einbeschrieben  ist,  besteht  ans  einer  Kurve  siebenter  Ordnung 
und  der  nnendlicb  fernen  Gieraden,"  Die  Kurven  seihat  sind 
jedoeh  nicht  weiter  nnterBUcht. 

ITaek  ChasleB  (BuU.  de  la  Soc,  math.  de  Fr.  YT.  1877—78, 
S,  214)  wurde  der  Harne  courhe  ä  longue  inflexion  von 
Hachetteia  Beiner  Histoire  des  macHnes  ä  vapem  vorgeachlagen. 
Weitere  Anwendungen  der  Methode  eine  Kurve  zu  verallge- 
raeinem,  indem  man  ihre  Gleichung  verallgeineinert,  finden  aich 
bei  E.  K  Barisien,  Sur  dmx  familles  de  oourbes  (Matiesia, 
3,  Ser.  I.  1901);  daaelbst  -vrorden  die  Kurven  mit  der  Gleichung 

y'  —     ""'  y'  _  ^_+^ 

unterBUcM,   die  für  m^l   einer  Cissoide  reap.   Strophoide  an- 


die  Eurve  (3) 


:(1). 


,   „     3       „      herangingt)  „       ■). 

,   „   ao       „      f{^)Jrf{«>  +  ^)     „       rpH  +  9>(---  ^  .        „, 

,  Zusatz:  Der  Fundamentalgedanke  der  Erzeugung  der  Ce\a  sehen  Zyk- 
loiden wurde  neuerdings  von  Perrin  wieder  aufgenommen  und 
für  einen  Polysektor-MechaniamuB  verwendet,  s  die  Note  sur  la 
division  micanique  de  l'angle  (Bull,  de  la  Soc  math  de  Fr.  IV. 
1875—76). 
',  Überschrift,  lies:  Die  Sektrix-Kurven  statt:  TriBektns 
i,  Z.  S.  Znsatz:  Setzt  man  01>„  =  e„,  aofindetmandurch  leichteEechnimg 


^r        ^'_^        .  .  .  (16)    oder    e„^»  ^,„ -jT^  ■  '  "  W 

cos  — j—  ip  '1' 

.,  15     lies:  (16)  und  (160     statt:  (12)  und  {12'). 
lies  im  Nenner:   cos— — co   statt:   eos — - — oi. 

„     2m+l     statt:  S"-]-!. 
:    Über  die  autopolaren  Kurven  s.  m.  den  wichtigen  Aufsatz  von 
C.  R&hut,  Equatiom  et  proprietiafonda/mentales  des  combes  auto- 
polmrea  dcms  le  plcm  et  dam  Vespaee  (C.  E.  CXXSII,  1901). 
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Bericttigungen  iind  Zusätze.  733 

,  Zusatz:  Die  Eurven  von  der  Ordnung  3w,  die  man  aus  den  cirkularen 
Kurven  dritter  Ordnung  durch  eine  isogonale  Transformation  Tom 
Typus  if  =  <p(i)  erhält  (wo  qj  ein  Poljnom  Tont  Grade  m  in  /  ist), 
wnrden  zu  analytischen  Zwecken  von  N.  Perry  untewnclit  in 
der  Dias.  Das  Problem  dei-  conformen  Abbildung  fär  eine  spexielk 
Kurve  von  der  Orämmg  3m  (München  1901), 

,  Zusatz:  In  der  von  der  Sociötö  mathömatiqne  de  France  am  3.  März  1876 
abgehaltenen  Sitzung  machte  Halphön  eine  Mitteilung  Swr  les 
cowrbes  planes  doni  le  rayon  de  eou^'bwe  est  proportionn^l  ä  la 
noi-male  polaire  i^uU,  de  la  8oc.  m.  de  Fr,  lU,  1874—75,  S.  182), 
die  jedoch,  soweit  uns  bekannt,  nicht  publiziert  worden  ist.  Da 
■  -     T>-f..  .     ■_!  n.-.i..         -■--.,   ifgj;artigeG   Kurve   offenbar 
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a  f  ^  398 — 99  auBgef  hxten  EeclinuBgeß,  dafs 
liose  S  n  B%i    alen  s  nd    odp      m  A      akmetall  logarithmische 


fp  ralen 
ntf 
■a  le    y  ^       Wen  lep  nkte 


sehne  let     md  dafs  d  e  Dur  li  1 
chn  tfsp  inkte    lerselben   m  t    l  r  |  statt  hneidet,  die  alle 

W   idepunkte . . . 


415, 

■,  je 

,      wie  wir  (Nr.  322)  aelien 

«6, 

..  11     ., 

atatt:  Nr.  218. 

466, 

„  15     „ 

r>i 

„       r^d. 

543, 

„  27     ,. 

.      x  =  x^,   y  =  y^wsa. 

„  32     ,, 

i_-log(,o.«  +  log|, 

^L-^^^^ 

551, 

s  »«,  - 

1      du  Bois-Beymond    statt;   . 

.  .  Raymond, 

„  567,  Zusatz:  Ober  die  Traktrii-Knrven  im  allgem.  sehe  man  L.  Kleritj, 
Traktoriograph  t0td  ConstntMion  der  transeendenten  Zahlen  „m" 
■und  „e"  soteie  ConstnMon  der  rt-seitigen,  dem  Kreise  eingeschrie- 
benen regebnäfsigen  Polygone  (Dinglers  poht.  Jonm.  Bd.  305, 18B7). 

„573,,,     9    li^:  in  Nr,  282  untersuchte        stett;  ,  .  ,Nr,  233. 

„  576,   „  SO      „     e     "  =  ~'  ^~T~y^   ~1-  „      ^~t~y^.    ~-  ^    , 

„  573,   „  17      „      mufs  «■<  ~  sein  „      r>  ,  ■  ■ 

„  690,  „  4  „  =-  Consi.                                „      ~  Const. 

„  607,   „  20  „  aus  zwei  Wellenzügen, 

„     „      „  22  „  oberkftlb  und  unterhalb  der  K-Ase, 

„  680,   „  2  „  wird  sowohl  mit  der  Tangente  in  M,... 
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Knrren  4.  0.  im  allg.  94; 
Klassifikation  96;  ellipü- 
soke  109;  bicirkulare  111; 
v.einem  Kegelsoh.  abgeleit. 
916.320;rationalel0a;niit 
drei  Inflesionsknotenl99; 
weitere  Beispiele  697.  702. 

Kurven  5.  0.  im  allg.  219; 
von  einem  Kegelschnitt 
abgel.  220;  weitere  Bei- 
spiele 378, 

Knrven  6.  0.  und  8.  Ordn. 
220—247.  684,  697,  693. 
732;  9.  u,  25.  Ordn.  347, 
-  beliebiger  Ordn,  250ff,; 
mit  «Bäuchen  355;  ihren 
Evolventen  ähnlich  622; 
aus  unendl.  vielen  Ovalen 
bestehend  661,  « 

K,,  die  eine  ganze  Pläcbe 
ausfüllen  299.  484,  562, 

Kurvenpol  621, 

tamö'sche  K.  277, 

Lemniskate,  Bernonlü'sche 
200,  394,  401,  537;  allge- 
meine 193 ;  Booth 'sehe  126 ; 
des  Qerono  173;  projek- 
tive 311;  schiefe  211;  köhe- 
ler  Ordn,  374;  logatithm, 
548;  zweiter  Art  698. 

Lemniskatris  541, 

Lemniseero  103, 

Lemniseoide  233, 

Limafon  de  Pascal  136.  309, 
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Linienkoordinaten  B9S,  648. 

'sehe  K.  403. 
Lituus  439,  448, 
Logarithmiscbe  K,  642,  667. 

688;  reziproke  548, 
Log,  Sinus-K.  549, 
Log,  Spirale  s.  Spirale, 
Lougitudinale  680, 
Longitudinalase  7 IS. 
L(iroth'sohe  K,  98. 

Magische  Gleichung  der  Ge- 
raden 621, 

Magnetische  K.  590, 

Mannheim 'sehe  K,  598, 

Mediatris-K.  317.  321, 

Menoklinoide  580. 

Mesochtone  474, 

Meeolabisobe  Hyperbel  269, 

Meridiankurve  des  Körpers 
von  geringstem  Wider- 
stände 586, 

Mereatot'scbe  Linie  659, 

Mittelfaserk,  713, 

Mittelkurve  711, 

Mittelpunktak.  614. 

Modnlaik,  636, 

Monlin  4  vent  184. 

Muldenkurve  688, 

Multiplikatrisk,  316,  331, 
669, 

Multisektoc  341,  732. 

Mnschellinie ,  Dürer'sche 
312;  Nikomedisehe  128, 

Natatliohe  Gleichung,  tjber- 
zur  kartesischen  715. 
3  433. 
Nepbi-oide  63,  238. 
Newman'sobe  Nomenklatur 

der  K,  S,  0,  31, 
Newton'sche  Klassifikation 

der  K,  3,  0.  30. 
Nierenk,  288, 
Niveaulinie  318, 
Noeuds  184, 
Normalk.  698, 
Norwich'scke  Spirale  530. 

Odontograph  480. 
Ogive  591. 
Olistoide  224, 
Ophinride  49, 
Optoide  162, 
Orbiforme  313, 
Orthocykloiden  499, 
Orthogenide  396.  666. 
Orthoptische  K,  686. 
Oval,  Cartesisches  118,  161, 
193;      Cassioi'sches    118, 
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46.  49.  68.  73.  86.  177. 
220.  333.  367.  391.  293, 
401.  501.  624,  637,  666. 
659.  666.  695.  699.  700. 
701;  Cartesische  60;  di- 
yergeate  16:  semikubi- 
sche od.  Neil'sche  3 
S61.  604.  699.  700;  knbi- 
scie  362;  biquadratisobe 
264;  biquadratiscb-kubi- 
sehe  264;  virtuelle  172ff., 
höherer  OrdnuDg  264. 387. 
535.  669.  704;  negativei 
Ordnung  269. 

Parabola,  campaniformia, 
cubica,  cuspiduta  etc.  17 
—20;  ^atametralia  266; 
öriginana  697. 

Paraboliaebe  E.  260. 

Paracykloiden  605. 

Para  HeBse'scbe  E   726 

Para  Steiner  acbe  E   7*6 

ParallaktiBche  E    68f> 

Parallelt  643  6H1 
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Parameterk    217 
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Pedale  6''2    s  FwJsj 

PerieiBBOidp  34 

Perieykloide  479. 

Perlkurven  271. 

n,  Werte  von  5.  6. 

Podoide  658. 

Point  saillant,  de  dedoable- 
ment  651. 

Polarkoordinaten  595,  714. 

PolarBubnormalekonBt.439, 

Polbodie  687, 

Polygonale  E.  552. 

Polynome,  Geom,  der  368. 

Polyode  341. 

Polytropiscbe  E.  567. 

Polyzomal-K.  4. 0  170;  all- 
gemeine 287, 

Potendalk.  396. 

Proportionatris  317. 

PBeudocatenarie  666,  578. 

Pseudocykloide  504. 

PBeudotraktrix  566. 

Pseudoyersiera  79. 


Qnadratrix  des  Hippias 
und  Dinostratus  330.  410; 

feometri8cbe731  ;Tsebim- 
aHBen'Bcke416;  Oaacam- 
Bcke  417;  weitere  418ff.; 
der  Hyperbel  423. 

Qnaüratur  des  KreiseB  410. 
440;  der  Parabel  9;  der 
Ellipse  9;  der  Parabeln 
köb.  Ordn.  256;  der  Hy- 
perbeln 367. 

Quersack-E.  181. 

Radiale  im  allgem.  652 ;  der 
Ellipse  331;   and.  Eurven 

Eadialk.  442.  [657. 

Radlinie  460.  508. 

Rationale  K.  3.  Ordn.  25, 
74;  4.  Ordn-  102.  182;  be- 
liebiger Ordn.  353. 

Rektifikation  des  Kreises 
der  Parabel  430 ;  der  El- 
lipse 11;  der  EuTven  8.0, 
30;  Uteste  einer  E.  261; 
dnrcb  algebr,  Punktionen 
3b6 ;  durch  vorher  be- 
stimmte P,  380;  der  Spira- 
len 435;  derOykloiden467. 

Bfsultantenk.  712. 

Bbodoneen  s.  HoBenktirven. 

Ribancour'scbe  K,  521.  584, 

Eicbtungsk.  366. 

RobervaPsche  E.  700, 

Eolle'sehe  K.  74. 

Böllkurve  im  allgem.  461. 
484.  508;  des  F  ' 
Cvkloide,  Epi-  «.  Hypo- 
cyklüide;  der  BllipBe  509 ; 
der  Cykloide  471 ;  dei'  log. 
Spirale  452, 

Roulette  s,  RoUkurve. 

Rosenkarve  397.  495.  667; 
vjerblätterige  305. 

Rückblick,  Mstorischer  717, 

Sammlung  d.  Pappus  6.  10, 
Sanerkleeblatt  309.      [410, 
Sanveur's  Zugbrücke  140. 
Schenheitslinie  539. 
Schwimm  erk.  706. 
ScbwingungBk.  306. 
Secantoide  640, 
_  ilkurve  573, 
Seilkurve  5 '4, 
Seilspringerk.  613, 
Seiltänzerk.  106. 
Sektorie  713. 
Sektris-K.  323.   402;   von 


Scboute  335:  von  Oeking- 
baus  339. 

Jerpeütioe,  Newton'scbe  77 ; 
kubische  91;  cirkulare  91. 

Serret'sche  E.  388. 

Sesquieektris  329, 

Sestic  Cayley's  402. 

Simples  (E,  3.  0.)  17. 

SinuskuTve  538. 

Sinnsoide,  gerade,  ungerade 
541;  elUptiBcho  538. 

Sinusspiralen  367.  393.  614. 
675.  732. 

Sinus versuBlinie  46S. 

Sfcarabäe  231, 

nie  479. 

Spirale,  algebraische  443. 
503;  Archimedische  436. 
4H3.  501.  503;  Cötes'Bcbe 
305;  aftlUei'8cbe436;  höh. 
Grades  43*.  441;  hyper- 
bolische 444.  574;  Lame- 
sehe 396;  logarithmi- 
sche 448  ff.  534,  637,  555. 
563,  625;  Doppelsp.  456; 
parabolische  439;  invers 
parabolische  448 ;  Sturm- 
sche  oder  v.  Norwich  530; 
trigonometrische  596 ;  im 
Varignon'achen  Sinne  596. 

Spirische  Linien  117, 

Spitaparabel  266. 

Steiner'sohe  E,  146. 

Stein  er'sohe  Polygone  28, 

Stelloiden  376. 

Sternkardioideu  145, 

Stemk.  324, 

Stimmgabelk.  403. 

Strecke  3, 

Strophoidc  58.  85;  allge- 
meine 67;  AouBt'sche  278, 

Stropboidale  E.  69.  70, 

Sturm'sche  E.  511, 

Siibtangente  konstant  543; 
prop.  der  Tangente  520. 

8iibtoaktionslog,-K,  549, 

Summenepirale  466,  607, 

Sunmer'scke  Linie  559, 

Synchrone  474, 

Syntraktris  566, 

Syntrepente  E,  514. 

Talbot'sche  K,  684, 
Tangensk.  539, 
Tangente,  konstant  663 ;  ihr 
Winkel  proport,   der  Ab- 


Tangentenk.  698. 
Tangentialk.  701, 
Tangentielle  641. 
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Tautobaryde  528. 

Tatutochrone  473. 

Teilung  des  'Winkels  335. 
410.  499. 

TeilnngskurYCii  323  tf. 

Tetracuapide  226. 

Tetrazomale  390. 

TeufelskurTe  97. 

Three-tiar  curve  238. 

Toroide  846, 

Toupie  188. 

Tosoide  89. 

Traktrix  od.  Trattorie  563. 
600,  659,  607;  des  Kreises 
(polare  od.  complioata)568. 

Transformation,  Cremona- 
sche  332.  707;  podoidale 
685;  isogonale  126;  Mac- 
laurLa'BCte  83;  pseudo- 
Newton'sche  700;  Eober- 
varsche  700;  der  Koordi- 
naten 093  ff. 

Tranasceadente  K.  406. 

Tröfle  23;  ßquilat&al  87. 
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Trepsülinoide  580. 
Triade  des  Menaechmue  8, 
Triaiigiilär-aymmetr.K.281. 

400. 
Tricratere  87. 
Tridens  20. 

Trident  des  Cartesius  50, 
Trigonomefcrisclie   K,    638i 

Spiralen  596. 
Trilaterea  230. 
Trinodalea  210. 
Trinomische  E.  377. 
Trisekante  215. 
Trisektrix  von  Catalan  87; 

Ganla'sche  614;  vonLong- 

champs  87.  306;  von  Mac- 

lanrin  81. 
Triaomale  290. 
Trochoide  461.  508, 
TrochoidaleHüUk.  508. 527. 
TschimhanBen's  onbio  401. 

ündulationspunkt  105. 


Velaria  578. 
Verfolgungsk,  607. 
Versicarva  716. 
Veraiera  75.  731. 
Vierspitzenk.  226. 
Visiera  77. 

W- Kurve  (Klein  und  Lie) 
552.  659. 

Wallia'selie  K.  549. 

Watfache  K.  232. 

WeiersttafB'sclie  Funktio- 
nen 16, 

—  Kurve  551. 

Wendeflachparabel  266. 

Wendeparabel  266, 

Wendeapitzparabel  266. 

Windmühle  184. 

Winkelscheit  4. 

Zirkel,  Gteometrie  des  6. 
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29  Krempliut  .    .    . 
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